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1. Wstep

Dobér zmiennych objasniajacych do modeli ekonometrycznych jest jednym z
najistotniejszych zagadniefi wspdtczesnej ekonometrii. Od prawidtowego wyboru
zmiennych objasniajacych zalezy zgodnos¢ modelu z opisywana przez niego rze-
czywistoscia gospodarcza, a tym samym — jego uzytecznosc.

Metoda analizy graféw jest powszechnie znana metoda doboru zmiennych obja-
$niajacych do liniowego modelu regresji oparta na badaniu istotnosci wspétczynni-
kéw korelacji w macierzy korelacji. W metodzie tej ignorowany jest fakt testowa-
nia wielokrotnego w macierzy korelacji i wnioski wysnuwane sg po zweryfikowa-
niu wielu hipotez statystycznych, kazdej na poziomie istotnosci a. Lekcewazenie
efektu testowania wielokrotnego powoduje, iz wykrywamy zbyt duzo istotnych
wsp6tczynnikéw korelacji', co skutkuje zbytnia redukcja zmiennych. Tym samym
w ostatecznym zbiorze zmiennych moze zabrakna¢ waznych zmiennych objasnia-
jacych’. Celem artykutu jest zaproponowanie modyfikacji metody analizy graféw,
ktéra zapewni kontrolg efektu testowania wielokrotnego w macierzy korelacji.

! Zob.: Badania Monte Carlo u A. Sokotowskiego, S. Denkowskiej [2000].

2 Zob. {Denkowska 2006] — przykiad empiryczny dotyczacy testowania wielokrotnego w macie-
rzy korelacji w celu wyboru zmiennych diagnostycznych do oceny przestrzennego zréznicowania
sytuacji mieszkaniowej w Polsce w roku 2002. Na tym przykladzie zaprezentowano dwa podejscia:
jedno polegajace na tradycyjnym wnioskowaniu o istotnosci wspétczynnikéw korelacji w macierzy
korelacji, w ktérym ignorowany jest efekt wielokrotnosci testowania, oraz takie podejscie, w ktérym
efekt ten jest kontrolowany przez zastosowanie wybranych procedur testowan wielokrotnych opar-
tych na prawdopodobienstwach testowych. Przyktad pokazuje, ze lekcewazenie testowania wielo-
krotnego powoduje, iz wykrywamy zbyt duzo istotnych wspétczynnikéw korelacji, co skutkuje zbyt-
nia redukcja zmiennych diagnostycznych.
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2. Wprowadzenie w teorig testowan wielokrotnych

W celu unaocznienia efektu testowania wielokrotnego rozwazmy k niezalez-
nych testéw istotnosci, za pomoca ktérych przeprowadzamy weryfikacj¢ k praw-
dziwych hipotez zerowych. Testowania przeprowadzamy na poziomie istotnosci a.
Prawdopodobienstwo tego, ze nie odrzucimy zadnej hipotezy zerowej, wynosi

(1-@)". Jezeli przyktadowo testujemy k =20 niezaleznych, prawdziwych hipotez

zerowych, kazda na poziomie istotnosci 0,05, to prawdopodobienstwo odrzucenia
przynajmniej jednej z nich wynosi 0,64, stad wniosek, ze bardziej prawdopodobne
jest uzyskanie przynajmniej jednego istotnego statystycznie wyniku niz nieodrzu-
cenie zadnej z hipotez zerowych. W badaniach praktycznych rzadko mamy do czy-
nienia z niezaleznymi testami, wigc powyzsze obliczenia nalezy traktowaé jako
ostrzezenie, ze im wigcej testowan przeprowadzamy, tym wigcej wystepuje bted-
nych odrzucen hipotez zerowych. Nalezy zatem si¢ stara¢ ogranicza¢ w badaniach
liczbe przeprowadzanych testéw oraz stosowa¢ wiasciwa metodologie umozliwia-
jaca kontrolowanie zjawiska wnioskowania wielokrotnego.

2.1. Rodzina wnioskowan

Wiasciwa kontrola efektu wielokrotnosci testowania jest zagadnieniem trud-
nym i kontrowersyjnym. Pierwsza, a zarazem kluczowa decyzja jest wybor zbioru
wnioskowan, ktéry bedzie tworzy¢ rodzing wnioskowan. Y. Hochberg i A.C. Ta-
chane [1987] zalecaja, zeby w przypadku, gdy testowane hipotezy nie sa ze soba
powigzane ani zawartoscia, ani pézZniejszym wykorzystaniem, traktowac je od-
dzielnie, a nie acznie. W przeciwnym wypadku istotne jest branic pod uwage
facznego pomiaru btgdéw. Gdy wniosek koncowy wysnuwany jest na podstawie
przeprowadzonych testow analizowanych lacznie i jego trafnos¢ zalezy od taczne-
go pomiaru bledéw dla danego zbioru wnioskowan, wtedy taki zbidér wnioskowan
powinien by¢ rozpatrywany lacznie jako rodzina.

W metodzie analizy graféw mamy do czynienia z rodzing wnioskowan dotycza-
cych istotnosci wspétczynnikow korelacji, a wniosek koncowy dotyczacy wspétza-
leznosci zmiennych powinien uwzgledniaé taczny pomiar btedéw I rodzaju.

2.2. Miary bledu I rodzaju dla rodziny wnioskowan

W celu wprowadzenia miar bledu I rodzaju dla rodziny wnioskowan rozwazmy
problem jednoczesnego testowania & hipotez, wsréd ktérych k, hipotez jest praw-

dziwych. Zmienne losowe utatwiajace zdefiniowanie miar btedu I rodzaju dla ro-
dziny wnioskowan wprowadza tab. 1.
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Tabela 1. Liczba blgdéw w czasie testowania k hipotez zerowych

Decyzje Nie ma podstaw .,
Prawda/fatsz i do odrzu‘::enia Hy Odrzuci¢ Ho Suma
H, jest prawdziwa [§] v ko
Hp jest fatszywa T S k- ko
Suma k-R R X

Zrédto: [Benjamini, Hochberg 19951.

W ostatnim latach w literaturze na temat testowan wielokrotnych najczesciej
wyrdzniane sg dwie miary bigdu I rodzaju dla rodziny wnioskowar:

o FWE (familywise error rate) FWE =P(V 21),
. E (K] , gdyR>0
¢ FDR (false discovery rate): FDR= R .
0, gdyR=0

Do roku 1995 kontrola FWE wydawata si¢ najwlasciwszym rozwiagzaniem we
wnioskowaniu wielokrotnym. Kontrola FWE dla rodziny wnioskowan oznacza, iz
prawdopodobienstwo odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej
jest nie wigksze od ustalonego z géry « . Jednak nie we wszystkich badaniach sto-
sowanie procedur kontrolujacych FWE daje dobre rezultaty. W przypadku licznych
rodzin wnioskowan procedury FWE ostabiaja moc indywidualnych wnioskowan,
w wyniku czego otrzymujemy zbyt mato odrzucen hipotez zerowych.

W roku 1995 Benjamini i Hochberg [1995] zaproponowali nowa miar¢ bigdu
I rodzaju FDR (false discovery rate), ktérej kontrola oznacza, iz warto$¢ oczeki-
wana frakcji btednych odrzucen wsréd wszystkich odrzucen hipotez zerowych jest
kontrolowana na ustalonym z géry poziomie.

W celu pokazania réznicy pomi¢dzy FWE i FDR rozpatrzmy sytuacje, gdy ro-
dzina wnioskowan obejmuje 1000 hipotez zerowych i odpowiadajacych im hipotez
alternatywnych. Poréwnajmy sytuacje odrzucenia 100 hipotez zerowych, z czego
jedna jest prawdziwa, z sytuacja odrzucenia w tym zbiorze dwdch hipotez, z czego
jedna jest prawdziwa. Z punktu widzenia FWE obie te sytuacje sa tak samo nieko-
rzystne, bo odrzucona zostata jedna prawdziwa hipoteza zerowa. Mozna jednak
spojrze¢ na ten wynik w ten sposob, iz tylko 1% odrzucen bylo btednych w pierw-
szej sytuacji, a az 50% — w drugie;j.

3. Procedury testowan wielokrotnych oparte
na prawdopodobienstwach testowych

Kontrolg¢ wspomnianych miar btedu I rodzaju dla rodziny wnioskowan w ma-
cierzy korelacji [Denkowska 2006] zapewni¢ moga odpowiednie procedury te-
stowan wielokrotnych oparte na prawdopodobienstwach testowych. Procedury
te moga by¢ stosowane w przypadku skonczonych rodzin hipotez skladajacych sig
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tylko z hipotez minimalnych. Proces testowania z ich wykorzystaniem opiera si¢
przede wszystkim na analizie indywidualnych prawdopodobienistw testowych, tak
wigc zakres zastosowan tych procedur jest bardzo szeroki. Kolejng zaleta tych pro-
cedur sa nieduze wymagania co do zatozen modelu statystycznego. Istotng kwestig
jest jedynie typ zaleznosci pomiedzy statystykami testowymi, bowiem w przypad-
ku niezaleznych statystyk testowych lub pewnych typdéw zaleznosci mozna stoso-
wac procedury o wigkszej mocy. Specyfika macierzy korelacji zawgza grupg pro-
cedur testowan wielokrotnych do procedur, ktére mozna stosowac bez wzgledu na
typ zaleznosci migdzy statystykami testowymi.

3.1. Skorygowane prawdopodobienstwa testowe

Zalozmy, Ze rozpatrujemy rodzine ‘k’ minimalnych hipotez zerowych Hg.
Hy»,..., Hyp, z odpowiadajqcymi im prawdopodobienstwami testowymi py, ps,..., Pk
Uporzqdkujmy prawdopodobienstwa testowe p(;y < pa) < ... < pw i niech Hy,),
Hy3)....Ho ) 0znaczajq odpowiadajqce im hipotezy zerowe.

Analogicznie do definicji zwyktych (nieskorygowanych) prawdopodobienstw
testowych p skorygowane prawdopodobienstwo p. dla hipotezy H,, vs. H,,

rowne jest najmniejszej wartosci FWE, dla ktérej H,, moze zosta¢ odrzucona,

gdy cata rodzina hipotez jest rozpatrywana. Jezeli mamy wyznaczone® skorygo-
wane prawdopodobienistwa testowe p, (i = 1, ..., k) dla kazdego testu H,; vs.

H,,, decyzja o odrzuceniu hipotezy H,, na poziomiec FWE réwnym «a podej-

mowana jest, gdy p, <.
Skorygowane prawdopodobienstwa testowe sa definiowane analogicznie z FDR.

3.2. Procedury testowan wielokrotnych kontrolujagce FWE

Do uniwersalnych procedur testowan wielokrotnych kontrolujacych FWE zali-
czamy jednoetapowa procedure Bonferroniego oraz jej wieloetapowa modyfika-
cj¢ — procedur¢ Holma. Procedura Bonferroniego jest najprostsza procedurg te-
stowan wielokrotnych, a jej algorytm mozna przedstawi¢ nastgpujaco: odrzucam)
H,, wtedy, gdy p, <<.

Metoda Bonferroniego jest bardzo konserwatywna, czyli jest metoda o mate

mocy. Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla metody Bonferroniego wy:
Znaczane sg ze wWZoru:

p; =min(kp,;1) dlaj=1,... k. (r

? Sposoby wyznaczania skorygowanych prawdopodobieristw testowych dla poszczegélnych pro
cedur testowan wielokrotnych zostang oméwione w dalszej czgéei artykutu.
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Procedura Holma jest mniej konserwatywna niz metoda Bonferroniego, bo-
wiem kazda hipoteza odrzucona przez metod¢ Bonferroniego jest odrzucona réw-
niez przez metod¢ Holma, hipotezy odrzucone przez metode Holma zas moga nie
zostac odrzucone przez metode Bonferroniego. Skorygowane prawdopodobienstwa
testowe dla metody Holma wyznaczane sa ze wzoréw [Westfall i in. 1999, s. 30]:

Py =min(L; kp,,) oraz p;, =min(1; max (. ,,.(k—j+Dp,,)) dlaj=2, ..k (2)

3.3. Procedura testowan wielokrotnych kontrolujaca FDR

Uniwersalng procedura kontrolujaca FDR (false discovery rate) jest procedura
Yekuteliego-Benjaminiego [Benjamini, Yekuteli 2001]. Jest ona modyfikacja
procedury LSU (linear step-up) Hochberga-Benjaminiego [Benjamini, Hochberg
1995] zapewniajaca kontrole¢ FDR bez wzgledu na typ zaleznosci pomigdzy staty-
stykami testowymi. Niestety procedura ta jest procedura konserwatywna w porow-
naniu z procedura LSU. Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla metody

Yekuteliego-Benjaminiego wyznaczamy ze wzoréw:
k

_ . q - - k .
P :mm(l;P(k)Z%J oraz p;.;, :mm(P(k—me(k—j)ijz%j daj=1,...k-1.(3)

i=1 i=1

4. Modyfikacja metody analizy grafow

Dla jasnosci pozniejszych rozwazan przypomnijmy oryginalng metode analizy
graféw [Bartosiewicz 1980, s. 21], wyrézniajac 3 etapy:

1. Na podstawie danych empirycznych dotyczacych n obserwacji dokonanych
na (/+1) zmiennych buduje si¢ macierz obserwacji X o wymiarze nx(l/+1)

(pierwsza kolumna macierzy X zawiera informacje o danych empirycznych zmien-
nej objasnianej). Z macierzy X wyznacza si¢ macierz korelacji W, a nastgpnie usu-
wa si¢ z niej pierwszy wiersz i pierwsza kolumng, zawierajace wspétczynniki kore-
lacji z préby pomigdzy zmienng objasniang a zmiennymi objasniajacymi. Otrzy-
mang w ten sposob macierz oznacza si¢ przez R i jest to macierz korelacji o wy-
miarze Ix! zawierajaca wspolczynniki korelacji pomi¢dzy ! zmiennymi objasnia-
jacymi.

2. Etap kolejny polega na weryfikacji istotnosci wspélczynnikéw korelacji po-
migdzy zmiennymi objasniajacymi. Sprawdzamy Lz_l) hipotez o postaci:
Hy:p,=0 (i#j) vs. H,:p, #0. Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka

T

1/1—7;.].2

t= Jn—2, ktérej warto$¢ empiryczna otrzymana dla préby jest poréwny-
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wana z wartoscia krytyczng ¢,., , odczytana z tablic +-Studenta dla kwantyla 1 - £

i (n—2) stopni swobody. W praktyce zalecane jest, by wyznaczy¢ warto$¢ kry-

t2

* * n-2 . - . z 1,
tyczna r ze wzoru: r = [——"— jnastgpnie wszystkie wsp6iczynniki kore-

n-— 2 + t;:n—z

lacji r; (i, j=1,..,1) w macierzy R, ktére spetniaja nieréwnos¢ |r,.j| <r' dla i#j,

zastapic zerami, otrzymujac w ten sposéb nowa macierz R’.

3. Wykorzystujac macierz R’, buduje si¢ grafy, w ktérych wierzchotkami sa
zmienne, a tukami — wspéfczynniki korelac)i. Nastepnie okresla si¢ stopien kazde-
go wezla grafu, tzn. liczbg tukéw, ktérymi jest on zwigzany z innymi wierzchot-
kami. Dla wierzchotkéw izolowanych stopien wynosi zero. W kazdym grafie sp6j-
nym wyrézniamy wierzchotek o maksymalnym stopniu. Jezeli w danym grafie
spdjnym jest kilka takich wierzchotkéw, to wybiera si¢ sposrdd nich ten, ktory re-
prezentuje zmienng najsilniej skorelowana ze zmienng objasniana. Ostatecznie
zmiennymi objasniajacymi pozostana zmienne wyréznione z graféw spdjnych oraz
zmienne reprezentowane przez wierzchotki izolowane.

Poniewaz uzyskanie prawdopodobienstw testowych dla poszczegélnych testo-
wan nie stanowi problemu, czgsto w praktyce etap drugi sprowadzany jest do po-
réwnan otrzymanych prawdopodobienstw testowych z przyjetym na wstgpie po-
ziomem istotnosci a.

Prawdopodobienstwa testowe wykorzystamy do zmodyfikowania metody anali-
zy graféw.

Modyfikacja procedury analizy graféw polega na zastgpieniu etapu dru-
giego w algorytmie procedury analizy grafow etapem 2’:

2’. Analogicznie jak w oryginalnej wersji przeprowadzamy weryfikacje istot-
nosci wspéiczynnikéw Kkorelacji pomigdzy zmiennymi objasniajacymi. W rezulta-
cie otrzymujemy zbior prawdopodobienstw testowych: p,,..,p,, gdzie
k=1, 3%3 Nast¢pnie porzadkujemy prawdopodobienstwa testowe tak, aby:
Py < ... < py,-Dla p,,..., p,, wyznaczamy odpowiadajace im skorygowane
prawdopodobienstwa testowe p, ..., Py, Wykorzystujac jedng z procedur:

e procedur¢ Holma kontrolujaca FWE — wzory (2),

e procedure Yekutieliego-Benjaminiego kontrolujaca FDR — wzory (3).

Nastepnie wszystkie wspétczynniki korelacji w macierzy R, dla ktérych spet-

niona jest nieréwnos¢ p, >a (i = l,...,L;”) , zastgpujemy zerami i w ten sposéb

otrzymujemy nowa macierz R’.

Wybér procedury testowan wielokrotnych zastosowanej do zmodyfikowania
metody analizy graféw zalezy od poczynionego na wstegpie wyboru miary kontroli
btedu I rodzaju dla rodziny wnioskowan dotyczacych istotnosci wspétczynnikéw
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korelacji w macierzy korelacji. Kontrol¢ prawdopodobienstwa btednego stwierdze-
nia jednej lub wiecej istotnych zaleznosci na poziomie ¢ zapewniaja procedury
Bonferroniego i Holma. Do modyfikacji metody analizy graféw zostata jednak za-
proponowana metoda Holma, gdyz ma wigksza moc niz metoda Bonferroniego.
Poniewaz w przypadku rozpatrywania duzej macierzy korelacji moc procedury
Holma znacznie spada, warto rozwazy¢, czy nie wystarczy kontrola frakcji bled-
nych odrzucen wsréd wszystkich odrzucen hipotez zerowych i zastosowanie pro-
cedury Yekutieliego-Benjaminiego, ktéra dopuszcza pewien niewielki procent (&
100%) btednie stwierdzonych istotnych zaleznosci wsréd wszystkich zaleznosci
uznanych za istotne, ale za to unikamy zachowawczej postawy procedur kontrolu-
jacych FWE.

5. Podsumowanie

Niezaprzeczalnie kontrola efektu testowania wiclokrotnego w macierzy korela-
cji jest wskazana. Ignorowanie efektu testowania wielokrotnego powoduje, iz wy-
krywamy zbyt duzo istotnych wspétczynnikéw korelacji, co w przypadku metody
analizy graféw skutkowa¢ moze tym, iz w finalnym zbiorze zmiennych egzoge-
nicznych zabraknie waznych zmiennych objasniajacych [Denkowska 2006].

W artykule zaproponowano modyfikacje metody analizy graféw uwzgledniaja-
ce efekt wielokrotnosci testowania w macierzy korelacji. W zaleznosci od istoty
zagadnienia ekonomicznego mozna wybiera¢ sposrod procedur kontrolujacych
FWE lub FDR. Gdy istotne jest, by prawdopodobienstwo bt¢dnego stwierdzenia
jednej lub wigcej istotnych statystycznie zaleznosci byto kontrolowane na pozio-
mie &, najlepszym rozwiazaniem jest zastosowanie modyfikacji opartej na meto-
dzie Holma. Kontrola FWE na poziomie & oznacza, ze uzyskane istotne wyniki
mozemy z duzym zaufaniem przyjac, gdyz prawdopodobienstwo btednego alarmu
jest nie wigksze od o. Natomiast w sytuacji licznej rodziny wnioskowan warto roz-
wazy¢, czy nie wystarczy kontrola (FDR) wartosci oczekiwanej frakcji bigdnych
odrzucen wsréd wszystkich odrzucen na z géry ustalonym poziomie. W przypadku
bowiem ,,duzych” macierzy korelacji, a tym samym - licznej rodziny wnioskowan,
gwattownie maleje moc indywidualnych testéw w sytuacji zastosowania procedur
kontrolujacych FWE i w efekcie zastosowania tych procedur otrzymujemy zbyt
mato istotnych wynikéw. Zastosowanie procedur kontrolujacych FDR pozwala
unikna¢ zachowawczej postawy FWE. Wybdr przez badacza tej miary btedu I ro-
dzaju dla rodziny wnioskowan oznacza, iz dopuszcza on i akceptuje pewien nie-
wielki procent & 100% blgdnych odrzucen wsréd wszystkich odrzucen, a w zamian
za to oczekuje mniej ostroznej postawy niz w przypadku kontroli FWE i w efekcie
wigkszej liczby wykrytych istotnych statystycznie zaleznosci. Z pewnoscia jest to
lepszym rozwiazaniem, niz ignorowanie efektu wielokrotnosci testowania.
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Warto na koniec podkresli¢, ze ignorowanie efektu wielokrotnosci prowadzi do
wykrywania wielu zupelnie przypadkowych zaleznosci. Zaleznosci takie sa pozniej
czgsto eksponowane w naukowych publikacjach jako ciekawe czy wrecz zdumie-
wajace wyniki badan. To z kolei budzi sceptycyzm wobec metod statystycznych,
podczas gdy zrédiem nieporozumienia sg niewiasciwie przeprowadzone badania,
nieuwzgledniajace efektu testowania wielokrotnego.
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MODIFICATION OF GRAPH ANALYSIS METHOD

Summary

Graph analysis method is the commonly known procedure of independent vari-
ables selection in linear regression model. It is based on traditional attitude to the
significance testing of correlation coefficients in the correlation matrix, in which
multiple testing effect is ignored because the decisions of significance are taken
each on a-level. Proposed modification of graph analysis method ensures the con-
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trol of multiple testing effect in a correlation matrix. This modification is based on
multiple testing procedures which ensure control of probability of at least one
wrong rejection when the entire family of inferences is considered (FWE Family-
wise Error Rate), or the control of FDR (False Discovery Rate) which is the ex-
pected proportion of erroneously rejected null hypotheses among the rejected ones.
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