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ESTYMACJA PARAMETROW ROZKLADU NA PODSTAWIE
DANYCH POGRUPOWANYCH ZA POMOCA ALGORYTMU EM.
WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

1. Wstep

Algorytm EM jest metoda iteracyjnego obliczania estymatordw najwigkszej wiary-
godnosci (ENW) [Magiera 2002, s. 146], stosowana do rozwiazywania probleméw okre-
Slanych jako problemy z niekompletnymi danymi. W kazdej iteracji sq wykonywane
dwa kroki: krok E (expectation step) i krok M (maximization step). Z tego tez powodu
algorytm jest nazywany algorytmem EM [Dempster, Laird, Rubin 1977]. Na problemy z
nickompletnymi danymi sktadaja si¢: struktury z brakujacymi danymi, modele z obcie-
tymi rozktadami, pogrupowane czy tez ocenzurowane obserwacje, a takze model efek-
téw losowych, mieszanki rozktadéw, estymacja komponentéw wariancyjnych, iteracyjna
wazona metoda najmniejszych kwadratéw, modele logarytmiczno-liniowe.

W artykule jako zastosowanie algorytmu EM przeanalizowano problem estymac;ji pa-
rametréw rozkladu dla danych pogrupowanych. Algorytm EM zostat ukazany w $wietle
klasycznych metod estymacji parametréw rozkladu. Przeprowadzone eksperymenty sy-
mulacyjne miaty na celu zbadanie wptywu sposobu estymacji parametréw rozkladu na
wyniki zastosowan testu * zgodnosci. Przedstawiono wyniki eksperymentéw symula-
cyjnych, ktére pozwolity poréwnaé ze soba zatozone i rzeczywiste rozmiary testu 3 Pe-
arsona dla przypadku, gdy nieznane parametry estymowane sg z uzyciem algorytmu EM
na podstawie zgrupowanych danych oraz gdy parametry estymowane s3 na podstawie
oryginalnych, niezgrupowanych danych. W niniejszej pracy zaprezentowano takze wy-
niki badan przeprowadzonych dla danych rzeczywistych.

2. Opis algorytmu EM

Niech Y bedzie wektorem losowym modelujacym obserwacje niekompletne, o
funkcji gestosci wzgledem miary Lebesgue’a g(y; W), gdzie ¥ = (¥, ..., ¥,)  jest
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wektorem nieznanych parametréw z przestrzeni parametréw Q. Funkcja wiarygod-
noscidla W przy zadanym wektorze obserwacji y ma posta¢ L(¥) = g(y;'¥). Estyma-

tor najwigkszej wiarygodnosci jest definiowany jako rozwiazanie ¥ réwnania
wiarygodnosci %L(‘l’) =0 lub %ln L('¥) =0, w ktérym osiagane jest globalne

maksimum L(¥) (por. [Magiera 2002, s. 167]).

Niech x bedzie wektorem danych kompletnych. Wektor danych obserwowa-
nych y jest woéwczas traktowany zaréwno jako wektor danych niekompletnych, jak
i funkcja danych kompletnych, tzn. y = y(x) [Dempster, Laird, Rubin 1977, s. 1].

Niech X bedzie wektorem losowym modelujacym dane kompletne i majacym funk-
cj¢ gestosci wzgledem miary Lebesgue’a g (x;¥). Wiedy logarytm funkcji wiarygod-
nosci nieobserwowanych danych kompletnych ma posta¢ In L ('¥) =In g _(x;'¥).

Algorytm EM rozwiazuje réwnanie wiarygodnosci dla niekompletnych danych
posrednio, wykorzystujac logarytm funkcji wiarygodnosci kompletnych danych
In L (¥) . Oczywiscie, funkcja InL ('¥) jest nieobserwowalna. Jest ona zast¢po-
wana przez jej warunkowa wartosé oczekiwang wzgledem wektora Y, z uzyciem
biezacej wartosci parametru V.

Kroki E i M w (k+1)-szej iteracji sa zdefiniowane nastgpujaco [McLachlan,
Krishnan 1997, s. 22]:

Krok E. Obliczenie Q('¥,¥"), gdzie Q(¥,¥*)=E,.{InL.(¥)|Y=y}, a
¥'“ oznacza warto$é parametru W uzyskana w k-tej iteracji algorytmu EM.

Krok M. Maksymalizacja Q(P,¥"“) wzgledem ¥. Wybieramy zatem
YD e Q takie, ze dla wszystkich ¥e Q: Q(P“", ¥®) > 0(P, ") .

Dla zadanego £>0 kroki E i M sa powtarzane do momentu, gdy po raz pierw-
szy InL(P*")—InL(P*)< ¢ lub inne kryterium zatrzymania zostanie spetnio-
ne, np. liczba iteracji osiagnie zadana z géry wartos¢ maksymalna.

3. Estymacja parametréw rozkladu na podstawie danych
pogrupowanych i obcigtych

Zagadnienie pogrupowanych i obcig¢tych danych to problem z niekompletnymi
danymi, do ktérego mozna zastosowac algorytm EM [McLachlan, Krishnan 1997,
s. 74; Dempster, Laird, Rubin 1977, s. 13}.

Niech W bedzie zmienna losowa z przestrzeni W o funkcji gestosci f(w; ¥),
gdzie ¥ jest wektorem nieznanych parametréw. Niech przestrzen % bedzie po-
dzielona na v roziacznych klas W, (j=1,...,v). Realizacje zmiennej losowej W
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sq niezalezne, ale nie sg rejestrowane. Jedynie liczby n; tych obserwacji, ktre na-
lezg do klasy ‘WJ dla j=1,...,r, gdzie r <v, sg rejestrowane.

Niech wektor y=(n,,...,n,)" bedzie wektorem danych niekompletnych (zaob-
serwowanych) oraz n:==n +..+n,.

Przy ustalonym n wektor y pochodzi z rozkladu wielomianowego o rozmiarze
préby n z r kategoriami, a prawdopodobienstwa wystapienia kategorii wynosza

p;(¥)/p(¥) (j=1....r), gdzie p,(®)=[ f(w;¥)dw i p¥)=Y p,(¥).
i j=1
Funkcja wiarygodnosci dla niekompletnych danych ma postac:
! , (T) n
L(¥)=— H(p’ j : M)
H v=|n/ ' j=1 p(‘ll)

Na potrzeby algorytmu EM wprowadzono wektor ,,brakujacych” danych, tzn.
z=(n,,,,...,n,) — wektor nieobserwowanych czestosci w przypadku obcietych

danych (r<v) oraz w; =(w,,...,w;, )’ (j=1...,v) — wektor n, nicobserwo-

in;

wanych realizacji zmiennej losowej W, ktére naleza do klasy W, dla j=1,...,v.

Niech teraz wektor danych kompletnych ma postaé¢ x=(y’, z’, wl,...,w/)".
Wektor losowy Y danych niekompletnych bedzie mial rozklad wielomianowy, a
tym samym funkcje wiarygodnosci okreslona wzorem (1), jesl wektor losowy X
danych kompletnych bgdzie miat rozkiad, dla ktérego funkcja wiarygodnosci bg-
dzie miala postac¢ (z doktadnoscig do mnoznika niezaleznego od ¥):

|4

L®=TTITfo:®, 2)

j=l k=l

) sa realizacjami zmiennej losowej

gdzie obserwacje Wi (j=1,...,v,k=l,...,nj

W dla proby o rozmiarze n+m,a m=n_ +..+n, ijest losowe.

r+l

Konstrukcja rozktadu brakujacych danych taka, aby otrzymacé (2), przedsta-
wiona jest np. w pracy [Huptas 2006].

Krok E dla (k + 1)-szej iteracji: obliczamy Q(‘I’,‘P‘"’)=Ew,{lnl,c(‘l‘)|Y=y}.
Niech N, bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbg obserwacji w klasie ‘WJ Ze
wzgledu na konstrukcje wektoréw w (j=1,...,v), z i y, otrzymujemy (por.

[McLachlan, Krishnan 1997, s. 77}):
- v N
Q(‘P,T“‘)):Zn;k) Q,-(‘P.'Pm)+ln (m+n l)n

. HV tyy
=] P
4 j=1nl

(3)

gdzie:
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QP ¥)=E,.,(InfW;¥)|WeW},
n; dla j=1,.
p,(‘Pm)/p(‘I"“) dla ,_r+1

Drugi czton réwnania (3) nie zalezy od ¥ i moze by¢ opuszczony przy maksy-
malizacji Q('¥,¥*). Ostatecznie mozna zatem przyjaé, ze:

QY. ¥)=3 n 0,(¥,¥").
j=l

n! =E,.{N;|Y=y}= {

Krok M dla (k+1)-szej iteracji: maksymalizujemy Q(¥,¥’) wzgledem P.
Wartos¢ parametru W**" bedzie pierwiastkiem réwnania:
0P, ¥*“)/o¥ =0,
gdzie

Q(‘I’ Y= Z"‘“ Q(‘P‘I’“’)

J

a?lnf(W;‘I’)IWe ‘WJ}

0
a?Qj(TvT(k)) = Ev(k) {

4. Eksperyment symulacyjny

Przeprowadzono eksperyment symulacyjny, w ktérym zastosowano algo-
rytm EM do estymacji parametréw rozkladu dla danych pogrupowanych. Wyko-

rzystano test ¥° zgodnosci, w ktérym statystyka testowa ma asymptotyczny roz-
klad »* [Magiera 2002, s. 244]. Test byt przeprowadzany, gdy rozktad teoretyczny
postulowany w hipotezie zerowej byt ciagly i zalezny od nieznanych parametréw
(przyjeto rozktad normalny z nieznanymi: u# i 6°). W celu oszacowania parame-
tréw dla testu stosuje si¢ dwie metody:

(a) oszacowaniami parametréw sa rozwigzania uktadu réwnan wiarygodnosci
dla obserwacji zgrupowanych (ENW sa oparte na cz¢stosciach empirycznych),

(b)estymatorami parametréw sg rozwiazania ukladu réwnan wiarygodnosci dla
niezgrupowanych danych (ENW s3 oparte na oryginalnych obserwacjach).

Niech p, beda czgstosciami teoretycznymi v klas w przypadku, gdy rozklad
teoretyczny jest w petni okreslony. Wéwczas statystyka y° Pearsona ma przy
n — o rozktad graniczny ° z v—1 stopniami swobody.

Niech teraz p;, bgda ENW czgstosci teoretycznych p;, opartymi na czgsto-

sciach empirycznych n; (odpowiada to metodzie (a)). Wtedy, przy odpowiednich
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warunkach regularnosci, statystyka 7° Pearsona ma przy n — o rozklad granicz-

ny y° z v—1-k stopniami swobody, gdzie k jest liczba estymowanych parame-
trow.

Niech p; beda ENW czgstosci teoretycznych p;, uzyskanymi dla niezgrupowa-
nych danych, czyli opartymi na oryginalnych obserwacjach (odpowiada to meto-
dzie (b)). Okazuje si¢, ze wtedy rozklad graniczny przy n — e statystyki testowej

2’ lezy miedzy rozkladami granicznymi statystyk 7> i z°. Statystyka testowa

#° ma wigc pewien rozklad, ktérego kwantyle zawieraja si¢ migdzy odpowiednimi

kwantylami rozkladéw »”, , i x2,. Nalezy nadmienié, ze wraz ze wzrostem licz-
by v klas wartosci kwantyli rozktadéw #”, , i x2, (przy tym samym poziomie
istotnos$ci & ) coraz mniej si¢ réznia.

Celem eksperymentu symulacyjnego bylo poréwnanie, przy zatozonych poziomach
istotnosci, empirycznych rozmiaréw testéw y° Pearsona uzyskanych w przypadkach,
gdy nieznane parametry estymowane byly na podstawie zgrupowanych danych z uzy-
ciem algorytmu EM oraz danych oryginalnych niezgrupowanych.

Estymatory byly oparte na tych samych n elementowych prébach. Obliczenia
byly powtarzane N = 10 000 razy, za kazdym razem dla ré6znego zestawu danych.

Wzory na estymatory parametréw 4 i o’ w przypadku algorytmu EM maja
posta¢:

ﬂ(k+|):Z,’=1 nj Elru:'{WIWG ‘M)}}, (4)
Zi:lnf
Z;q n; Egu {(W -uFM | wWe ‘WJ}
Zj:l nj
Z kolei estymatory w przypadku danych oryginalnych obliczano nastgpujaco:
. . 1 ]
Zao R O X ®)
i=l i=1

Rozmiary empiryczne obliczono jako «,,, =N, /N, gdzie N, to liczba tych

&)

(0.2 )(k+1) —

wartosci statystyk testowych, ktére wpadly do obszaru krytycznego, a N oznacza
liczbg powtdrzen symulacji. Za btad symulacji przyjeto géme oszacowanie

JVar(N,/N).

Tabele 1 i 2 prezentuja wyniki uzyskane dla N = 10 000 (btad symulacji wyno-
sit 0,004), licznosci préby n =500 i liczby klas ve {4;12}. Wigcej szczegétéw do-
tyczacych eksperymentu symulacyjnego mozna znalez¢ w pracy [Huptas 2006].
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Tabela 1. Empiryczne rozmiary testow dla v=4, n =500 i N= 10000

Poziom istotnosci e Empiryczny rozmiar testu @, _
algorytm EM momenty z proby
0,010 0,010 0,015
0,050 0,054 0,084
0,100 0,104 0,173

Zrédto: obliczenia wiasne.

Tabela 2. Empiryczne rozmiary testow dla v=12, n =500 i N=10 000

Poziom istotnosci & Empiryczny rozmiar testu @, _
algorytm EM momenty z proby
0,010 0,010 0,011
0,050 0,052 0,055
0,100 0,102 0,108

Zrédlo: obliczenia wiasne.

Eksperyment pokazal, ze przy estymacji nieznanych parametréw na podstawie
funkcji wiarygodnosci po zgrupowaniu danych empiryczne rozmiary testéw sg
réwne, w granicach blgdu symulacji, zalozonym poziomom istotnosci niezaleznie
od liczby klas i licznosci prébki. W estymacji parametréw na podstawie oryginal-
nych obserwacji empiryczne rozmiary testéw odbiegaja znacznie od zalozonych
poziomdw istotnosci, gdy liczba klas jest mata. Wzrost liczby klas powoduje, ze
empiryczne rozmiary testow coraz mniej si¢ r6znia od siebie.

5. Analiza danych rzeczywistych

Punktem wyjscia do badan empirycznych byty eksperymenty symulacyjne opi-
sane w punkcie 4. Celem badan byto sprawdzenie za pomoca testu zgodnosci y°,
czy badana préba pochodzi z rozktadu normalnego.

Dane rzeczywiste pochodza z Gléwnego Urzedu Statystycznego i dotycza wy-
datkéw gospodarstw domowych na osobg. Wst¢pna analiza danych pokazata, ze
dane maja rozkltad logarytmiczno-normalny, wigc do analizy dane zlogarytmowa-
no. Préba, ktéra badano, liczyta n =506 przypadkéw. Klasy zostaly dobrane tak,
aby liczebnosci teoretyczne byly wigksze od 5 (warunek np; 25 (j=1...,v) [Ze-
lias, Pawelek, Wanat 2002]. Przedzialy dolny i gémy zostaly domknigte z wy-
korzystaniem informacji o minimalnej i maksymalnej wartosci w badanej prébie.

Tabele 3 i 4 prezentuja wyniki analizy danych rzeczywistych w przypadkach,
gdy skrajne klasy miaty postacie: [5,1;5,8] i1 (7,8;8,5] oraz [5,1;5,4} i (7,8;8,5], a
pozostate v—2 klasy mialy t¢ sama dtugos¢. Estymacj¢ wartosci oczekiwanej i
wariancji przeprowadzono dwiema metodami: algorytmem EM (4)-(5) oraz odpo-
wiednimi momentami z préby (6).
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Tabela 3. Wartosci estymatordw i statystyk testowych dla skrajnych klas o postaci: [5,1: 5.8] 1 (7.8; 8,5]

Lo b Klas e alg(\))vr);atrrtl:)s]f‘:c;/[ estymatorow i statyls:g';;ii:):l;igby

Xioo =6,635 Uy = 6,557262 i =6,557755

v=4 Hroos = 3,841 o, =0321128 6% =0,313856
2oy =2.706 Xiw =3.171 ¥ =3904

Zioo =15,086 Uy =6.553567 i =6,557755

v=8 Xooos =11,070 O =0.313854 & =0,313856
Xion=9,236 Xy =4.671 7=4723

oo =21,666 Uy =6,551611 /1 =6,557755

v=12 Xioos =16,919 o}, =0,307080 &2 =0,313856
2o, =14.684 Xy = 7,043 X' =6930

Zr6dto: obliczenia wiasne.

Dla liczby klas v=8 i v=12 przy skrajnych klasach réwnej i réznej dtugosci
(tab. 3 i 4) statystyki testowe x7%, i 7’ sa zdecydowanie mniejsze od wartosci

krytycznych i nieznacznie réznia si¢ od siebie. Na wszystkich zatozonych pozio-
mach istotnosci nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, méwiacej o
zgodnosci rozktadu badanej préby z rozktadem normalnym.

Tabela 4. Wartosci estymatorw i statystyk testowych dla skrajnych klas o postaci: 5,1; 5.4] i (7.8; 8.5}

Wartosci estymatordw i statystyk testowych

Liczba klas ,(vz_,:,,
algorytm EM momenty z proby

Koo = 6,635 Hyy =6,564769 =6,557755

v=4 Xioos = 3,841 o2, =0,315862 6’ =0,313856
lezo.l =2,706 Z:'M =3,531 7' =3.695

X500 =15,086 Hpy =6,551458 i1 = 6,557755

v=8 Xs.00 =11,070 Oy = 0305467 &° =0,313856
X1 =9.236 Xiw =6.274 7 =6,046

X = 21,666 Mg =6,549336 i = 6,557755

v=12 | Xogos =16.919 o}, =0,305083 &% =0,313856
Kooy =14,684 X =7,109 7 =6838

Zrédto: obliczenia wiasne.
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W swietle wynikéw eksperymentu symulacyjnego najbardziej interesujace byty
jednak wartosci statystyk testowych dla matlej liczby klas. Dla liczby klas v=4
przy réwnych skrajnych klasach (tab. 3) hipotez¢ zerowa na poziomie istotnosci
a=0,05 odrzucamy w estymacji parametréw na podstawie oryginalnych, nie-
zgrupowanych obserwacji. Natomiast nie mamy podstaw do jej odrzucenia w
przypadku estymacji nieznanych parametréw algorytmem EM. Statystyka testowa
X%, jest znacznie mniejsza od statystyki testowej #°. Dla liczby klas v=4 przy
skrajnych klasach réznej dlugosci (tab. 4) sytuacja taka nie ma miejsca, tzn. na po-
ziomie istotnosci @ =0,05 w obu przypadkach nie mamy podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. Nalezy jednak nadmieni¢, ze i tym razem statystyka testowa
X1, jest mniejsza od statystyki testowej 7.

6. Podsumowanie

Eksperyment symulacyjny pokazal, ze przy malej liczbie klas empiryczne roz-
miary testow w estymacji parametréw na podstawie oryginalnych danych odbiega-
ja znacznie od zalozonych poziomdéw istotnosci. W przypadku estymacji parame-
tréw algorytmem EM dla zgrupowanych danych zjawisko takie nie miato miejsca,
niezaleznie od liczby klas. Wyniki badan empirycznych potwierdzity, ze sposéb
estymacji parametréw istotnie wptywa na wyniki testu zgodnos$ci rozkladu. Jezeli
wigc liczba v klas jest duza i estymujemy mala liczb¢ parametréw metoda naj-
wigkszej wiarygodnosci bez grupowania obserwacji, to przy okreslaniu obszaru

krytycznego mozna korzystaé z wartosci kwantyli rozktadu * z v—-1-k stop-

niami swobody. W przeciwnym razie rzeczywisty rozmiar testu moze by¢ istotnie
wiekszy niz zakladany poziom istotnosci.
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ESTIMATION OF PARAMETERS OF DISTRIBUTION FROM
GROUPED DATA BY MEANS OF THE EM ALGORITHM.
RESULTS OF EMPIRICAL RESEARCHES

Summary

In this article the Expectation-Maximization (EM) algorithm and its application
are presented. The application is related to estimation of parameters of distribution
in case data are grouped and may also be truncated. Results of a simulation ex-
periment in which was used the Pearson chi-square goodness of fit test and results
of empirical researches were presented. The EM algorithm as an iterative technique
of estimation of parameters and classical methods of estimation were compared.
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