PRACE NAUKOWE AKADEMII EKONOMICZNE] WE WROCLAWIU
Nr 1169 2007
TAKSONOMIA 14
Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania

Andrzej Bak

Akademia Ekonomiczna we Wroctawiu

MODELE ZE ZMIENNYMI UKRYTYMI
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1. Wstep

Poszukuje si¢ nieustannie, takze w naukach ekonomicznych, modeli jak najle-
piej opisujacych rzeczywistos¢. Modele ze zmiennymi ukrytymi pozwalaja lepiej,
w poréwnaniu z modelami klasycznymi, opisa¢ populacje (préby) niejednorodne, a
wigc zidentyfikowac klasy, grupy, segmenty. Segmentacja w badaniach marketin-
gowych oznacza podzial rynku na wzglednie jednorodne klasy konsumentéw na
podstawie podobienstwa kryteridw charakteryzujacych konsumentéw lub kryte-
riéw ich reakcji na oferowany produkt lub ustuge.

Zmienne ukryte opisuja obiekty (zjawiska lub procesy) tak jak zmienne obser-
wowalne. Nie mozna jednak bezposrednio zmierzy¢ wartosci tych zmiennych.
Uwzglednienie w modelu takich zmiennych moze jednak przynies¢ wymierne ko-
rzysci. Realizacje tych zmiennych sa ksztaltowane przez zmienne, ktére mozna za-
obserwowac i zmierzy¢.

Modele ze zmiennymi ukrytymi uwzgledniaja heterogenicznos¢ konsumentéw
na poziomie grupowym i dlatego moga by¢ one wykorzystywane w segmentacji
rynku. Estymacja modelu polega m.in. na oszacowaniu liczby i wielko$ci poszcze-
g6lnych segmentéw.

Celami artykulu sa prezentacja podstawowych cech modeli ze zmiennymi ukry-
tymi, pokazanie korzysci ptynacych z ich stosowania w segmentacji rynku na grun-
cie badan marketingowych oraz wskazanie probleméw zwiazanych z ich praktycz-
nym wykorzystaniem.
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2. Segmentacja

Segmentacja rynku stata si¢ waznym obszarem badan marketingowych za
sprawq pionierskiego artykutu Smitha [1956]. Autor ten pokazal wymierne korzy-
sci ekonomiczne ptynace z identyfikacji homogenicznych grup konsumentéw
wsrdd heterogenicznych z natury rzeczy uczestnikow rynku (zob. [Walesiak, Bak
1999; Bak 2004]). Segmentacja jest elementemn marketingu strategicznego w fan-
cuchu: segmentacja rynku — zdefiniowanie rynku docelowego — pozycjonowanie
rynku (zob. [Kotler 1999, s. 243]).

Segmentacja rynku w ujeciu klasycznym to podziat rynku na wzglednie jedno-
rodne klasy konsumentéw na podstawie podobienstwa kryteriow charakteryzuja-
cych konsumentéw lub kryteriéw ich reakcji na oferowany produkt lub ustuge (por.
np. [Kotler 1999, s. 243; Pociecha 1996, s. 55]). Segmentacje¢ rynku prowadzi si¢
na podstawie zbioru wyréznionych czynnikéw charakterystycznych (kryteridw,
zmiennych), ktére umozliwiaja wyodrebnienie jednorodnych segmentéw konsu-
mentéw. Do czynnikéw tych zalicza si¢ kryteria geograficzne, demograficzne i
kulturowe, spoleczno-ekonomiczne, psychologiczne, behawioralne i inne (zob.
m.in. [Kotler 1999, s. 247-255; Beane, Ennis 1987]).

W tabeli 1 zamieszczono wybrane kryteria segmentacji z uwzglednieniem po-
dziatu na zmienne dotyczace konsumenta i zmienne zwigzane z produktem oraz
zmienne obserwowalne i nicobserwowalne.

Tabela 1. Zmienne segmentacji na rynku débr i ustug konsumpcyjnych

Zmienne Zwiazane z konsumentem Zwiazane z produktem
— geograficzne (zasi¢g terytorial- | - uzytkowanie (intensywnos¢ uzytko-
ny. wielkos¢ regionu, wielkos¢ wania, status uzytkownika)
miasta, gestose zaludnienia, kli- | — zakup (lojalnos¢, czgstotliwos¢, wiel-
mat) kos¢, forma, miejsce i czas zakupu)
— demograficzne i kulturowe
Obserwowalne (wiek, pte¢, wielkos¢ rodziny.

faza rozwoju rodziny, wyznanie,
narodowosc, rasa)

- socjoekonomiczne (dochdd,
wyksztalcenie, zawdd, klasa

spoteczna)
. — psychologiczne (styl zycia, 0oso- | — oczekiwane korzysci, opinie, intencje,
Nieobserwowalne psy i (sty y' . orzys prie, 1
bowosc, systemy wartosci) postawy, preferencje

Zrédto: opracowano na podstawie: [Wedel, Kamakura 1998, s. 7; Kotler 1999. s. 249; Beane, Ennis
1987; Walesiak, Bak 1999; Walesiak 2000].

Metody segmentacji klasyfikuje si¢ ze wzgledu na podejscie stosowane w celu
wyodrgbnienia  segmentéw  oraz  wykorzystywane metody  statystyczno-
-ekonometryczne (zob. tab. 2).
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Tabela 2. Klasyfikacja metod segmentacji

Metody. s A priori Post hoc
segmentacji
- tabele kontyngencji - metody klasyfikacji:
- modele log-liniowe ¢ roztacznej (hierarchiczne aglomeracyjne i de-
Deskryptywne glomeraﬁ:y_;ne ol?sz.arowe i gestosciowe, opty
malizacji iteracyjnej)
e nieroztacznej
e rozmyiej
— tabele krzyzowe — drzewa klasyfikacyjne
Predyktywne |~ anal¥za regresji - sieci n_eu‘rono.we‘
- analiza logitowa - regresja skupieniowa
— analiza dyskryminacyjna | — modele ze zmiennymi ukrytymi

Zrédio: opracowano na podstawie: [Wedel, Kamakura 1998, s. 18; Walesiak, Bak 1999; Walesiak 2000].

Wsréd metod segmentacji wyodrgbnianych ze wzgledu na stosowane podejscie
w celu identyfikacji segmentéw wyrdznia sig:
1. Metody segmentacji a priori, w ktérych:
— ustala si¢ ,,z géry” zaréwno liczb¢ segmentow, jak i ich charakterystyki,
— podstawe segmentacji stanowig na og6t zmienne zwiazane z konsumentem.
2. Metody segmentacji post hoc, w ktérych:
— segmenty wyodrebnia si¢ za pomocga statystycznych metod klasyfikacji da-
nych,
— podstawe segmentacji stanowia zmienne obserwowalne i nieobserwowalne.
3. Metody segmentacji hybrydowej (dwuetapowej), w ktorych:
— etap I to segmentacja a priori,
— etap II to segmentacja post hoc.
Metody segmentacji ze wzgledu na stosowane metody statystyczno-ekonome-
tryczne podzieli¢ mozna na dwie grupy:
1. Metody opisowe (deskryptywne) — w zbiorze zmiennych nie wyodrebnia si¢
zmiennej objasnianej (segmenty identyfikuje si¢ np. za pomocg metod klasyfikacji).
2. Metody predyktywne — w zbiorze zmiennych wyodrebnia si¢ zmienng objasniana
i zmienne objasniajace (segmenty identyfikuje si¢ np. za pomoca metod regresji).

3. Modele ze zmiennymi ukrytymi

Zatozenie o jednorodnosci obserwacji, przyjmowane w klasycznych modelach
regresji, moze prowadzi¢ do ,.dopasowania” jednego modelu do danych, podczas
gdy wiasciwym rozwiazaniem jest ,,dopasowanie” dwéch lub wigcej modeli do ist-
niejacych w prébie (populacji) segmentéw. Modele ze zmiennymi ukrytymi
uwzgledniaja heterogenicznos¢ obserwacji i umozliwiaja identyfikacje w badane)
prébie grup (segmentéw) wzglednie jednorodnych.
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Zaklada si¢, ze w badanej prébie istnieje skonczona liczba grup obserwacji o
podobnych wiasciwosciach (np. konsumentéw o podobnych preferencjach). Mig-
dzy grupami natomiast wystepuja istotne roznice. Grupy te nie sg znane a priori (sa
,,ukryte”), poniewaz nie jest znana ani przynaleznos¢ poszczegélnych obserwacji
(konsumentéw) do okreslonych segmentéw, ani liczba grup. Estymacja modelu ze
zmiennymi ukrytymi polega m.in. na oszacowaniu liczby i wielkosci poszczegél-
nych segmentéw. Ogodlna posta¢ modelu ze zmiennymi ukrytymi (modelu klas
ukrytych) reprezentuje zalezno$¢ w postaci rozktadéw warunkowych (por. [DeSar-
bo, Wedel 1994; Vriens 2001]):

C
f(yl®)=xz.f(yle.), (M
c=1
gdzie: f(y|®) — funkcja rozkladu obserwacji (np. preferencji konsumentéw);

Z; 7, - rozktad prawdopodobienstw bezwarunkowych wyrazajacych przynalez-

nosci do poszczegélnych klas ukrytych (reprezentuje w modelu rozktad zmiennej
ukrytej); f(y|®.) — funkcja opisujaca prawdopodobiefstwa warunkowe (repre-
zentuje w modelu rozktad zmiennych obserwowanych lub zmiennej objasniane;j);
® =(,0) — wszystkie nieznane parametry modelu; 8, — wektor nieznanych pa-

rametréw w c-tej klasie (np. 4, i o, dla rozktadu normalnego).

Na podstawie modelu (1) metoda najwigkszej wiarygodnosci szacuje si¢ para-
metry 7, i O w poszczegblnych segmentach. Funkcja najwigkszej wiarygodnosci
dla préby liczacej S konsumentéw okreslona jest wzorem (posta¢ funkcji jest za-
lezna od rozkladu preferencji):

L(y:®)=]]/(1®). @

Dopasowanie funkcji do danych jest przeprowadzane metoda najwigkszej wia-
rygodnosci z wykorzystaniem algorytméw optymalizacyjnych (np. Newtona-
-Raphsona, E-M).

Modele ze zmiennymi ukrytymi charakteryzuja si¢ okreslonymi wiasciwoscia-
mi formalnymi, ktdre sg istotne z punktu widzenia ich zastosowan w segmentacji
rynku, a mianowicie:

— umozliwiaja identyfikacj¢ segmentéw na podstawie zmiennych obserwowa-

nych lub zmiennej objasnianej,

— zawieraja jedna kategorialna zmienng ukryta (liczba kategorii jest réwna

liczbie segmentéw),

— podstawa klasyfikacji obiektéw do segmentéw sa oszacowane na podstawie

modelu prawdopodobienstwa przynaleznosci,

— zmienne zaobserwowane moga byé mierzone na réznych skalach,

~ do modelu mozna wlaczy¢ zmienne towarzyszace i zmienne objasniajace.
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W modelach ze zmiennymi ukrytymi mozna wyréznié¢ nastepujace typy zmien-

nych:

zmienne ukryte (latent variables), ktére moga by¢ mierzone na skalach no-
minalnych lub porzadkowych; model musi zawieraé co najmniej jedng
zmienng ukryta,

zmienne obserwowane (manifest variables) lub objasniane (dependent va-
riables), ktére moga by¢ mierzone na réznych skalach; model musi zawiera¢
co najmniej jedng z takich zmiennych,

zmienne towarzyszace (concomitant variables, covariates) i zmienne obja-
$niajace (predictor variables), ktére moga by¢ mierzone na réznych skalach;
te zmienne nie muszg w modelu wystepowac.

Migdzy tymi zmiennymi zachodza nastepujace podstawowe zaleznosci:

zmienne objasniajace (atrybuty produktéw lub ustug, zmienne sztuczne re-
prezentujace uklad czynnikowy) — zmienna objasniana (np. preferencje
konsumentéw),

zmienne towarzyszace (np. charakterystyki konsumentéw, cechy demogra-
ficzne) — zmienna ukryta (przynaleznos¢ do segmentu),

zmienna ukryta — zmienna objasniana.

Zmienne ukryte opisujg te zjawiska, ktérych bezposrednio nie mozna zmierzyc¢.
W literaturze przedmiotu podkresla si¢ jednak, ze zmienne ukryte nie wnosza zad-
nych dodatkowych informacji ponad te, ktére s zawarte w zmiennych obserwo-
wanych (mierzonych). Zmienne ukryte sa kategoria abstrakcyjna, mogaca stuzy¢
do syntezy lub agregacji wlasciwosci (informacji) zawartych w zmiennych obser-
wowanych (por. [Everitt, Dunn 2001, s. 305]).

W segmentacji znajduja zastosowanie giéwnie dwa typy modeli ze zmiennymi
ukrytymi (zob. [Wedel, Kamakura 1998; Wedel 1999; Vermunt, Magidson 2003]):

1.

2.

Model klas ukrytych:

— zawiera wigcej niz jedna zmienng obserwowang (dychotomiczna, wielo-
kategorialna),

— nie zawiera zmiennych objasniajacych,

— w modelu moga (ale nie musza) wystgpowa¢ zmienne towarzyszace.

Model regres;ji klas ukrytych:

— zawiera jedna zmienna obserwowana (zmienna objasniana),

—~ w modelu wystepuja zmienne objasniajace,

— w modelu moga wystgpowac zmienne towarzyszace.

Model klas ukrytych w ogdélnej postaci przedstawia zaleznos¢ (1), natomiast
wsréd modeli regresji klas ukrytych mozna wyrézni¢ dwa warianty:
1) modele ze zmiennymi objasniajacymi:
C

fyIx)=> 7 f(ylz.x), 3)
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gdzie: y - wektor obserwacji; x — zmienne objasniajace (atrybuty, predyktory)
wplywajace na y; 7, — prawdopodobienstwo przynaleznosci do c-tej klasy lub

rozmiar segmentu (zmienna ukryta);
2) modele ze zmiennymi objasniajacymi i zmiennymi towarzyszacymi:

C
fiylx)=2 x| f(y]7.x), @)
=l
gdzie: z — zmienne towarzyszace wptywajace na zmienng ukryta (przynalez-

nos¢ do klas ukrytych).

Ogdlne modele regresji ze zmiennymi ukrytymi wymagaja, na potrzeby ich
oszacowania, parametryzacji polegajacej na przyjeciu okreslonych zalozen o roz-
ktadach f(y|~.x) i .. W tym celu wykorzystuje si¢ koncepcje¢ uogélnionych

modeli liniowych (GLM - generalized linear models) (zob. np. [Everitt, Dunn
2001; Wedel, Kamakura 1998)).

4. Przyklad

W przykfadzie wykorzystano model ze zmiennymi ukrytymi (model klas ukry-
tych) w dwéch wersjach: w pierwszej model zawiera tylko zmienne obserwowane i
zmienng ukryta, natomiast w drugiej model zawiera zmienne obserwowane,
zmienna ukryta i zmienne towarzyszace. Celem badania jest identyfikacja wptywu
zmiennych towarzyszacych na jakos¢ modelu w sensie zaréwno zbieznosci, jak i
dopasowania modelu do danych.

Do estymacji modelu zostal uzyty pakiet poLCA [Linzer, Lewis 2006] pracujacy
w srodowisku programistycznym R (stosowanym w obliczeniach matematycznych,
statystycznych i ekonometrycznych). Pakiet poLCA jest przeznaczony do estymacji
modeli klas ukrytych, w ktérych moga wystepowa¢ wielokategorialne zmienne ob-
serwowane oraz zmienne towarzyszace. Parametry modelu sa szacowane metoda
najwigkszej wiarygodnosci z wykorzystaniem dwdéch algorytméw maksymalizacji
funkcji wiarygodnosci: E-M i Newtona-Raphsona.

Charakterystyka badania:

1) dane: préba pseudolosowa liczaca 1000 obserwacji (wygenerowana za po-

moca funkcji poLCA . simdata),

2) zmienne: (a) cztery zmienne obserwowane o wartosciach dychotomicznych:

Y1, Y2, Y3, Y4; (b) cztery zmienne towarzyszace: X1, X2, X3, X4,

3) liczba segmentow: 2,

4) maksymalna liczba iteracji: 10600,

5) mierniki jakosci dopasowania modelu: kryterium informacyjne Akaikego

(AIC)i kryterium Schwarza (BIC).
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Rysunek 1 przedstawia wyniki estymacji modelu klas ukrytych w wersji pierw-
szej, tj. bez zmiennych towarzyszacych. Przy zatozonej liczbie 1000 iteracji algo-
rytm maksymalizacji funkcji wiarygodnosci nie znajduje maksimum. Po dodaniu
czterech zmiennych towarzyszacych (ich zadaniem jest ,lepsze” dopasowanie ob-
serwacji do segmentéw) model takze nie osiaga progu zbieznosci przy tej samej

liczbie iteracji (rys. 2).
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Rys. 2. Model zawierajacy 4 zmienne towarzyszace
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Zrédio: opracowanie whasne.

Zrédto: opracowanie whasne.
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W dwoch kolejnych przypadkach (rys. 3 i 4) wiaczono do modelu odpowiednio
trzy i dwie zmienne towarzyszace. Obydwa modele sa zbiezne, przy czym model z
trzema zmiennymi towarzyszacymi wykazuje lepsze dopasowanie do danych
(wigksza zawartos$¢ informacyjng) w swietle kryteriow AIC i BIC oraz szybciej
osiaga zbieznos¢.

Wyniki badan zilustrowane na rys. 1-4, jak tez przebiegi symulacyjne, ktérych
rezultaty ze wzgledu na ograniczenia objetosciowe artykulu nie zostaly zamiesz-
czone, wskazuja na to, iz zbieznos¢ modelu i jakos¢ jego dopasowania do danych
zaleza od liczby zmiennych towarzyszacych oraz ich konfiguracji. Pojawia si¢ jed-
nak problem wyboru liczby tych zmiennych oraz ich optymalnej konfiguracji. Za-
gadnienia te wymagaja dalszych badan.

Reasumujac, do podstawowych probleméw badawczych zwiazanych z wyko-
rzystaniem modeli ze zmiennymi ukrytymi w segmentacji rynku nalezy zaliczy¢:

— wyb6r zmiennych towarzyszacych (wykorzystanie metod doboru zmien-

nych, analiza zasobu informacyjnego macierzy danych),

— badania poréwnawcze modeli klas ukrytych z modelami regresji klas ukry-

tych,

— badania poréwnawcze z innymi metodami klasyfikacji,

— wybdr liczby segmentéw i problem duzej liczby segmentéw,

— zbieznos¢ iteracyjnych algorytméw optymalizacyjnych.
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LATENT VARIABLES MODELS IN MARKET SEGMENTATION

Summary

Latent variable models account for heterogeneity of consumer at the group
(segment) level. Therefore they may be used as a tool of market segmentation.
Model estimation involves, among others, estimation of the number and size of in-
dividual segments.

The paper presents basic feathers of latent variables models and the benefits of
their use in market segmentation on the marketing research field. Then it presents
the problems connected with those models which should be the subject of further
research.
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