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1. Wstep

Jak pokazaly badania przeprowadzone dla dwuskladnikowych portfeli akcji z
polskiego rynku, archimedesowskie funkcje powiazan moga by¢ uzytecznym na-
rzedziem analizy zaleznosci st6p zwrotu (por. [Rokita 2005a; 2005b]). Aby jednak
mozna bylo powaznie bra¢ je pod uwage jako element modelu ryzyka portfela,
niezbgdne jest ich uogélnienie na przypadki portfeli o dowolnej liczbie sktadni-
kéw. Oméwieniu propozycji takiego uogéinienia jest poswigcony ten artykut.

W czesci pierwszej dokonane zostato krétkie przypomnienie poje¢ zwiazanych
z dwuwymiarowymi archimedesowskimi funkcjami powiazan. Poruszona tez zo-
stata kwestia ograniczen swobody modelowania wielowymiarowej struktury zalez-
nosci. Czesé druga poswiecona jest zaprezentowaniu stosowanej tu metody analizy
ryzyka portfela o dowolnej liczbie sktadnikéw. W czgsci trzeciej przedstawione sa
wyniki badan dla portfeli akcji notowanych na Gietdzie Papier6w Wartosciowych
w Warszawie. Por6wnane zostaty wyniki testéw wstecznych (testéw liczby i nieza-
leznosci przekroczen) dla prognoz wartosci zagrozonej uzyskanych z nastgpuja-
cych modeli:

- modelu z wielowymiarowa funkcja powiazan Ali-Mikhail-Hagq,

-z funkcja powiazan Gumbela,

-z funkcja powiazan Franka,

-z wielowymiarowym rozktadem normalnym (model referencyjny).

W trzech pierwszych modelach zatozono normalne rozktady brzegowe.
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2. Archimedesowskie funkcje powigzan — dwuwymiarowe i o wigkszej
liczbie wymiaréw

Archimedesowska funkcja powiazan nazywamy funkcje C postaci:
Cu,v)=¢ " (pu) + p(v)), (M
gdzie: ¢ — ciagla i $cisle malejaca funkcja ¢:[0,1]—[0,00), taka ze ¢(1)=0,
@ — funkcja wypukta,

¢ — funkcja pseudoodwrotna' do ¢ (por. np. [Rokita 2005b)).

Funkcj¢ ¢ nazywamy generatorem archimedesowskiej funkcji powiazan. Na
potrzeby dalszego wywodu warto zwrdci¢ uwagg na znaczenie generatora w po-
miarze zaleznosci. Istnieje mianowicie nastgpujacy zwiazek mi¢dzy generatorem
@ a wspoélczynnikiem 7 Kendalla:

1 ¢(t)
[Wt)

Generator zalezy od jednego tylko parametru #(czgsto tez oznaczanego jako ).
Na przykiad do$é populama funkcja powiazan Gumbela (por. [Armstrong 2003,
s. 6; Avouyi-Dovi, Guégan, Ladoucette 2002, s. 30]), ktéra wyraza si¢ wzorem:

C(u,v)= exp(~[(—-lnu)9 +(=In v)s] l/g), d€(l,00),

ma generator:
@) =(—Int)’,

a relacja miedzy wspétczynnikiem 7Kendalla i parametrem 8 wyraza si¢ wzorami:

;=971 o= L

0 l-7
Funkcja opisujaca zwiazek mi¢dzy parametrem 6a wspéiczynnikiem 7 Kendal-
la jest wprawdzie rézna dla réznych funkcji powiazan, ale zawsze Scisle rosnaca.
Pozwala to traktowaé parametr & jako swego rodzaju miar¢ zaleznosci. O struktu-
rze zaleznosci decyduje wigc po pierwsze postac¢ analityczna archimedesowskiej
funkcji powiazan (charakter zaleznosci), a po drugie — wartos¢ parametru & (sita
zaleznosci). Na interpretacji parametru @ jako miary zaleznosci opiera si¢ przed-
stawione ponizej uogélnienie omawianego modelu na przypadek wielowymiarowy.
Wielowymiarowa archimedesowska funkcj¢ powiazan o generatorze ¢, spet-

niajacym te same warunki co w definicji 1, mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

' Niech @ bedzie ciagta malejaca funkcja ¢ : [0, 1] — [0, 00) . Funkcja pseudoodwrotna (pseudo inverse

—1
function)do @ jest to funkcja @' "' {0,00) — [0,1] postaci: @' (w)= {q) (W), 0=w=g(0),
0

P(0)<w<oo.
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C'(w)y=¢ " (@u) + Pu,) +...+ @u,)), 3)
por. [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001, s. 36].

Estymacj¢ parametréw modelu, a takze niezbedne symulacje ufatwi fakt, ze
wielowymiarowg archimedesowska funkcje powiazan mozna wyrazi¢ za pomoca
funkcji powiazan dwuwymiarowych. Zaré6wno metody szacowania parametréw,
jak i generowania liczb pseudolosowych sa dobrze znane dla tych ostatnich (por.
[Embrechts, Lindskog, McNeil 2001, s. 34]). Sa one réwniez dostepne w niektd-
rych pakietach do obliczen statystycznych i naukowo-technicznych.

Przedstawmy zatem wielowymiarowa archimedesowska funkcj¢ powiazan za
pomoca funkcji dwuwymiarowych:

C'w=c, (C,,z ((co (Co, ), w3), u4) . un,l), un) . @)
W powyzszym wzorze wszystkie funkcje C,, maja t¢ sama postac, a roznia si¢

jedynie parametrem 6. Analogicznie do przypadku dwuwymiarowego, struktura
zaleznosci jest tu okreslona przez:

- posta¢ analityczna funkcji powiazan C,,

- macierz parametréw 6.

Zauwazamy jednak, ze wykorzystujemy tylko n—1 réznych parametréw 6,
podczas gdy rézniacych si¢ par zmiennych brzegowych jest n(n—1)/2. Stanowi to
oczywiscie ograniczenie swobody modelowania struktury zaleznosci. Nie jest to
niestety ograniczenie metody, ale cecha wielowymiarowych archimedesowskich
funkcji powiazan.

W procesie estymacji najprawdopodobniej uzyskamy dla réznych par zmien-
nych wigcej niz n—1 rézniacych si¢ oszacowan parametru 6. Powstaje wigc pyta-
nie, ktérym z nich narzuci¢ jednakowe wartosci, aby pozostato tylko n—1 réznych.
Ponizej zaprezentowany zostal sposéb postgpowania wykorzystany w przeprowa-
dzonych tu badaniach.

3. Opis podejscia zastosowanego w badaniach

W modelowaniu rozktadu wielowymiarowego stép zwrotu wykorzystana zosta-
nie wersja twierdzenia Sklara dla dowolnej liczby wymiaréw:

F(x)=C(F(x),F,(x,),...F,(x,)) )

(por. [Jajuga 2005, s. 205], za: [Sklar 1959]), ktéra to wersja w przypadku archi-
medesowskich funkcji powigzan sprowadza si¢ do:

FX)=Cy(Fx), B (). K%)=

=Gy (G [+{Co (o (B, B B Eii) s ) EiC5)-

n—1
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gdzie: 6, <6,<..<6,, 6,_,=6(X,,X,), 6,_,=0(X,,X,)=6(X,,X,), ...
Szacowanie wartosci zagrozonej portfela odbywa si¢ w nastgpujacych 7 krokach:
Krok 1. Estymacja:
- parametréw & dla wszystkich dwuwymiarowych brzegowych funkcji powiazan,
- parametréw rozkladu dla jednowymiarowych rozkladéw brzegowych.
Otrzymujemy macierz parametréw @ oraz n wektoréw parametréw jednowymia-
rowych rozkladéw brzegowych. Przyklad czterowymiarowy prezentuja tab. 1 i 2.

Tabela 1. Macierz parametréw 8 Tabela 2. Wektory parametréw rozktadéw brzegowych
an 642 faa 6a4 Zmienna Parametr 1 Parametr k
Oon 8o 603 o) @) (1) (@iy)
O O3 833 6.4 1 ay iy
9<4 5] O 2) 9(43) 9(44) 2 (2431 s
., B 3 as) [ 1"
Zrédlo: opracowanie whasne. 4 Qs Xax

Zrédto: opracowanie wiasne.

Krok 2. Wektoryzacja macierzy parametréw & i utworzenie macierzy trzyko-
lumnowej, ktdrej pierwsza kolumng tworzy powstaly wektor, a w pozostatych
dwdéch znajduja si¢ indeksy odpowiednio wierszy i kolumn oryginalnej macierzy
parametréw 6. Por. przyklad przedstawiony na rys. 1.

Zwektoryzowana macierz @

- i J
Macierz parametréw 8 8o, 1 2
fan |0as |0uy |Bus fu.3 ! 3
fon 16002 | 00a | Boa e Z""" ; :
Oan 186y 0963 | a4 9(2'3) 3 2
Oun [ 8un | Ous | Bus 9:: :; 3 2

Rys. 1. Wektoryzacja macierzy parametréw 6
Zrédto: opracowanie wiasne.

Krok 3. Uporzadkowanie w kolejnosci malejacej wierszy zwektoryzowanej ma-
cierzy @ wedtug wartosci parametréow &:

Tabela 3. Posortowana malejaco zwektoryzowana macierz 0

(4 dsd) i j
en(n—l 2

)
)
0,

(6,<60,<055...€0p0iyn)

Zrédto: opracowanie wasne.
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Krok 4. Narzucenie réwnych wartosci niektérych parametréw 6. Dokonywane
jest podstawienie wedlug nastgpujacego schematu:

gln(nq)/z]—z = 0[n(n-—l)/2]—1 )

[ =6

In(n=1)/21-5 “— On(n-1)12)-3

g

[a(n—-1)/2]—4 >

e _,.0, ,,...6,,6,,6:=06_
Otrzymujemy zmodyfikowana zwektoryzowana macierz 0 :

Tabela 4. Zmodyfikowana zwektoryzowana macierz 6

e(i A i .’
8 pin-12 :
| Olnin-1y2) -1
| Olnin-1y2) - 1

0n -1
6,_1 : :
8,1 : ; (0n_ 12 .. € Opnpn-2) - 1 $6nin1i2)

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Aby unikna¢ stosowania rozbudowanych indekséw przy kolejnych parametrach
0, wygodniej jest wprowadzi¢ nowe oznaczenia:
0, = In(n—1)/2]° 6., =9[n(n—l)/2]—l’ 0, :eln(n—l)121—3’ s B =6,

n— n—

Wodweczas tab. 4 moze by¢ zapisana jako tab. 5.

Tabela 5. Zwektoryzowana macierz @

9, i J

01 (B*IS"-Sg—n—Zse-n-l)

Zrédio: opracowanie wiasne.

Krok 5. Tworzenie zmodyfikowanej macierzy parametréw @ (macierzy 0°).
Powstaje ona przez wstawienie do macierzy o wymiarze nxn zmodyfikowanych

parametréw @ (parametréw &, ) wedlug indekséw wierszy i kolumn znajdujacych

si¢ w drugiej i trzeciej kolumnie zwektoryzowanej macierzy 0. Jak widaé, prze-
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chowywanie informacji o numerach wierszy i kolumn bylo potrzebne, gdyz wektor
parametréw @powstaty w wyniku wektoryzacji macierzy byl sortowany w kroku 3.
Gdyby indeksy wierszy i kolumn nie zostaly zapamigtane, informacja ta zostalaby
utracona w czasie sortowania.

Tworzenie przykladowej macierzy 0" dla przypadku czterowymiarowego
przedstawia rys. 2.

. *
Zwektoryzowana macierz 0

) g, i J

Macierz parametrow 8 85 2 2

g(l 1) 0+1 9*7 0*1 6.2 1 3
- = < A O

9*1 9:&2) [} 9, 6, § :

E g, 18 | 6, z.' T n

g, g, 0, Ous 0-1 ] 2

Rys. 2. Tworzenie macierzy 8
Zrédto: opracowanie wilasne.
Krok 6. Symulacje. Generowane sg liczby pseudolosowe z wielowymiarowego

rozktadu o funkcji powiazan z macierza 0 oszacowan parametréw 6.

Korzystajac z twierdzenia Sklara dla archimedesowskich funkcji powiazan,
liczby pseudolosowe z rozktadu wielowymiarowego o dowolnej liczbie wymiaréw
mozna generowaé, wykorzystujac generator liczb pseudolosowych z dwuwymia-
rowych archimedesowskich funkcji powiazan. Przedstawmy to na przykladzie
tréjwymiarowej funkcji powiazan. Skoro zachodzi:

F(x,5.9) =Cy (G0, H(»).X(2)) = C,. (C,, (G0 H). J(2)),
6 <6,
(por. réwnanie (6)), to funkcje¢ odwrotna do dystrybuanty F mozna obliczy¢ jako:
(e (i O] O)

F'(p) = H-‘[C;;[C;,j(p) (1)] (2)] -y} ®)
(i @) Z

Zatem znalezienie funkcji odwrotnej do dwuwymiarowej funkcji powiazan wy-
starczy, aby odwrdcic¢ archimedesowska funkcje powiazan o wigkszej liczbie wy-
miar6w. Wz6r (8) prezentuje rekurencyjna metod¢ odwracania tej dystrybuanty.

Krok 7. Wyznaczanie kwantyla rozktadu strat na podstawie symulacji Monte
Carlo.

(M
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4. Wyniki badan

Model tréjwymiarowej funkcji powiazan zostal wykorzystany w szacowaniu warto-
sci zagrozonej (VaR) tréjsktadnikowego portfela akcji, zawierajacego w rownych udzia-
fach akcje spéiek BRE Bank SA, Dgbica SA. i Jelfa SA. Wygenerowano 500 kolejnych
Jjednodniowych prognoz VaR. W badaniu zastosowane zostaty trzy archimedesowskie
funkcje powiazan: Ali-Mikhail-Haq, Gumbela i Franka. Zalozono przy tym normalne
rozklady brzegowe. Jako model referencyjny przyjeto zas model z tréjwymiarowym
rozktadem normalnym. Tabele 6, 7, 8, i 9 zawieraja wyniki testéw liczby i niezaleznosci
przekroczen VaR dla tych czterech modeli.

Rysunki 3, 4, 5 i 6 przedstawiaja wykresy prognoz wartosci zagrozonej oraz
rzeczywiscie zrealizowanych strat. Obserwujemy na nich, ze oszacowania ryzyka
dokonywane przy wykorzystaniu modeli z wielowymiarowymi archimedesowski-

mi funkcjami powiazan sa mocno zawyzone.

Tabela 6. Wyniki testéw wstecznych

Tabela 7. Wyniki testéw wstecznych dla modelu

dla modelu z funkcja powiazan Ali-Mikhail-Haq z funkcjg powiazan Gumbela
Poziom istotnosci lestéw: 0.05: Pr. teoret.: 0.01. Funkcje powigzan: 4 (Gumbela);
Wyniki micszanego testu kupca Poziom istotnokei tesiéw: __0,05: Pr_teorel.: 001
LR CV Czyodrz. | Lprzekr. | czprecks. Wyniki mieszanego testu Kupca
LR_uc 20,101 3841 1 [ ) LR cv Czyodre. | Lprzckr. | ceprecks.
LR_ind - - - LR uc 20,101 3,841 1 [ | 0
LR_mix - 3,841 0 LR _ind . . .
Wyniki mieszanego testu ChristofTersena L1 - 3841 0
LR CV Czyodrz. | lprzekr. | cz.prckr. Wyniki mieszanego testu Chrisloffersena
LR _uc 20,101 3,841 [ | 0 LR Ccv Cuzyodrz. | 1precks. | czprecks.
LR_ind 0,000 3,841 LR_uc 20,101 3841 1 o 1 o
LR_mix 20,101 5,991 LR_ind 0,000 3,841 0
LR_mix 20,101 5991 1
Zrédto: obliczenia whasne. Zrédlo: obliczenia wiasne.
Tabela 8. Wynild testéw wstecznych Tabela 9. Wyniki testéw wstecznych dla modelu
dla modelu z funkcja powiazan Franka z wielowymiarowym rozkiadem normalnym
Funkcja powigzan: 5 (Franka); Wielowymiarowy rozklad normalny;
Poziom islotnosci tesiéw: 0,05: Pr. tcorel.: 0,01, Poziom istolnosci lesiow: 0.05: Pr. tcoret. 0.01.
Wyniki mieszancgo testu Kupca Wyniki mi testu Kupca
LR CV Czyodrz. | Lprzckr. | ceprzeks. LR CV Czyodre. | Lprzckr. | czprecks.
LR_uc 20,101 3841 1 0 | o LR_uc 6.473 3841 1 19 | o619
LR_ind - - . LR_ind 40,607 30,144 1
LR_mix E 3841 0 LR_mix 47,079 31,410 1
Wyniki mieszancgo testu Christoffersena Wynili mieszanego testu Chri
LR Ccv Czy odrz. | lpreckr. | czprzchr. LR cv Czyodre. | ipreckr | czpracke.
LR uc 20,101 841 1 0 )| 0 LR uc 6,473 31841 1 19 0.019
IR ind 0.000 841 0] LR _ind 0,737 3,841 0
LR_mix 20,101 991 1 LR_mix 7,209 5.991 1

Zrédio: obliczenia wiasne.

BB b st

"

serrat

Rys. 3. Prognozy VaR przy modelu z funkcja powiazan
Ali-Mikhail-Haq a zeczywiscie zrealizowane straty
Zré6dio: obliczenia whasne.
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Rys. 5. prognozy VaR przy modelu z funkcjg Rys. 6. prognozy VaR przy modelu
powiazan Franka a rzeczywiscie zrealizowane z wielowymiarowym rozkiadem normalnym
straty arzeczywiscie zrealizowane straty
Zrédto: obliczenia wiasne. Zrédto: obliczenia wiasne.

5. Podsumowanie

Wszystkie rozpatrywane modele z funkcjami powiazan zostaly odrzucone przez
testy wsteczne wartosci zagrozonej z powodu braku przekroczen VaR. Z kolei
model referencyjny zostat odrzucony z powodu zbyt duzej liczby przekroczen.

W badaniach przyj¢to bardzo zachowawcza metode ustalania niektérych para-
metréw 6. W przypadku gdy na przyktad dwa z nich musza by¢ réwne, obu przypi-
sywano warto$¢ wigkszego z nich. Jest to podejscie ostrozne, gdyz nie prowadzi do
zanizania zaleznosci migdzy stopami zwrotu, a wigc i do ryzyka. Podejscie to oka-
zato sig jednak zbyt ostrozne. O tym, ze to wlasnie przeszacowanie sity zaleznosci
jest przyczyna odrzucenia modelu, moze $wiadczy¢ brak podobnego efektu zawy-
zania ryzyka w przypadku dwuwymiarowym. Przeprowadzone wczesniej badania
dla portfeli dwusktadnikowych z wykorzystaniem tych samych rodzajéw archime-
desowskich funkcji powigzan wykazywaty, ze nie ma podstaw do odrzucenia np.
modelu z funkcjg powiazan Ali-Mikhail-Haq. Przy funkcji Gumbela i Franka ryzy-
ko bylo tylko nieznacznie zawyzane (por. [Rokita 2005a]).

Powyzsze wyniki pokazuja wigc, ze koniecznos¢ narzucenia réwnych wartosci
niektérym parametrom € stanowi powazne ograniczenie swobody modelowania
struktury zaleznosci. Ograniczenie to jest tak istotne, ze praktycznie uniemozliwia
wykorzystanie modeli z wielowymiarowymi archimedesowskimi funkcjami po-
wigzan w analizie ryzyka portfeli. Dlatego tez modele te nalezatoby raczej reko-
mendowac¢ do wykorzystania w przypadkach, gdy analiza portfeli o dowolnej licz-
bie sktadnikéw nie jest niezbgdna. Moze to by¢ analiza zaleznosci mi¢gdzy dwoma
rynkami kapitatowymi, dokonywana np. poprzez modelowanie zaleznosci migdzy
gtéwnymi indeksami tych rynkéw. Mozliwe jest wtedy wykorzystanie zalet archi-
medesowskich funkcji powiazan, jak chociazby uwzglednianie zaleznosci ekstre-
malnej czy asymetrycznej bez ograniczen pojawiajacych si¢ dopiero przy wigkszej
liczbie wymiaréw.
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MODELING PORTFOLIO RISK
WITH MULTIVARIATE ARCHIMEDEAN COPULAS
— POLISH STOCK MARKET EXAMPLE

Summary

This paper presents an extension of bivariate Archimedean-copula-based VaR
model to support analysis of portfolios with any number of components. Some
empirical results for stock portfolios from the Warsaw Stock Exchange are pre-
sented in this article. VaR forecasts resulting from three Archimedean-copula mod-
els are analyzed and compared. The results are also compared with VaR forecasts
obtained with classical multivariate normal model, used as a benchmark here.
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