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1. Wstęp

Jak pokazały badania przeprowadzone dla dwuskładnikowych portfeli akcji z 
polskiego rynku, archimedesowskie funkcje powiązań mogą być użytecznym na­
rzędziem analizy zależności stóp zwrotu (por. [Rokita 2005a; 2005b]). Aby jednak 
można było poważnie brać je  pod uwagę jako element modelu ryzyka portfela, 
niezbędne jest ich uogólnienie na przypadki portfeli o dowolnej liczbie składni­
ków. Omówieniu propozycji takiego uogólnienia jest poświęcony ten artykuł.

W części pierwszej dokonane zostało krótkie przypomnienie pojęć związanych 
z dwuwymiarowymi archimedesowskimi funkcjami powiązań. Poruszona też zo­
stała kwestia ograniczeń swobody modelowania wielowymiarowej struktury zależ­
ności. Część druga poświęcona jest zaprezentowaniu stosowanej tu metody analizy 
ryzyka portfela o dowolnej liczbie składników. W części trzeciej przedstawione są 
wyniki badań dla portfeli akcji notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych 
w Warszawie. Porównane zostały wyniki testów wstecznych (testów liczby i nieza­
leżności przekroczeń) dla prognoz wartości zagrożonej uzyskanych z następują­
cych modeli:

-  modelu z wielowymiarową funkcją powiązań Ali-Mikhail-Haq,
-  z funkcją powiązań Gumbela,
-  z funkcją powiązań Franka,
-  z wielowymiarowym rozkładem normalnym (model referencyjny).
W trzech pierwszych modelach założono normalne rozkłady brzegowe.
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2. Archimedesowskie funkcje powiązań -  dwuwymiarowe i o większej
liczbie wymiarów

Archimedesowską funkcją powiązań nazywamy funkcję C postaci:
C{u,v) = <fł l](<p(u) + <piv)), ( 1)

gdzie: ę  -  ciągła i ściśle malejąca funkcja ę?: [0,1] p—*-[0,oo), taka że ę>(l) =  0 , 
ę  -  funkcja wypukła,

-  funkcja pseudoodwrotna1 do ę  (por. np. [Rokita 2005b]).
Funkcję ę  nazywamy generatorem archimedesowskiej funkcji powiązań. Na 

potrzeby dalszego wywodu warto zwrócić uwagę na znaczenie generatora w po­
miarze zależności. Istnieje mianowicie następujący związek między generatorem 
ę  a współczynnikiem r  Kendalla:

Generator zależy od jednego tylko parametru #  (często też oznaczanego jako a). 
Na przykład dość popularna funkcja powiązań Gumbela (por. [Armstrong 2003, 
s. 6; Avouyi-Dovi, Guegan, Ladoucette 2002, s. 30]), która wyraża się wzorem:

a relacja między współczynnikiem rKendalla i parametrem 6 wyraża się wzorami:

Funkcja opisująca związek między parametrem 6 a współczynnikiem r  Kendal­
la jest wprawdzie różna dla różnych funkcji powiązań, ale zawsze ściśle rosnąca. 
Pozwala to traktować parametr # jako  swego rodzaju miarę zależności. O struktu­
rze zależności decyduje więc po pierwsze postać analityczna archimedesowskiej 
funkcji powiązań (charakter zależności), a po drugie -  wartość parametru 6  (siła 
zależności). Na interpretacji parametru ^  jako miary zależności opiera się przed­
stawione poniżej uogólnienie omawianego modelu na przypadek wielowymiarowy.

Wielowymiarową archimedesowską funkcję powiązań o generatorze (p, speł­
niającym te same warunki co w definicji 1, można przedstawić następująco:

1 Niech <p będzie ciągłą malejącą funkcją : [0,1] i—> [0, oo). Funkcja pseudoodwrotna (pseu d o  inverse

(2)

ma generator:
<p(t) = ( - \ n t ) e ,
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(3)Cn(u) =  ^  11 (ę*nj +  ę>(u2) +  ... + <*>(«„)),
por. [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001, s. 36],

Estymację parametrów modelu, a także niezbędne symulacje ułatwi fakt, że 
wielowymiarową archimedesowską funkcję powiązań można wyrazić za pomocą 
funkcji powiązań dwuwymiarowych. Zarówno metody szacowania parametrów, 
jak i generowania liczb pseudolosowych są dobrze znane dla tych ostatnich (por. 
[Embrechts, Lindskog, McNeil 2001, s. 34]). Są one również dostępne w niektó­
rych pakietach do obliczeń statystycznych i naukowo-technicznych.

Przedstawmy zatem wielowymiarową archimedesowską funkcję powiązań za 
pomocą funkcji dwuwymiarowych:

W powyższym wzorze wszystkie funkcje Cg mają tę samą postać, a różnią się

jedynie parametrem 6. Analogicznie do przypadku dwuwymiarowego, struktura 
zależności jest tu określona przez:

-  postać analityczną funkcji powiązań Ce ,
-  macierz parametrów 6.
Zauważamy jednak, że wykorzystujemy tylko n - \  różnych parametrów 9, 

podczas gdy różniących się par zmiennych brzegowych jest n (n -1)/2. Stanowi to 
oczywiście ograniczenie swobody modelowania struktury zależności. Nie jest to 
niestety ograniczenie metody, ale cecha wielowymiarowych archimedesowskich 
funkcji powiązań.

W procesie estymacji najprawdopodobniej uzyskamy dla różnych par zmien­
nych więcej niż n-1 różniących się oszacowań parametru 9. Powstaje więc pyta­
nie, którym z nich narzucić jednakowe wartości, aby pozostało tylko n-1 różnych. 
Poniżej zaprezentowany został sposób postępowania wykorzystany w przeprowa­
dzonych tu badaniach.

W modelowaniu rozkładu wielowymiarowego stóp zwrotu wykorzystana zosta­
nie wersja twierdzenia Sklara dla dowolnej liczby wymiarów:

(por. [Jajuga 2005, s. 205], za: [Sklar 1959]), która to wersja w przypadku archi­
medesowskich funkcji powiązań sprowadza się do:

C"(u) =  C , (4)

3. Opis podejścia zastosowanego w badaniach

F(x) = C{F](xl),F2(x2),...,Fn(xn)) (5)
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gdzie:0X < 02 < ... <  0n_2 = 0 ( X ], X 3) = 0 (X „ X 4),
Szacowanie wartości zagrożonej portfela odbywa się w następujących 7 krokach: 
Krok 1. Estymacja:
-  parametrów 0 dla wszystkich dwuwymiarowych brzegowych funkcji powiązań,
-  parametrów rozkładu dla jednowymiarowych rozkładów brzegowych. 
Otrzymujemy macierz parametrów 0  oraz n wektorów parametrów jednowymia­

rowych rozkładów brzegowych. Przykład czterowymiarowy prezentują tab. 1 i 2.

Tabela 1. Macierz parametrów 0  Tabela 2. Wektory parametrów rozkładów brzegowych

0(1.1) 0(1.21 0(1.3) 0(1.41
0(2.1) 0(2.2) 0(2.3) 0(2.4)
0(3.1) 0(3.2) 0(3 Jl 0(3.4)
0(4.1) 0(4.2)__ 0(4.3)__ 0(4.4)__
Źródło: opracow anie własne.

Zmienna
(*)

Parametr 1
(«/. i)

. . . Parametr k
(a,jfc)

1 «i.i «u
2 «2.l «2J(
3 a  u <*33
4 #4,1 a t*

Źródło: opracowanie własne.

Krok 2. Wektoryzacja macierzy parametrów 0 i utworzenie macierzy trzyko- 
lumnowej, której pierwszą kolumnę tworzy powstały wektor, a w pozostałych 
dwóch znajdują się indeksy odpowiednio wierszy i kolumn oryginalnej macierzy 
parametrów 0. Por. przykład przedstawiony na rys. 1.

Macierz parametrów 0

0(1.1) 0(1.2) 0(1-3) 0(1.4)
0(2.1) 0(2,2) 0(2J) 0(2.41
0(3.1) 0(3.2) 0(3.3) 0(3.4)
0(4.1) (̂4,2) g(4,3) 0(4.4)

0( i. i) i j
0(1.2) i 2
0(1. 3) i 3
0(1.4) i 4
0(2. 3) 2 3
0(2. 4) 2 4
0(3. 4) 3 4

Rys. 1. Wektoryzacja macierzy parametrów 0 
Źródło: opracowanie własne.

Krok 3. Uporządkowanie w kolejności malejącej wierszy zwektoryzowanej ma­
cierzy 0 według wartości parametrów 0 :

Tabela 3. Posortowana malejąco zwektoryzowana macierz 0

0(i. il i j
0n(n-l)« : :

: |
03 : :
02 :
0,
Źródło: opracowanie własne.
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Krok 4. Narzucenie równych wartości niektórych parametrów 6. Dokonywane 
jest podstawienie według następującego schematu:

^ | n ( n - l ) / 2 ] - 2  ' =  ^ \ n ( n - l ) / 2 ] - l  ’

®\n(n-1)/21-4 ’ ®\n(n-l)/2J—5 ’=  ^n(n-l)/2)-3 ’

@ n - 2  » ^ n -1  ’ > ^3  > ^ 2  ’  ^1  ^ n -1

Otrzymujemy zmodyfikowaną zwektoryzowaną macierz 0 :

Tabela 4. Zmodyfikowana zwektoryzowana macierz 0

9( i. n i j
9ntn-l)F2
f̂n(n-n/21 - 1

0|nrn-lV21- 1

Źródło: opracowanie własne.

Aby uniknąć stosowania rozbudowanych indeksów przy kolejnych parametrach 
0, wygodniej jest wprowadzić nowe oznaczenia:

®n-\ =  ^n(n—1)/2]’ ^n-2 =  ^[n(n-l)/2|-l > ^n-3 =  ^n(n-l)/2]-3' ’ 1̂ = ^n-V
Wówczas tab. 4 może być zapisana jako tab. 5.

Tabela 5. Zwektoryzowana macierz 0

9 \ i i
e \-x
6 \ - l
e‘n-2

e \
e \
e \
Źródło: opracowanie własne.

Krok 5. Tworzenie zmodyfikowanej macierzy parametrów 0 (macierzy 0*). 
Powstaje ona przez wstawienie do macierzy o wymiarze n x n  zmodyfikowanych 
parametrów 6  (parametrów ) według indeksów wierszy i kolumn znajdujących 

się w drugiej i trzeciej kolumnie zwektoryzowanej macierzy 0*. Jak widać, prze­
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chowywanie informacji o numerach wierszy i kolumn było potrzebne, gdyż wektor 
parametrów 0  powstały w wyniku wektoryzacji macierzy był sortowany w kroku 3. 
Gdyby indeksy wierszy i kolumn nie zostały zapamiętane, informacja ta zostałaby 
utracona w czasie sortowania.

Tworzenie przykładowej macierzy 0* dla przypadku czterowymiarowego 
przedstawia rys. 2.

Macierz parametrów ff'
0<i_n 0\ 0*2 0*1
e \ 0(2.2) 0*3 0*2
e \ 0*3 0(3,3) 0*1
0 \ 0*2 0*1 0(4.4)

Zwektoryzowana macierz 8 *
0 r i J

2 2
e\ 1 3
e\ 2 4
e\ 3 4
e\ 1 4
e\ 1 2

Rys. 2. Tworzenie macierzy 0* 
Źródło: opracowanie własne.

Krok 6. Symulacje. Generowane są liczby pseudolosowe z wielowymiarowego 
rozkładu o funkcji powiązań z macierzą 0* oszacowań parametrów 6.

Korzystając z twierdzenia Sklara dla archimedesowskich funkcji powiązań, 
liczby pseudolosowe z rozkładu wielowymiarowego o dowolnej liczbie wymiarów 
można generować, wykorzystując generator liczb pseudolosowych z dwuwymia­
rowych archimedesowskich funkcji powiązań. Przedstawmy to na przykładzie 
trójwymiarowej funkcji powiązań. Skoro zachodzi:

F(*, y, z) = Cff. (G(*),H(y), J(z)) =  C^. (G U ),H (y)), J(z)j, ^

e ; < e l
(por. równanie (6)), to funkcję odwrotną do dystrybuanty F można obliczyć jako:

O " c ; ;' ( c ; > >  ( 0 0 )

F l(p) = H “ C„;' ( ( l ) (2 )

r ' f c ; . 1̂ )  ( 2 ))

Zatem znalezienie funkcji odwrotnej do dwuwymiarowej funkcji powiązań wy­
starczy, aby odwrócić archimedesowską funkcję powiązań o większej liczbie wy­
miarów. Wzór (8) prezentuje rekurencyjną metodę odwracania tej dystrybuanty.

Krok 7. Wyznaczanie kwantyla rozkładu strat na podstawie symulacji Monte 
Carlo.
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4. Wyniki badań

Model trójwymiarowej funkcji powiązań został wykorzystany w szacowaniu warto­
ści zagrożonej (VaR) trójskładnikowego portfela akcji, zawierającego w równych udzia­
łach akcje spółek BRE Bank SA, Dębica SA. i Jelfa SA. Wygenerowano 500 kolejnych 
jednodniowych prognoz VaR. W badaniu zastosowane zostały trzy archimedesowskie 
funkcje powiązań: Ali-Mikhail-Haq, Gumbela i Franka. Założono przy tym normalne 
rozkłady brzegowe. Jako model referencyjny przyjęto zaś model z trójwymiarowym 
rozkładem normalnym. Tabele 6, 7, 8, i 9 zawierają wyniki testów liczby i niezależności 
przekroczeń VaR dla tych czterech modeli.

Rysunki 3, 4, 5 i 6 przedstawiają wykresy prognoz wartości zagrożonej oraz 
rzeczywiście zrealizowanych strat. Obserwujemy na nich, że oszacowania ryzyka 
dokonywane przy wykorzystaniu modeli z wielowymiarowymi archimedesowski- 
mi funkcjami powiązań są mocno zawyżone.

Tabela 6. Wyniki testów wstecznych
dla modelu z funkcją powiązań Ali-Mikhail-Haq

Tabela 7. Wyniki testów wstecznych dla modelu 
z funkcją powiązań Gumbela

Poziom istotności testów: 0.05:________________ Pr. (coicc.:_______0,01,
W y n ik i m ieszanego testu kupca

L R cv C zy  odrz. l.przckr. cz. prze kr.
LR_uc 20.101 3.841 1 0 0
LR  _ ind
LR_m m 3.841 0
W yn ik i m ieszanego testu Ch ris io f le reen i

LR C V C z y  odrz. 1.prze kr. cz.prze kr.
L R  uc 20,101 3,84] 1 0 0
L R  ind 0,000 3,841 0
LR _ m ix 20,101 5.991 1

Źródło: obliczenia własne.

Funkcja powiązań:_______ 4 (Gumbela);______________________________________
Poziom istotności testów: 0,05:________________ Pr. teorci.:_______0,01.
W yn ik i mieszanego testu Kupca

L R C V C z y  odrz. 1.prze kr. cz.przckr,
L R  uc 20,101 3,84] I 0 0
L R  ind
L R  _mix 3.841 0

Wyniki mieszanego testu C hnsloftersena
L R c v C z y  odrz. l.przckr. cz.prze kr.

L R  uc 20,101 3,841 1 0 0
L R  ind 0,000 3,841 0
L R m iK 20,101 5,991 1

Źródło: obliczenia własne.

Tabela 8. Wyniki testów wstecznych 
dla modelu z funkcją powiązań Franka

Funkcja powiązań:_________ 5 (Franka);
Po ziom  is lotności testów: 0.05: Pr. teorci.: 0,01.

W y n ik i mieszanego testu Kupca
LR C V C z y  odrz. l.przckr. cz-przclu .

L R .u c 20,101 3,841 1 0 0
L R  ind
L R  „muc 3,841 0

W yn ik i mieszanego testu Chnslo ffcrscna
LR C V C z y  odrz. 1.prze kr. cz.przckr.

L R  uc 20,101 3.841 1 0 0
L R  ind 0.000 3.841 0
L R m t k 20.101 5,991 1

Źródło: obliczenia własne.

Tabela 9. Wyniki testów wstecznych dla modelu 
z wielowymiarowym rozkładem normalnym

W ie low ym iarow y rozkład norm liny :
Poziom  istotności lesfów: 0,05:___________________ Pr. fcorcf.:________ 0,01.

W yn ik i m ieszanego testu Kupca
LR C V C z y  odrz. l.przckr. cz..przeki.

LR_uc 6.473 3,841 1 19 M 1 9
L R  _ ind 40,607 30,144 1
LR_m ix 47,079 31,410 1

W yn ik i mieszanego testu Christ o f fersena
LR C V C z y  odrz 1.prze kr. cz. prze kr.

L R  uc 6.473 3,841 1 19 04)19
L R  ind 0,737 3.841 0
L R m u 7,209 5,991 1

Źródło: obliczenia własne.

Rys. 3. Prognozy VaR przy modelu z funkcją powiązań 
Ali-Mikhail-Haq a rzeczywiście zrealizowane straty 

Źródło: obliczenia własne.

Rys. 4. Prognozy VaR przy modelu z funkcją 
powiązań Gumbela a rzeczywiście zrealizowane straty 

Źródło: obliczaiia własne.
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Rys. 5. prognozy VaR przy modelu z funkcją 
powiązań Franka a rzeczywiście zrealizowane 

straty
Źródło: obliczenia własne.

Rys. 6. prognozy VaR przy modelu 
z wielowymiarowym rozkładem normalnym 

a rzeczywiście zrealizowane straty 
Źródło: obliczenia własne.

5. Podsumowanie

Wszystkie rozpatrywane modele z funkcjami powiązań zostały odrzucone przez 
testy wsteczne wartości zagrożonej z powodu braku przekroczeń VaR. Z kolei 
model referencyjny został odrzucony z powodu zbyt dużej liczby przekroczeń.

W badaniach przyjęto bardzo zachowawczą metodę ustalania niektórych para­
metrów 9. W przypadku gdy na przykład dwa z nich muszą być równe, obu przypi­
sywano wartość większego z nich. Jest to podejście ostrożne, gdyż nie prowadzi do 
zaniżania zależności między stopami zwrotu, a więc i do ryzyka. Podejście to oka­
zało się jednak zbyt ostrożne. O tym, że to właśnie przeszacowanie siły zależności 
jest przyczyną odrzucenia modelu, może świadczyć brak podobnego efektu zawy­
żania ryzyka w przypadku dwuwymiarowym. Przeprowadzone wcześniej badania 
dla portfeli dwuskładnikowych z wykorzystaniem tych samych rodzajów archime­
desowskich funkcji powiązań wykazywały, że nie ma podstaw do odrzucenia np. 
modelu z funkcją powiązań Ali-Mikhail-Haq. Przy funkcji Gumbela i Franka ryzy­
ko było tylko nieznacznie zawyżane (por. [Rokita 2005a]).

Powyższe wyniki pokazują więc, że konieczność narzucenia równych wartości 
niektórym parametrom 6 stanowi poważne ograniczenie swobody modelowania 
struktury zależności. Ograniczenie to jest tak istotne, że praktycznie uniemożliwia 
wykorzystanie modeli z wielowymiarowymi archimedesowskimi funkcjami po­
wiązań w analizie ryzyka portfeli. Dlatego też modele te należałoby raczej reko­
mendować do wykorzystania w przypadkach, gdy analiza portfeli o dowolnej licz­
bie składników nie jest niezbędna. Może to być analiza zależności między dwoma 
rynkami kapitałowymi, dokonywana np. poprzez modelowanie zależności między 
głównymi indeksami tych rynków. Możliwe jest wtedy wykorzystanie zalet archi­
medesowskich funkcji powiązań, jak chociażby uwzględnianie zależności ekstre­
malnej czy asymetrycznej bez ograniczeń pojawiających się dopiero przy większej 
liczbie wymiarów.
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MODELING PORTFOLIO RISK 
WITH MULTIVARIATE ARCHIMEDEAN COPULAS 

-  POLISH STOCK MARKET EXAMPLE

Summary

This paper presents an extension of bivariate Archimedean-copula-based VaR 
model to support analysis of portfolios with any number of components. Some 
empirical results for stock portfolios from the Warsaw Stock Exchange are pre­
sented in this article. VaR forecasts resulting from three Archimedean-copula mod­
els are analyzed and compared. The results are also compared with VaR forecasts 
obtained with classical multivariate normal model, used as a benchmark here.
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