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1. Wstep

W ostatnich latach mial miejsce gwaltowny rozwdj zastosowan modeli prze-
strzennych w naukach spotecznych, biologii i ochronie $rodowiska, ekonomii i
wielu innych. Metodologia ekonometrii przestrzennej [Paelinck, Klaassen 1979;
Anselin 1988] ewoluowala od prostych metod statystyki przestrzennej w nauke o
regionach i topografii analitycznej [Ord 1975; Cliff, Ord 1981], w formalna galaz
teorii i zastosowan ekonometrycznych [Anselin 1988; Zelias i in. 1991; LeSage
1998]. Testowanie autokorelacji przestrzennej oraz estymacja modeli z zalezno-
$ciami przestrzennymi s3 coraz powszechniejsze. Techniki regresji przestrzennej sa
coraz cze$ciej implementowane w narzgdziach ekonometrii stosowanej (MATLAB
Spatial Econometric toolbox [LeSage 1998], GeoDa [Anselin 2003}, R-toolbox).

W opracowaniu prezentowany jest przeglad wybranych publikacji dotyczacych
opisu i interpretacji przestrzennych modeli regresji. Wyrdzniono cztery podstawo-
we elementy ekonometrii przestrzennej: testowanie wystgpowania i rodzaju zwiaz-
kéw przestrzennych, konstrukcje schematu ogélnego modelu z uwzglednieniem
zaleznosci przestrzennych, estymacj¢ parametréw oraz prognozowanie z uwzgled-
nieniem zaleznosci przestrzennych — kriging.

W punkcie drugim zawarto opis modeli autoregresyjnych (z opdznieniami prze-
strzennymi) oraz modeli z autoskorelowanym skfadnikiem losowym. W dalszej
czgsci zaprezentowano metody testowania samozaleznosci przestrzennych zmien-
nej prognozowanej Y. Czgs¢ trzecia opracowania to opis metod estymacji parame-
tréw modeli przestrzennych z uzyciem metody najwigkszej wiarogodnosci. W
ostatnim punkcie zawarto og6lny schemat metody predykcji uwzgledniajacy zalez-
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nosci przestrzenne, tzw. kriging klasyczny, wraz ze wskazaniem innych, bardziej
zlozonych metod prognozowania opartych na teorii proceséw losowych.

2. Autokorelacja przestrzenna — przestrzenne modele autoregresyjne

Zwyczajowo rozréznia si¢ tzw. modele op6znien przestrzennych (przestrzennej
autoregresji) oraz modele przestrzennych skladnikéw losowych [Anselin 1988].
Te pierwsze zawieraja po prawej stronie réwnania przestrzennie op6zniong zmien-
na zalezng WY. Modele przestrzennych skiadnikéw losowych dotycza zas prze-
strzennej autokorelacji skladnika losowego i s3 modelowane z wykorzystaniem
procesu autoregres;ji sktadnikéw losowych.

Z metodologicznego punktu widzenia zaleznosci przestrzenne moga wydawaé
si¢ dos¢ problematyczne. Zauwazmy, ze te same zaleznosci moga stanowié¢ dodat-
kowe zrédto informacji o badanej zmiennej — cz¢$¢ wariancji objasniana jest przez
wartos¢ sasiednia. Uwzglednianie efektéw przestrzennych w réwnaniach ekonome-
trycznych pociaga za soba jednak potrzebg specyfikacji przestrzennych zaleznosci
w modelu ekonomicznym. Ponizej przedstawione zostaly cztery modele prze-
strzenne: model autoregresyjny I rzedu, model mieszany regresyjno-autoregresyj-
ny, model regresji z autoskorelowanym skladnikiem losowym oraz ogdlny model
przestrzenny bedacy zar6wno modelem regresyjno-autoregresyjnym, jak i mode-
lem z autokorelacja sktadnika losowego. Ponizsza prezentacja ogdinych schema-
téw tych modeli ma na celu ulatwienie dalszych rozwazan.

W najprostszym przypadku zaleznosci przestrzenne dotycza opdznien prze-
strzennych prognozowanej zmiennej. Rozpatrzmy prosty model autoregresyjny
Irzedu — AR(1):

Y=pWY+ g £~N@, D). (1)

Przez Y rozumie¢ bedziemy n-wymiarowy wektor obserwacji, p natomiast jest
wspéiczynnikiem autoregresji przestrzennej. € to n-wymiarowy wektor skladnikéw
losowych o rozkiadzie normalnym z zerowa wartoscia oczekiwana i wariancja
réwna o’l. Macierz reprezentujaca przestrzenny charakter zmiennych to tzw. ma-
cierz wag W (n x n). Umownie, gtéwna przekatna macierzy W tworza same zera,
pozostate elementy macierzy — wjj, reprezentuja zaktadane przestrzenne zaleznosci
pomig¢dzy obserwacjami /i j.

Jesli w klasycznym modelu regresji uwzglednione zostana zaleznosci prze-
strzenne w postaci przestrzennych op6znien zmiennej zaleznej, mozemy woéwczas
rozwazac tzw. model mieszany regresyjno-autoregresyjny:

Y=pWY+XP+¢g ~N(®, &), )
gdzie dodatkowo X jest macierza zmiennych objasniajacych (n x k), a p wektorem
nieznanych wspétczynnikéw regresji (k x 1).

Wséréd modeli przestrzennych skladnikéw losowych wskaza¢ mozemy klasycz-
ny model regresji z autoskorelowanym sktadnikiem losowym:
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Y=Xp+e =AW e+ u, u~ N, ¢°I), 3)
w ktérym ¢ to n-wymiarowy wektor skorelowanych skladnikéw losowych, u zas to wek-
tor sktadnikéw losowych o rozkladzie normalnym z zerowa wartoscia oczekiwang i wa-
riancja réwna &” . Parametr 1 jest wspStczynnikiem przestrzennej korelacji reszt.
Ogdlny model przestrzenny faczy w sobie dwa powyzsze modele. Mamy tu
do czynienia zaréwno z regresja, jak i z autoregresja zmiennej prognozowanej oraz
z autokorelacja sktadnika losowego:
Y=pW,Y+XP+¢g e= AW, e+ u, u~ N, ¢’]). 4)
Ponizej przedstawione zostaly pewne metody testowania autokorelacji przestrzenne;.
Statystyka Morana I stuzy do testowania obecnosci autokorelacji przestrzennej
wedlug schematu opisanego macierza wag W. Statystyke  opisuje ponizszy wzor:

n n

3w, (= x)(x, — %)
= n i=1 j=1 ,
DI W T
i=l j=I i=1 (5)

gdzie n — liczba obserwacji, a x;, xj — obserwacje o lokalizacji i 1.
Rozpatrzmy hipoteze Hy: brak autokorelacji, przy alternatywnej H,: wystepowanie
autokorelacji. W przypadku braku autokorelacji statystyka / ma tendencje do przyjmo-

wania wartosci bliskiej —

! T W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z autoko-
n —

relacja dodatnia, gdy 7 > —

lub ujemna dla 7 < — . Przez autokorelacje do-

n—1’ n—
datnia rozumie¢ bedziemy przestrzenne gromadzenie sie (w sensie lokalizacji) wysokich
badz niskich wartosci obserwowanych zmiennych. Autokorelacj¢ ujemna mozna inter-
pretowac jako odwrotnosé autokorelacji dodatniej — wysokie wartosci sasiaduja z niski-
mi, i odwrotnie, uktadajac si¢ w pewnego rodzaju szachownicg (rys. 1).

Poprzez sumowanie korelacji pomiedzy wszystkimi punktami i mnozenie ich
przez odpowiednie wagi statystyka Morana pokazuje niejako trafnos¢ doboru ma-
cierzy W. Jezeli macierz W odpowiada rzeczywistosci, czyli duza waga odpowiada
duzej rzeczywistej korelacji, to wartos¢ statystyki Morana jest duza co do modutu.

Rys. 1. Rodzaje autokorelacji przestrzenne;j
Zrédto: opracowanie whasne.
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Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n w przypadku braku autokorelacji sta-
tystyka I przyjmowa¢é bedzie wartosci bliskie zeru. W praktyce wartos¢ statystyki
Morana rzadko kiedy przekracza co do modutu wartos¢ 1 [Overmars i in. 2003].

Wykres rozproszenia przedstawia zwigzek pomi¢dzy wartosciami:

[x,. —x] a Srednig wazona sasiedztwa — Zw,j(x,. —x), dla wszystkich i. Zgru-

i=1
powania w ¢wiartkach nieparzystych wskazuja na wystgpowanie autokorelacji do-
datniej, w parzystych — autokorelacji ujemne;.

Na rysunku 2 przedstawiono przyklad wykresu rozproszenia zrealizowany w
programie GeoDa. Wraz punktami rozproszenia na wykresie widoczna jest prosta
aproksymujaca lini¢ trendu uzyskanego zbioru punktéw. Warto zauwazy¢, iz tan-
gens kata nachylenia tej prostej jest téwny wartosci statystyki Morana 1.

W_CRIME
»
¥

CRIME

. Rys. 2. Wykres rozproszenia
Zrédto: opracowanie wtasne w programie GeoDa.

W swojej monografii L. Anselin [2003] zaproponowal sposéb wykorzystania
statystyki Morana bazujacy na podejsciu permutacyjnym. Polega ono na permuto-
waniu warto$ci obserwacji przy statych lokalizacjach. Rysunek 3 przedstawia
przyklad takiej permutacji.

Sl \
Sz

S,
S, /

Rys. 3. Metoda permutacyjna
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Algorytm testu polega na obliczeniu wartosci statystyki Morana dla pewnej
liczby losowych permutacji zbioru obserwacji i sporzadzeniu histogramu testu ran-
domizacyjnego (rys. 4). Jezeli autokorelacja rzeczywiscie wystgpuje, uzyskane w
ten sposob wartosci statystyki / powinny by¢ co do modutu mniejsze niz w przy-
padku oryginalnego zbioru danych. Analizujac wykres, ustala si¢, jaki procent per-
mutacji daje wigksza co do modulu wartos¢ statystyki I. Na tej podstawie mozna
wnioskowa¢ o istnieniu badz braku autokorelacji.

Liczba + pecoutation 939
.. L pomlie  HEESH

permutacji, dla

ustalonych /

e

10153 SR M btz sactoitly Mg I, Wartosci statystyki I

) Rys. 4. Test permutacyjny
Zrédlo: opracowanie wlasne w programie GeoDa.

Widoczna na rys. 4 wartos¢ p jest pseudopoziomem istotnosci. Jest to stosunek
liczby tych permutacji, dla ktérych I; > I, do liczby wszystkich uzytych permutacji
powigkszonej o 1. Zauwazmy, Ze im wigksza jest wartos¢ p, tym mniej prawdopo-
dobne jest rzeczywiste wystepowanie autokorelacji.

Statystyka Morana jest najczesciej uzywana miara globalnej autokorelacji prze-
strzennej, wykorzystywana w bardzo réznych dziedzinach nauki i tak na przykiad
K.P. Overmars i inni w swojej pracy [2003] wykorzystuja statystyke¢ Morana
do wykrywania zaleznosci przestrzennych pomi¢dzy danymi dotyczacymi zago-
spodarowania przestrzennego w Ekwadorze. Dzigki tej statystyce udato si¢ nie tyl-
ko odnalez¢ istniejace zaleznosci przestrzenne, ale i réwniez okresli¢ ich sile (rys.
5). Wykryto dodatnia autokorelacjg¢ przestrzenna, a takze ustalono, ze sita korelacji
moze by¢ rézna w zaleznosci od stopnia agregacji danych.

W swojej pracy z zakresu statystyki medycznej J.D. Joines i inni [2003] réw-
niez korzystali z podobnego aparatu ekonometrycznego. Rozwazany tam korelo-
gram uwzgledniatl statystyke Morana I w stosunku do rzedu sasiedztwa macierzy
oddziatywan W. Odkryli oni cickawg zaleznos$é: wysokie skorelowanie dotyczylo
zaréwno wysokich, jaki i niskich rz¢gdéw sasiedztwa macierzy wag, ale nie posred-
nich.
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Rys. 5. Por6wnanie autokorelacji przestrzennej reszt w standardowym modelu liniowym i mieszanym
modelu regresyjno-autoregresyjnym
Zrédlo: [Overmars 2003].

Pomimo stwierdzenia braku autokorelacji przestrzennej zgodnej z zadana ma-
cierza wag nalezy sprawdziC istnienie tzw. lokalnej autokorelacji przestrzennej,
ktéra dotyczy korelacji wartosci zmiennej w wybranej lokalizacji z jej sasiadami.
Zadanie to spelnia lokalna statystyka Morana I;, wyrazajaca si¢ wzorem:

n

e S, ©
_Z(xk x)2 i=1

Obliczenie statystyki 1; dla wszystklch obserwacji umozliwia sporzadzenie
tzw. mapy istotnosci, przedstawiajacej wartos¢ pseudowspdlczynnika istotnosci testu
randomizacyjnego wykonanego dla poszczegdlnych lokalizacji. Na rysunku 6 przed-
stawiono przyklad mapy istotnosci zrealizowanej w programie GeoDa. Polom ozna-
czonym najciemniejsza barwa odpowiada najmniejsza wartos¢ wspétczynnika pseu-
doistotnosci, co oznacza, ze sa one najbardziej skorelowane ze swoimi sasiadami.

w (1} LiSA Significance Map: colrook.GAL, | CRIME, 9999 Permutation

p=0,1

g

. Rys. 6. Mapa istotnosci
Zrédto: opracowanie wiasne w programie GeoDa.
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Rozwazania na temat testowania przestrzennych modeli sktadnika losowego
pomini¢to ze wzgledu na licznie wystgpujace przyklady opracowan testéw stuza-
cych wykrywaniu istnienia autokorclacji skladnia losowego, tj. testu Morana,
mnoznika Lagrange’a, testu Walda itp.

3. Estymacja parametréw modeli przestrzennych
- maksymalizacja funkcji gestosci

Ogélnie do estymacji modeli zaleznosci przestrzennych wykorzystuje si¢ za-
zwyczaj metodg najwigkszej wiarygodnosci. Dla modelu autoregresyjnego I rzedu:
(DY =p WY + &g sktadnik losowy ma rozktad & ~ N(@, 6°I). Przypomnijmy, ze
gdy zmienna &£ ma rozklad o gestosci f oraz istnieje taka funkcja g, przeksztalcaja-

ca zmienna € w Y, ze |det(g”'(»))[=0, to zmienna Y ma rozktad postaci:
p

Y~f (g"(Y))|det(g"(Y))|. Po dokonaniu pewnych przeksztaicefi, zlogarytmowa-

niu stronami mozna otrzymac zlogarytmowana funkcj¢ wiarygodnosci L:
In(L)= —%ln((Y - pWY) (Y — pWY)) +In|det(I — pW). )

Nastgpnie maksymalizuje si¢ funkcj¢ L ze wzgledu na poszukiwany parametr p.

W przypadku modelu mieszanego regresyjno-autoregresyjnego: 2) Y=p WY
+ X B + € wyznaczenie funkcji wiarygodnosci jest bardziej klopotliwe. Pamietajac,
Ze jezeli

2 T

X~N(b, 6’I), to AX~N(Ab, 6 AA'), dla A — bedacej macierza nieosobliwa,

mozna otrzyma¢ warunkowy rozktad funkcji gestosci zmiennej Y: Y|X ~ N((I -
2 -1 T -1

pPW)'XB, o (1—pW) (I-pW)) ).

Dalej mozna, jak powyzej, skorzysta¢ z metody najwigkszej wiarygodnosci dla
parametru p oraz wektora parametréw P dla funkcji:

In(L,(p,p)) = —ln\Adet(o-z (1-pW)" (l - pr)_')| -

_%<y—(1—pw)" XB) o*(1-pW)" . ®)

~y—1 —1
(1-pW") (y—(l—pw) xp).
Dla regresji z autoskorelowanym skladnikiem losowym (3) Y = X B + u, u=
AWu + g, tak jak w przypadku modelu AR(1) wywnioskowa¢ mozna, ze zmienna u

ma nastepujacy rozklad: u~ N(O, 6*(l — AW) (I — AW) ). Zatem dla V= oXT —
-1 T -1
AW) (I-AW ) ) funkcja wiarygodnosci przyjmuje postac:
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in L(Y — XB) = —%ln|detV(/1)| —%[(Y -Xp'VIO(Y-XB)]. (9

W przypadku modelu mieszanego regresyjno-autoregresyjnego z autoskorelo-
wanym skladnikiem losowym przy estymacji parametréw buduje si¢ funkcj¢ wia-
rygodnosci, korzystajac z poprzednich dwéch modeli.

K.P. Overmars i inni w pracy z 2003 r. opisali swoje badania, w ktérych wykry-
li istnienie autokorelacji reszt modelu liniowego. Pokazano, Zze uzycie tych samych
danych z zastosowaniem metod przestrzennych i klasycznych prowadzi do zupet-
nie réznych wnioskéw. W standardowym modelu liniowym reszty okazywaly sig
skorelowane — zwlaszcza dla niskich pozioméw agregacji. Aby uniknaé tego pro-
blemu, zastosowano mieszany model regresyjno-autoregresyjny z autoskorelowa-
nym skladnikiem losowym — model (4). Reszty nie wykazywaly skorelowania,
przy réwnoczesnej najlepszej ,,dobroci dopasowania” modelu. We wnioskach auto-
rzy postuluja, aby wykrywanie autokorelacji oraz szacowanie skali jej wystgpowa-
nia w przypadku zagospodarowywania terenéw, ktérych dotyczyla praca, stalo sig
standardowa procedura.

W pracy [Joines 2003] zastosowano modele autoregresyjne dla réznych macie-
rzy wag odpowiadajacych réznym rzedom ciaglosci. Autorzy wskazuja, jak duze
znaczenie ma uwzglednienie autokorelacji przestrzennej w badaniach dotyczacych
matych obszar6w. Uzyskane w ten sposéb informacje pomogtly stworzy¢ model o
lepszym dopasowaniu i mniejszych blgdach parametréw modelu (ok. 20%) w sto-
sunku do tych otrzymanych klasyczna metodag MNK.
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SPATIAL AUTOCORRELATION AND KRIGING
- METHODOLOGY WITH SOME APPLICATIONS

Summary

Recent research in spatial econometrics focus on a problem of analysing spatial
interactions and spatial autocorrelation. Spatial relations are also extensively used
in a geostatistical technique for Gaussian interpolation — kriging. The aim of this
work is to present some testing methods for both global and local spatial autocorre-
lation, and to discuss some estimation and interpolation problems in spatial inter-
ferences context. Some applied examples are presented.
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