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1. Wstep

Punktem wyjscia skalowania wielowymiarowego, ktére ma na celu graficzna
prezentacj¢ relacji zachodzacych pomigdzy badanymi obiektami, jest macierz
A=[5U] . Jej elementy przedstawiaja niepodobienstwa migdzy obicktami i oraz j
(i,j=12,...,n), gdzie n jest liczba obiektow. Jezeli korzystamy z opinii wielu respon-
dentéw, mamy do czynienia z sytuacja, kiedy danych jest m macierzy A, = [6',./.k ], gdzie
k=12,...m, przy czym kazda macierz A, przedstawia niepodobienstwa migdzy
obiektami postrzegane przez k-tego respondenta. Na podstawie macierzy A, mozna wy-
znaczy¢ k konfiguracji punktéw X, reprezentujacych obiekty, tworzacych tréjwymia-
rowa kostke zmiennych o wspétrzednych x,_, , gdzie:
i=12,...,n — liczba badanych obiektéw,
a=12,...,p — wymiar przestrzeni, w ktdrej prezentowane sa wyniki skalowania

wielowymiarowego,
k=12,...,m — liczba konfiguracji punktow.

Poszczeg6lni respondenci zazwyczaj réznia si¢ w ocenie waznosci wplywu
okreslonych zmiennych na podobienstwa migdzy obiektami. Wzrokowe poréwna-
nie X, moze by¢ jednak utrudnione, poniewaz réznice w uktadach konfiguracji
punktéw na mapach percepcyjnych nie zawsze wynikaja z réznic w postrzeganiu
obiektéw przez poszczegélnych respondentéw (zob. [Zaborski 2004]). Dlatego po-
réwnanie wynikéw skalowania wielowymiarowego powinno by¢ poprzedzone ana-
liza Procrustesa. Dopuszczalnymi przeksztalceniami poszczegdlnych konfiguracji
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punktéw w analizie Procrustesa sg translacja, rotacja i jednoktadnosé, czyli te, kt6-
re zachowujg proporcje odlegitosci migdzy punktami.

Dla poréwnywalnych wynikéw skalowania wielowymiarowego poszczegélnych
respondentéw, identyfikacja réznic mozliwa jest poprzez wyznaczenie wag w,,
zmiennej a dla respondenta k, tworzacych przestrzen wag W = [w,m]. Geometrycz-
nie punkty przestrzeni wag przedstawiaja respondentéw, a wspéirzedne tych punk-
téw — wagi przypisywane poszczeg6lnym wymiarom.

Dla ustalonej ,,wspdlnej” dla wszystkich respondentéw konfiguracji Z (centroid
configuration) indywidualne konfiguracje punktéw dla danego respondenta X,
otrzymuje si¢, mnozac wspéirzedne Z przez odpowiednie wagi. Wtedy:

X, =ZW,,
gdzie W, jest diagonalna macierza wag o wymiarach px p k-tego respondenta.

W artykule pokazano, jak, poprzez wyznaczenie przestrzeni wag, mozliwe jest
wskazanie réznic w ocenach respondentéw. Sposéb dopasowywania konfiguracji
indywidualnych, wyznaczania konfiguracji ,,wspdlnej”, przestrzeni wag oraz miar
dopasowania przedstawiono na podstawie modelu PINDIS (procrustean individual
differences scaling).

Algorytm analizy Pocrustesa zaproponowat J.C. Gower [1975]. Rozwinigcie
mysli Gowera oraz przyklady zastosowan sa przedstawione m.in. w pracach: [Ten
Berge 1977; Lingoes, Borg 1987; Digby, Kempton 1978; Peay 1988; Krzanowski
1988; Commandeur 1991; Goodall 1991].

2. Zasady analizy Procrustesa dla dwoch wynikow skalowania
wielowymiarowego

Niech X =[x,,%;,X,,....x,[ i Y=[yl,yzvy3,...,yn]r beda macierzami wspét-
rzednych dwéch konfiguracji n punktéw w euklidesowej przestrzeni p-wymiarowe;j,
uzyskanych w wyniku skalowania wielowymiarowego. Punkty obydwu konfiguracji
reprezentuja te same obiekty lub zmienne, co oznacza, ze punkt x; odpowiada punktowi
y, dlakazdego i =1,2,3,...,n . Najlepsze dopasowanie konfiguracji uzyskujemy wtedy,
gdy suma kwadratéw odleglosci migdzy odpowiadajacymi sobie punktami X 1 Y jest
najmniejsza, czyli gdy funkcja dopasowania przybierajaca postac:

R =wr(X-Y) (X-Y) (1)
osiaga wartos¢ najmniejsza.

Dopasowanie konfiguracji X do Y, minimalizujace wartos¢ funkcji dopasowania (1),
przebiega przez nastgpujace etapy (zob. [Cox, Cox 2001, s. 128; Zaborski 2004]):

1. Translacja X i Y tak, aby ich $rodki cigzkosci znajdowaly si¢ w poczatku
ukladu wspéirzednych.
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2. Wymnozenie macierzy X przez macierz rotacji A =(X"YY"X)2(Y'X)™".

3. Znalezienie obrazu X przy jednoktadnosci o stosunku @ =

4. Obliczenie miary dopasowania R* =1—

(tr(XTYY"X)? )

|
tr(X'YY'X)?

tr(X'X)

r(X"X)er(Y'Y)

Wigkszos¢ algorytméw skalowania wielowymiarowego dokonuje takiego roz-
mieszczenia punktéw na mapie percepcyjnej, aby srodek cigzkosci punktéw znaj-
dowal si¢ w poczatku ukladu wspéirzednych, a srednia kwadratéw odlegtosci
punktéw od poczatku ukladu wspéirzednych wynosita jeden. Dlatego w praktyce
etapy pierwszy i trzeci sa pomijane, a funkcja dopasowania (1) przybiera posta¢:

Przyklad 1

a)

R*=1r(Y-XA) (Y-XA).
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Rys. 1.-Konﬁguracje punktéw reprezentujacych 9 obiektéw otrzymanych: a) z wykorzystaniem
modelu ALSCAL,; b) z wykorzystaniem MDSCAL-2; c) w wyniku dopasowania konfiguracji (b) do
konfiguracji (a) za pomoca analizy Procrustesa
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Na podstawie macierzy odlegtosci migdzy dziewigcioma obiektami przeprowa-
dzono skalowanie wielowymiarowe. Rysunek la przedstawia konfiguracje punk-
t6w reprezentujacych badane obiekty wyznaczone z zastosowaniem modelu
ALSCAL, rys. 1b zas konfiguracj¢ otrzymana za pomoca modelu MDSCAL-2.
Roéznice w uktadach punktéw na obydwu mapach percepcyjnych uzasadniaty po-
trzebe przeprowadzenia analizy Procrustesa w celu dopasowania obydwu konfigu-

racji. Efekt dopasowania przy R> =0,1369 prezentuje rys. Ic.

3. Dopasowanie konfiguracji indywidualnych i wyznaczanie
konfiguracji wspolnej

Dla wielu wynikéw skalowania wielowymiarowego dokonuje si¢ transformacji
indywidualnych konfiguracji X, tak, aby kazda z nich zostafa jak najlepiej dopa-
sowana do pozostatych. Podobnie jak w analizie dla dwéch wynikéw skalowania
wielowymiarowego, dopuszczalnymi przeksztatceniami sa translacja, rotacja i jed-
nokladnosé, czyli te, ktére zachowuja proporcje odleglosci migdzy punktami. Pro-
ces dopasowywania wielu konfiguracji indywidualnych oraz wyznaczania konfigu-
racji wspdlnej nazywamy uogélniong analiza Procrustesa.

Uogdlniona analiza Procrustesa prowadzi do wyznaczenia takich konfiguracji

X, , dla ktérych funkcja dopasowania (por. [Borg, Groenen 1997, s. 362])
m - e T/~ ~
R =X, -X,) (X, -X,) 3)
k<
przyjmuje warto$é najmniejsza, przy czym X, = 9, X, Al +1b] (k,/=12,...,m).
Algorytm minimalizujacy warto$é funkcji R® ma charakter iteracyjny i polega
na cyklicznym dopasowywaniu kolejnych konfiguracji punktéw (tak jak w przy-
padku analizy Procrustesa dla dwéch wynikéw skalowania), przy zatozeniu, ze po-
zostale sa ustalone.

Konfiguracja wspélna (centroid configuration) jest srednig ze wszystkich 5(,‘ i

przybiera posta¢ Z = LZ X, . Wtedy funkcje (3) mozna zapisaé jako:

k=1
R =m) (X, -2) (X,-2). 4)
k=1
Réwnanie (4) wskazuje, ze uogdlniona analiza Procrustesa moze by¢ realizo-
wana poprzez kolejne dopasowywanie konfiguracji f(k (k = 1,2,...,m) do usred-
nionej konfiguracji Z, przy jednoczesnym uaktualnianiu Z w kolejnych cyklach

iteracyjnych. Proces dopasowywania X, jest taki sam jak dla dwéch wynikéw
skalowania wielowymiarowego.
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Wzajemne dopasowywanie konfiguracji indywidualnych, wyznaczanie konfigu-
racji wspdlnej i przestrzeni wag w modelu PINDIS przebiega w dwéch etapach
(por. [Lingoes, Borg 1978]). Na etap pierwszy sktadajg si¢:

a) translacja i wyskalowanie X, (k = 1,2,...,m) tak, aby ich srodki cigzkosci
znajdowaly si¢ w poczatku ukladu wspéirzednych, a sredni kwadrat odlegiosci
punktéw od poczatku ukfadu wspétrzednych byt réwny jeden, tzn. tr( XX, ) =1;

b) szacowanie konfiguracji Z. W tym celu dopasowuje si¢ (wykorzystujac ana-
lizg Procrustesa dla dwéch wynikéw skalowania wielowymiarowego) X, do X, a

nast¢pnie wyznacza macierz Z jako %(Xl + Xz). Po dopasowaniu X, do oszaco-

. i . : x 1 R
wanej wezesniej Z obliczana jest nowa wartos¢ Z =§(Xl +X, + X,). Proces ten

powtarzany jest tak dtugo, az wykorzystane zostana wszystkie konfiguracje X, .
W etapie drugim, po ponownym dopasowaniu wszystkich konfiguracji X, do
oszacowanej Z, oblicza si¢ miare dopasowania:
1 . 2
h:ZE(I—R,f(Xk,Z))z, (5)
k=1

gdzie R} (f(k ,Z) jest miara Procrustesa, gdy Xk jest dopasowywane do Z, czyli:

1
{r(X[2Z7X,)?Y
o XIX r(Z7Z)

Po wyznaczeniu nowej wartosci Z, jako $redniej z otrzymanych w poprzednim
etapie Xk , wszystkie f(,, ponownie dopasowywane sa kolejno do Z, a nastgpnie

oblicza si¢ miar¢ dopasowania h. Proces powtarzany jest tak dlugo, az réznica po-
mi¢dzy h wyznaczonymi w kolejnych cyklach iteracyjnych przestanie ulegaé
zmianie lub bedzie mniejsza od ustalonej stalej.

(6)

R} (X,.Z)

4. Przestrzen wag

Respondenci zazwyczaj réznie oceniaja waznosci wptywu okreslonych zmien-
nych na podobienstwa migdzy obicktami. Jezeli zatem przyjmiemy zalozenie, ze
przypisuja oni rézne znaczenie poszczegdlnym wymiarom konfiguracji wspélne;j,
to istnieja takie macierze W,, dla ktérych X~ ZW, (W, jest diagonalng macie-
rza o wymiarach px p niezerowych wag poszczegélnych wymiaréw, ZW, zas
wazong konfiguracja wspdlna k-tego respondenta). Dla ustalonych konfiguracji Z i
X, nalezy wigc zalez¢ taka macierz W, , aby funkcja dopasowania:

496



R*=(2ZW, —-X ) (ZW, - X,) @)
przyjmowala wartos¢ najmniejsza.
Jezeli z, i x,, sa odpowiednio kolumnami macierzy Zi X,,a z, i x, i-tymi
elementami tych wektoréw, wtedy znalezienie w,,, ktéry jest a-tym elementem
diagonalnym W, , sprowadza si¢ do minimalizacji wyrazenia:

n

Z(szm —x, ). (&)

i=1

Po zrézniczkowaniu (8) i przyrdwnaniu do zera otrzymujemy:

n

Z KXiak Zig
. =1
==
2
Z Zia
i=1

Wyznaczone w ten sam sposéb dla kazdego a=1,2,...,p i dila kazdego

9

Wia

k=12,...,m wagi tworza przestrzen wag W=[w,w]. Punkty przestrzeni wag

(wiersze) przedstawiaja respondentéw, a wspétrzedne tych punktéw — wagi przypi-
sywane przez nich poszczegélnym wymiarom.

5. Przyklad wykorzystania modelu PINDIS do identyfikacji roznic
indywidualnych'

14 respondentéw, w tym 4 z wada wzroku (2 respondentéw powtérzyto eksperyment
po uplywie czterech tygodni), poproszono o okreslenie podobienstwa migedzy 10 kolo-
rami. W tym celu kazdemu z nich przedstawiono 120 tréjek réznych koloréw z prosba,
aby w pierwszej kolejnosci dla kazdej trojki wskazali dwa kolory ich zdaniem najbar-
dziej rézniace si¢, a nastgpnie umiescili trzeci kolor w takim miejscu na plaszczyznie,
zeby odleglosci migdzy kolorami odpowiadaty ocenom podobienstwa. Usrednione oceny
kazdego respondenta utworzyly 16 indywidualnych macierzy niepodobiefistw migdzy
kolorami (zob. [Borg, Groenen 1997, s 360]). Na ich podstawie przeprowadzono kla-
syczne skalowanie wielowymiarowe, a dla wynikéw skalowania — analiz¢ Procrustesa z
wykorzystaniem modelu PINDIS.

Wartosci miar dopasowania zawarte w tab. 1 wskazuja na bardzo dobre dopa-
sowanie konfiguracji indywidualnych Xk respondentéw bez wady wzroku do kon-
figuracji wspélnej Z (rys. 2a). Swiadczy o tym réwniez rozklad odpowiednich
punktéw w przestrzeni wag, Dla tej grupy badanych znajduja si¢ one w bliskim
sasiedztwie dwusiecznej kata. Oznacza to, ze ci respondenci przypisuja obydwu
wymiarom Z podobne znaczenie. Zdecydowanie gorsze dopasowanie (zwlaszcza

! Zob. [Lingoes, Borg 1978].
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Rys. 2. a) konfiguracja wspdlna dla respondentéw bez wady wzroku; b) przestrzen wag respondentéow
. bez wady wzroku (® ) i z wadg wzroku (5%)
Zrédto: opracowano na podstawie [Lingoes, Borg 1978].

Tabela 1. Miary dopasowania konfiguracji dla prostej i wazonej analizy Procrustesa

Respondenci Iz 1/ Respondenci z e W
bez wady r'(X,.z) | " (X,.ZwW,) wada wzroku | (x,,z) |7 (X,.ZwW,)
wzroku

ky 0,98 0,98 ks 0,89 0,92
k 0,98 0,98 kg 0,92 0,92
ks 0,99 0,99 kis 0,94 0,97
ky 0,99 0,99 kig 0,50 0.75
ks 0,99 0,99 ki 0,44 0,82
k¢ 0,97 0,97
k; 0,98 0,99
kg 0,98 0,98
ky 0,97 0,97
kyo 0,98 0,98
ki 0,96 0,97

Zrédlo: opracowano na podstawie [Lingoes, Borg 1978].

dla niewazonej analizy Procrustesa) uzyskano dla respondentéw z wada wzroku. Roz-
klad punktéw przestrzeni wag wskazuje, ze wigksze znaczenie przypisuja oni wymiaro-
wi pierwszemu, a dwéch z nich wrecz nie rozréznia koloréw na osi , czerwony-zielony”.

6. Podsumowanie

Niezwykle waimym elementem skalowania wielowymiarowego jest interpreta-
cja wynikéw polegajaca zar6wno na okresleniu tresci wymiaréw uzyskanej prze-
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strzeni, jak i na identyfikacji zaleznosci wystepujacych mi¢dzy badanymi obiekta-
mi. Poniewaz takie przeksztalcenia jak translacja, jednoktadnos¢ czy rotacja zbioru
punktéw nie powoduja zmiany proporcji odleglosci migdzy nimi, dlatego dla dane-
go zbioru obiektéw mozna otrzyma¢é (pozornie) rézne konfiguracje koficowe. Za-
prezentowana analiza Procrustesa pozwala na wzajemne dopasowanie indywidual-
nych dla poszczegélnych respondentéw konfiguracji punktéw oraz wyznaczenie
tzw. konfiguracji wspélnej (sredniej). Z kolei wyznaczenie przestrzeni wag oraz
miar dopasowania konfiguracji indywidualnych do konfiguracji wspélnej umozli-
wia wskazanie réznic w ocenach respondentéw.,
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IDENTIFICATION OF INDIVIDUAL DIFFERENCES
IN PROCRUSTES ANALYSIS

Summary

The paper presents Procrustes analysis in which several given coordinate matri-
ces are fit to each other in such a way that uninformative differences are eliminated
and an optimal average configuration (group space) is formed. In Procrustes analy-
sis individuals are represented as points in the space of weights. The dimensional
weights may be interpreted as expressions of the different importance that individ-
ual £ attaches to the dimensions of the group space.
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