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1. Wstep

Jednym z najwazniejszych parametréw finansowych, stanowiacych przedmiot zainte-
resowania zaréwno teoretykow, jak i praktykéw wykorzystujacych dane z rynku kapita-
lowego, jest wspélczynnik beta (f). Stosowany jest on m.in. do wyznaczania kosztu
kapitalu wlasnego przy uzyciu modelu wyceny aktywéw kapitatowych (CAPM), identy-
fikacji akeji zbyt wysoko lub zbyt nisko wycenionych przez rynek oraz konstrukcji port-
feli o zatlozonym poziomie ryzyka. Wspdiczynnik beta jest bez watpienia najwazniejsza
miarg ryzyka systematycznego i powinien byé uwzgledniany we wszystkich decyzjach
finansowych, w ktérych ten rodzaj ryzyka ma znaczenie.

Pomimo tak duzej roli w badaniach teoretycznych oraz w praktyce wspoélczes-
nych finanséw, z zagadnieniem szacunku wspétczynnika beta wiaze si¢ wiele pro-
bleméw, ktére wciaz pozostaja nierozwiazane w sposéb jednoznaczny. Do najwaz-
niejszych z nich nalezy wybor samej metody estymacji oraz identyfikacja dlugosci
okresu, w ktérym powinny by¢ definiowane stopy zwrotu dla akcji oraz indeksu
gietldowego wykorzystywane nast¢pnie w odpowiednich modelach regresji.

Szacunek parametru beta zazwyczaj dokonywany jest na podstawie danych hi-
storycznych przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratéw (MNK). W ten
sposéb wyznaczana jest linia regresji ilustrujaca zwiazek migdzy stopg zwrotu z
rynku oraz stopg zwrotu z akcji, na podstawie ktérej okreslana jest wartos¢ wspot-
czynnika beta. Jednym z kluczowych zatozen tej metody jest homoskedastycznosé,
czyli stala w czasie wariancja skladnika losowego. Jesli zalozenie to nie jest spet-
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nione i w modelu wystgpuje heteroskedastycznos$é, wowczas szacunek parametru
beta za pomoca MNK jest zwykle btedny.

Heteroskedastycznos¢ oznacza zmienng w czasie wariancj¢ skladnika losowego
w modelu ekonometrycznym. Gdy zjawisko to jest obecne w modelu regresji li-
niowej, ktorego parametry szacowane sa za pomocg MNK, wowczas estymatory
tych parametrow tracg efektywno$¢. Konsekwencja tego jest blad szacunku, ktory
objawia si¢ przeszacowaniem lub niedoszacowaniem wartosci analizowanych pa-
rametrow. W rezultacie wigc, jesli celem analizy jest wspolczynnik S, wnioski
formulowane na temat postaci zwiazku migdzy zmiennoscia analizowanej akcji
oraz zmiennoscia indeksu rynkowego moga byé calkowicie nieprawidlowe, a wy-
Znaczona wartos¢ [ nie jest wartoscia wlasciwa.

W przypadku wystgpienia heteroskedastycznosci najcze¢sciej stosowang metoda
sa modele ARCH oraz GARCH, ktore umozliwiaja odpowiednia korekt¢ oszaco-
wan f (por. [Bollerslev 1986; Engle 1982]; przeglad innych modeli tej klasy moz-
na znalez¢ w [Brzeszczynski, Kelm 2002]).

Zagadnienie estymacji parametru beta przy pomocy modeli ARCH stanowi
wazny problem metodologiczny (por. [Braun, Nelson, Sunier 1995; Dillen, Stoltz
1999; Tagliafici 2002]). Ze wzgledu na swoje wlasnosci predykcyjne modele tej
klasy zdobyly duza popularno$¢ w praktyce i stosowane s do wyznaczania f w
badaniach prowadzonych na wielu réznych rynkach na $wiecie (takze na danych z
rynku polskiego, por. m.in. [Brzeszczynski, Gajdka 2007; Fiszeder 2005]).

Celem tego opracowania jest prezentacja wynikdéw badan nad problemem esty-
macji parametru £ dla danych z polskiego rynku kapitalowego przy uwzglednieniu
réznych stoép zwrotu wyliczanych dla interwaléw czasowych o dlugosci od 1 dnia
(1 sesji gietdowej) do 1 miesiaca (21 sesji gietdowych).

W czgsci empirycznej przedstawiono rezultaty analizy dotyczacej roznic w
oszacowaniach J w zalezno$ci od wybranego interwalu oraz przyj¢tych metod
estymacji (MNK i modeli klasy ARCH) dla wszystkich spétek notowanych na
Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie (GPW) w latach 2003-2006.

2. Modele ARCH

W prezentowanym badaniu do szacunku parametru S wykorzystano modele
klasy ARCH o nastgpujacej postaci:

rtaqu'a ___a+ﬁ'r'index +§,’ (l)
&=, @
S
b=y + 278 3)
s=1

gdzie a i f sa odpowiednimi parametrami strukturalnymi modelu oraz
3 :1ID(0,1), $>0, y,>0 i y, 20. Ponadto w modelach tych przyjmuje si¢ zato-
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zenia, ze £ : 1ID(O, 0';) oraz Ze skladnik losowy nie jest zautokorelowany i nie ma
kowariancji migdzy nim a zmienna objasniang (lub zmiennymi objasnianymi).
Zmienne r™ oraz r™* sa stopami zwrotu z akcji i z indeksu rynkowego. Rodzaj
oraz stopien modelu klasy ARCH determinuje specyfikacja funkcji wariancji wa-
runkowej h, w réwnaniu (3). Najczesciej wykorzystywang modyfikacja jest uogél-
niony model GARCH(S, Q) o nastgpujacej postaci funkcji A;:

) Q
hl = 70 + Z 7,\‘ lz—.r + Z¢th—q ’ (4)
s=I 4=l

gdzie $>0, 020, 7 >0, 7, 20 oraz ¢, 20.

Rozbudowa funkcji wariancji warunkowej h, prowadzi do otrzymania wielu in-
nych wariantéw modeli klasy ARCH, w tym np. modeli asymetrycznych i in. (por.
[Brzeszczynski, Kelm 2002]).

W przypadku braku heteroskedastycznosci sktadnika losowego parametr 4 mo-
ze zosta¢ oszacowany tylko za pomocg réwnania (1) oraz metody najmniejszych
kwadratéw. Kazdorazowo wymaga to jednak przeprowadzenia testu efektu ARCH
(por. [Engle 1982]), co ma na celu sprawdzenie, czy zjawisko to jest obecne w
modelu. Stosowanie MNK, gdy wystepuje heteroskedastycznos¢, prowadzi bo-
wiem do ryzyka blednej identyfikacji postaci badanej zaleznosci. Prawidlowe
oszacowania f uzyskuje si¢ wtedy poprzez estymacj¢ parametréw modelu ARCH
opisanego wzorami (1)-(3) lub jego wariantu o innej funkcji wariancji warunkowe;j
h,, gdzie informacja o zmiennosci skiadnika losowego zawarta w (3) wykorzystana
jest do korekty # w réwnaniu (1).

3. Metodologia badania

Celem badania byfa analiza ré6znic w oszacowaniach wartosci wspétczynnika
beta dokonanych na podstawie danych o réznych czgstotliwosciach obserwacji
oraz przy wykorzystaniu réznych metod estymacji: MNK i modeli klasy ARCH (w
tych przypadkach, gdzie wyst¢puje heteroskedastycznosc¢ sktadnika losowego).

W analizie tej wykorzystano stopy zwrotu akcji notowanych na GPW w okresie
od poczatku stycznia 2003 r. do konca grudnia 2006 r. Do estymacji wybrano 166
spotek, ktérych akcje znajdowaly si¢ w obrocie w calym badanym okresie. Baza
danych dotyczaca kurséw gietdowych pochodzi z GPW.

Parametry beta wyznaczono na podstawie modeli, w ktérych stopy zwrotu z in-
deksu rynkowego WIG oraz stopy zwrotu dla akcji zdefiniowane byly dla réznych
interwaléw czasowych o dlugosci: 1, 2, 3, 4, 5, 10 oraz 21 sesji (odpowiadajacych
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okresom: 1, 2, 3, 4, 5 dni; 1, 2 tygodni oraz 1 miesiqca)'. Dla siedmiu wymienio-
nych powyzej czestotliwosci (1, 2, 3, 4, 5, 10 oraz 21 sesji) otrzymano 1162 para-
metrow £ (po 166 dla kazdego z interwalow).

W prezentowanym badaniu przyjeto nastgpujaca procedurg¢ estymacyjna. Naj-
pierw parametr S dla kazdej ze spolek w kazdym z interwaléw zostal oszacowany
za pomocg MNK. Nastgpnie przeprowadzono test mnoznikéw Lagrange’a, majacy
na celu identyfikacj¢ efektu ARCH. Gdy stwierdzona zostala jego obecno$¢, para-
metry réwnania (1) oszacowano za pomoca modelu GARCH(1,1). W kolejnym
kroku ponownie przeprowadzono test mnoznikéw Lagrange’a i jesli wskazat on na
wystepowanie (pozostalej w modelu) heteroskedastycznosci, woéwczas parametry
estymowano za pomoca modelu GARCH wyzszego rzgdu. Procedura ta byla kon-
tynuowana, dopoki test wykazat brak efektu ARCH przy przyjetym poziomie istot-
nosci’. Dla obu klas modeli przeprowadzono takze testy na autokorelacje skiadnika
losowego. Jesli stwierdzona zostata jej obecno$¢, do modeli wprowadzano sktadni-
ki AR oraz/lub MA w celu jej usunigcia.

4. Wyniki empiryczne

Tabela 1 prezentuje poréwnanie réznic w oszacowaniach parametru f pocho-
dzacych z modeli MNK i GARCH dla réznych interwaléow czasowych, w jakich
definiowane byly stopy zwrotu.

Pierwsza wazng konkluzja wynikajacg z tego zestawienia jest to, ze liczba zi-
dentyfikowanych efektow ARCH roznila si¢ znacznie w zaleznosci od czgstotliwo-
$ci danych i byla tym wigksza, im krotsze byly interwaty czasowe.

Dla danych o interwale 1-sesyjnym efekt ARCH wystapil w 126 przypadkach
sposrod wszystkich 166 akcji. W 86 modelach f wyznaczona przy wykorzystaniu
MNK byta przeszacowana w stosunku do f* uzyskanej z modelu klasy ARCH,
natomiast w 30 modelach beta uzyskana na podstawie MNK byta niedoszacowana.
W zestawieniu tym uwzgledniono wylacznie oszacowania, ktore byly istotne staty-
stycznie. Gdy wyniki estymacji otrzymane na gruncie przynajmniej jednej z tych
dwoch metod nie byly istotne na przyjetym poziomie p = 0,05, wéwczas nie po-
rownywano ich ze soba.

Dla interwalu 1-sesyjnego w 3 przypadkach nastgpuje catkowita zmiana inter-
pretacji bety, tzn. zmiana jej wartosci z wyzszej od 1 (akcja agresywna) na nizsza
od 1 (akcja defensywna) lub tez na odwrot.

Wartos¢ bezwzglgdna maksymalnej rdéznicy oszacowan ff oraz f* (tzn. szacun-
kéw uzyskanych za pomocg MNK oraz oszacowan z modelu klasy ARCH) dla
tego interwatu wynosi ponad 0,3, co stanowi relatywnie duzg wielko$¢ w stosunku

! Dla okreséw miesigcznych wybrany zostat interwat o dtugoséci 21 sesji, gdyz érednia miesigczna
liczba sesji gietdowych wynosi ok. 21. Interwal 5-sesyjny oraz 10-sesyjny odpowiada natomiast
okresom 1 oraz 2 tygodni.

2 W calym badaniu poziom istotnosci p wynosi 0,05.
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do zakresu zmiennosci parametréw . W przypadku estymacji dla krétkich inter-
watow (1-5 sesji) zastosowanie MNK prowadzi do znacznej réznicy w wynikach w
stosunku do ,,wlasciwej” wartosci wspétczynnika £ (dla tych interwatéw rozbiez-
nosci stwierdzono w ponad 20% przypadkéw, przy czym dla interwatu 1-sesyjnego
az w 76%).

Jak wynika z tab. 1, dla pozostalych interwaldéw réwniez czesciej wystgpowalo
przeszacowanie parametru f niz jego niedoszacowanie, gdy metoda estymacji byta
MNK (w sumie przeszlo dwukrotnie, tzn. w 222 wobec 109 przypadkéw). Z reguty
czesciej tez nastepowala zmiana bety z ofensywnej na defensywna niz odwrotnie
(odpowiednio: 14 przypadkéw wobec 3). Wraz z wydtuzaniem interwatu wzrastala
takze maksymalna warto$¢ bezwzgledna réznicy migdzy S oraz f*.

Tabela 1. Réznice w oszacowaniach parametréw J pochodzacych z modeli MNK i GARCH
dla réznych interwatéw czasowych wykorzystanych do konstrukcji stép zwrotu

Zmianabety | Zmianabety
Interwat z defensywnej | z ofensywnej . . Liczba
dicaba [p<g B>+ | (B | gD M| | ctelow | B
sesji) na ofensywna | na defensywna ARCH
(8> (B<)
1 |30 86 2 1 0,308 0 126 0,60,
2 |27 59 0 3 0,524 0 96 0,69
3 )21 25 1 2 0,402 0,001 58 0,72
4 |15 19 0 1 0,243 0 48 0,72
5 7 23 0 2 0,536 0,008 40 081
10 7 9 0 4 0,804 0,023 25 0,90
21 2 1 0 1 1,057 0,002 11 1,09
Suma [109 | 222 3 14

Uwagi: Przez #* oznaczono prawidlowe oszacowanie parametru beta, uzyskane za pomoca
odpowiedniego modelu GARCH (jezeli test mnoznikéw Lagrange’a wykazat istnienie efektu

ARCH). natomiast £ oznacza szacunek otrzymany za pomoca MNK. Przez f oznaczono
sredni parametr beta dla danego interwatu czasowego.

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla kazdego z interwatéw przeprowadzono test réznic miedzy S* a f. Hipoteze ze-
rowa odrzucono dla interwatdéw 1-, 2- i 5-sesyjnych przy poziomie istotnosci p = 0,05.

Whnioski wynikajace z informacji zawartych w tab. 1 wskazuja na to, ze postu-
giwanie si¢ metoda MNK w wigkszosci przypadkéw prowadzi do przeszacowania
wartosci wspétczynnika f. Dotyczy to wszystkich czgstotliwosci danych z wyjat-
kiem najdtuzszego interwatu 21-sesyjnego, w odniesieniu do ktérego zaobserwo-
wana liczba efektéw ARCH byta zdecydowanie najmniejsza.

Analiza wptywu diugosci interwatu czasowego na otrzymang wielko$¢ wspdét-
czynnika f w analizowanej prébie wskazuje na generalny wzrost wartosci oszaco-
wan tego parametru wraz z wydtuzaniem interwalu. W rezultacie najwyzsze sred-
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nie wartosci wspétczynnika B uzyskano wéwczas, gdy byt on wyznaczany na pod-
stawie stop zwrotu zdefiniowanych w okresie 21 sesji.

Na rys. 1 przedstawiono zaleznos¢ miedzy srednia wartoscia wspétczynnika fa
diugoscia interwalu czasowego dla spétek duzych (bedacych czescia sktadowa
indeksu WIG20 na koniec badanego okresu), srednich (bedacych czescig sktadowa
indeksu MIDWIG na koniec badanego okresu) oraz matych (bedacych czescia
sktadowa indeksu WIRR na koniec badanego okresu).
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Rys. 1. Srednia warto$é wspétczynnika B w zaleznosci od wielkosci spétki
. oraz dlugosci interwatu czasowego stuzacego do konstrukcji stop zwrotu
Zrédto: opracowanie wlasne.

Przy wyznaczaniu wartosci $rednich za ,,wlasciwg” bete przyjmowano oszaco-
wanie uzyskane za pomoca modelu ARCH (jesli wystgpowala heteroskedastycz-
nos¢) lub MNK (jesli zastosowany test efektu ARCH wskazywal na brak hetero-
skedastycznosci). W obu przypadkach uwzgledniono takze problem autokorelacji.

Jak ilustruje rys. 1, najwigkszy wzrost §redniej wartosci wspétczynnika £ mie-
dzy oszacowaniami dla interwaléw 1-sesyjnych i 21-sesyjnych mial miejsce w
przypadku spélek matych, a najmniejszy w przypadku spétek duzych.

5. Podsumowanie

Artykut prezentuje wyniki badan dotyczacych réznic w oszacowaniach wartosci
wspoiczynnika £ dokonanych na podstawie danych o réznych czestotliwosciach
obserwacji oraz przy wykorzystaniu MNK i modeli ARCH.

Otrzymane rezultaty dowodza, ze gdy wystgpuje efekt ARCH, zwiaszcza w
modelach, w ktérych oszacowania f dokonywane byly na podstawie krétkich in-
terwatéw czasowych (1-5 sesji), znaczna czg¢sé parametréw [ wyznaczona za po-
moca MNK przyjmuje nieprawidlowe wartosci. R6znice miedzy nimi a wlasciwy-
mi parametrami £ (tj. uwzgledniajacymi heteroskedastyczno$¢ sktadnika losowe-
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go) sg istotnie rozne od zera. Roznice te moga przybiera¢ znaczne wartosci i po-
wodowaé nawet zmiang konkluzji na temat wrazliwosci spotki wzgledem ryzyka
rynkowego.

Glownym ograniczeniem w zastosowaniu modeli klasy ARCH w praktyce mo-
ze by¢ liczba obserwacji, ktéra musi by¢ wystarczajaco duza, aby zagwarantowac
zbieznos¢ odpowiednich procedur numerycznych. Jednak w przypadku krotkich
prob statystycznych efekt ARCH jest zwykle bardzo staby lub w ogodle nie wysteg-
puje, a wigc brak jest heteroskedastycznosci 1 wowczas parametry modeli moga
byé szacowane za pomocg klasycznej MNK. W przypadku estymacji f# sytuacja

taka bedzie miata miejsce tylko wtedy, gdy szacunek begdzie oparty na danych o
bardzo niskiej czg¢stotliwosci obserwacji (tj. miesigczna lub jeszcze nizsza).

Zaprezentowane rezultaty demonstruja skalg¢ problemu, gdy wobec wystgpowa-
nia heteroskedastycznosci sktadnika losowego w modelu regresji metoda stosowa-
na do wyznaczania wartosci wspdtczynnika £ jest MNK. Prowadzié to moze do
powaznych btedow w szacunkach kosztu kapitalu wlasnego czy tez w innych klu-
czowych decyzjach finansowych podejmowanych na podstawie modelu wyceny
aktywow kapitatlowych CAPM.

Drugim waznym wnioskiem wynikajacym z tego badania jest istnienie zwiazku
mig¢dzy wartoscig oszacowania wspolczynnika £ a dlugoscia interwalu czasowego
wykorzystywanego do konstrukcji stép zwrotu akcji 1 indeksu rynkowego. W ba-
danej probie wzrastala ona wraz z wydtuzaniem tego interwalu, a efekt ten byt
najsilniejszy w przypadku matych i srednich spoétek.
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APPLICATION OF ARCH MODELS FOR THE ESTIMATION OF BETA
PARAMETERS USING DIFFERENT TIME INTERVALS FOR RETURNS

Summary

The estimation of beta coefficient (), a basic measure of systematic risk. is central to the implemen-
tation of the capital assets pricing model (CAPM) and is of great importance from both theoretical and
practical viewpoints. The most frequently used tool for estimation of the £ parameter is a regression
model and the ordinary least squares method (OLS). Its application is justified, however, only when all
standard assumptions of the OLS are fulfilled, including the assumption about homoscedasticity of the
variance of an error term. The consequences of using the OLS under the existence of heteroscedasticity
can be serious and usually lead to obtaining incorrect estimates of the model’s parameters, which may
result in the formulation of wrong conclusions about the analyzed relationships.

This paper presents empirical results from the estimation of the f parameters for stocks listed on the
Warsaw Stock Exchange (WSE) between 2003 and 2006 using the OLS and ARCH models as well as
different intervals over which the returns have been measured. Our findings provide evidence that those
estimates considerably differ with the intervals length. They indicate also that in the sample of data the
estimates of / increased as the returns interval was lengthened and that the application of the OLS,
whenever heteroscedasticity was present, usually resulted in overestimation of beta coefficients.
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