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Wprowadzenie

Niniejszy skrypt powstal jako pomoc dydaktyczna do ¢wiczen tablicowych
z przedmiotu MECHANIKA BUDOWLI i jest przeznaczony dla studentow pierwszego
roku kierunku Architektury i Urbanistyki przy Panstwowej Wyzszej Szkole
Zawodowe] w Nysie. Zakres materialu opracowano zgodnie z tematyka ¢wiczen
tablicowych, aby pomdc studentom w zrozumieniu nowych dla nich zagadnien
oraz jako pomoc w samodzielnym wykonaniu ¢wiczen domowych.

Mechanika budowli jest dziedzing majaca na celu okre§lenie warunkow, jakie
powinny spehlia¢ elementy konstrukcyjne projektowanego obiektu, aby
odpowiadaly swemu przeznaczeniu pod wzgledem wytrzymatosci, sztywnosci oraz
statecznosci. Wytrzymatos¢ okre§la wymagana nosno$¢ analizowanego elementu,
pozwalajaca przeja¢ dzialajace na niego obciazenia. Sztywnos¢é okres§la wartosci
dopuszczalnych odksztalcen, ktore moglyby utrudni¢ lub wrgcz uniemozliwié
prawidtowa eksploatacje. Wreszcie statecznos¢ ma zapobiec krytycznym zmianom
ksztaltu lub potozenia elementu konstrukcyjnego (np. wyboczenie preta
sciskanego, zwichrzenie elementu zginanego). Przedstawione zagadnienia mozemy
podzieli¢ na dwie zasadnicze dyscypliny: mechanike ciata sztywnego (statyka)
oraz mechanike ciala odksztalcalnego (wytrzymato$¢ materiatow), dla oméwienia
ktorych opracowano dwuczesciowy skrypt.

Czeg$¢ pierwsza, zawarta w niniejszej pracy, prezentuje fundamentalne
zagadnienia STATYKI, w zakresie niezbgdnym dla architekta. Poszczegolne
rozdzialy maja na celu przyblizy¢ podstawowa wiedze teoretyczna oraz jej
wykorzystanie w rozwiazywaniu zadan praktycznych (przyklady liczbowe).
Przedstawiona w tej czeSci tematyka porusza zagadnienia z zakresu statyki
elementarnej — skladanie i rozktadanie sit, wypadkowe ptaskich uktadéw sil, oraz
statyki budowli — rozwiazywanie ptaskich ustrojéw pretowych. Rozwiazania
metodami analitycznymi wszystkich przyktadow liczbowych przedstawianych w
tej czesci, poparte sa metodami wykreslnymi ze wzgledu na ich wartosci
poznawcze oraz dydaktyczne.

Czes$¢ druga skryptu przedstawiaé bedzie wiedze z zakresu WYTRZYMALOSCI
MATERIALOW niezbgdna do umiejgtnego ksztaltowania oraz wymiarowania
przekrojow ielementow konstrukcyjnych. Podstawe tej wiedzy stanowi
umiejetno§¢  wyznaczania  charakterystyk — geometrycznych — przekrojow
(omawianych w czgéci pierwszej) oraz znajomo$¢ zasadniczych przypadkow
wytrzymatosciowych (Sciskanie, rozciaganie, zginanie, itd.). Prezentowane w tej
czesci przyktady liczbowe maja na celu przyblizenie metod wymiarowania
przekrojow S$ciskanych, rozciaganych, zginanych, czy $cinanych, w elementach
konstrukcyjnych rozwiazywanych w czgsci pierwszej skryptu.

Uktad taki ma na celu ukazanie kolejnych etapéw projektowania konstrukcji
inzynierskich, poczawszy od przyjecia schematu statycznego, przez wyznaczenie
obcigzen zewngtrznych i wynikajacych z ich oddzialywania sit wewngtrznych, az
po wymiarowanie przekroju stosownie do wystepujacych w nim sit wewnetrznych.






1. Statyka elementarna

Statyka jest jednym z dzialéow mechaniki ciata sztywnego, zajmujacym si¢ opi-
sem rownowagi cial (uktadow konstrukcyjnych) oraz sit na niego dziatajacych —
zewngtrznych (czynnych i biernych) oraz wewngtrznych.

W mechanice rozrézniamy dwa rodzaje wielko$ci: skalary, do ktérych okreslenia
potrzebna jest wartos¢ liczbowa oraz wektory, ktore sa wielkosciami okreslonymi
warto$cig liczbowa, kierunkiem i zwrotem. Wyrozniamy trzy rodzaje wektorow:
swobodne, liniowe (zwiazane z prosta) i nieswobodne (zwiazane z punktem).
Wisréd podstawowych poje¢ wystepujacych w mechanice mozemy wymienic:

e sila nalezy do grupy wektoréw liniowych, co oznacza, iz mozemy ja dowolnie
przemieszcza¢ wzdhuz prostej wyznaczajacej jej kierunek dziatania. Sita, definio-
wana zgodnie z I zasada dynamiki, jest miara przyspieszenia nadawanego swo-
bodnemu ciatu. Przyktadem sil, jakie mozemy spotka¢ rozwazajac ustroje kon-
strukcyjne, sa np.: cigzar wlasny elementéw konstrukcyjnych, obciazenia zmienne
technologiczne (np. obciazenie stropu zalezne od przeznaczenia obiektu oraz spo-
sobu uzytkowania pomieszczen, obcigzenie pojazdami) czy tez obciazenia zmien-
ne srodowiskowe (np. $nieg, wiatr). Miara sity w uktadzie SI jest niuton [N], ze
wzgledow praktycznych stosujemy czesto kiloniutony (1kN=1000 N).

e moment statyczny sily P wzgledem punktu 0 (zwanego biegunem) jest iloczynem
tej sity i jej odlegtosci r od punktu 0 (r — ramig sity). Mozemy wigc zapisac:

Mo =Pr. (1-1)

Jednostka momentu statycznego jest zwykle niutonometr [N-m] lub kiloniutono-
metr [kN-m]. Moment powodujacy obrét zgodny z ruchem wskazowek zegara
(prawoskretny) umownie uwazamy jako dodatni (rys. 1-1a), natomiast moment
lewoskretny za ujemny (rys. 1-1b).

M=P-r |
Rys. 1-1. Moment statyczny sity P i zasady jego znakowania

e parq sif nazywamy dwie sity rowne co do wartosci, dziatajace na kierunkach wza-
jemnie rownoleglych lecz z przeciwnym zwrotem. Jak mozemy zauwazy¢, suma
rzutéw tych sit na o$ rownolegta do kierunku ich dziatania jest rowna zeru, a co
za tym idzie, nie powoduja one przesunigcia ciata, do ktoérego sa przytozone.
Jednak oddziatywanie pary sit nie pozostaje bez skutku, powoduje bowiem obrét
ciala zgodnie z momentem statycznym okre§lonym:

M=P-r, (1-2)
gdzie r jest odlegloscia pomigdzy sitami o wartosci P (rys. 1-2).



N @ O

Rys. 1-2. Para sit

Okreslajac moment statyczny pary sit wzgledem dowolnie przyjgtych punktow
A, B oraz C (rys. 1-2) uzyskamy nastgpujace wyniki:

M, :—P-a+P-(a+r):—P-a+P-a+P-r:P-r,

Mg =P-b+P-(t-b)=P-b+P-r—P-b=P-r,

Mc =P-(r+c)—P-c=P-r+P-c—P-c=P-r R
z ktorych wynika jasno, ze moment statyczny pary sit nie zalezy od polozenia
punktu (bieguna), wzgledem ktorego jest wyznaczany.

1.1. Wypadkowa plaskich ukladow sil

Uktadem plaskim sit nazywamy zbior sit dziatajacych w jednej ptaszczyznie. Ze
wzgledu na ich wzajemne ukierunkowanie rozrézniamy dwa podstawowe uktady:
o zbieznym ukiadem sif nazywamy taki uktad, w ktorym wszystkie linie dziatania
sil przecinaja si¢ w jednym punkcie, nazywanym punktem zbieznosci,
o dowolnym ukladem sit jest zbior sit o rozbieznych kierunkach dziatania (brak
wspolnego punktu zbieznosci wszystkich sit uktadu).
Uktad ztozony z wielu sit mozemy zastapi¢ uktadem prostszym, sktadajacym sig
z mniejszej liczby sil, dzialajacym z takim samym skutkiem jak uktad pierwotny.
Jesli uktad zlozony mozna zastapié¢ jedna sita, to sile taka nazywamy wypadkowq,
a dziatania zwiazane z jej wyznaczaniem - skfadaniem sif. Wypadkowa zbieznego
lub dowolnego uktadu sit mozemy znalez¢ na drodze analitycznej lub graficzne;j.

Metoda analityczna polega na okresleniu rzutow wypadkowej na osie przyjgtego
uktadu wspotrzednych jako sumy rzutéw wszystkich sit sktadowych:

W,e=>Py; Wy=>Py, (1-3)
i=1 i=1
gdzie: P, P, - rzuty sity sktadowej i odpowiednio na o$ x oraz y,

n - liczba sit sktadowych.
Warto$¢ bezwzgledna wypadkowej wyznaczy¢é mozna zatem ze wzoru:

wz,/wx2+wy2 , (1-4)

natomiast nachylenie jej prostej dziatania do osi x wyraza zalezno$¢:

LA




Zwrot wektora wypadkowej okre$lajq znaki sum wektorowych W, oraz W,. Poto-
zenie linii dziatania wypadkowej dowolnego uktadu sit okres§li¢ mozna wyznacza-
jac wspotrzedne punktu przytozenia wypadkowej W:

:—_ MPy = MPX

Xw > A 5 1_6
W, Y= (1-6)

gdzie: Mp, - suma momentow statycznych rzutdow sit sktadowych P; na o$ x wzgle-
dem poczatku uktadu wspotrzednych 0 (znakowanie wg rys.1-1),
Mp, - suma momentow statycznych rzutow sit sktadowych P; na o$ y wzgle-
dem poczatku uktadu wspotrzednych 0 (znakowanie wg rys.1-1).
Potozenie wypadkowej rozbieznego uktadu sit mozna wyznaczy¢ takze oblicza-
jac moment gtowny wzgledem punktu 0 (poczatek uktadu wspoétrzednych). Moment
glowny uktadu sit definiowany jest jako suma algebraiczna momentow statycznych
poszczegdlnych sit sktadowych uktadu wzgledem tegoz punktu 0. Jesli uktad sit
mozna zastapi¢ wypadkowa W, to moment gtdéwny jest rowny momentowi wypad-
kowej. Tak wigc mozna zapisa¢ dwa rownorzgdne rownania:

MO ZMPX +Mpy, (1-7)
My=W-r, (1-8)

gdzie: Mp, Mp, - jak we wzorze 1-6,
r - odleglos¢ wypadkowej W od poczatku uktadu wspotrzednych 0.
Zatem potozenie wypadkowej (z 1-7 1 1-8) okresla zalezno$¢:

M, Mp, +Msy,
W W ’

Metoda graficzna bazuje na konstrukcji sktadajacej si¢ z dwu czesci: planu sit
oraz wieloboku sit. Plan sit przedstawia proste dziatania wszystkich sit uktadu zgo-
dnie z przyjeta skala dtugos$ci, natomiast na wieloboku sit sktadamy te sity (traktu-
jac je jako wektory swobodne) zgodnie z przyjeta skala sit. Wyznaczenie wypadko-
wej dowolnego uktadu sit wymaga dodatkowo zastosowania konstrukcji nazywanej
wielobokiem sznurowym. Szczegblowy opis podano w przyktadach 1-1 + 1-3.

(1-9)

Przyklad 1-1. Wyznaczy¢ wykreslnie i analitycznie wypadkowa zbieznego ukta-
du sit, przy danych jak w tabeli ponize;j.

Sila P, Sila P, Sila P; Sila P,
Wartos¢ [kN] 12 28 40 22
Kat [°] 45 150 195 300
ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Zadany uktad sit przedstawiamy wedtug przyjetej skali dtugosci na planie sit
(rys. 1-3). Wyznaczenie wypadkowej metoda wieloboku sit (rys. 1-4) polega na
geometrycznym dodawaniu wektorow, przy czym otrzymany wynik nie jest zale-
zny od kolejnosci ich sktadania. Do dowolnego punktu L przenosimy réwnolegle



site P; z uwzglednieniem jej warto$ci (wg przyjetej skali sit) i zwrotu. Nastgpnie
z konca [ tej sity wykre§lamy site P, i tak kolejno dodajemy wszystkie sity uktadu
dochodzac do punktu M bedacego koncem ostatniej sity P, uktadu. Tak otrzymana
krzywa nazywamy wielobokiem sil. Wektor W laczacy poczatek pierwszej sily
1 koniec sity ostatniej jest geometryczna suma sit uktadu. Na koniec przenosimy te
sumg do punktu zbieznosci 0 z zachowaniem wartosci, kierunku i zwrotu.

y

P1y 3

~ - P2y !

i I:,2 |:>1 i

P3x i P2x aa(lz i

B } P O P4x i P1x X

777777777 Py Vo) |
w P, |
P4y 3

Rys. 1-4. Wielobok sit [kKN] — odczytano: W=44 kN; p=9°

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Rzuty sil skladowych na osie x,p:
P, =P, -cosa; =12-cos45° =8,49kN
P,, =P, -cosa, =28-cos150° =—24,25kN
Ps, =P; -coso; =40-cos195° =—38,64kN
P4, =P4 -cosos =22-c0s300° =11kN
Py =P, -sino; =12-sin 45° =8,49kN
P,y =P, -sina., =28-sin150° =14kN
P;, =P; -sino; =40-sin195° =—10,35kN
Py, =P, -sinoy =22-sin300° =—19,05kN
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Rzuty wypadkowej na osie x.y:
Wy =Py +Pyy +P3y +Psy =8,49-24,25-38,64 +11=—43,40kN
W, =Py +Pyy +Psy +Psy =8,49+14-10,35-19,05=—-6,91kN

Wartos¢ oraz kat nachylenia wypadkowej W

W= W2+ W, =/(-43,40)" + (-691)> = 4395kN
_IWy|_ |69

= =—1=0,159 ;=9°03"
(W | |-43,40)

tg B

Przyklad 1-2. Wyznaczy¢ graficznie wypadkowa dowolnego uktadu sit danego
rysunkiem 1-5, przy danych: P;=20 kN, P,=30 kN, P;=15 kN.

Wyznaczenie wypadkowej dowolnego uktadu sit rozpoczynamy od sporzadzenia
planu sit wedtug przyjetej skali dtugosci oraz wieloboku sit M-I-1I-L zgodnie z za-
sadami podanymi w przyktadzie 1-1. Wypadkowa uktadu jest wektor LM=W.
W celu wyznaczenia prostej dzialania wektora wypadkowej, obieramy dowolny
punkt 0 zwany biegunem. Laczac go z poczatkiem i koncem kazdej sity wieloboku
otrzymujemy odcinki 1, 2, 3, 4 zwane promieniami wektorowymi. Liczba promieni
jest o jeden wigksza od liczby sit uktadu. Na planie sit obieramy na kierunku dzia-
fania sity P, dowolny punkt B i prowadzimy przez niego prosta /' rownolegla do

Rys. 1-5. Plan sit

11
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O (biegun)

10 kN

Rys. 1-6. Wielobok sit [kN] — odczytano: W=53,4 kN

promienia / oraz prosta 2’ rdéwnolegla do promienia 2. Przecigcie prostej 2’ z linig
dziatania sily P, wyznacza punkt C, przez ktory prowadzimy prostg 3’ rownolegta
do promienia 3. Na przecigciu tej prostej z prosta dziatania sily P; otrzymujemy
punkt D. Z tego punktu réwnolegle do promienia 4 kreslimy wreszcie prosta 4.
Przecigcie prostych /71 4’ wyznacza punkt K, przez ktory musi przechodzi¢ linia
dziatania wypadkowej W danego uktadu.

Lini¢ tamang ABCDE zwiemy wielobokiem sznurowym, co uzasadniamy tym, ze
ksztalt takiej linii tamanej przyjatby sznur zamocowany w punktach 4 i E obciazo-
ny sitami P;, P, P; przytlozonymi w punktach B, C, D.

Zasadnos$é¢ takiej konstrukcji potwierdzimy nastepujacym rozwazaniem:

1. Sita P, przedstawiona na wieloboku sit jest suma wektorowa sit F; i F, (odpo-
wiadajacym promieniom / i 2), ktore przeniesione do dowolnego punktu B na
linii dziatania sily P; zastgpuja catkowicie jej dziatanie.

2. Sita P, jest suma wektorowa sil -F i F’;, zastepujacych jej dziatanie.

3. Sita P; jest suma wektorowa sit -F; i Fy, zastepujacych jej dziatanie.

Jak mozna zauwazy¢ sity F, -F, oraz F3, -F; dziatajace na prostych 2°, 3’ beda-
cych bokami wieloboku sznurowego réwnowaza si¢ wzajemnie. Uktad sil sprowa-
dza si¢ wobec tego do dwoch sit /), F, dziatajacych wzdhuz bokow 1, 4’1 zbiega-
jacych si¢ w punkcie K. Wypadkowa tych sit jest poszukiwana wypadkowa uktadu.

Przyklad 1-3. Wyznaczy¢ wykreélnie i analitycznie wypadkowa rozbieznego (do-
wolnego) uktadu sit, przy danych jak w tabeli ponizej:

Sita P, Sila P, Sita P, Sila P,
Wartos$c¢ [kN] 22 16 32 8
Kat['] 30 105 170 285
. X [m] 2 -4 -2 1
Wspolrzedne v [m] > 0 3 >

12



ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Zadanie rozwigzujemy zgodnie z zasadami przedstawionymi w przykladzie 1-2.
Wedhug sporzadzonego wieloboku sit okreslamy warto$¢, kierunek oraz zwrot wy-
padkowej W, natomiast jej potozenie ustalimy korzystajac z konstrukcji wieloboku
sznurowego ABCDK (gdzie K jest punktem przytozenia wypadkowej).

—
O (biegun)
1
L

Rys. 1-7. Wielobok sit [kN] — odczytano: W=28,2 kN; f=59°

y

Rys. 1-8. Plan sit

13



ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Rzuty sil skladowych na osie x,y:

P, =P, -cosa; =22-c0s30° =19,05kN

P2x
P3x
P4x

=P, -cosa, =16-c0s105° =—4,14kN
=P;-coso; =32-cos170° =—31,51kN
=P, -cosas =8-c0s285° =2,07kN

Py =P;-sino; =22-sin 30°=11kN

Py,
Py,
P,y

=P, -sino, =16-s5in105° =15,45kN
=P; -sino; =32-5in170° =5,56kN
=P, -sinoy =8-sin285° =—7,73kN

Rzuty wypadkowej na osie x,yp:

Wy =Py +Poy +P3 +Psy =19,05-4,14-31,51+2,07=—-14,53kN
W, =Py +Pyy +P3y +Pyy =11+15,45+5,56—-7,73=24,28kN

Wartos$¢ wypadkowej:

W=y W,2+W,? =/(~14,53)2 +(24,28)? =28, 30kN
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Kat nachylenia wektora wypadkowej W do osi x:

th=|Wy|= .29 =1,671 ;3=59°06'
Wy| |-1453 77

Momenty statyczne sil wzgledem poczatku ukladu wspolrzednvch:

Znakowanie momentéw zgodnie z zasadami przedstawionymi na rysunku 1-1
(moment prawoskrgtny — dodatni, lewoskretny — ujemny).

My, =Py, -y, =19,05-2=38,10kNm
Mp,, =Py, -y, =-4,14-0=0kNm

Mp,, =Ps, -y3 =-31,51-(-3)=94,53kNm
Mp,, =Pux-y4=2,07-(-2)=-4,14kNm
My, =Py, -x; ==11.2=-22kNm

Mp,, =Py X, =15,45-4=61,80kNm
Mp,, =P3, X3 =5,56-2=11,12kNm

Mp,, =Puy x4 =7,731=7,73kNm

Sumujac odpowiednie momenty otrzymamy:
Mpx =Mp, +Mp,, +Mp, +Mp, =38,10+0+94,53—-4,14=128,49kNm
Mpy, =Mp, +Mp,, +Mp,, +Mp,, ==22+61,80+11,12+7,73=58,65kNm

Wspolrzedne przvlozenia wypadkowej:

-M _
Xw :_Wzﬂz_z,@m
W, | 2428
My, 128,49
Me —_8.84m
YW, T Z14.53

Odleglos¢ wypadkowej od poczatku ukladu wspolrzednych:

Mo _Mp +Mp _12849+58,65
w w 28,30

=6,6lm

1.2. Warunki rownowagi plaskich ukladow sit

O stanie rownowagi punktu materialnego mozna powiedzie¢, gdy uktad sit
przytozony do tego punktu nie spowoduje jego ruchu. Inaczej, jesli na cialo
pozostajace w spoczynku zacznie oddziatywac uktad sit bedacych w réwnowadze,
to cialo owo nadal pozostanie w spoczynku.

Uklad sit pozostaje w rownowadze, jesli spetnione sa wykreslne lub analityczne
warunki réwnowagi. Warunki te mozemy zapisa¢ jak nizej:

e plaski zbieziny uktad sil jest w réwnowadze, jesli sity tego uktadu tworza
wielobok zamknigty (wypadkowa uktadu jest rowna zeru). Mozemy tez zapisac
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analityczne warunki réwnowagi —uktad pozostaje w réwnowadze, gdy rzuty
wypadkowej na osie X, y przyjetego uktadu wspotrzednych sa réwne zeru:

Wi=>Pyx=0, W,=>P,=0, (1-10)
i=l1 i=l

e dowolny plaski ukiad sit jest w rownowadze, jesli wielobok sit i wielobok
sznurowy jest zamknigty. Wielobokiem sznurowym zamkni¢tym nazywamy taki,
w ktorym skrajne promienie (pierwszy i ostatni) leza na jednej prostej. Sa to
wykreslne warunki réwnowagi. Natomiast wedle warunkéw analitycznych uktad
jest w rownowadze, gdy sumy algebraiczne rzutéw wszystkich sit uktadu na osie
X, y uktadu wspotrzednych sa rowne zeru oraz gdy suma algebraiczna momentéw
statycznych wszystkich sit (moment gldéwny) wzglegdem dowolnego punktu jest
rowny zero:

iPix 209 iPiyzoa (1-11)
i=1

i=l1

SP - =M, =0. (1-12)
i=1

i=l
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2. Ogolne wiadomosci o plaskich ustrojach pretowych

Wsrod spotykanych w budownictwie uktadow konstrukcyjnych do najprostszych
1 najpowszechniej stosowanych mozemy zaliczy¢ plaskie ustroje pretowe. Nazwa
ta odnosi si¢ do konstrukcji ztozonych z pretow prostych lub krzywoliniowych,
lezacych na jednej ptaszczyznie i potaczonych ze soba oraz z podlozem w sposob
sztywny lub przegubowy. Prgtami za$ nazywamy elementy, ktorych jeden wy-
miar — dlugos¢, znacznie przekracza pozostale (szerokos¢ i wysokos¢). W rozwaza-
niach teoretycznych zaktada sig, ze pret jest elementem jednowymiarowym.

Analiza statyczna ustroju pretowego polega na okresleniu schematu statycznego,
obliczeniu reakcji podporowych oraz wartosci sil przekrojowych: momentow
zginajacych (M), sit tnacych (7) oraz sit osiowych (V). Schemat statyczny jest
wyidealizowanym przedstawieniem konstrukcji na plaszczyznie, gdzie pret
wyznaczamy zgodnie z jego osia (miejsce geometryczne punktéw bedacych
srodkami ciezkosci przekrojow preta). Zakladamy, ze sity czynne oraz podpory
przytozone sa do osi preta (rys. 2-1).

| I I 300 |
| z |
2 |P =
ANNNNN N
L Lo L
1 1

Rys. 2-1. Przyktad przyjgcia schematu statycznego

Rozwiazanie ustroju prgtowego (wyznaczenie reakcji podporowych oraz sit
wewngtrznych) mozna przeprowadzi¢ na drodze:

e analitycznej:

- metoda przepisow funkcyjnych (pelne rozwiazanie analityczne) polega na
rozbiciu ukladu na przedziaty, w ktorych sity przekrojowe mozna wyrazi¢ w
postaci funkcji zmienne;j x,

- metoda rzednych charakterystycznych (skrocone rozwiazanie analityczne)
polegana wyznaczeniu wartosci sit przekrojowych tylko w rzgdnych
charakterystycznych, ktorych  potozenie okresla si¢ na  podstawie
przewidywanego ksztattu wykresu (np. punkty przylozenia sit),

o graficznej - wykorzystujacej konstrukcje wieloboku sit oraz  wieloboku
sznurowego wedtug zasad omowionych szczegdtowo w rozdziale 1.

2.1. Geometryczna niezmiennos¢ i statyczna wyznaczalnos¢

Kazdy ustroj pretowy, rozpatrywany jako uktad konstrukcyjny, musi by¢ cialem
nieswobodnym, inaczej - geometrycznie niezmiennym. Aby taka geometryczna
niezmienno$¢ ustroju plaskiego zapewnié, nalezy odebraé jego wszystkie trzy
stopnie swobody (przesunigcie poziome i pionowe oraz obréot). W praktyce oznacza to
potaczenie tarczy (preta) z podlozem lub inng tarcza (pretem) za posrednictwem
specjalnych podpor o r6znej liczbie 1 uktadzie wigzow elementarnych:
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® podpora przegubowo-przesuwna — jest zbudowana z pojedynczej wigzi elementarne;.
Odbiera jeden stopien swobody, eliminujac przesunigcie w jednym kierunku,
a zezwalajac na przesunigcie w drugim oraz swobodny obrét. Wystepuje tu jedna
reakcja o kierunku prostopadtym do plaszczyzny przesunigcia (rys. 2-2a),

® podpora przegubowa — sktada si¢ z dwdch nieréwnoleglych wigzéw elementar-
nych. Odbiera dwa stopnie swobody, poniewaz eliminuje przesunigcie w dwoch
kierunkach, a zezwala na obrdt wokoét punktu podparcia. Mamy tu do czynienia
z jedna reakcja o nieznanym kierunku — sktadowa pozioma i pionowa (rys. 2-2b),

o sztywne utwierdzenie — jest to podpora zbudowana z trzech wigzé6w nierownole-
glych 1 nie przecinajacych si¢ w jednym punkcie. Odbiera trzy stopnie swobody
eliminujac przesunigcie w dwoch kierunkach i obréot. Wystepuje tu jedna reakcja
podporowa o nieznanym kierunku oraz moment podporowy (rys. 2-2c¢).

a) b) c)

T =

Uktad wigzow elementarnych

Model podpory N

| | o el —
Oznaczenie podpory, reakcje zi H @ H M
b

it b

Rys. 2-2. Rodzaje podpor: a) przegubowo-przesuwna, b) przegubowa, ¢) sztywna

Analiza kinematyczna uktadu pregtowego polega na sprawdzeniu warunkow
geometrycznej niezmiennosci (GN), ktore mozemy zapisac:

1. Jezeli przez t oznaczymy liczbg tarcz (pretow), a przez e liczbg wigzow elemen-
tarnych (w tej liczbie uwzgledniamy rowniez dodatkowe dwie wigzi na kazde po-
taczenie przegubowe pomiedzy tarczami), to warunek konieczny geometrycznej
niezmiennosci mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznoscia:

e=3-t -uklad GN i statycznie wyznaczalny (izostatyczny),
jesli natomiast: e >3-t -uktad GN i statycznie niewyznaczalny (hiperstatyczny),
e <3-t -uktad geometrycznie zmienny (GZ).
Statycznie wyznaczalnym nazywamy ustrdj, w ktorym liczba reakcji podporo-
wych (wigzi elementarnych) jest rowna liczbie niezaleznych rownan rownowagi.
Mozemy zatem jednoznacznie wyznaczy¢ warto$ci reakcji podporowych.
Ustrojem statycznie niewyznaczalnym bedziemy natomiast nazywaé taki, w kto-
rym liczba wigzi elementarnych jest wigksza niz potrzeba do jego unieruchomie-
nia. W takim przypadku, rozwiazujac niezalezne rownania roéwnowagi,
otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwiazan na sity reakcji podporowych.
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2. Warunek konieczny i wystarczajqcy geometrycznej niezmiennosci potaczenia:
edwoch tarcz (pretow) — definiujemy jako ich polaczenie trzema wigzami
nier6wnoleglymi oraz nie przecinajacymi si¢ w jednym punkcie (rys. 2-3a),
etrzech tarcz (prgtow) — okreslamy jako potaczenie kazdych dwoch tarcz ze soba
co najmniej dwoma wigzami w taki sposob, aby wszystkie wigzy jednoczesnie
nie byly do siebie rownolegte ani tez punkty przecigcia si¢ kierunkow wigzow
laczacych kazde dwie tarcze nie lezaty na jednej linii prostej (rys. 2-3b).

uktad GN uktad GZ uktad GZ

Rys. 2-3. Interpretacja twierdzen o geometrycznie niezmiennym potaczeniu:
a) dwoch tarcz, b) trzech tarcz

2.2. Reakcje podporowe

Ustroj konstrukcyjny, okreslony jako geometrycznie niezmienny wedtug zasad
omoéwionych w punkcie 2.1.1, pozostaje w rownowadze nawet wowczas, gdy dzia-
lajacy na niego uktad sit zewnetrznych czynnych nie jest uktadem sit réwnowaza-
cych si¢. W miejscach podparcia ustroju obcigzonego takim uktadem sit powstaja
bowiem reakcje podporowe (sity bierne). Ich wyznaczenie polega na okresleniu
i rozwiazaniu analitycznych (réwnania 1-11, 1-12) lub wykreslnych warunkéw
rownowagi zgodnie z zasadami podanymi rozdziale 1. Sily zewngtrzne (czynne
i bierne) dzialajace na ustrdj prgtowy tworza ptaski, zbiezny lub dowolny uktad sit.

2.3. Sily przekrojowe

Omoéwione wczesniej zasady ustalania warto$ci reakcji podporowych pozwalaja
na szczegOlowe okreslenie wszystkich sit zewngtrznych dziatajacych na uktad
konstrukcyjny. Jednak ich znajomos$¢ nie mowi wszystkiego o ustroju, w ktérym
wystepuja tez sily przekrojowe wyrazajace oddzialywanie sit zewngtrznych
w poszczegodlnych punktach (przekrojach) ustroju pretowego.

Wezmy belke swobodnie podparta, obciazona jak na rysunku 2-4. Sity czynne
P,;, P, dzialajace na belke powoduja powstanie reakcji podporowych (sit biernych)
w wigziach 4 1 B wyznaczonych na podstawie warunkéw réwnowagi. Jezeli
rozdzielimy myslowo pret AB dowolnym przekrojem o-o odlegltym o x, od
podpory A, to wzajemne oddziatywania tak powstatych czgsci zastgpujemy sitami
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przytozonymi w tym przekroju. Sily te zapewniaja réwnowage obu czeSci,
anazywamy je sitami przekrojowymi, wsrod ktoérych mozemy wyroznié: sily
osiowe N, (podtuzne), sity tnace T, (poprzeczne) oraz momenty zginajace M,

Moment zginajgcy w danym przekroju o-a jest sumg momentéw statycznych sit
dzialajacych z jednej strony tego przekroju wzgledem jego $rodka cigzkosci.
Stosujac warunek rownowagi 2M=0 dla przyktadowego elementu (belki) widzimy, ze:

ML —MP =O, (2-1)
gdzie: M;; Mp - odpowiednio moment zginajacy dla lewej i prawej strony preta.

Sita tnqca (poprzeczna) w danym przekroju a-o jest suma rzutow sit
dziatajacych po jednej stronie preta na kierunek prostopadly do jego osi. Stosujac
warunek réwnowagi 2Y=0 dla elementu przyktadowego widzimy, ze:

T. -Tp =0, (2-2)
gdzie: T;; Tp - odpowiednio sita poprzeczna dla lewej i prawej strony preta.

Sita osiowa (podiuina) w danym przekroju a-a jest suma rzutdéw sil dziatajacych
po jednej stronie prgta na kierunek styczny do jego osi. Stosujac warunek
rownowagi 2X=0 dla elementu przyktadowego widzimy, ze:

N -N;,=0, (2-3)

gdzie: N;; Np -odpowiednio sita podtuzna dla lewej 1 prawej strony preta.

iy Pr & "% M=s0kN /P
IS G S :

H, LA ) Na Ng ) B x
S NSRNN
t e e
A B
2N B— M
AV Xa AV /\V L-Xa 4v

Rys. 2-4. Wyznaczenie sit wewngtrznych w dowolnym przekroju a-a

Pomigdzy sita tnaca a momentem zginajacym zachodzi zalezno$¢, wedtug ktorej
mozemy powiedzie¢, ze sita tnaca 7, w dowolnym przekroju a-a jest pierwsza
pochodnag momentu zginajacego M, wzgledem zmiennej x bedacej wspolrzedna
przekroju a-a. Na podstawie tej zalezno$ci mozemy okresli¢ nastepujace wnioski:

e jezeli na pewnej dtugosci preta 7,=0, to moment zginajacy M, jest staty,

e jezeli w pewnym przekroju a-a sita tnaca T, zmienia znak, to moment zginajacy
M, osiaga ekstremum (przy zmianie znaku z plusa na minus M, osiaga
maksimum, przy zmianie z minusa na plus — minimum).

Ponadto przy sporzadzaniu wykresow sit wewngtrznych nalezy pamigtac, ze
w punkcie przytozenia sity skupionej P wystepuje nieciagtos¢ funkcji 7, (skok
o warto$¢ P), natomiast w punkcie przylozenia momentu skupionego M —
nieciagtos$¢ funkcji M, (skok o warto$¢ M).
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Znakowanie sit wewnetrznych jest umowne. Najcze$ciej przyjmujmy zasadg, ze:

e moment zginajacy okreslamy znakiem dodatnim, jesli jego dziatanie powoduje
obrot lewej czesci preta wzgledem prawej, w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara. Inaczej mowiac, moment taki wygina pret ku dotowi (rys. 2-
5a). Dolne wtokna tak zginanego przekroju sa rozciagane, a gorne $ciskane.
W zadaniach praktycznych naleiy pamietaé, ;e wykresy momentow zginajgcych
odktadamy zawsze po stronie widkien rozciqganych!

e sita poprzeczna przyjmuje znak dodatni, jesli powoduje przemieszczenie lewej
strony rozpatrywanego preta ku gorze, prawej natomiast ku dotowi (rys. 2-5b),

e sity podluzne okreslamy jako dodatnie, gdy ich dziatanie powoduje rozciaganie
preta — dwa sasiednie przekroje oddalaja si¢ od siebie (rys. 2-5¢).

+ Q)
0 () (—3)

{1 {1
I I
Ny e Ne N : N
o <= e e

Rys. 2-5. Zasady znakowania sit wewngtrznych: a) momentodw zginajacych,
b) sit tnacych, ¢) sit osiowych
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3. Belki proste

3.1. Wiadomosci ogolne

Belka nazywamy pret prosty podparty w sposOb zapewniajacy jego
geometryczna niezmiennos$¢ i obciazony sitami prostopadtymi badz uko$nymi do
jego osi. Na skutek tak dziatajacych obciazen belka jest glownie zginana i $cinana.

3.2. Przyklady liczbowe
Przyklad 3-1. Rozwiaza¢ wykre$lnie belkg swobodnie podparta (rys. 3-1).

Rozwiazanie rozpoczynamy od narysowania w skali dlugosci belki oraz dziataja-
cego na nia obciazenia zewngtrznego (rys. 3-1a), ktore tworzy dowolny uktad sit.
Nastegpnie sporzadzamy w przyjetej skali wielobok sit (rys. 3-1b) oraz
przyjmujemy potozenie bieguna 0, z ktérego prowadzimy promienie / i 2. Sila P
jest suma wektorowa sit F;, F,, odpowiadajacym promieniom /, 2. Z dowolnego
punktu K, przyjetego na prostej dziatania sity P, wykre§lamy na planie sit proste 7,
2’ rownoleglte do promieni /, 2. Prosta [/’ przecina si¢ z kierunkiem dzialania
reakcji V', w punkcie A4, natomiast prosta 2’ z kierunkiem reakcji Rz w punkcie B.
Szukana zamykajaca znajduje si¢ na kierunku 4B. Reakcje podporowe sa sumami
wektorowymi sit F; i Z (reakcja V) oraz F, i Z (reakcja Rp). Zamykajaca z przenosimy
réwnolegle do bieguna () na wieloboku sit, okreslajac wielkosci reakcji podporowych.

a) Plan sit b) Wielobok sil
lP=50 kN LU
—_— .
A 1 B A
HA N NANNN
Va TRB Va
L 2,00 " 2,00 L
B 4,00 1
7 7

| = 0 (biegun)

L H=50 kN L

[ Rs

Rys. 3-1. Odczytano: V=25 kN; Rz=25kN; M;=n-H=1,0-50=50 kNm
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Pole wyznaczone pomiedzy prostymi /° 1 2°, a zamykajaca z okresla wykres
momentow zginajacych. Wartos¢ liczbowa momentu zginajacego w przekroju
1 belki jest iloczynem dtugosci odcinkéw n [m] i H [kKN] — M;=n"H.

Przyklad 3-2. Rozwiaza¢ wykre$lnie belke swobodnie podparta (rys. 3-2).

Obcigzenie rownomiernie roztozone zastgpujemy wypadkowa O=q-/ przytozona
w $rodku cigzkosci tego obcigzenia, nastgpnie wyznaczamy reakcje podporowe dla
takiego schematu zastgpczego, jak w przyktadzie 3-1. Wykres momentoéw zginaja-
cych wykre§limy uwzgledniajac réznice miedzy warto§ciami wyznaczonymi dla
obciazenia sita skupiona O=¢-I (Mpax=0,25-Q:1=0,25-q'1?), a warto$ciami odpowia-
dajacymi obciazeniu réwnomiernie roztozonemu ¢ (M. =0,125-q-1*). Roznice te
uwzglednimy wyznaczajac $rodek odcinka n bedacy wierzchotkiem paraboli okre-
slajacej rozktad momentdéw zginajacych (n - odlegtos¢ zamykajacej od punktu K).

a) Plan sit b) Wielobok sit
g=12,5 kN/m ok,
o L LTI ITTT] -
H A B “
AT \LQ=q-4,0=50,0 KN o
1VA ?RB Va
/1V 2,00 iy 2,00 /1V
4‘ 4,00 |

O (biegun)

Ly H=50 kN L

0,5m

n/2

I -
q-4,0=50,0 W Rg

Rys. 3-2. Odczytano: V=25 kN; Rp=25kN; M;=n-H=0,5-50=25 kNm

Przyklad 3-3. Rozwiaza¢ wykreslnie belkg swobodnie podparta (rys. 3-3).

Dla potrzeb rozwiazania graficznego zadane obciazenie momentem skupionym
zastgpujemy para sit, ktorych dzialanie powinno odpowiada¢ dzialaniu tegoz
momentu. Przyjmijmy wigc, sity P,=P,=M przytozone symetrycznie wzgledem
punktu przylozenia momentu skupionego. Odleglo$¢ » miedzy prostymi dziatania
sit P;, P, ustalimy réowna 1,0 m. Para sit oddzialywuje momentem statycznym o
warto$ci M=P;r (gdzie P;=M, r=1,0), zatem uklad taki zastgpuje dzialanie
momentu skupionego danego w zadaniu.
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Przeprowadzajac rozwiazanie wedlug omoéwionych juz zasad (przykiad 3-1),
wprowadzamy korekte wykresu momentdw zginajacych. Rzeczywisty jego prze-
bieg wyznaczamy zgodnie z prostymi 1’ oraz 3°, pomigdzy ktorymi uzyskujemy
skok w miejscu przytozenia momentu skupionego. Warto$¢ tego skoku odpowiada
wartosci zadanego momentu skupionego M.

a) Plan sit b) Wielobok sil
/\M=50 kNm OKN
—
H, 2 b - ° .
3 1P,=50 kN <~
= | 2
?V P, 50kNI 100 ' TRB ,
L 2,00 L 2,00 L
i 4,00 7
* t P, |P,
, .~ 0 (biegun)
////1/,3
Zn
mykajaca) \"}
A RB
€
5 , H=30 kN
‘E
— ;T
I
\"/
A (? RB

Rys. 3-3. Odczytano: V,=12,5 kN; Rp=12,5kN; M;=n"H=1,67-30~50 kNm

Przyklad 3-4. Rozwiazac belke wspornikowa obciazona jak na rysunku 3-4.

JP2=30 kN =8 kN/m
) IR
P,=10 kN ' A 2 D 3
te. .
1,50 3 1,50 3 2,50 3 1,50

T 7,00

o
N

Rys. 3-4. Schemat statyczny

ROZWIAZANIE GRAFICZNE

W rozwiazaniu wykre§lnym obcigzenie rownomiernie rozilozone zast¢pujemy
wypadkowa Q=q-l, przytozona w $rodku cigzkos$ci tego obciazenia (analogicznie
jak w przyktadzie 3-2). Dla takiego schematu sporzadzamy plan sit (rys. 3-5) oraz
wielobok sit (rys. 3-6). Z dowolnie okreslonego bieguna 0 prowadzimy promienie
1, 2, 3 odpowiadajace sitom F;, F,, F3, (kazda sita czynna jest suma wektorowa sit
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odpowiadajacych promieniom, np. sita Q jest suma wektorowa sit F, i F3). Z
dowolnie obranego punktu K na kierunku dziata wypadkowej O prowadzimy proste
2’ oraz 3’ rownolegle do promieni 2 i 3. Prosta 2’ przecina si¢ z kierunkiem dziatania
sity P, w punkcie A4, przez ktory prowadzimy prosta /’, przecinajaca si¢ z kierunkiem
dziatania reakcji Rz w punkcie B. Prosta 3’ przecina si¢ z kierunkiem dziatania reakcji
Vs w punkcie C. Kierunek BC jest kierunkiem poszukiwanej zamykajacej z.
Prowadzac na wieloboku sit prosta rownolegla do zamykajacej z okreSlamy wartoSci
reakcji podporowych, wiedzac, ze reakcja R, jest suma wektorowa sit F; i Z, natomiast
reakcja Vp —sit F> 1 Z. Na wykresie momentdéw zginajacych nalezy uwzgledni¢ korekte
w obszarze oddziatywania obciazenia rOwnomiernie roziozonego ¢ (zastapionego
wypadkowa Q=g¢'/). W tym celu prowadzimy pomocnicza prosta na kierunku DE.
Dzielac odcinek migdzy prosta DE a punktem K na potowe, okreslimy wierzchotek
paraboli, wyznaczajacej wykres momentow zginajacych.

\lP2=30 kN ! Q=q4,0=32 kN
Vi
- -+
P,=10 kN \ L,
L 1,50 v 3,50 ,0,50 1,50 L
Al 1 71 Al 71

O

2 E

]
11

Rys. 3-5. Plan sit [m]

1 10 kN
‘ —
1(F1)
Pz
R,
o 2(F2)
«2) /////// O (biegun)
Q| —7 3
A
Vs
Hg
L H=45 kN L
7 7

Rys. 3-6. Wielobok sit [kN] — odczytano: R4=45,3 kN; ¥p=16,7 kN
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ROZWIAZANIE ANALITYCZNE

Reakcje podporowe:

(1) >XMp=-P,-1,5+q-4:3,5-Vp-4=0

2) >XMp=—q-4:0,5+R,-4-P-5,5=0

(3) YX=P—Hy=0

z(1) Vg=(-30-1,5+8-4-3,5)/4=16,75kN

z(2) Ry =(8-4-0,5+30-5,5)/4=45,25kN

z(3) Hg=10kN

Kontrola: Y Y=R,+Vg—P,—-q-4=16,75+42,25-30-8-4=0
Sily przekrojowe M, T.N:

W strefie dziatania obciazenia rownomiernie roztozonego wartosci sit przekrojo-
wych wyznaczamy metoda przepiséw funkcyjnych, polegajaca na wyznaczeniu
wartoséci tych sit w dowolnym punkcie 0 przedziatu jako funkcji zmiennej x.
W pozostatych przedziatach zastosujemy metode rzednych charakterystycznych.

Przedzial 14
Ty =—P, =—30kN
M, =0kNm
MK =—P,1,5=-30-1,5=—45kNm
Nis =—P =—10kN
Przedzial A2
Tar=—P, +R, =—30+45,25=15,25kN
M% =M} =—45kNm
ML =—P, 3+R 4 -1,5=-30-3+45,25-1,5=-22,13kNm
Na, =—P,=—10kN
Przedzial 2B xe<3;5,5>
Top=—P, +R 4 —q-(x-3)
TP (x=3)=-30+45,25-8-(3-3)=15,25kN
T§ (x=5,5)=-30+45,25-8-(5,5-3)=—4,75kN
—30+45,25—8-(x—3)=0 —>x=4,91m (lokalne ekstremum M)
M,z =—P,-x+R 4 -(x-1,5)-0,5-q-(x-3)’
M5 (x=3)=-30-3+45,25-(3-1,5)-0,5-8-(3-3) =—22,13kNm
M.y (x=4,91)=-30-4,91+4525-(4,91-1,5)-0,5-8-(4,91-3)* =—7,59kNm
M} (x=5,5)=-30-5,5+4525-(5,5-1,5)-0,5-8-(5,5-3)" =—9kNm
N,p=—P, =—10kN
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Przedzial B3 xe<5,5;7>
Tes=—P,+Rx —Q'(X—3)+VB

T} (x=5,5)=-30+45,25-8-(5,5-3)+16,75=12kN

T (x=7)=-30+45,25-8-(7-3)+16,75=0kN
Mp; =—P, - x+R 5 -(x=1,5)-0,5-q-(x=3)" + Vi -(x=5,5)

ME (x=5,5)=-30-5,5+45,25-(5,5-1,5)-0,5-8-(5,5-3) +16,75-(5,5-5,5)=—9kNm
ML (x=7)=-30-7+4525-(7-1,5)-0,5-8-(7-3) +16,75-(7-5,5)=0kNm
Ng3;=—P,+Hg=-10+10=0kN

Q)

22,13
e 759 9.0
L %=4,91m L
7 7
15,25 15,25 42,5520 12,0
e e vef 1512
4,75
P, R,
30,0 30,0

P, H;

Rys. 3-7. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

Przyklad 3-5. Rozwiazac belke wspornikowa obciazona jak na rysunku 3-8.

9=4 kN/m P=50 kN
M=12 kNm = o
T T T N Af"
1 ‘H— A 2 \%\ B 3 o
Al P,=50-in 60°=43,3 kN
‘ Va /R?% P,=50-cos 60°=25,0 kN
100 3,00 . 150 . 150 )
1 1 1 1

7,00 i
}

Rys. 3-8. Schemat statyczny
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ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Obciazenie réwnomiernie roztozone ¢ zastgpujemy sita skupiona QO=gq-l,
natomiast moment skupiony M - para sit P;=P,=M. Obciazenie zast¢pcze Q, P;, P,
oraz pozostate sity zewngtrzne przedstawiamy na planie sit (rys. 3-9). Na
wieloboku sit (rys. 3-10) zaznaczamy wszystkie sity czynne, dajace rzut na o$
pionowa (Q, P, P, 1 P;,) oraz obieramy biegun 0, z ktérego prowadzimy promienie
1,2, 3,415 (odpowiadajace sitom F;, F», F3, F;1 F5). Przyjmujemy dowolny punkt
K na prostej dzialania sity P; i rysujemy proste 4°, 5’ rownolegle do promieni 4, 5
(sita P; jest suma wektorowa sit F; i F5). Przez punkt przecigcia promienia 4’ z
kierunkiem dziatania sity P, (punkt 4) prowadzimy prosta 3, ktora, przecinajac si¢
z kierunkiem dziatania sily P, wyznacza kolejny wierzcholek wieloboku
sznurowego (punkt B). Prosta 2’, poprowadzona przez punkt B, przecina si¢ z
kierunkiem dziatania wypadkowej obciazenia réwnomiernie roziozonego QO w
punkcie C, przez ktory prowadzimy prosta /. Prosta I’ przecina si¢ z kierunkiem
dziatania reakcji V', w punkcie E, natomiast prosta 5° z kierunkiem reakcji Rg w
punkcie G. Szukana zamykajaca znajduje si¢ na kierunku EG. Reakcje podporowe sa
sumami wektorowymi sit F; i Z (reakcja V) oraz Fs5 i Z (reakcja Rjp). Przenoszac
zamykajaca z do bieguna () na wieloboku sit okreslimy warto$¢ reakcji podporowych.

Wykres momentéw  zginajacych nalezy skorygowaé stosownie do
wprowadzonych obciazen zastgpczych. W punkcie przytozenia momentu M
wykres bedzie przesunigty migedzy prostymi 2”1 4’ (skok o warto$¢ M). Natomiast
w strefie dziatania obciazenia g prowadzimy prosta, taczaca wyznaczony juz punkt
okreslajacy warto§¢ momentu zginajacego w miejscu przylozenia momentu
skupionego z punktem D. Srodek odcinka migdzy tak poprowadzona prosta, a punktem
C okresla wierzchotek paraboli, wyznaczajacej rozktad momentéw zginajacych.

|
=q-4,0=16 kN P,=12 kN P.=43,3 kN
aza4 v TP1=12 kNl 2 L3y
- == P, =250 kN
Hy~ ﬂ%‘woo Rgy MA 3
i VA RB ] RBy

, 100 L 100 2,00 L 1,50 b 1,50 L
71 71 7 7 7 7

z (zamykajaca)

Rys. 3-9. Plan sit [m]
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i(Fi)- 2.

3(Fs) O (biegun)

2(Fz), 4(Fs)

5(Fs)
10 kN
[

H=30 kN
Rys. 3-10. Wiclobok sit [kKN] — odczytano: V,=4,5 kN; H,=39 kN; Rz=90,5 kN

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Reakcje podporowe:
(1) Y¥Ma=q-41+M-Rp,-4,5+P,-6=0
(2) YIMp=-q-4:35-V,-45+M+P,-1,5=0
(3) XX=-H,+Rp, —P,=0
z(1) Rpy=Rp, =(4-4-1412+43,3-6)/4,5=63,96kN ; Ry =63,96-2=90,45kN
z(2) Va=(-4-4-35+12+433.1,5)/4,5=4,66kN
z(3) H,=6396-25=3896kN
Kontrola: Y Y=-V, +Rp, —q-4—P, =—4,66+63,96—4-4-43,3=0

Sily przekrojowe M, T,N:
Przedziat IA xe<0 ; 1>
Tia=—q-x q

T, (x=0)=—4-0=0kN Dﬁo
TL(x=1)=—4-1=—4kN Lox
Mis =-0,5-q- x?2 Rys. 3-11. Schemat wyznaczenia sit wewng-
M (X_ 0)_ 0.5.4.02 =0kNm trznych w przedziale 1A
(x=0)=-0,5-4.02=

MY (x=1)=-0,5-4-12=—2kNm q
Nia =0kN HIEEENCEEEEERN

1 --— A
Przedzial A2 xe<1 ;4> H,<

\')

Taz=—q-x—Va | l A x

T! (x=1)=—4-1-4,66=-8,66kN o
5 Rys. 3-12. Schemat wyznaczenia sit wewng-
T, (X = 4): —4-4-4,66=-20,66kN trznych w przedziale A2
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Ma, =—0,5-q-x2 =V, -(x~1)
M? (x=1)=MY =—2kNm
M} (x=4)=-0,5-4-4% —4,66-3=—45,98kNm
Naz=Ha =38,96kN (rozciaganie)
Przedzial 2B
Top =—q-4—Va =—4-4-4,66=-20,66kN
ME =-0,5-q-(4,0) =V, -3,0+ M=-0,5-4-(4,0)° —4,66-3,0+12=-33,98kNm
ME=-q-4,0-3,5-V, -4,5+M=—4-4,0-3,5-4,66-4,5+12=—64,97kNm
Nyg=H4 =38,96kN (rozciaganie)
Przedzial B3
Tps =—q-4— Vs +Rpy =—4-4-4,66+63,96=43,30kN
Mg =P, 1,5=43,3-1,5=64,95kNm=Mj (kontrola)
Nps;=H, —Rp, =3896-63,96=—25kN ($ciskanie)

@ 64,97

45,98
33,98
|
@ 43,30 43,30
@ P
RB
q1,0=4,0
/ W [
40V, |
q:3,0=12,0 | 866
20,66 20,66
38,96 _
RBX /"
P i
Py
—
H, /
25,0 )

Rys. 3-13. Wykresy sit przekrojowych M, T, N
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Przyklad 3-6. Rozwiaza¢ belke wspornikowa obciazonag jak rysunku 3-14.

P=15 kN P=30 kN
q=3 kN/m
"'_A,¢AlHHH1lHHHlHHiHHHHBHHHi/\vMﬂOkNm

TVA Rg
L 1,50 L 2,50 L 1,50 L 1,50 L
} i 700 ! }

Rys. 3-14. Schemat statyczny

ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Obciazenie g podzielimy na trzy przedziaty (41, 12, 23), zastepujac kazdy
wypadkowa Q. Moment skupiony M zastapimy para sit P;=P,=M.

Q=q1,5=45kN  Q,=q-2,5=7,5 kN Q,=9-3,0=9,0 kN
| | |
i P=15kN | P,=30 kN i P,=10 kN
HA \l/ l ! \l/ 2 \:/ P3=10 kN 4
> INANNN 7&%
t e,
p 075 L 075, 125, 125 1,50 ’ 1,50 L

Rys. 3-15. Plan sit [m]

&y 10 kN
—
P, !
V, >
Q, 3
\\\\Z
4 \\\\\\\
P2 O (biegun)
Rg 7
5
6.8
afp [P
L H=46 kN L
A 7

Rys. 3-16. Wielobok sit [kN] — odczytano: V=249 kN; Rz=41,1 kN
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ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Reakcje podporowe:
(1) YMx=q-7-3,5+P,-1,5+P,-4+M-R-5,5=0
(2) SMp=-q-7-2-P-4-P,-1,5+V,-55+M=0
(3) Y X=H,=0
z(1) Rp=(3-7-3,5+15-1,5+30-4+10)/5,5=41,09kN
z(2) Va=(3-7-2+15-4+30-1,5-10)/5,5=24,91kN
Kontrola: ¥ Y=V, +Rg—q-7-P —P,=24,91+41,09-3-7-15-30=0
Sily przekrojowe M, T.N:

Sity wewngtrzne bedziemy wyznaczali metodg przepisow funkcyjnych tylko
w przedziatach dziatania obciazenia rownomiernie roztozonego.

Przedzial A1 xe<0;1,5>
Ta1=Va—-q-x
Ta(x=0)=24,91-3-0=24,91kN
T (x=1,5)=24,91-3-1,5=20,41kN
M =Va -x-0,5-q-x2
M, (x=0)=24,91-0-0,5-3-02 =0kNm
MF(x=1,5)=24,91-1,5-0,5-3-(1,5)" =33,99kNm
Przedzial 12 xe<1,5 ;4>
Ti,=Va—-q-x—P,
TP (x=1,5)=24,91-3-1,5-15=5,41kN
T (x=4)=24,91-3-4-15=-2,09kN
2491-3-x-15=0 —»>x=3,30m (lokalne ekstremum momentu gnacego)
M, =V, -x-0,5-q-x> =P -(x—1,5)
M (x=1,5)=24,91-1,5-0,5-3-(1,5)" =15-(1,5-1,5)=33,99kNm
My (x=3,3)=24,91-3,3-0,5-3-(3,3)" —15-(3,3-1,5)=38,87kNm
ML (x=4)=24,91-4-0,5-3-4% —15-(4-1,5)=38,14kNm
Przedzial 2B xe<4 ;5,5>
Tog=Va—-q-x-P -P,
T! (x=4)=24,91-3-4-15-30=—-32,09kN
T (x=5,5)=24,91-3-5,5-15-30=-36,59kN
Mg =V, -x—0,5-q-x> =P, -(x =1,5)-P, -(x —4)
M (x=4)=24,91-4-0,5-3-4> —15-(4-1,5)—30-(4 —4)=38,14kNm
M} (x=5,5)=24,91-5,5-0,5-3-(5,5)° =15-(5,5-1,5)—30-(5,5-4)=-13,37kNm
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Przedzial B3 xe<5,5;7>
Tos=Va —q-X—P =P, +R3p

T (x=5,5)=24,91-3-5,5-15-30+41,09=4,50kN
Ts(x=7)=24,91-3-7-15-30+41,09=0kN
M3B=M+O,5-q-x2

ME(x=0)=10+3-0=10kNm
M;(x=1,5)=10+0,5-3-(1,5)° =13,37kNm

Sity osiowe na catej dlugosci belki sa rowne zero (N=0).

13,37
© AT

24,91
v, 4,50 )
e e e s Q'1,5=4,5
HRB
q1,5=4,5 % L]
32,09 36,59

Rys. 3-17. Wykresy sit przekrojowych M, T

Przyklad 3-7 Rozwiazaé belkg utwierdzong obcigzona jak na rysunku 3-18.
lP=35 kN 9=SKN/m
Ha o EEERREEEEN

'(QA 1 2 3
A

M
v
L
L

Rys. 3-18. Schemat statyczny

1,00 | 100 | 2,00
i 400

NI
NN,

ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Dla belki utwierdzonej, wszystkie obciazenia, dajace rzut na o$ pionowa, musza
by¢ zrownowazone przez reakcje V4, wige kierunek zamykajacej jest nam znany
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(pokrywa si¢ z kierunkiem promienia 4). Warto§¢ momentu podporowego
wyznaczymy mnozac odcinek n [m] i1 odcinek H [kN], gdzie n jest odlegloscia
pomigdzy promieniami / ’, a zamykajaca z na kierunku dziatania reakcji podporowej V.

Q=9-2,0=10,0 kN

|
H lP=35 kN :
A §1 \Vi
MA \T
vA
, 1,00 v 2,00 , 1,00 v
7 7 7 71

1,30 m

n=

|
[
|
i
3=z (zar‘pykajqca)
I
I
I
I
~ i
I

Rys. 3-19. Plan sit [m] - odczytano: M =n-H=1,30-50=65 kNm

10 kN
e

1

P

Va
2 [¢]
(biegun)

3,z

Q

L H=50 kN L
7 7

Rys. 3-20. Wiclobok sit [kN] - odczytano: V=45 kN

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE

Reakcje podporowe:

(1) >YMp=—M, +P:1+q-2-3=0

2) >Y=V,-P—-q-2=0

(3) YX=H,=0

z(1) Mp=35-1+5-2-3=65kNm

z(2) VA =35+5-2=45kN

Kontrola: Y M;=V, -4—M, —P-3—q-2:1=45-4-65-35-3-5-2-1=0
Sily przekrojowe M,T.N:

Przedzial A1

Ta1 =V =45kN
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M, =—65kNm

M! =M, +V, -1==65+45-1=—20kNm
Przedziat 12

Ty =Va —P=45-35=10kN

M! =M} =-20kNm

MY =M, +V, -2-P-1=—65+45-2-35-1=—10kNm
Przedzial A1 xe<2 ;4>

Tas=Va —P_Q'(X_z)

T! (x=2)=45-35-5-(2-2)=10kN
Ts(x=4)=45-35-5-(4-2)=0kN

My =My +Vu -x=P-(x-1)-0,5-q-(x =2)°

M} (x=2)=-65+45-2-35-(2-1)-0,5-5-(2—2)* =—10kNm
M;(x=4)=—65+45-4-35-(4-1)-0,5-5-(4-2)’ =0kNm

Sity osiowe na catej dlugosci belki sa rowne zero (N=0), poniewaz zadna z sit
obciazenia zewnetrznego nie daje rzutu na 0§ pozioma x.

@

20,0
(? 10,0
45,0 45,0 @
1
=
Val[1]]¢ 100 100 d
[ immssinsin 9207100

Rys. 3-21. Wykresy sit przekrojowych M, T

Przyklad 3-8. Rozwiaza¢ belke utwierdzona obciazona jak na rysunku 3-22.

P=25 kN
g=5 kN/m

A¢&iHH1HHHHHHMM=8kNm

L 2,50
T 4,00 !

Rys. 3-22. Schemat statyczny
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ROZWIAZANIE GRAFICZNE

Dla doktadnego wyznaczenia wykresu momentoOw zginajacych obciazenie
roOwnomiernie roztozone, nalezy podzieli¢ na dwa przedziaty (47, 12) i kazdy
z nich zastapi¢ wypadkowa przytozona w srodku cigzkos$ci przedzialu obciazenia.

Q=q'1,5=7,5kN  Q 7q2,5=12,5 kN

1 |
| P=25kN | lP2=8 kN T _
H, @ v l v P,=8 kN
MA A 1,00
T
VA

L 075 075 , 125 125

Al Al Al 71

1,40 m

n=

6' = z(zamykajaca)

Rys. 3-23. Plan sit [m] - odczytano: M =n-H=1,40-50=70 kNm

Q, 10 kN
! et
1
P, 2
Va
! 3 O (biegun)
4,6,z
Q, 5
y
rPZ P
L H=50 kN L

il [

Rys. 3-24. Wiclobok sit [kN] - odczytano: V=45 kN

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE

Reakcje podporowe:
(1) >YMpy=-M,+q-4-2+P-1,5-M=0
2) >Y=V,—q-4-P=0
(3) XX=H,=0
z(1) Mp=5-4-2+25-1,5-8=69,50kNm
z(2) VaA=5-4+25=45kN
Kontrola: Y M;=V,-4-M, —q-4-2-P-2,5-M=45-4-69,5-5-4.2-25-2,5-8=0
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Sily przekrojowe M, T.N:

Przedziat A1 xe<0;1,5>
Ta1=Va—q-x

Ta(x=0)=45-5-0=45kN

T (x=1,5)=45-5-1,5=37,50kN
M =-My + V4 -x-0,5-q-x?

M, (x=0)=-69,50+45-0-0,5-5-0> =—69,50kNm

ML (x=1,5)=-69,50+45-1,5-0,5-5-(1,5)" =—7,63kNm
N1 =0kN

Przedzial 12 xe<1,5 ;4>
Ti,=Va—-q-x—P

T (x=1,5)=45-5-1,5-25=12,50kN
T,(x=4)=45-5-4-25=0kN
My =—Mp +V, -x—-0,5-q-x> =P-(x~1,5)

M (x=1,5)=-69,50+45-1,5-0,5-5-(1,5) —25-(1,5-1,5)=—7,63kNm
M, (x=4)=—69,50+45-4-0,5-5-4> —25-(4—1,5)=8kNm
N, =0kN

7,63

45,0 37,5 :

N £ q15=7,5

s
N

®
1 ‘ [T e 9255125

Rys. 3-25. Wykresy sit przekrojowych M, T




3.3. Przyklady do rozwigzania

Przyklad 3-9. Dla belek pokazanych na rysunku 3-26, wyznaczy¢ reakcje
podporowe oraz sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych M, T, N.

9=2 KN/m P=15 kNl
O
L 1,50 L / 2,50 L 1,50 77:7 1,50 L
1 7 7.00 7 7 1
a) 7 7
g=5 kN/m
& M=20 kNm (P
L 1,50 Xif 2,00 L 2,00 \ L 1,50 L
1 7 7300 7 1
b) 7 7
9=5 kN/m P=20 kNl
T
L 3,50 L 2,00 Wf 1,50 L
B 7,00 ’ B
c) 7 g
g=3 kN/m
AMSI0kNm e A L LT
L 1,50 77? 5,50 L
1 1 7’00 1
d) 7 7
g=8 kN/m P=15 kNl
OO
L 1,50 77? 2,00 L 2,00 L 1,50 L
1 7 7?00 7 1
€) 7 7
P=15 kN
q=4 kN/m q=5 kN/m
Ty Ny
ﬁ M=5 kNm ﬁ
L 3,50 L L 2,00 L 1,50 L
7 1 1 350 1
f) g) ’

Rys. 3-26. Schematy statyczne belek do samodzielnego rozwigzania
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4. Ramy statycznie wyznaczalne

4.1. Wiadomosci ogolne

Ramami nazywamy ustroje pretowe, zbudowane z pretow prostych lub
krzywoliniowych, charakteryzujace si¢ budowa komorowa. Geometryczna
niezmienno$¢ uktadu ramowego jest zapewniana na 0got przez sztywne potaczenie
pretow oraz przez odpowiednie potaczenie z fundamentem (odebranie wszystkich
stopni swobody). Sztywne potaczenie dwoch pretow oznacza, ze odksztatcenie preta
poddanego oddziatywaniu obciazenia zewngtrznego powoduje takze odksztatcenie sie
preta drugiego, przy czym sam wezet odksztalceniu nie ulegnie. Jesli prety w wezle
tworza dowolny kat, to po odksztalceniu ramy kat ten nie zmieni sig.

Ramy rozwiazujemy zwykle analitycznie wedlug ogolnych zasad: ustalenie
schematu statycznego 1 obciazenia czynnego, obliczenie wartosci reakcji
podporowych, obliczenie sit wewnetrznych oraz sporzadzenie wykreséw tych sit.
Proste ramy statycznie wyznaczalne mozna rozwiazywaé metoda wykresina.

W wyniku oddzialywania dowolnie przylozonego obciazenia zewngtrznego
w pretach uktadow ramowych powstaja sily wewngtrzne: momenty zginajace (M),
sity tnace (7) oraz sity osiowe (N).

4.2. Przyklady liczbowe

Przyklad 4-1. Rozwiazaé analitycznie ramg przedstawiong na rysunku 4-1.

X o q=6 kN/m

IEEENEEEEEEENEN

Rys. 4-1. Schemat statyczny
Reakcje podporowe:
(1) YM,=q-12:4-P-3-Ry-8=0
(2) YMg=V,-8-q-12:4-P-3=0
(3) XX=H,-P=0
z(1) Rp=(6-12-4-15-3)/8=30,375kN
z(2) Va=(6-12-4+15-3)/8=41,625kN
z(3) Ha=15kN
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Kontrola: Y Y=V, +Rp—q-12=41,625+30,375-6-12=0
Sily przekrojowe M,T,N:

Wartosci sit wewnetrznych w przedziatach 72 i 23 (strefa oddziatywania obcig-
zenia q) obliczymy korzystajac z metody przepisow funkcyjnych (dla zmiennej x).

Przedziat 12 xe<0 ;2>

T =—q-x
Ti(x=0)=-6-0=0kN
T)(x=2)=—6-2=—12kN
M, =-0,5-q-x>
M, (x=0)=-0,5-6-0> =0kNm
M} (x=2)=-0,5-6-22 =—12kNm
N, =0kN
Przedzial 23 xe<2 ;10>
T3 =—q-x+Va
TP (x=2)=-6-2+41,625=29,63kN
(x=10)=—6-10+41,625=—18,39kN
—-6-x—-41,62=0 —x=6,94m (lokalne ekstremum momentu gnacego)
My;=-0,5-q-x2 +Vu -(x=2)—H, -6
M} (x=2)=-0,5-6-22 +41,625-(2-2)-15-6=—102kNm
M.y (x=6,94)=-0,5-6-(6,94)" +41,625-(6,94—2)—15-6=—28,86kNm
ML (x=10)=—0,5-6-10 +41,625-(10-2)~15-6=—57kNm
N3 =—H, =—15kN
Przedzial 43
Sity wewngtrzne wyznaczymy metoda rzgdnych charakterystycznych, biorac pod

uwage obciazenia znajdujace si¢ po prawej stronie przekroju (zmiana znaku).
T, =0kN
TS =q-2=6-2=12kN
M, =0kNm
M} =-0,5-6-2? =—12kNm
N3y =0kN
Przedziat A2
Tar=—Hs =—15kN
M, =0kNm
M? =—H, -6=-15-6=—90kNm
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Na2=—Va=—41,63kN (Sciskanie)
Przedzial B5

Tgs =0kN

Mg =M; =0kNm

Nps =—R=-30,38kN (Sciskanie)

Priedzial 53 a) Wezel 2
Ty =P=15kN 112 129’63
0 12 102y 15
MP =—P.3=-15-3=—45kNm — 2 -—
Ns; =—R 5 =-30,38kN (Sciskanie)
15
Kontrola réwnowagi wezléw: > T
Rownowaga wezla 2 (rys. 4-2a): W Ai13-63
eze
YM,=M5+M5+M?=-12+102-90=0 b) 1839 12
YY=T, +T, +N» =-12-29,63+41,63=0 15 1 57 12 l 0
—_— -—
Y X=Ny+N)+TP =0-15+15=0 ’
Rownowaga wezta 3(rys. 4-2b): 45 15
SM;=ML+MP +MP—=—57+12+45=0 T
30,38
YY=T;y+T; +N}=-1839-12+30,38=0
YX=N}+N} +T=15+0-15=0 Rys. 4-2. Rownowaga wezlow
102,0
’ 29,63
® Q)
28,86 12,0
@
o _2ol||||| BTl lizo T B
< 120f e
o 18,39
15,0
Inmnmm
?:@: :@:§

Rys. 4-3. Wykresy sil przekrojowych M, T, N
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Przyklad 4-2. Rozwiaza¢ analitycznie ramg przedstawiona na rysunku 4-4.

Z ptiaas b
° o ‘2 ‘a 3 4
S N I S
32} 1l | S
o | <
— | 1 | RB
S ‘ B
[sp)
H, ‘
— | A
L 8,00 , 400
! 12,00 i

L L
7 7

Rys. 4-4. Schemat statyczny
Reakcje podporowe:
(1) YM,=P-3+q-12:6-Ry-2=0
(2) YX=H,+P-Ry=0
(3) YMp=V,-8—H,-2+P-1-q-12:2=0
z(1) Rp=(25-3+3-12-6)/2=145,50kN
z(2) H, =14550-25=120,50kN
z(3) Va=(120,50-2-25-1+3-12-2)/8=36kN
Kontrola: Y Y=V, —q-12=36-3-12=0
Sily przekrojowe M,T.N:

Przedzial A1
Tar=—HA =-120,50kN

M, =0kNm

MP =—H, -3=-120,50-3=-361,50kNm
Nai=—Va =-36kN (Sciskanie)

Przedzial 12

T, =—H, —P=-120,50—25=-145,50kN

M =MP =-361,50kNm

M2D =—H, -6—P-3=-120,50-6—-25-3=-798kNm
Ni» ==V, =—36kN (Sciskanie)

Przedzial 23 xe<0 ;8>

T3 =Va—-q-x

T? (x=0)=36—-3-0=36kN

42



T (x=8)=36—-3-8=12kN

=—H, -6-P-3+V,-x-0,5-q-x>

?(x=0)=-120,50-6—25-3+36-0-0,5-3-0 =—798kNm

M} (x=8)=-120,50-6-25-3+36-8-0,5-3-8> =—606kNm

No3=—H, —P=-120,5-25=-14550kN (ciskanie)
Przedzial 43

Sity wewngtrzne obliczymy wzgledem prawej strony przekroju (zmiana znaku).

T, =0kN
Ty =q-4=3-4=12kN
M, =0kNm
M} =-q-4-2=-3-4.2=-24kNm
N34 =0kN
Przedzial B3
Tg; =R =145,50kN
Mg =0kNm
M =Ry -4=145,50-4=582kNm
Ng; =0kN
798 @ -
@ Ww% 36+
m T

36

Rys. 4-5. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

145,5
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Kontrola réwnowagi wezla 3:
YM; =M} +M} +MP—=-606+24+582=0
YY=Tf+T; +NP=12-12+0=0
Y X=N}+N} +T =1455+0-145,5=0

Przyklad 4-3. Rozwigza¢ analitycznie ramg przedstawiona na rysunku 4-6.

£
2 IEEERRYERREEEN
o " 2 39
AR | o J P25 kN
s °lH | 8
[ B : B HB | 5 o~
Hoe ™3
;
Ly b,
. 8,00 _ 400
1 1200 i
7 7

Rys. 4-6. Schemat statyczny

Reakcje podporowe:
(1)  YMp=R,-2+q;-6:1-q,-12:2—P-2=0
(2) YX=q,-6-R,+H-P=0
(3) YMa=q-6-3+q,-12:6-P-4—Vy -8+Hy-2=0
z(1) Rp=(~10-6-1+5-12-2+25-2)/2=55kN
z(2) Hg=-10-6+55+25=20kN
z(3) Vg=(10-6-3+5-12-6-25-4+20-2)/8=60kN
Kontrola: Y)Y =V, —q-12=60-5-12=0

Sily przekrojowe M,T,N:

W przedziale dziatania obciazenia ¢; sity wewngtrzne liczymy dla przekroju f-f
jako funkcje zmiennej y, natomiast w przedziale /2 (obciazenie ¢,) jako funkcjg
zmiennej x. W innych przedziatach stosujemy metodg rzgdnych charakterystycznych.

Przedzial A1 ye<0 ;6>
Tai=Ra—-qi-y

Ta(y=0)=55-10-0=55kN

TP (x=6)=55-10-6=—5kN

55-10-y=0 — y=5,50m (lokalne ekstremum momentu gnacego)
Mu =R, -y=05-q;-y

M (x=0)=55-0-0,5-10-0> =0kNm
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M.y (x=5,5)=55-5,5-0,5-10-(5,5) =151,25kNm
MP (x=6)=55-6-0,5-10-6> =150kNm
N1 =0kN
Przedziat 12 xe<0 ; 8>
T, =—q,x
TP (x=0)=—5-0=0kN
T (x=8)=-5-8=—40kN
M, =R, -6-q,:6-3-0,5-q5 -x?
M? (x=0)=55-6-10-6-3-0,5-5-0% =150kNm
M} (x=8)=55-6-10-6-3-0,5-5-82 =—10kNm
N2 =R —q;:6=55-10-6=—5kN (Sciskanie)
Przedziat 23

Sity wewngtrzne obliczymy wzgledem prawej strony przekroju (zmiana znaku).

T; =0kN
T, =q,-4=5-4=20kN
M; =0kNm
M} =-q,-4-2=-5-4-2=—40kNm
N3 =0kN
Przedzial B4
Tgs=—Hp =-20kN
Mz =0kNm
MP =—Hpg-2=-20-2=-40kNm
Npg=—Vp =—60kN ($ciskanie)
Przedziat 42
Typ=—Hp+P=-20+25=5kN
M§ =M? =—40kNm
MD =-Hg-4+P-2=-20-4+25-2=-30kNm
Ny, =—Vp =—60kN (Sciskanie)
Kontrola rOwnowagi wezla 2:
YM, =M} +M} +M?-=-10+40-30=0
YY=Ty+T, + N5 =-40-20+60=0
Y X=NJ+N)+TP =5+0-5=0
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150 10y 0 (s
IHEEEE | T
151,257 | | (@ 2fw
T .
150 = &
—®

55

5

Rys. 4-7. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

Przyklad 4-4. Rozwiaza¢ analitycznie ramg przedstawiong na rysunku 4-8.

Xl g=15 kN/m

LT E Iy Aok

3,00
4,00

3,00

D J 550 200,
4 12,00 i

Rys. 4-8. Schemat statyczny

Reakcje podporowe:
(1) >XMp=R,-10-P-1-q-12-4+M=0
2) YXX=Hz-P=0
(3) XM =-P-3+q-12:6+Hp-2-Vp-10+M=0
z(1) R,=(30-1+15-12-4-10)/10=74kN
z(2) Hp=30kN
z (3) VB=(—30‘3+15-12-6+3O-2+1O)/1O=106kN
Kontrola: Y Y=R ,—q-12+Vp=74-15-12+106=0
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Sily przekrojowe M, T.N:

Przedzialt 13 xe<0 ;4,5>
Tiz=—q-x

Ti(x=0)=-15-0=0kN

TY(x=4,5)=—15-4,5=-67,50kN
M;;=-0,5-q-x>

M, (x=0)=-0,5-15-0> =0kNm

M} (x=4,5)=-0,5-15-(4,5) =—151,88kNm
N3 =0kN

Przedzial 34 xe<4,5;10>
T4 =R —q-x

TF (x=4,5)=74-15-4,5=6,50kN

Tr(x=10)=74-15-10=—76kN

74-15-x=0 —x=4,93m (lokalne ekstremum momentu gnacego)
My =R, -x-0,5-q-x*+P-3

ME (x=4,5)=74-4,5-0,5-15-(4,5)* +30-3=271,13kNm

My (x=4,93)=74-4,93-0,5-15-(4,93)" +30-3=272,53kNm

M} (x=10)=74-10-0,5-15-10% +30-3=80kNm
N34 =P=30kN (rozciaganie)

Przedziat 45 xe<10;12>
Tys=Ra —q-x+Vj

T} (x=10)=74-15-10+106=30kN
Ts(x=12)=74-15-12+106=0kN
Mys =R, -x—0,5-q-x>+P-3+ Vg -(x-10)-Hp -4

M? (x=10)=74-10-0,5-15-10> +30-3+106-(10—-10)—30-4=—40kNm
M;(x=12)=74-12-0,5-15-12% +30-3+106-(12-10)-30-4=—10kNm
N3 =0kN

Przedzial A2

Aby wyznaczy¢ wartosci sit tnacych T oraz osiowych N, musimy roztozy¢ reakcje
podporowa R4 na sktadowe prostopadta i rownolegla do osi preta A2 (rys. 4-9):

R =R,-4,5/7,5=74-4,5/7,5=44,40kN ; sktadowa prostopadla,
RK =R -6,0/7,5=74-6,0/7,5=59,20kN ; skladowa rownolegta.
Taz =R% =44,40kN

47



M, =0kNm
MP =R, -2,25=74-2,25=166,50kNm N
Na»=—RY =-59,20kN
Przedzial 23
P+ =P-6,0/7,5=30-6,0/7,5=24kN
P"=P-4,5/7,5=30-4,5/7,5=18kN
Ty =R +P*+=44,40+24=68,40kN
M§ =M? =166,50kNm
MP =R, -4,5+P-3=74-4,5+30-3=423kNm

6,00

N3 =—RYN +P"=-59,20+18=-41,20kN g 225, 225

Przedzial B4 t e +
Tgs =—Hg =-30kN Rys. 4-9. Roztozenie sit P 1 Ry
M3 =0kNm

MY =—Hg-4=-30-4=-120kNm
NB4 :—VB :—1061(N

Rys. 4-10. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

Kontrola rownowagi wezlow 3 i 4:

Rownowaga wezla 3

Okreslajac sumg rzutow sit na o$ x i y, nalezy pamigta¢, ze w przedziale 23.
rzutuja na tg o$ zarowno sity tnace i osiowe dziatajace w tym przedziale (rys. 4-9).
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YM; =Mj +M} + M} —=-151,88—-271,13+423=0

YY=Ty+T; +Ty-4,5/7,5+NY -6/7,5=-67,5-6,5+68,4-4,5/7,5+41,2-6/7,5=0

Y X=N}+N} +NP-45/7,5+T-6/7,5=0+30+41,2-4,5/7,5-68,4-6/7,5=0
Rownowaga wezla 4

YM, =M} +M} +M} =80+40-120=0

YY=T; +T; +N} =-76-30+106=0

Y X=Nj+N}+TP=-30+0+30=0

Przyklad 4-5. Przedstawione ponizej ramy rozwiaza¢ metoda graficzna
(wyznaczy¢ reakcje podporowe oraz sporzadzi¢ wykresy M, T, N).

Reakcje podporowe statycznie wyznaczalnego uktadu pretowego (w przedsta-
wionych zadaniach wystgpowac bedzie podparcie podpora przegubowa oraz prze-
gubowo-przesuwna) obciazonego sita skupiong wyznaczymy korzystajac z jednego
z podstawowych twierdzen statyki wykreslnej, ktore mowi, ze #rzy nierownolegle
sily sq w rownowadze wtedy, gdy proste dzialania tych sit przecinajq si¢ w jednym
punkcie. Punkt zbieznosci 0 uktadu okreslimy na przecigciu prostej dziatania dane;j
sity P z prosta dziatania reakcji o znanym kierunku (wystepujacej w podporze prze-
gubowo-przesuwnej). Prosta dziatania drugiej reakcji okresla prosta przechodzaca
przez wyznaczony punkt podparcia oraz przez wyznaczony juz punkt zbieznosci.
Wartosci oraz zwroty reakcji podporowych okre§limy sporzadzajac wielobok sit.

Znajomo$¢ podstawowych zasad statyki pozwala na szybkie wyznaczenie ,,w
pamigci” sit wewnetrznych, wynikajacych z oddzialywania zadanego obcigzenia.

1. SCHEMAT NR I (sita P nachylona pod katem 45°)

0

. N
2 N
/ N
. N
. N
/ N
. N
2 N
N
N
N
\\
N
B

NNNNE
pA

A
050 , 050
7

L
7

L
7

Rys. 4-11. Plan sit oraz wielobok sit dla zadanego obciazenia silg P.
Odczytano: R,=1,41-P; Rg=P
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— 0,71-P
; O
= 1,41P
= !
= |
~
o
0,71-P
Rys. 4-12. Wykresy sit przekrojowych M, T, N
2. SCHEMAT NR II (sita P o kierunku poziomym)
ﬁ A NI
SN o
| : F’
Re R, | V
1 o R
: S
P e |
: -
, 050 | 050
g \ 7
Rys. 4-13. Plan sit oraz wielobok sit dla zadanego obciazenia sila P.
Odczytano: R,=P; Rg=1,41-P
0,5-P
05P ;
0,5-P
0,5P P

Rys. 4-14. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

50

1,41-P



3. SCHEMAT NR III (sita P o kierunku pionowym)

0 BERB

-
”

0,50

0,50

Rys. 4-15. Plan sit oraz wielobok sit dla zadanego obciazenia sila P.
Odczytano: R,=1,41-P; Rg=P

™ ® Q)

W
\
¢
p

0,5-P P

>
o

Rys. 4-16. Wykresy sit przekrojowych M, T, N
4. SCHEMAT NR IV (sita P o kierunku pionowym)

R,
—

1,00
0
)

@

Rys. 4-17. Plan sit oraz wielobok sit dla zadanego obciazenia sila P.
Odczytano: R,~=0,5-P; Rp=1,12-P
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0,5-P
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Rys. 4-18. Wykresy sit przekrojowych M, T, N

4.3. Przyklady do rozwigzania

Przyklad 4-6. Dla ram pokazanych na rysunku 4-19 wyznaczy¢é reakcje
podporowe oraz sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych M, T, N.

=2 kN/m P=25 kNl
EREEEEREER RN
E
8 pd
P=15kN | © = o
8 (op
&
A
INNANNN INNNNN
,2,00 10,00 L , 500 500
L 12,00 B B 10,00 B
a) 1 7 b) 7 7
q=5 kN/m g=2 kN/m
RN R NN EEEENER RN c
2 =k
M=10 kN m I
Kéé? o < o
S S
™ 5o}
A
NN SN\
,2,00 10,00 L ,2,00 10,00 )
T 12,00 i T 12,00 B
1 7 7 g
c) d)
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Rys. 4-19. Schematy statyczne ram do samodzielnego rozwiazania



5. Luki trojprzegubowe

5.1. Wiadomosci ogolne

Lukiem nazywamy pret zakrzywiony w plaszczyznie dziatania sit i podparty na
koncach w sposéb zapewniajacy jego geometryczna niezmienno$¢. Dzialanie sit
czynnych powoduje powstanie reakcji podporowych o dowolnym kierunku.
Sktadowa pozioma reakcji zwana sitg rozporu moze by¢ przeniesiona przez odpowiednio
uksztattowane fundamenty lub podpory badz tez przez zastosowanie $ciagu.

Pojecie sit wewnetrznych zdefiniowane w rozdziale 2.3 mozemy rozszerzy¢ w
stosunku do tukoéw, okreslajac site osiowa N, jako rzut wszystkich sit dzialajacych
po jednej stronie przekroju a-o na kierunek styczny do osi tuku w punkcie 0,
bedacym s$rodkiem cigzkosci tego przekroju (rys. 5-1). Site tnaca 7, definiujemy
natomiast jako rzut sit opisanych wyzej na kierunek normalny do stycznej w punkcie 0.

TVA TVB

Rys. 5-1. Wyznaczenie sit wewngetrznych w tuku dla dowolnego przekroju a-a

Obciazajac wiotkie ciggno dowolnym uktadem sit, uzyskamy odksztatcenie tegoz
ciggna, na skutek ktorego bedzie ono wylacznie rozciagane. Analogicznie,
odpowiednie uksztattowanie tuku pozwala na catkowite wyeliminowanie momentu
zginajacego i sity tnacej. Prety tuku beda zatem $ciskane osiowo (co wymaga ich
okreslonej sztywnosci). Mozemy to uzasadni¢ korzystajac z zaleznosci momentu
zginajacego M, od sity osiowej N,, ktora wyraza rownanie:

M,=N,n, (5-1)

gdzie n jest mimosrodem sity N,, okreslajacym punkt N zaczepienia wypadkowej
W, (rys. 5-2). Krzywa, bedaca zbiorem punktéw N, nazywamy linia cisnien.

Rys. 5-2. Okreslenie punktu N przynaleznego linii ci$nien

Luk jest sciskany osiowo tylko wtedy, gdy jego os pokrywa si¢ 7 liniq cisnien!
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5.2. Przyklady liczbowe

Przyklad 5-1. Rozwiaza¢ metoda analityczna kolisty tuk trojprzegubowy
przedstawiony na rysunku 5-3.

q=5 kN/m

AENE RN NN RN

lP=15 kN

4,00

5,00 . 200 7,00

! 14,00

Rys. 5-3. Schemat statyczny

Reakcje podporowe:

Reakcje podporowe wyznaczymy, rozpisujac trzy warunki rownowagi, dotyczace
catego ukladu (XM=0, 2X=0, XY=0). Czwarte, brakujace rownanie, okre§limy
wykorzystujac fakt, ze w przegubie C moment zginajacy jest rowny zeru.

(1) >M,=P-5+q-710,5-Rpy-14=0

(2) >XMy=R,y14-P-9-q-7:3,5=0

3) >MP=q735-Rp,-7+Rp,-4=0

(4 2ZX=Rax—Rp=0

z(1) Rp,=(15-5+5-7-10,5)/14=31,61kN

z(2) Ra,=(159+5-7:3,5)/14=1839kN

z(3) Rp,=(-57-3,5+31,61.7)/4=24,69kN

7 (4) R =24,69kN

Kontrola: 3 Y =R oy +Rp,—P—-q-7=18,39+31,61-15-5-7=0
Sily przekrojowe M, T,N:

Obliczenie promienia tuku oraz kqta poczqtkowego:
r=1%/(8-F)+0,5-f =147 /(8-4)+0,5-4=8,125m
sinag=0,5-L/r=0,5-14/8,125=0,862 — 0y =59,49°

Sity przekrojowe wyznaczymy w punktach charakterystycznych tuku (rys. 5-6),
na podstawie okreslonych nizej funkcji zmiennej a w trzech przedziatach obciazen:
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A4, 4C 1 CB (gdzie a jest katem nachylenia przekroju a-a do osi pionowej, od
ktorego uzaleznione sa rowniez odcigte i rzedne punktu 0 danego przekrojem a-a).

Przedzial A4 (rys. 5-5a)
o €<13,83"; 59,49~
Ty =R 5y -cosa—R Ay -sina

Mu :RAy X1 _RAx ‘Y1,

gdzie x;, y; sa odcietymi i rzednymi pun-

ktu 0, danego przekrojem a-a (rys. 5-4):
X; =7-r-sina
y;=4—(r—r-cosa)=4-r-(1-cosa)

N, =—Ry-sina—R s -cosa
Przedzial 4C (rys. 5-5b)

a e<0°;13,83%

Ty =R 5y-cosa—R oy -sina—P-cosa

M, =Ry X1 —Raxy1 —P(x,-5)
gdzie x;, y; jak w przedziale A4

N, =—R sy -sino—R s -cosa+P-sina
Przedzial BC (rys. 5-5¢)

o €<0”;59,49° ; zmiana znaku!
Ty =—Rpy-cosa+R g, sina+q-x, -cosa
M, =Rpy X, —Rpcy,-0,5-q-x; :

X, =7-r-sina
y2 =4-r-(1—cosa)
N, =—R gy sina—R g, -coso+q-x,-sina

L r-r-cosa

L

4,00

Y4

r-coso.
=8,125m

r

JE\ SN,

Rys. 5-4. Odcigte i rzgdne przekroju a-a

8,125

Y4

8,125

8,125

Rys. 5-5. Przedziaty obciazen zewngtrznych
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Odcigte i rzedne punktow okreslonych przez podziat pretéw AC i CB na cztery
odcinki (kat poczatkowy a, dzielimy przez cztery) oraz punktow charakterysty-
cznych (podpory 4 i B, przegub C oraz punkt 4 przylozenia sity P) wyznaczono
wedlug okreslonych powyzej wzorow i przedstawiono w tablicy 5-1. Potozenie
wyszczegolnionych punktow pokazano na rysunku 5-6.

Pret | Nr przekroju| a sina |r-sina| x=7-rsino | cosa |1-cosa|y=4-r:(1-cosa)
A 59,491 0,862 | 7,00 0,00 0,508 | 0,492 0,00
1 44,620,702 | 5,71 1,29 0,712 0,288 1,66

AC 2 29,750,496 | 4,03 2,97 0,868 0,132 2,93
3 14,870,257 | 2,09 4,91 0,967 | 0,033 3,73
4 14,250,246 | 2,00 5,00 0,969 | 0,031 3,75
C 0 10,000 0,00 7,00 1,000 | 0,000 4,00
C 0 10,000 0,00 7,00 1,000 | 0,000 4,00
5 14,871 0,257 | 2,09 4,91 0,967 | 0,033 3,73

BC 6 29,750,496 | 4,03 2,97 0,868 0,132 2,93
7 44,62 10,702 | 5,71 1,29 0,712 0,288 1,66
B 59,491 0,862 | 7,00 0,00 0,508 | 0,492 0,00

Tab. 5-1. Wartosci odcigtych i rzednych poszczegolnych punktow

Wartosci sit  przekrojowych, w punktach o tak wyznaczonych odcigtych
i rzednych, obliczamy na podstawie zapisanych wyzej funkcji zmiennej o (kat
nachylenia przekroju a-a) w wyszczegdlnionych przedziatach obciazenia tuku.
Wyniki przeprowadzonych obliczen zestawiono w tabeli 5-2, natomiast wykresy sit
wewnetrznych M, T, N przedstawiono na rysunku 5-7.

X y T, M, Ny
Pret |Nr przekroju| a m m kN kNm kN
wg tab. 5-1 |wg wzorow zapisanych dla przedzialow obciazenia
A 59,49 |1 0,00 | 0,00 -11,94 0,00 -28,38
1 44,62 | 1,29 | 1,66 -4,25 -17,16 -30,49
2 29,75 2,97 | 2,93 3,71 -17,73 -30,56
AC 3 14,87 | 491 | 3,73 11,44 -1,66 -28,58
4 14,25 | 5,00 | 3,75 11,95 -0,64 -28,37
4 14,25 | 5,00 | 3,75 -2,61 -0,64 -24,78
C 0 7,00 | 4,00 3,39 ~0,00 -24,69
C 0 7,00 | 4,00 3,39 ~0,00 -24,69
5 14,87 | 491 | 3,73 -0,46 2,93 -25,67
BC 6 29,75 2,97 | 2,93 -2,31 -0,52 -29,76
7 44,62 | 1,29 | 1,66 -0,56 -4,25 -35,24
B 59,49 | 0,00 | 0,00 5,22 0,00 -39,77

Tab. 5-2. Wartosci sit wewnetrznych
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Rys. 5-8. Wykres sit tnacych T
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28,37 24,78 24,89 25,67

QQ % ?9:‘1

Rys. 5-9. Wykres sit osiowych N

Przyklad 5-2. Wyznaczy¢ graficznie linig¢ ci$nien dla tuku trojprzegubowego
obciazonego jak na rysunku 5-10.

lp=45 kN

3,50 L 1,50 L 2,00

|

} .

., 7,00
f

Rys. 5-10. Schemat statyczny

Linia ci$nien dla sit obciazajacych jest wielobokiem sznurowym, ktorego boki
musza przechodzi¢ przez wszystkie potaczenia przegubowe tuku (moment zginaja-
cy w przegubie jest réwny zeru). Reakcje podporowe odpowiadaja skrajnym
promieniom wieloboku sznurowego, przechodzacym przez przeguby podporowe.

Zadane obciazenie sila P jest rownowazone reakcjami R, 1 Rp, ktore
wyznaczymy wykorzystujac twierdzenie o trzech sitach. Wynika z niego, ze trgy
nierownolegle sily sq w rownowadze wtedy, gdy ich proste dzialania przecinajq
sie¢ w jednym punkcie. Kierunek reakcji R4 znajdujemy prowadzac prosta
przechodzaca przez punkt A (punkt przylozenia reakcji) oraz przez przegub C
(moment zginajacy w przegubie C musi by¢ rowny zeru). Przecigcie prostych
dziatania sity P oraz reakcji podporowej R4 wyznacza punkt zbiezno$ci uktadu
(rys. 5-11). Prosta dziatania reakcji Rp okre$la punkt B oraz punkt zbieznosci.
Wartosci liczbowe i zwroty szukanych reakcji podporowych wyznaczymy, na
podstawie znanych juz kierunkéw, budujac wielobok sit (rys. 5-12a).

Przecigcie prostych dziatania reakcji R4 1 Rz na wieloboku sit okresla potozenie
bieguna 0 (rys. 5-12a), zatem promienie / i 2, poprowadzone do poczatku i konca
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sity P, pokrywaja si¢ z kierunkami reakcji podporowych (rys. 5-12b). Wielobok
sznurowy takiego uktadu, zbudowany jest wigc z dwodch skrajnych bokéow: 1’1 2’
odpowiadajacych linii ci$nien dla zadanego obciazenia.

P=45 kN
¥

1,50

linia cisnien

R
, , L 2,00 LKB
1 7 1 1

3,50 1,50
Rys. 5-11. Plan sit

b)

Rys. 5-12. Wicelobok sit — odczytano: R,=32,7 kN; Rp=44 kN
Przyklad 5-3. Wyznaczy¢ graficznie linig¢ ci$nien dla tuku trojprzegubowego
obcigzonego jak na rysunku 5-13.

g=12 kN/m

EERENR NN RN RN

1,50

3 2,00

7,00

Rys. 5-13. Schemat statyczny
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Zadane obcigzenie rownomiernie rozlozone zastapimy wypadkowa QO=g-/
przytozona w $rodku cigzkosci tego obciazenia. Reakcje podporowe dla takiego
schematu zastgpczego wyznaczymy wedtug zasad omoéwionych w przyktadzie 5-2.
Sporzadzamy plan sit (rys. 5-14) oraz wielobok sit (rys.5-15), z ktorego
odczytujemy wartosci reakcji podporowych R, i Rp. Linig ci$nien wyznaczamy,
korygujac wielobok sznurowy w strefie oddzialywania obciazenia rownomiernie
roztozonego g. W tym celu prowadzimy pomocnicza prosta AC oraz pionowy odcinek,
taczacy te prosta z punktem zbieznosci uktadu sit. Srodek tak wyznaczonego odcinka
okresla wierzchotek paraboli, zawierajacej punkty 4 i C. Odcinek AC paraboli oraz
odcinek CB prostej 2’ stanowi linig ci$nien dla zadanego obciazenia.

Q=q-3,5=42 kN
\ 24

1,50

linia cisnien

R
B
RA K
L 3,50 L 1,50 ‘L 2,00 *

Rys. 5-14. Plan sit

b)

Rys. 5-15. Wielobok sit — odczytano: R4=39,9 kN; Rp=26,7 kN

Przyklad 5-4. Wyznaczy¢ graficznie lini¢ ciSnien tuku trojprzegubowego
z przyktadu 5-1 (obciazonego jak na rysunku 5-3).

Jesli mamy do czynienia z obcigzeniem wystgpujacym po obu stronach przegu-
bu, wyznaczenie reakcji podporowych przebiega w dwodch etapach. W pierwszym,
okreslamy reakcje podporowe R4 i Rg, wynikajace z oddziatywania obciazenia po
lewej stronie przegubu C sita P (odrzucamy myslowo obciazenie dziatajace na pra-
wo od przegubu). Podobnie jak w przykladzie 5-2 zachodzi tu przypadek réwno-
wagi trzech sit, zatem musza one stanowi¢ uktad zbiezny z punktem zbieznoSci,
wyznaczonym przez przecigcie prostej dzialania sity P oraz prostej dzialania
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reakcji Rp zawierajacej punkty C i B (rys. 5-16). Nastgpnie, w ten sam sposob,
wyznaczamy reakcje Ry, 1 Rp, dla tuku obciazonego tylko obcigzeniem
rownomiernie roztozonym ¢g. Wartoéci liczbowe oraz zwroty tak okreslonych
reakcji odczytujemy z wieloboku sit (rys. 5-17a), na ktéorym nastgpnie skladamy
reakcje Ry 1 Ry, oraz Ry 1 Ry, otrzymujac w ten sposob reakcje podporowe R, 1 Rp.

Lini¢ ci$nien dla zadanego obciazenia wyznaczaja kolejno: odcinek A/ prostej 1°,
odcinek IC prostej 2’ oraz odcinek CB paraboli o wierzchotku okreslonym
wg zasad omoéwionych w przyktadzie 5-3.

Q=q-7,0=35 kN

4,00

linia cisnien

N{B
. 3,50 . 3,50 .

Rys. 5-16. Plan sit

5,00

b)

Rys. 5-17. Wielobok sit — odczytano: R,=46,2 kN; Rp=60,2 kN
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5.3. Przyklady do rozwigzania

Przyklad 5-5. Dla tukow trojprzegubowych pokazanych na rysunku 5-18 wyzna-
czy¢ graficznie linig ci$nien.

g=15 kN/m
IR NN NN NN
"—
L 3,50 L 3,50 L
B 7,00 B
a) 7
g=10 kN/m
AN NN RN NN RN RN
168_
1 S
L 4,00 L 3,00 L
1 700 L
b) 7
g=10 kN/m

2,50

2,50

7,00

c)

Rys. 5-18. Schematy statyczne lukow trojprzegubowych do samodzielnego rozwiazania
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6. Kratownice statycznie wyznaczalne

6.1. Wiadomosci ogolne

Kratownica nazywamy geometrycznie niezmienny uktad pretow prostoliniowych
polaczonych ze soba wezltami przegubowymi. Swoista cecha kratownic jest
przenoszenie obcigzen w postaci sil skupionych przylozonych w wezlach. Taki
uktad obciazen oraz potaczenie pretow pozwalajace na ich wzajemny obrot (przegub)
powoduje, ze prety kratownicy sa wylacznie rozciagane lub $ciskane osiowo.
Oczywiscie uzyskanie idealnego przegubu w praktyce czgsto napotyka spore trudnosci,
wobec czego w rzeczywistosci wezty kratownicy charakteryzuje pewna sztywnosc, co
powoduje wystapienie w pretach momentu zginajacego. Jednak wplyw zginania na
stan naprezen w przekroju preta jest nieznaczny, wobec czego w rozwazaniach
teoretycznych zwykle jest pomijany (poza wyjatkowymi przypadkami).

Modelem kratownicy moze by¢ uklad tarcz (pretow) o strukturze kratowej, po-
wiazanych ze soba oraz z podlozem (tarcza podstawowa) w sposob zapewniajacy
geometryczna niezmienno$¢ (patrz rozdziat 2.1.). Najprostszym przypadkiem tar-
czy o strukturze kratowej jest trojkat zbudowany z trzech pretow potaczonych
przegubowo. Mozemy zatem powiedzie¢, ze kratownica zbudowana z pretéw two-
rzacych trojkaty jest jedna tarcza. Przyktad takiej kratownicy oraz ogolnie przyjegte
nazewnictwo podstawowych elementow przedstawiono na rys. 6-1.

stupki krzyzulce

Pas 96rn y

wezly

pas dolny NNNNY

L L L

Rys. 6-1. Budowa dzwigara kratowego (kratownicy)

a) kratownica GN b) kratownica GZ

2:6=3+9 (wg6-1) 2:6=3+9 (wg 6-1)
Rys. 6-2. Geometryczna niezmiennos$¢ kratownicy

Ilosciowy warunek geometrycznej niezmienno$ci oraz zewngtrznej
i wewngtrznej statycznej wyznaczalnosci przedstawia ponizsza zaleznosc¢:

2-w=r+p, (6-1)
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gdzie 2'w jest liczba niezaleznych rownan rownowagi dla kratownicy o w weztach.
Z réwnan tych, wyznaczymy r sktadowych reakcji podporowych oraz niewiadome
sity wewngtrzne w p pretach kratownicy. Rownanie 6-1 jest warunkiem konie-
cznym, lecz niewystarczajacym geometrycznej niezmiennosci (rys. 6-2).

Przy okreslonym obciazeniu, w niektorych pretach kratownicy sity osiowe sa
rébwne zeru, co nie oznacza wcale, ze prety te sa zbedne. Prety takie nazywac
bedziemy pretami zerowymi. W niektérych przypadkach mozemy zidentyfikowac
prety zerowe przed przystapienie do rozwiazywania kratownicy:

e jezeli w wezle nieobciazonym zbiegaja sie dwa prety o réznych kierunkach, to si-
ty osiowe w obu sa rowne zeru (rys. 6-3a),

e jezeli w wezle nieobciazonym zbiegaja si¢ trzy prety, z ktorych dwa leza na je-
dnej prostej, to trzeci z nich jest zerowy (rys. 6-3b),

¢ jezeli w wezle obciazonym sila P zbiegaja sie dwa prety, z ktorych jeden lezy na
kierunku dziatania sity P, to drugi pret jest zerowy (rys. 6-3c¢),

¢ jezeli w wezle nieobcigzonym zbiegaja sig trzy prety o réznych kierunkach, to
albo wszystkie trzy sa zerowe, albo wszystkie trzy sa rozne od zera (rys. 6-3d).

a) b) d)
N, ~_ N, /’g
~_ N
~ N 3
N, TN Ni N,
/ 3
/rl \Tl

Rys. 6-3. Przyktady okreslenia pretow zerowych w kratownicy

6.2. Metody wyznaczania sil wewnetrznych

Sity wewngtrzne w pretach kratownicy mozemy wyznaczy¢ na drodze anality-
cznej lub graficznej. Kazda z opisanych metod poprzedza obliczenie reakcji podpo-
rowych w oparciu o oméwione juz zasady (patrz przyktady liczbowe 3-1 + 3-8).

1. Analityczne wyznaczenie sil w pretach kratownicy:

e metoda rownowazenia wezlow - kazdy myslowo wycigty wezet kratownicy jest
punktem zbieznosci pewnej liczby sit zewngtrznych i wewngtrznych. Dla tak
okreslonego uktadu sit, zapisa¢c mozemy dwa warunki réwnowagi: 2X=0, XY=0.
Dla kratownicy o w weztach mozemy zapisa¢ 2'w réwnan rownowagi. Jezeli
sktadowe r reakcji podporowych obliczymy z réwnan 2X=0, XY=0, XM=0
zastosowanych do calej kratownicy jak dla ciata sztywnego, to réwnania te
zastepuja r sposrod 2-w rownan roéwnowagi weztdw. Zatem do wyznaczenia sit w
pretach kratownicy dysponujemy liczba 2-w-r niezaleznych réwnan rownowagi.
Pozostate r rownan spelione sa tozsamosciowo i moga stuzy¢ do kontroli obliczen.

e metoda przecie¢ Rittera - pozwala na bezposrednie wyznaczenie sity w
wybranym precie kratownicy, bez potrzeby obliczania sit w pozostatych pretach.
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Rozwiazanie polega na przeprowadzeniu przekroju a-a przez trzy prety,
niezbiegajace si¢ w jednym punkcie, posrod ktorych znajduje sig pret (prety), w
ktorym site nalezy obliczy¢é. Obie, tak powstale czgSci kratownicy sa w
rownowadze pod dzialaniem zaczepionych do nich sit zewngtrznych oraz
wewngtrznych (w przekrojonych pretach). Rozpatrujac warunki réwnowagi dla
jednej z tych czesci, mozemy wyznaczy¢ poszukiwane sity w pretach kratownicy.
Jesli przekrojone trzy prety maja kierunki wzajemnie nieréwnolegle, to wartosé
sity w kazdym z tych pretow okre§limy rozpisujac rOwnanie sumy momentow
wszystkich sit dzialajacych na rozpatrywana czes¢ kratownicy, wzgledem punktu
zbieznosci kierunkow wyznaczonych przez dwa pozostate pregty. Punkt taki
nazywac bedziemy punktem Rittera. Jesli natomiast dwa sposrod trzech pretow sa
wzajemnie réwnolegle, to sity w pretach obliczymy rozpisujac dwa réwnania sumy
momentdOw w punktach przecigcia trzeciego preta z pretami rownoleglymi oraz
réwnanie sumy rzutow na kierunek prostopadly do prgtow wzajemnie rownolegtych.

2. Wykres$lne wyznaczenie sit w pretach kratownicy:

e metoda Cremony —jest wykre§lnym odpowiednikiem metody rownowazenia
weztow. Polega na zamykaniu wielobokow sit zbiegajacych si¢ w kazdym wezle
kratownicy. Z tak okre§lonego warunku rownowagi wyznaczymy wylacznie dwie
niewiadome, zatem rozpatrujemy kolejno wezty, w ktorych zbiegaja sie tylko dwa
prety o nieznanych sitach. Potaczenie wykreslonych kolejno wielobokéw sit dla
poszczegbdlnych weztow w jeden wykres daje plan Cremony, z ktéorego mozna
odczyta¢ wartosci oraz znaki sit wewnetrznych w pretach.

6.3. Przyklady liczbowe

Przyklad 6-1. Wyznaczy¢ analitycznie oraz graficznie sity w pretach kratownicy
przedstawionej na rysunku 6-4.

P,=20 kN

I ¢
P,=20 kN . Y, P,=20 kN

0,50 0,50 , 0,50
1,50

7,20

Rys. 6-4. Schemat statyczny

tga=0,50/1,20=0,417 — 0=22,62° sino=0,385; c0s0=0,923
tgp=1,50/1,20=1,250 — p=51,34"; sinp=0,781; cosp=0,625
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ROZWIAZANIE ANALITYCZNE

Reakcje podporowe:

Obliczenie reakcji podporowych dowolnie skonstruowanej kratownicy statycznie
wyznaczalnej odbywa si¢ zgodnie z zasadami okreSlonymi w rozdziale 2.2.
Uktadamy trzy niezalezne rownania rdwnowagi, traktujac kratownicg jak ciato
sztywne (np. belke), z ktorych obliczamy nieznane wartosci reakcji podporowych.
Rozwiazanie mozemy uzyska¢ réwniez na drodze wykreslnej, sporzadzajac
wielobok sil oraz wyznaczajac zamykajaca wieloboku sznurowego.

(1)  YMx=P,-1,2+P;-2,4+P,-3,6+P5-48+P;-6,0+P;-7,2-Ry5-7,2=0
(2) YMgp=V,-7,2-P,-7,2—P,-6,0—P;-4,8—P;-3,6—P5-2,4—P¢-12=0
(3) 2XX=H =0

z(1) Rp=(20-12+20-2,4+20-3,6+20-4,8+20-6,0+10-7,2)/7,2=60kN
2(2) Va=(10-7,2420-6,0+20-4,8+20-3,6+20-2,4+20-1,2)/7,2=60kN

Wyznaczenie sil w pretach metoda réwnowazenia wezlow:

Rozwiazanie zadania rozpoczynamy od wezla, w ktoérym zbiegaja sie tylko dwa
prety o nieznanych sitach wewngtrznych. Nastgpnie, kolejno rozpatrujemy wezly
spetniajace ten warunek. Przed przystapieniem do obliczen, jesli to jest mozliwe,
nalezy okresli¢ prety zerowe zgodnie z zasadami oméwionymi w rozdziale 6-1, co
znacznie moze uprosci¢ rozwiazanie.

Zaktadamy, ze zwroty sit w pretach sa skierowane od wezta (rozciaganie). Zape-
whnia to zgodno$¢ wynikoéw z przyjetymi zasadami znakowania sit (patrz rys. 2-5).

Wezel A (rys. 6-5) P,=10 kN
ZYZVA—P1+GA_1'Sin(1:O HA=0 i GA-1
G s =(—60+10)/0,385=—129,87kN =D

ZXZHA +Dp3+Ga_-cosa=0 TVA=60 kN

DA_3=0+129,87-0,923=119,87kN Rys. 6-5. Wezet 4
Wezet 1 (rys. 6-6)

> X==G_1-cos0+Gy,-cosa+K; ;-cosa=0
G =G -Ki3=—129,87-K_; G,, Y7
>Y=-G g -sina—P, +G, -sina—K; 3-sina=0
129,87-0,385-20+(—-129,87—-K_3)-0,385-K 3 -0,385=0 Rys. 6-6. Wezet ]
K,.3=-20/(2-0,385)=-25,97kN P.=20 kN

Gy, =-129,87+29,97=—103,90kN G,,

2
Wezet 2 (rys. 6-7) G1-2‘/I/1
> X=-Gj_;-cosa+G,_4-cosa=0 S23
G,_4=-103,90kN Rys. 6-7. Wezet 2
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>Y=-Gi,-sina—P; =S, 3+ G,_4 -sina=0
S, 3=103,90-0,385—-20-103,90-0,385=—20kN

Wezet 3 (rys. 6-8) S,
YY=K3-sina+S, 3 +K;_4-sinfp=0 Kis l AK.,
K;.4=(25,97-0,385+20)/0,781=38,41kN Das<=73 = Das
> X=—-Dp_3—-K;3-cosa+Kj_4-cosp+D3 =0 Rys. 6-8. Wezet 3

D;.6=119,87-25,97-0,923-38,41-0,625=71,89kN
Uwzgledniajac symetryczna budowe kratownicy oraz symetri¢ obciazenia

mozemy stwierdzié, ze sily w pozostatych pretach wynosza odpowiednio:

G45=G, 4 =—103,90kN

K4 6=K;4=38,41kN

Gs.7=G_, =—103,90kN

S5 6 =S, 3 =—20kN

K¢ 7=K;3=-2597kN

Dgp=Da3=11987kN

G7;5=GA=129,87kN

Wyznaczenie sil w pretach metoda przecieé Rittera:

Aby obliczy¢ sity w pretach kratownicy, poprowadzimy przekroje /-I oraz II-1]
tak, by kazdy z nich przecinat trzy prety (rys. 6-4). Dla odcigtej czesci kratownicy
rozpisujemy odpowiednie warunki rownowagi.

0,50 , 0,50

V,=60 kN

L 120 120
7 7 7

Rys. 6-9. Schemat obciazenia dla przekroju I-1

Site G;., wyznaczymy zapisujac rownanie sumy momentow wzgledem punktu 3.
Rownanie to formutujemy dla odcigtej przekrojem /-/ lewej czgséci kratownicy,
obcigzonej sitami zewngtrznymi oraz sitami w przecigtych pretach (rys. 6-9).

Okreslenie ramienia poszukiwanej sity G, wzgledem punktu 3 (punkt Rittera)
jest stosunkowo klopotliwe. Wyznaczajac rzuty sity G, na osie x i y oraz przyjmu-
jac punkt 2 za punkt ich przylozenia zauwazymy, ze moment sktadowej pionowe;j
wzgledem punktu 3 jest rowny zeru (jej kierunek przechodzi przez ten punkt). Za-
tem pozostaje nam tylko okreslenie momentu sktadowej poziome;j sity G,.,:

67



SM;3=V,-2,4-P-24-P,-1,2+G,_; -cosa-1,0=0
G, =(-60-2,4+10-2,4+20-1,2)/(0,923-1,0)=—104,01kN
Sitg K, ; wyznaczymy z sumy momentéw wzglgdem punktu 4:
d>Mp =P, 1,2+K | 3-sina-2,4=0
K3 =(-20-1,2)/(0,385-2,4)=-25,97 kN
Sitg¢ D, ; wyznaczymy z sumy momentow wzgledem punktu /:
>M; =V, 1,2-P;-1,2-D,3-0,5=0
Da3=(60-1,2-10-1,2)/0,5=120,00kN

0,50 , 0,50 , 0,50

TVA=60kN
. 120 120 120

7 7 7 7
Rys. 6-10. Schemat obciazenia dla przekroju [I-11
Site¢ G4 obliczymy zapisujac rownanie sumy momentéw wzgledem punktu 3 dla
odcigtej myslowo przekrojem //-11 lewej czgsci kratownicy (rys. 6-10):
SM3=V,-2,4-P-2,4-P,-1,2+G, 4 -cosa-1,0=0
G, 4=(—60-2,44+10-2,4+20-1,2)/(0,923-1,0)=—104,01 kN
Sitg K; , wyznaczymy z sumy momentéw wzglgdem punktu 4:
d>Mp=P,-1,2+P;-2,4-K; 4 -sinp-2,4=0
K;.4=(20-1,2+20-2,4)/(0,781-2,4)=38,41kN
Site D; s wyznaczymy z sumy momentow wzgledem punktu 4:
>My=V,-3,6-P-3,6-P,-2,4-P;-1,2-D; (-1,5=0
D3 6=(60-3,6—10-3,6—20-2,4—20-1,2)/1,5=72,00kN
Otrzymane wartosci sil sa zgodne z wynikami uzyskanymi w metodzie

rownowazenia weztow. Roznice nieprzekraczajace 0,2% wynikaja z btedu powstatego
przez zaokraglenie warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katéw a 1 S.

ROZWIAZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY)

Sity zewnetrzne dziatajace na kratownice dziela otaczajacy ja obszar na cze$ci
zwane polami zewnetrznymi, ktore oznaczamy kolejno literami alfabetu: a=j (rys.
6-11). Podobnie oznaczamy pola k+r, ograniczone przez prety kratownicy, ktore
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nazywamy polami wewnetrznymi. Oznaczenie takie pozwala traktowac kazda site
zewnetrzna oraz wewnetrzng jako granice dwoch sasiadujacych ze soba pol.

P,=20 kN
P,=20kN (&) Y4 (f) P,=20kN

Rys. 6-11. Schemat statyczny — podziat obszaru kratownicy na pola

W przyjetej skali sit (np. lcm=1kN) kreslimy wielobok sit zewngtrznych (rys. 6-
12) wykreslajac je zgodnie z kolejnoscia, w jakiej przylozone sa do weziow
kratownicy, przyjmujac najczgsciej prawoskrgtne okrazanie jej obwodu. Na tak
sporzadzonym wieloboku kazdemu polu zewngtrznemu odpowiada punkt (4, b, ¢, ..., ).

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie sit wewnetrznych w pretach kratownicy, ko-
lejno okreslajac warunki rownowagi wszystkich weztéw. Rozpoczynamy od wezta
A, w ktérym zbiegaja si¢ tylko dwa prety o nieznanych sitach. Wezet 4 jest w
rownowadze pod dziataniem sit, ab, bc, ck i ki, ktorych zapis wynika z prawo-
skretnego okrazenia wezta. Sity ab i b¢ sa znane, za$ pozostate dwie sity wyzna-
czymy, prowadzac z punktu c¢ prosta réwnolegta do kierunku sity ¢k, natomiast
z punktu j prosta rownolegta do kierunku sily & . Na przecigciu tych dwéch pro-
stych lezy punkt k . Z czworoboku a-c-k-j-b (a=b) odczytamy wartosci liczbowe
oraz znaki poszukiwanych sil. Sile ¢k odpowiada dtugo$¢ odcinka ck w przyjetej
skali sil, za$ jej zwrot jest zgodny z obiegiem prawoskretnym wokot wezta (od ¢ do
k). Tak wigc sita ck jest skierowana do wezta (pret jest $ciskany), natomiast sita kj
ma zwrot od wezta (pret jest rozciagany).

W podobny sposob wykre§lamy wieloboki sil dla pozostalych weztow,
okreslajac wartosci liczbowe i zwroty sit wewngtrznych w pozostatych pretach
kratownicy. Odpowiednio wigc, dla kolejnych weztéw, budujemy nastgpujace
wieloboki sit: dla wezta I czworobok c-d-I-k-c, dla wezta 2 czworobok d-e-m-I-d,
dla wezta 3 pigciobok j-k-I-m-n-j, dla wezta 4 pigciobok e-f-o-n-m-e, dla wezla 5
czworobok f-g-p-o-f1 wreszcie dla wezta 6 pigciobok j-n-o-p-r-j.

W wezle 7, wktérym pozostaje do wyznaczenia jedynie sita 7r, budujac
czworobok g-h-r-p-g, wyznaczamy jedynie prosta Ar, ktoéra musi by¢ réwnolegta
do preta Ar. W ten sposob otrzymujemy potwierdzenie poprawnosci wykreslenia
planu sit Cremony.
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10 kN
[E—

Sciskanie
rozcigganie

Rys. 6-12. Plan sit Cremony (opis w tekscie)

Pret c-k | k-j | d-l1|1-k |e-m | m-l ' m-n| n-j | f-0o | o-n | g-p | p-0 | p-r | r-j | h-r

Sila [kN] |-130{ 120 |-104| -26 |-104| -20 |38,5| 72 |-104|38,5|-104| -20 | -26 | 120 |-130

Tab. 6-1. Wartosci sit wewngetrznych w pretach kratownicy (wg planu Cremony)

Przyklad 6-2. Wyznaczy¢ analitycznie oraz graficznie sity w prgtach kratownicy
przedstawionej na rysunku 6-13.

8?? ~
Atgﬁ
ol M
S
N
A 1] 3| I 4 | 18] o
R TV o
TVA P,=30 kN P,=35 kN P,=45 kN P,=35 kN P.=30 kN TRB
200 |, 200 , 300 . 3,00 _ 200 | 200
7 7 g 7 7 7 7
‘L 14,00 )

Rys. 6-13. Schemat statyczny

tga=2,0/2,0=1,00 — 0=45,00"; sina=0,707; cosa=0,707
tgp=1,0/5,0=0,20 — P=1 1,31% sinf3=0,196; cosp=0,981
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ROZWIAZANIE ANALITYCZNE

Reakcje podporowe:
(1)  SMp=P-2+P;,-4+P;-7+P;-10+P;s-12—Ps-2—R5-14=0
(2) M=V, -14—P-12-P,-10-P;-7—-P,-4—P5-2—P¢-2=0
(3) 2X=Hx-Ps=0
z(1) Rp=(30-2+35-4+45-7+35-10+30-12-20-2)/14=84,64kN
z(2) Va=(30-12+35-10+45-7+35-4+30-2+20-2)/14=90,36kN
z(3) Ha=20kN
Kontrola: Y Y =V, +R =P, =P, —P; —P, —P5 =90,36+84,64—30-35-45-35-30=0

Wyznaczenie sil wewnetrznych w pretach:

Rownowaga wezla A (rys. 6-14) G
A-2

ZYZVA +GA72'SinU.=O H,=20 kN
Ga-»=-90,36/0,707=-127,81kN —> <D,

Y X=Hp+Da1+Ga_5-cosa=0 Va=90,36 kN

DA =-20+127,81-0,707=70,36kN Rys. 6-14. Wezet 4
Rownowaga wezla 1 (rys. 6-15) S

2 X=-Da+D13=0 Dyy<=—y—>D,,
D, 3=70,36kN i

>Y=S,,-P =0 P,=30 kN

Si-» =30kN Rys. 6-15. Wezet |

Przecigcie Rittera (przekroj I-1) (rys. 6-16)
ZMS ZVA '7—HA '3_Pl ‘5—P2 '3—D3_4 3 ZO
D3 4=(90,36-7-20-3—-30-5-35-3)/3=105,84kN

1,00

2,00
\
\

V, 90,36 kNT P,=30 kN P,=35 kN

5 8,00 , 200 | 200 3,00 5
7 7 7 7 7

Rys. 6-16. Schemat obciazenia dla przekroju /-1

ZMR Z—K3_5 ~sin0t-l2+P2 '12+P1 '10—VA -8=0
Ks_ s =(35:12430-10-90,36-8)/(0,707-12) =—0,34 kN
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> M3 =G, 5-8inB-12+V, -4—P;-2=0

G, 5=(-90,36-4+30-2)/(0,196-12)=—128,16 kN
Rownowaga wezta 3 (rys. 6-17)

>Y =K, 3-sina+K;_5-sina—P, =0
K,3=(0,34-0,707+35)/0,707=49,84kN

Rownowaga wezta 4 (rys. 6-18) K,; Kis TS4.5
2X=-D34+Dy =0 D1_3<‘—\3<Z> D, D, ,<——>D,;
D476 :105,841(N & ¢
Y =S, s—P; =0 P,=35 kN P,=45 kN
S4_s =45kN Rys. 6-17. Wezet 3 Rys. 6-18. Wezel 4

Przecigcie Rittera (przekroj 1I-1I) (rys. 6-19)
>M;=-Rp-2+D¢35-2=0

D¢_s =84,64kN
> Mg =—Kg_7-sina-12—Ps-2—P5-10+R 5-8=0

K7 =(-20-2-30-10+84,64-8)/(0,707-12)=39,74 kN
> M¢=-Rg-44P5-2—P4-2—G;s_;-sinfB-12=0

G5 7 =(-84,64-4+30-2-20-2)/(0,196-12)=—135,44kN

R—— R
ISANN
TRB =84,64 kN
8,00 .
1
Rys. 6-19. Schemat obciazenia dla przekroju II-11
Rownowaga wezta 6 (rys. 6-20)
> Y =Ks_g-sina+K4_;-sina—P; =0
Ks_6=(-39,74-0,707+35)/0,707=9,76kN
Rownowaga wezta 8 (rys. 6-21) Keg Kgs S,s
2X=-Des+Ds=0 D4—6<¥> De.g De.g 5l Dgg
Dy_p =84,64kN | |
2Y=S;4-Ps=0 P,=35kN P=30 kN
S;_g =30kN Rys. 6-20. Wezet 6 Rys. 6-21. Wezet 8
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Rownowaga wezla B (rys. 6-22)

7-B
> Y=Ry+G,_p-sina=0 DS,B:—BE
G;.5=-84,64/0,707=—119,72kN S
> X=-Dg 5-G7_g-cosa=0 R;=84,64 kNT
—84,64+119,72-0,707=0 (sprawdzenie) Rys. 6-22. Wezet B

ROZWIAZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY)

@ 5 NI
8? ~
gvgh
ol ™M
S
N
H,
AA 1 3] 4 6] 8] BA o
a0l o o 1 o | o7 oX%
TVA P,=30 kN P,=35 kN P,=45 kN PF35KN P=30kN  fg
L 200, 200 , 300, 300, 20 , 20 ,
} 14,00 ;

Rys. 6-23. Schemat statyczny — podziat obszaru kratownicy na pola

r
d
20 kN P,
p e
Rg|P,
o
N f
Pe
H,
a,c\ A‘b
P.
A / s
m /
9
P
\'/
A (10:1) A
h
k
$ciskanie P,
rozcigganie )
. 1
]

Rys. 6-24. Plan sit Cremony (opis w tekscie)
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Wielobok sit zewngtrznych sporzadzamy na podstawie wartosci reakcji podporo-
wych wyznaczonych metoda analityczna. Plan sit Cremony sporzadzamy wedhug
zasad oméwionych w przyktadzie 6-1, rozpoczynajac od wezta A, gdzie zbiegaja
si¢ dwa prety o nieznanych sitach. Wyniki rozwiazania przedstawiono w tabeli 6-2.

Pret b-j j-i j-k k-h b-1 I-k I-m m-g | m-n
Sita [kN]| -128 70,5 30 70,5 -128 50 -0,5 106 45

Pret n-f b-o 0-n o-p p-e p-r r-d c-r -
Sita [kKN]| 106 | -135,5 10 39,5 84,5 30 84,5 | -119,5 -

Tab. 6-2. Wartosci sit wewngetrznych w pretach kratownicy (wg planu Cremony)

Przyklad 6-3. Wyznaczy¢ analitycznie oraz graficznie sity w pretach kratownicy
przedstawionej na rysunku 6-25.

1,40
4x0,35

5 2,00 . 2,00 ) 2,00

N

N

N
RN

5 6,00

Rys. 6-25. Schemat statyczny

tga=0,35/2,0=0,175 — 0=9,93%  sina=0,172; cosa=0,985
tgp=1,05/2,0=0,525 — p=27,70%; sinp=0,465; cosp=0,885

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Reakcje podporowe:
(1)  ¥Ma=Rp 1,4+P -2+P, -4+P;-6-P,-1,05=0
2) >XMp=—Hj 1,4+P;-2+P,-4+P;-6+P;-0,35=0
(3) YY=Vo-P-P,—P;=0
z(1) Rg=(-10-2-10-4-15-6+10-1,05)/1,4=-99,64kN
z(2) Ha=(10-2+10-4+15-6+10-0,35)/1,4=109,64kN
z(3) Va=10+10+15=35kN
Kontrola: ¥ X=H, +R5—P;=109,64-99,64-10=0

Wyznaczenie sil wewnetrznych w pretach:

Analizujac obciazenie kratownicy mozemy zauwazy¢, zgodnie z zasadami poda-
nymi w rozdziale 6.1, ze prety 1-2, 4-6 1 5-6 sa pretami zerowymi (patrz rys. 6-3).
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Rownowaga wezla A (rys. 6-26) Sas
H,=109,64 kN |

Y X=Hjp+Dj_,-cosa=0 — =,
D =—109,64/0,985=—11131kN V.35 ""T ;
Y'Y =Va+Dy 5-sina+S, g=0

Sap=—35+111,31:0,172=—15,85kN Rys. 6-26. Wezet 4

Przecigcie Rittera (przekroj I-1) (rys. 6-27)
> M, =V,-2-H,-0,35+R3-1,05+Gp_;-1,05=0
Gp_1 =(—35-2+109,64-0,35+99,64-1,05)/1,05=69,52 kN
> Mg =V4-8—H, 1,4-Kp ,-sinf-8=0
Kg »=(35-8-109,64-1,4)/(0,465-8)=34,01 kN

RB='99,64 kN % B // 1G B-1

4x0,35
1,40

Rys. 6-27. Schemat obciazenia dla przekroju /-1
Przecigcie Rittera (przekroj II-1I) (rys. 6-28)

> M, =V, -2-H,-0,35+R-1,05+G,_4-1,05=0

G4 =(-35:24+109,64-0,35+99,64:1,05)/1,05=69,52 kN

> Mg =V, -8-Hp 1,4-P-6+K, 4-sinfB-4=0

Ky 4 =(-35-84+109,64-1,4+10-6)/(0,465-4)=-35,75kN
dM,;=V-4—H,1,4—P;-2-D; 3-cosa.-0,7=0

D, 3=(35-4-109,64-1,4-10-2)/(0,985-0,7)=—48,58 kN

B

RB=-99,64 kN % 1 // II G1.4 4 I

L
4x0,35
1,40

2,00 2,00 4,00

Rys. 6-28. Schemat obciazenia dla przekroju I71-11
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Rownowaga wezta 3 (rys. 6-29) TS3_4
> X=-D;,_3-cosa+Dj_s-cosa=0 —

1
D D,
Dy s ——48,58kN e | e
ZYZ—Pz —D2_3‘Sir10t+S3_4 +D3_5‘Sina=0 P2=10 kN
S3_4 =10kN N bo D2_3:D3_5 RyS. 6-29. WQZCl 3
Rownowaga wezta 5 (rys. 6-30) Sss
Kes T P=10kN
> X=-D3_5-cosa—K,_s-cosa—P; =0 5 -
K4_5=(48,58-0,985-10)/0,985=38,43kN 5 1
> Y =-Dj_s-sina+Ky 5-sina—P;+Ss5_6=0 P,=15kN
Ss_¢ =—48,58-0,172-38,43-0,172+15=0 (sprawdzenie) Rys. 6-30. Wezet 5

ROZWIAZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY)

1,40
4x0,35

. 2,00

L
1 1

Rys. 6-31. Schemat statyczny — podziat obszaru kratownicy na pola

Wielobok sit  zewngtrznych sporzadzamy na podstawie wartosci reakcji
podporowych wyznaczonych metoda analityczna. Plan sit Cremony wykreslamy
rozpoczynajac od wezta 4, gdzie zbiegaja si¢ dwa prety o nieznanych sitach. Wiedzac,
ze pret 5-6 jest zerowy, rozwigzanie mozemy takze rozpocza¢ od wezta 5. W takim
wypadku nie ma potrzeby wczesniejszego wyznaczania reakcji podporowych, ktorych
warto$ci odczytamy z planu sit Cremony. Wyniki przedstawiono w tabeli 6-3.

P, Rg
H,
a,d| c=m i=j b
A
P
e
h
VA P2 k
f
P, - .
g ————— $ciskanie
T0KN — rozcigganie

Rys. 6-32. Plan sit Cremony (opis w tekscie)

76



Pret | b-h | h-g | ci | i-h | e | j-i | jk | kf

k-1

l-e

c-m

m-1

Sila [kN]| -16 |-111,5] 69,5 | 34 | 69,5| 0 | -36 |-485

10

-48,5

0

38,5

Tab. 6-3. Wartosci sit wewngtrznych w pretach kratownicy (wg planu Cremony)

Przyklad 6-4. Wyznaczy¢ analitycznie oraz graficznie sity w pretach kratownicy

przedstawionej na rysunku 6-33.

3 /I s P,=15kN

P,=20 kN

14,00

Rys. 6-33. Schemat statyczny

tga=5,0/2,0=2,50 — 0=68,20°; sino=0,928; coso=0,371
tgp=2,0/4,0=0,50 — B=26,57"; sinp=0,447; cosp=0,894

ROZWIAZANIE ANALITYCZNE
Reakcje podporowe:

(1)  YMy=—-P,-74+P,-10+P;-14-V ;-4=0

2) >YMp=—P;-74+P,-6+P;-10+V, -4=0

(3) Y X=Hj -V, 1/tga=0; wg rownowagi wezta A

(4) Y X=H,+Hy-P =0

z (1) Vg=(-15-7+3510+20-14)/4=131,25kN

z(2) Va=(157-35-6-20-10)/4=-76,25kN

z(3) Ha=-76,251/2,5=-30,50kN

z(4) Hp=30,50+15=4550kN

Kontrola: Y=V, +Vp—P,—P;=-76,25+131,25-35-20=0

5,00

7,00
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Wyznaczenie sil wewnetrznych w pretach:

Przecigcie Rittera (przekroj I-1) (rys. 6-34)
>M,=Dg_,-sino-4+P,-8+P;-12—P;-2=0

Dg_, =(-35-8-20-12+15-2)/(0,928-4)=—132kN
> M, =—G 3-cosp-2+P,-4+P;-8—P;-2=0
G3=(35-4+20-8-15-2)/(0,894-2)=151,01kN
> X=—Gj_3:cosp—Dp_5-cosa—S; , —P; =0

S »,=-151,01.0,894+132.0,371-15=-101,03kN

3 s P,=15kN

\ P,=35 kN

4,00 3

4,00

P,=20 kN

[ 7 7

Rys. 6-34. Schemat obciazenia dla przekroju /-1

Rownowaga wezta 1 (rys. 6-35)
> X==G_1-cosa+Kp -cosa+S; , +G3-cosp=0
G =Kp;-101,03/0,371+151,01-0,894/0,371
Ga1=Kp1+9157
Y'Y =-Gp-sina—Kg_;-sina+G_3-sinff=0
—(Kg_1+91,57)-sino—Kp_;-sina+Gy_3-sinf=0
Kg 1 =(-91,57-0,928+151,01-0,447)/(2-0,928)=—9,42kN
G 1=-9,42+91,57=82,15kN

Rownowaga wezla 2 (rys. 6-36)
> Y =-Dg_,-sina+S, 3=0

S, 3=-132.0,928=—122,50kN

Przecigcie Rittera (przekroj 1I-1I) (rys. 6-37)
>M;3=D;,_4-2+P,-4+P;-8=0

D, 4 =(-35-4-20-8)/2=—150kN
SM;=-G;3.5-2—P-2+P;-4=0

G35 =(—15-2+20-4)/2=25kN
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S 1-2
G A1 KB-1

Rys. 6-35. Wezet 1

? Srs

SE—T>
1-2 /2 D2_4
D

B-2

Rys. 6-36. Wezet 2



ZY=K3_4 'Sinﬁ—Pz —P3 =0
K54 =(35+20)/0,447=123,04kN

3 Gas /11 5 P,=15kN
K 3-4 \
D2-4 |
Raii 4& 6&
P,=35 kN P,=20 kN
L 4,00 L 4,00 L
1 7 1

Rys. 6-37. Schemat obcigzenia dla przekroju II-11
Rownowaga wezla 5 (rys. 6-38)
> X=—G3_5—P+G5_¢-cosp=0
G5.6=15+25/0,894=44,74kN

. G5—6
ZYZ—S4_5 —GS_G'SIHBZO P =15 kN
_ _ 5 17 D4—6 6
S4_s =—44,74.0,447 =—20kN e v J,
- G
Rownowaga wezla 6 (rys. 6-39) ¢S4.5 0 P,=20 kN

> X=-D4 6—Gs_4-cosp=0 Rys. 6-38. Wezel 5 Rys. 6-39. Wezet 6
D,_¢=—44,74-0,894=—40kN

ROZWIAZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY)
s s P=15kN
e

4,00
14,00 L

71

Rys. 6-40. Schemat statyczny — podziat obszaru kratownicy na pola
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Wielobok sit zewnetrznych sporzadzamy na podstawie wartosci reakcji
podporowych wyznaczonych metoda analityczna. Plan sit Cremony (rys.6-41)
wykreslamy rozpoczynajac od wezta B lub 6, w ktorych zbiegaja si¢ po dwa prety
o nieznanych silach. Wartoéci oraz zwroty wyznaczonych sit przedstawiono
w tabeli 6-4.

10 kN —— Sciskanie
———— . .
— rozcigganie

Rys. 6-41. Plan sit Cremony (opis w tekscie)

Pret g-h | h-e | b-i | i-h | g-b i-j je | b-k | kij | k-1 | I-d | c-l
Sita [kN]| -9,4 +131,9/150,9| -101 |-82,1 [-122,5|-150 | 25 | 123 | -20 | -40 (44,7

Tab. 6-4. Wartosci sit wewngetrznych w pretach kratownicy (wg planu Cremony)
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6.4. Przyklady do rozwigzania

Przyklad 6-5. Dla kratownic pokazanych na rysunkach 6-42 i 6-43 wyznaczy¢
reakcje podporowe oraz sity wewngtrzne w pretach.

¢P1=10 kN ¢P2=15 kN

~ P=5kN

8
NNNN
‘L 1,50 ‘L 1,50 ! 1,50 /‘L 1,50 ‘L
2) ¥ 6,00 4
P,=5 kN
R
o
R
o
P,=35 kN
L 2,00 L 2,00 L 2,00 L
7 7 6.00 7 7
b) 4& ’ 4&
¢P1 =5 kN ¢P2=15 kN $P3=45 kN lP4=5 kN ¢P5=20 kN
S
38
N

, 100 2,00 5 2,00 , 100 )
7 7 7 7 7
’ 6,00 )
C) 1 1

Rys. 6-42. Schematy statyczne kratownic do samodzielnego rozwiazania

81



82

0,75

w
N
o
| 1,50 L 1,50 L 1,50 L 1,50 L
7 7 7 7 (
| 6,00 L
a) 71 1
$P1=25 kN

-
50

P,=10 kN P;=20 kN o
[T9)

NNNNY
L 1,50 L 1,50 L 1,50 L 1,50 L
1 7 7 7 7
L 6,00 L
b) 7 7

Rys. 6-43. Schematy statyczne kratownic



7. Charakterystyki geometryczne

7.1. Wiadomosci ogolne

Obciazenie przytozone do elementu konstrukcyjnego powoduje powstanie w nim
pewnych sit, ktéore nazwaliSmy sitami wewngtrznymi. Zasady ich wyznaczania
zostaty szeroko omdwione w pierwszej czgsci pracy. Sily te wywotuja w materiale
stan naprezenia. Mozna w duzym uproszczeniu powiedzie¢, ze projektowanie
polega na doborze materiatu i ksztaltu przekroju w taki sposob, aby przy danym
obciazeniu i schemacie statycznym, element konstrukcyjny nie ulegt zniszczeniu
1 nadmiernemu odksztatceniu zaktdcajacemu prawidtowa eksploatacje.

Dobdr ksztattu polega na analizie charakterystyk geometrycznych (pole
przekroju, momenty bezwladnosci, wskazniki wytrzymatosci oraz promienie
bezwladnos$ci), ktorej celem jest wylonienie ksztattu przekroju o jak najlepszych
parametrach przy jak najmniejszym zuzyciu materialu (mniejszy cig¢zar konstrukcji).

W praktyce inzynierskiej zwykle mamy do czynienia z przekrojami, ktore mozna
sprowadzi¢ do uktadu kilku figur prostych (suma lub r6znica) o charakterystykach
ogolnie znanych (tab. 8-1) i takie zadania beda przedmiotem niniejszego rozdziatu.

7.2. Srodek ciezko$ci przekroju

Srodek ciezkosci jest punktem skupia-
jacym cigzar ciala. Jego potozenie zalezy
tylko od ksztaltu geometrycznego prze-
kroju (figury plaskiej), przy zalozeniu, ze
grubo$¢ tej figury jest stala i znikomo mata
w stosunku do pozostatych wymiarow oraz 0 Tox
ze jej cigzar jednostkowy jest staty.

Rys. 7-1. Wspotrzedne $rodka cigzkosci G

Wyznaczenie polozenia $rodka cigzkosci G polega na okresleniu jego
wspotrzednych xg, yg W przyjetym uktadzie osi x i y (rys. 7-1) wedtug ponizszych
roéwnan:

S ZAi'Xi S ZAi'yi
_Dy _i=l _Px _i=l _1
XG A n A s (7 )
YA, 2A;

gdzie: S,, S, - momenty statyczne pola przekroju, odpowiednio wzglgdem osi x 1y,
A - pole powierzchni przekroju,
A; - pole powierzchni figury prostej i (A=24;) o znanym $rodku cigzkosci,
X;, yi - wspotrzedne $rodka cigzkosci figury prostej i,
n - liczba figur prostych, na ktore podzielono przekrdj.

Osie przechodzace przez $rodek cigzkosci przekroju nazywac bedziemy osiami
srodkowymi. Moment statyczny wyznaczony wzgledem tych osi jest rowny zeru,
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wzgledem inaczej usytuowanych osi przyjmuje natomiast wartosci dodatnie lub
ujemne. Jesli przekr6j ma o$§ symetrii, to jego srodek cigzkosci lezy na tej osi. Jesli
za$ przekroj ma dwie osie symetrii, to jego $rodek cigzkoSci jest punktem
przecigcia sig tych osi.

7.3. Momenty i promienie bezwladnosci przekroju
Moment bezwladnosci przekroju wzgledem osi uktadu odniesienia (prostej) jest
rowny sumie iloczynow pol czesciowych, na jakie podzielono przekroj,
i kwadratow ich odlegtosci od tej osi (rys. 7-2). Mozemy zatem zapisac:
L=YAyi; Iy =Y A, (7-2)
i=l i=1
gdzie: A4; - powierzchnia pola czgsciowego i (4=24,),
X;, yi - wspblrzedne Srodka cigzkos$ci pola cze$ciowego i,
n - liczba pdl czgsciowych, na ktore podzielono przekro;.
Biegunowy moment bezwladnosci przekroju jest rowny sumie iloczynow pol
czesciowych i kwadratow ich odlegtosci od bieguna 0 (rys. 7-2). Zapiszemy wigc:

=3 A 17 =3 A (x> +yid) =1, +1, (7-3)
i=1 i=1

gdzie r; - odleglo$c¢ srodka cigzkosci pola czgsciowego i od bieguna 0.
A;, n -jak w rébwnaniu 7-2,

Moment dewiacji (odsrodkowy moment bezwladnosci) jest rowny sumie
iloczynow pol czgsciowych i ich odleglosci od osi x, y przyjetego uktadu
odniesienia (rys. 7-2). ROwnanie ma zatem postac:

ny:iAi'Xi'yi 5 (7'4)
i=l

gdzie: A;, x;, y; - jak w rdbwnaniu 7-2.

0 Mx
Rys. 7-2. Srodek cigzkosci pola czesciowego 4; Rys. 7-3. Osie glowne centralne &, 7

Wartosci momentéw bezwladnosci 1., I, oraz I, przyjmuja zawsze wartosci
dodatnie, natomiast moment dewiacji D,, moze by¢ dodatni, ujemny lub rowny zeru.

Jak zauwazyliSmy wartosci momentow bezwladno$ci zaleza od przyjetego
uktadu odniesienia, co ma duze znaczenie przy projektowania konstrukcji. Przez
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srodek cigzkosci przekroju mozemy poprowadzi¢ nieskonczenie wiele osi uktadu
prostokatnego. Jednak najwazniejszy jest taki uktad osi, wzgledem ktorego momenty
bezwladnosci przyjmowac beda wartosci ekstremalne (np. I, osiagnie maksimum,
al, minimum). Osie takie nazywaé bedziemy osiami glownymi centralnymi,
amomenty wyznaczone wzgledem tych osi glownymi centralnymi momentami
bezwladnosci. Potozenie osi gldwnych centralnych & 5 okreslimy wyznaczajac kat,
o jaki nalezy obroci¢ dowolnie przyjete osie centralne xy, yy (rys. 7-3):

tg2cpo=—2'Dx°y° , (7-5)
Iyo _Ixo
gdzie 1.y, 1,y oraz D,y ,, sa momentami bezwladno$ci wyznaczonymi wzgledem osi
centralnych x,, yy. Przy dodatniej wartosci kata ¢, nalezy dokona¢ obrotu osi
centralnych przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara (w lewo).

Znajac momenty bezwladnosci 1y, I,y oraz D, ,y wyznaczone wzgledem osi
centralnych xy, yp mozemy takze wyznaczy¢ wartosci tych momentéow wzgledem
dowolnego uktadu osi x, y rownoleglych do xy, yy. Wykorzystamy w tym celu
twierdzenie Steinera, ktore pozwala na sformutowanie nastepujacych zaleznosci:

I, =l +Ays, (7-6)
I, =T, +AXg, (7-7)
Dyy =Diygy +AXGYq - (7-8)

Wartosci momentow bezwladnosci wzgledem osi gtéwnych centralnych &, n
(gléwnych momentéw bezwladnosci) obliczymy wedtug wzorow:

L. =1, -cos@o+1y, -sin @ —D gy, -SIN2-Qy (7-9)
I, =1y, -sin> @o+1,, -cos® @ +Dy,y, sin2-¢g, (7-10)

gdzie ¢, jest katem obliczonym wedtug réwnania 7-5. Moment dewiacji przekroju
wzgledem osi gtownych jest rowny zeru.

Promien bezwladnosci przekroju jest rowny pierwiastkowi kwadratowemu
ilorazu momentu bezwtadnosci wzgledem osi i pola powierzchni przekroju:

N TS
lx: —, 1, =.,|— . 7-11
A y A ( )

Glowne centralne promienie bezwtadnosci przekroju obliczymy podstawiajac we
wzorach 7-11 gléwne centralne momenty bezwtadnosci.

7.4. Wskaznik zginania przekroju

Wskaznik zginania przekroju (wskaznik wytrzymatoSci na zginanie)
wyznaczamy jako iloraz gltéwnych centralnych momentéw bezwladnosci
i odleglosci skrajnych wiokien przekroju od osi gléwnych centralnych. Dla
przekroju przedstawionego na rysunku 7-4 zapiszemy zatem:
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1
wEst o wiel we (7-12)
Yg Yad X max

gdzie: Xpax Vg Va - 0dleglosci skrajnych wiokien przekroju odpowiednio od osi
glownych centralnych x i y.

y

Xmax |, Xmax

=
< dh

Rys. 7-4. Skrajne wtokna przekroju

7.5 Przyklady liczbowe

Przyklad 7-1. Okresli¢ charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego
na rysunku 7-5.

*yz}’O
AT AT ‘ AT
|
[t} Gt Af o
R | @
- ) —
G, | Gse ‘ﬁ
© 8| | © =
) hARSECINN d__X
o |
o N
15} ©|
+ G,y o
o I ~
1Y | )
| n
I =
L Xma=15 D Xmax=15 |
7 7 7
| X
T Sy e
L 10 L 10 L 10 L
7 7 7 7
L 30 L
7 7

Rys. 7-5. Schemat przekroju

Charakterystyki geometryczne przekroju obliczymy dzielac go na cztery figury
proste o znanych parametrach. Rozpatrywany przekr6j ma o$§ symetrii, na ktorej
znajduje sig¢ jego srodek ciezkosci. W przyjetym uktadzie wspotrzednych os x
przechodzi przez dolna podstawe prostokata 4, a o§ y pokrywa si¢ z osia symetrii
przekroju. Srodki ciezkosci figur prostych w uktadzie osi x, y maja wspotrzedne:

e prostokat /, wymiary 30x5 cm, Gy (0;27,50),

o trojkat prostokatny 2, wymiary 10x5 cm, G, (-8,33;23,33),
o trojkat prostokatny 3, wymiary 10x5 cm, G; (8,33;23,33),
e prostokat 4, wymiary 10x25 cm, G4 (0;12,50).
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Pole powierzchni przekroju:
A=A1+A,+A;+A,=30-5+2-0,510-5+10-25=150+2-25+250=450cm?>

Moment statyczny przekroju wzgledem osi x:

Sy=A1yi+Ayy2+A5 Y3 +A4Y,

Sy =150-27,50+25-23,33+25-23,33+250-12,50=8417cm’®
Wspolrzedna $rodka ciezkoS$ci przekroju:

y6 =S, /A=8417/450=18,70cm

Momenty bezwladnoS$ci przekroju wzgledem osi centralnych x;, y,:

Ixo =IXOI +A1 'ylz +Ix02 +A2 'Y22 +Ix03 +A3 'Y32 +Ix04 +A4 '}/42

<3 <3 3
30°5 +150-(8,80)2+2-103§ +2:25-(4,63)% + 101225 +250-(=6,20)2 =35700cm*

Iy, =

2
I +A1 ‘X1 +Iy02 +A2 ‘X +Iy03 +A3 ‘X3 +Iy04 +A4 ‘X4

yo YOl

. 3 . 3 . . 3
I, =53O 20 05833242 10° +25.8.33) + 2210
12 36 6

Ig =1, +1,=35700+17080=52780cm*

=17080cm*

Jako Ze oS yy jest osia symetrii przekroju, moment dewiacji wyznaczony wzgledem
osi centralnych xy, y jest rowny zeru. Osie te sa zatem osiami gtéwnymi.

Glowne centralne promienie bezwladnosci:

/ /35700 62 ~89lcm
A
}I f
17080,56 1708056 _ ¢ 16cm

Wskazniki zginania przekroju:

I
we =0 BT002 3590
Ve 11,30
Iy
o Lo 3570062 000 s
0 Yad 18,70
I
W o :17080’56:1139cm3

Y X max 15

Srodek cigzkosci przekroju mozemy tez wyznaczy¢ wykreslnie, dzielac go na figury
proste, podobnie jak to mialo miejsce przy rozwiazaniu analitycznym. W srodku
ciezkosci kazdej figury zaczepiamy po dwa wektory o kierunkach wzajemnie
prostopadlych. Wyrazaja one jej ,;mas¢”, zatem musza by¢ proporcjonalne do pola
powierzchni takiej figury. Tak okreslone wektory dodajemy metoda wieloboku.
Punkt przecigcia si¢ wypadkowych wyznacza $rodek cigzkos$ci przekroju.
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G,
NN
G,
5
G,1 2
G
w|
o Jores fo
\V G4 O (biegun)
\
2
\ 5
Wl 4 T~

Rys. 7-6. Wykreslne wyznaczenie §rodka cigzkoSci

Przyklad 7-2. Okresli¢ charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego
na rysunku 7-7.

30

25

- o
N
N

N

Rys. 7-7. Schemat przekroju

Charakterystyki geometryczne przekroju wyznaczymy dzielac go na trzy figury
proste o znanych parametrach. Srodki ciezkosci tych figur w przyjetym ukladzie
wspotrzednych x, y wyrazaja wspotrzedne:

e prostokat /, wymiary 20x5 cm, G, (10;27,50),
o trojkat prostokatny 2, wymiary 10%30 cm, G, (23,33 ;20),
e prostokat 3, wymiary 10x25 cm, G4 (15;12,50).

Wykreslne okreslenie $rodka cigzkosci przekroju przedstawiono na rysunku 7-8.
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O (biegun)

| .

1 ‘ 2

7& 4
1 1W N~

Rys. 7-8. Wykreslne wyznaczenie srodka ciezkosci

Pole powierzchni przekroju:

A=A +A,+A3+A,4=20-5+0,5-10-30+10-25=100+150+250=500cm?

Moment statyczny przekroju wzgledem osi x, y:

Sy=A-y+A5-y, +A3-y;=100-27,50+150-20+250-12,50=8875cm*

Sy =A;-X;+As-X2+A;-x;3 =100-10+150-23,33+250-15=8250cm’
Wspoélrzedna Srodka ciezkosci przekroju:

Xg=S,/A=8250/500=16,50cm

y6 =Sx/A=8875/500=17,75cm

Momenty bezwladnos$ci przekroju wzgledem osi centralnych x,, yy:

Lo =L A1y +l, A0 y2 + 1y +As Y5

20-5° 10-30° 10-253
o= +100-(9,75)2+T+150-(z,25)2+—

+250-(=5,25)* =37885cm*

[

2 2 2
IYO :Iym +A1 ‘X1 +Iy02 +A2 ‘X9 +Iy03 +A3 ‘X3

~5:20° 30-10° 25:10°
2

I +100-(~6,50)> JFT+150-(6,83)2 + +250-(~1,50)2 =18035cm*

Yo
Ig =1, +1,, =37885+18035=55920cm*

Momenty dewiacji przekroju wzgledem osi centralnych x,, yy:

DXOYO :DXYOI +A1 ‘X1'Y1 +ny02 +A2 ‘X2Y2 +ny03 +A3 ‘X3°Y3
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102302

D,yy0 =0+100-9,75.(~6,50)+ 1150-2,25-6,83+0+250-(=5,25)-(<1,50)
Doy =—814cm*

Polozenie osi glownych centralnych:

2.D (=
sovo 281D e5 .
I,, -1, 18035-37885

singy=0,041; cospy=0,999; sin2¢py=0,082

200 =4,69°; ®o =2340

tg2po =

Glowne centralne momenty bezwladnosci:

I =14, -cos? @y +1y, -sin? @, —Dyyy, -sin2-@g
I =37885-0,999% +18035-0,041% +814-0,082=37906cm*
I, =14, -sin? @, +1y, -c0s? @ +Dyqgyo SIN2-Qg

I, =37885-0,041% +18035-0,999% —814-0,082=17996cm*

Gléowne centralne promienie bezwladnosci:

l

ic= —éz,/wz&ﬂcm
AV 500
I

L /17996:6cm
AV 500

Wskazniki zginania przekroju:

I I
Wl =223 936 em® ; Wi=—5=2% 5150 em?
mo 1291 na 17,88
I I
Tﬁz—”=17996=1125 cm® ;W =—“=—17996=1286 cm’
& 1599 & 1399

Przyklad 7-3. Okresli¢ charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego
na rysunku 7-9.

Odleglosé Charakterystyl.(i gef)metryczne dla osi
Przekréj $rodka gl Ly
Element cigzkosci X-X y-y
I, W, iy I, W, iy
cm’ cm cm’ cm’ cm cm’ cm’ cm
1200 33,5 - 2140 | 214 8,00 117 | 26,0 | 1,87
L 160 24,0 1,84 85,3 18,3 1,89 925 116 6,21

Tab. 7-1. Charakterystyki geometryczne dla zadanych profili stalowych
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11,25
9,80
11,05

11,84
13,29

17,95

Rys. 7-9. Schemat przekroju

Rozpatrywany przekréj ma o$ symetrii, na ktoérej znajduje si¢ jego s$rodek
cigzkosci. Przyjeto uklad wspotrzednych zgodny =z osiami centralnymi
dwuteownika, gdzie oS yy jest zarazem osia symetrii catego przekroju.

Pole powierzchni przekroju:

A=A +A,+A;=152,50+33,50+24=95cm?
Moment statyczny przekroju wzgledem osi x,:

Sxey =A1'Y1+A, -y, +A3-y3=15-2,50-11,25+33,50-0+24-(-11,84)=137,72 cm?
Wspolrzedna Srodka ciezkosci przekroju:

VG =Sy, /A=137,72/95=1,45cm yg =Sx/A=8416,50/450=18,70cm
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Momenty bezwladnos$ci przekroju wzgledem osi centralnych x,, yy:

Ixo =IX01 +A1 'Y12 +Ix02 +A2 'y22 +Ix03 +A3 ‘y32
L 15:(2,5)°

IXOZ -

+37,5-(9,80) +2140+33,5-(1,45)* +85,3+24,0-(13,29)? =10155,70 cm*

1413
Ly, =1y, +1y0 +1ys =%+117+925=1745,lo cm*

I =1, +I,=10155,70+1745,10=11900,80cm*

Jako ze, o$ y, jest osia symetrii przekroju, moment dewiacji wyznaczony
wzgledem osi centralnych x, y, jest rowny zeru. Osie te sg zatem osiami gldéwnymi.

Glowne centralne promienie bezwladnosci:

iy, =1/Iﬂ=1/—10155’70 =10,34cm
A 95
1

. L, _ [1745.10 429em
A 95

Wskazniki zginania przekroju:
Iﬂ _10155,70

W = =919,10cm’
ye 1105
‘ Ly :10155’70=565,80cm3
© ya 17,95
I
W, =—"-= 17485’10 =218,10cm’
Xmax
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8. Tablice pomocnicze

Tab. 8-1. Charakterystyki geometryczne figur ptaskich (opracowano na podstawie [5, 8])

Pole

Polozenie

. . . Moment Wskaznik
powierzchni srodka - L
[ . PR bezwladnosci zginania
Przekroj przekroju ciezkosci
A e I W
cm’ cm cm’ cm’
1 2 3 4 5
b-h’
y Yo [X = 3
e h-b’ b-h’
G e, =b/2 L== Wy =
< xs | A=b-h ,
“ e,=h/2 b-h h-b2
IXO_ 12 Wy()_ 6
X 3
b I 0_h-b
Y 12
y Yo .
AT h
= - L=l =— h’
- G Ap? e, =h/2 Y3 on—Wyo :?
7 i e, =h/2 h*
-~ IxO _IyO =75
h X 12
+—
y
A4 _bh’ . bh’
V) 024
< _ _ h-b’ b-h2
G A=0,5-b-h e, =h/3 .= T Wi = >
sA 3 ;
b-h h-b
T b2 b2 0" 36 A
A2 B2y
I _b-h3
12 b-h?
N\ h-b’ Wo="24
% T2 . bh’
W =
X ex :b/3 3 x0
= ¥ 55\ A=0,5-b-h _bh 12
x e, =h/3 736 , _hb?
2 h-b’ W=
X yo = 2
—— |
x0y0:_ 72
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Tab. 8-1. Cd.

1 2 3 7 S
y ) 3
-D -D
A=nR’ Ix:Iy_TE64 Wx:Wy:n?)Z
_ R* R?
Ix:Iy:n4 Wx:Wy:Tc4
I =1 _71',~D3-t 3 _n-D2~t
- Y9 TNy Ty
IX:Iy:n.R3.t Wx:Wy:TC'RZ't
4
- AR IX:1y:“1'2'; WE =0,191-R’
“ N | 2 e, =042R . | WS =0259-R?
2 -1 =R \ \
Da:> X A:TE~D x Ty T 3 _TE'D _TE'R
T i 1,=0,1098R* o648
ey Yo A_TC~R2 Ix:Iy:0,196'R4 3
{X I e, =040k | N [WE =W =0I0R
Gg X TE.DQ ey:0’42.R e . Wd IWI :0,13-R3
N I,,=-00165R*| *
7&% 16 x0y0 — ’ :
Yo
P B-H’-b-h’ B-H’-b-h’
¢ E e | W=
I < " 12 6H
. °l A=B-H-b-h _ \ \ X .
° H-B’-h-b H-B>-h-b
Y M e
b
S
Yo
o AN B-H’-b-h’ B-H’-b-h’
Ox == =
‘L x0 12 x0 6H
I < RS e
Gl | *|A=B-H-b-h . Io=(H h)-B . 0:(H h)-B .
° Y 12 y 6B
o h(B-by hB-b)
7£’487~£~4 12 6B
A
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Tab. 8-2. Wartosci reakcji podporowych, sit wewnetrznych i maksymalnego ugigcia
belek jednoprzestowych (opracowano na podstawie [5, 8])

L Schemat belki Wartosci r.eakcji podporowych
p- oraz sit wewnetrznych
1 2 3
Hy P
B 4
Maa vV,=P; M,=M_,,=P-L
Va . X M, =—P-x
1 # t T, =P
M | [T TTeree .
max_3'E'I
Y P
ST
q
HA; WW
(= ! :
MA VAzq.L; MAszax:(q'L) /2
th s M, =—0,5-q-x>
L L
2 7 7 szq.x
T T ¢ _al
max_8‘E'I
H, lP
T /\A 1 B
\ W V,=R,=0,5-P
t‘;A 1Rs x<0,5-L: M, =0,5-P-x; T, =0,5-P
T2, w2, | x205-L: M =05-P-(L-x); T, =—0,5-P
3 ’ ! .
\L = * Mmax:%
3
MX Mmax fmax :4:[8) Iél I
VA
P q Rg
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Tab.

8-2. Cd.

2 3
P
il l b a
A 1 B _p.—. _p.%
- 8L vV, =P L R,=P L
tVA tRB x;<a: M=V, x;; T =V,
Ximi g, x,2a: M,,=Ry-(L-x,); T,,=—Rj
SO b k M P-a-b
L L L max
7 7
3.(L2 dlaa>b
AR | - ﬁ ansz
v 1B mx = o ET —— % [3:(1*-b%)’; (dlaa<b)
P H Rg
PRPPP V. =Ry =05-P-(n-1)
A B . _
(n-1)P o M, ZE.l.n_’ T,=V,
t f. ol
Lepcpccpcpcy M, = -2-n ; T,=V,—P
A A A ) n
L n-c=L L
7 7 P-L —
M,=2L3 03 p v op
MW 2 " n
;
M2 g P-L M, L
P Mmax = Inx T
ki W B
5 n 2 3 4 5 6 7
Pi % R, | [ 4 3 2 166 | 133 1,16
P | 12 939 | 10,1 | 952 | 981 | 9,56
PIPPPIP V,=R,=0,5-P-n
2 P 8 P-L
: " N M, =—=; T,=V,
4
'V" tRB P.L 3:n—41
/2, ¢ cpcpcy 02 M,=———; T,=V,-P
A A 4 n
L n-c=L L
7 7 P-L 5n-4-(1+2
6 M= Lm0y op
M2 g P-L LY .
P Mmax = Igx T
izt e e
5 n 1 2 3 4 5 6 7
pwﬁ R, | [ ] 4 4 24 2 1,54 | 133 | LI2
P e | 12 [ 872 [ 10,19 ] 937 | 9,82 | 949 [ 9,72
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Tab. 8-2. Cd.

2 3
q
A ERERURRERE
A B
S &< V,=R;=0,5-q-L
i R M, =05-q-x-(L-x)
}—X" Tx:VA_q.X
4 L £ :q-Lz
max 8
M
’ M _5.q-L
[ " TRAE ]
R,
: 2-b 2
Ha 17114 VA:q-a-( : +a); R, =42
A 1 B 2L 2L
A INNNNN
tVA tRB Xsa Mx=M1'§+M; T,=V,—qx
X a
.. b, | x2a: M =Rye(L-x); T,=-R,
7 7 7 5 5
¥ L ¥ :VA : Ml:q-a -b
w max 2 2-L
MX Mma>|<V|1 a:b: VA —qu’ RB:qu
8 8
v H%MTX 9 !
" TTTIEITIIR mx =52 L5 My =—q-L?
Xo B 128 16
q
e (711 g-cb g-ca
A 2 B V.= ; Rg=
h c/2 cl2 SN L L
1Vj%% R, | XS(@-¢/2): M, =V, -x; T, =V,
X (a—c/2)<x<(a+c/2): T,=V,—q-(x—a+c/2)
P SR E—" x>(a+c/2): M =R,-(L-x); T,=—R,
+ - + R .2
Mmax:M1+ A
2-q

a=b:

M,=V,(a-c/2); M,=Ry;-(b—c/2)

M., :%-(L—CQ)
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Tab. 8-3. Dwuteowniki normalne wg PN-91/H-93407 [3]

R
bi/4
Wyréznik Wymiary przPe(lllri)ju Masa |Moment bezwtadnosci wy\:gl;?jg(l)(s'ci Promien bezwladnosci
OZUaCIZGma ho | b || v | R | R A m I, 1, W, W, i i,
mm cm’ kg/m cm? cm’ cm
80 80 42 3,9 59 3,9 23 7,58 5,95 77,8 6,29 19,5 3,00 3,20 0,91
100 100 50 4,5 6,8 4,5 2,7 10,6 8,32 171 12,2 34,2 4,88 4,01 1,07
120 120 58 5,1 7,7 5,1 3,1 14,2 11,2 328 21,5 54,7 7,41 4,81 1,23
140 140 66 5,7 8,6 5,7 3,4 18,3 14,4 573 352 81,9 10,7 5,61 1,40
160 160 | 74 | 63 | 95 | 63 | 3,8 22,8 17,9 935 54,7 117 14,8 6,40 1,55
180 180 | 82 | 69 | 104 | 69 | 41 27,9 21,9 1450 81,3 161 19,8 7,20 1,71
200 200 90 75 | 11,3 | 7,5 4,5 33,5 26,3 2140 117 214 26,0 8,00 1,87
220 220 98 8,1 122 | 8,1 4,9 39,6 31,1 3060 162 278 33,1 8,80 2,02
240 240 | 106 8,7 | 13,1 | 8,7 52 46,1 36,2 4250 221 354 41,7 9,59 2,20
260 260 | 113 94 | 141 | 94 5,6 53,4 41,9 5740 288 442 51,0 10,4 2,32
300 300 | 125 | 10,8 | 16,2 | 10,8 | 6,5 69,1 54,2 9800 451 653 72,2 11,9 2,56
340 340 | 137 | 12,2 | 183 | 122 | 73 86,8 68,1 15700 674 923 98,4 13,5 2,80
360 360 | 143 | 13,0 | 19,5 | 13,0 | 7,8 97,1 76,2 19610 818 1090 114 14,2 2,90
400 400 155 144 | 21,6 | 144 8,6 118 92,6 29210 1160 1460 149 15,7 3,13
450 450 170 16,2 | 24,3 | 16,2 9,7 147 115 45850 1730 2040 203 17,7 3,43
500 500 | 185 | 18,0 | 27,0 | 18,0 | 10,8 180 141 68740 2480 2750 268 19,6 3,72
550 550 | 200 | 19,0 | 30,0 | 19,0 | 11,9 213 167 99180 3490 3610 349 21,6 4,02
600 600 | 215 | 21,6 | 32,4 | 21,6 | 13,0 254 199 139000 4670 4630 434 23,4 4,30




Tab. 8-4. Dwuteowniki réwnolegloscienne wg PN-91/H-93419 [3]

. Pole . Wskaznik Promien
WyréZnik Wymiary przekroju Masa | Moment bezwladnosci wytrzymatoSci bezwladnosci
oznaczenia - -
Ior hol e | ] w R A m I, 1, W, W, i i,
mm cm? kg/m cm* cm’® cm
80PE 80 46 3,8 52 5 7,64 6,0 80,1 8,49 20,0 3,69 3,24 1,06
100PE 100 55 4,1 5,7 7 10,3 8,1 171 15,9 34,2 5,79 4,07 1,24
120PE 120 64 4.4 6,3 7 13,2 10,4 318 27,7 53,0 8,65 4,90 1,45
140PE 140 73 4,7 6,9 7 16,4 12,9 541 44,9 77,3 12,3 5,74 1,65
160PE 160 82 5,0 7,4 9 20,1 15,8 869 68,3 109 16,7 6,58 1,84
180PE 180 91 53 8,0 9 23,9 18,8 1320 101 146 222 742 2,05
200PE 200 100 5.6 8,5 12 28,5 22,4 1940 142 194 28,5 8,26 2,24
220PE 220 110 5,9 9,2 12 334 26,2 2770 205 252 37,3 9,11 2,42
240PE 240 120 6,2 9,8 15 39,1 30,7 3890 284 324 473 9,97 2,69
270PE 270 135 6,6 10,2 15 459 36,1 5790 420 429 62,2 11,2 3,02
300PE 300 150 7,1 10,7 15 53,8 42,2 8360 604 557 80,5 12,5 3,35
330PE 330 160 7,5 11,5 18 62,6 49,1 11770 788 713 98,5 13,7 3,55
360PE 360 170 8,0 12,7 18 72,7 57,1 16270 1040 904 123 15,0 3,79
400PE 400 180 8,6 13,5 21 84,5 66,3 23130 1320 1160 146 16,5 3,95
450PE 450 190 9,4 14,6 21 98,8 77,6 33740 1680 1500 176 18,5 4,12
500PE 500 200 10,2 16,0 21 116 91,1 48200 2140 1930 214 20,4 4,31




b Tab. 8-5. Ceowniki normalne wg PN-86/H-93403 [3]

A5 ¢
ty
e
I
b2 Y]
. Pole Moment Wskaznik Promien
Wymiary . Masa - - -~
L. przekroju bezwladnosci wytrzymatosci bezwladnosci
Wyrdznik
bznaczenia [ h be ty te R R, e A m I, I, W, Wy iy iy
mm cm cm? kg/m cm? cm’ cm
35 35 | 35 | 50| 6,0 | 6,0 | 3,0 | 1,31 5,33 4,18 9,32 5,75 5,33 2,63 1,32 1,04
40 40 | 20 | 5,0 | 50 | 50 | 2,5 | 0,65 3,51 2,75 1,26 1,06 3,63 0,78 1,47 0,55
45 45 | 38 | 50| 6,0 | 6,0 | 3,0 | 1,34 6,17 4,84 18,7 7,81 8,31 3,18 1,74 1,13
50 50 | 38 |50 70| 70 | 3,5]137 7,12 5,59 26,4 9,12 10,6 3,75 1,92 1,13
65 65 | 42 | 55| 75| 75 | 40 | 1,42 9,03 7,09 57,5 14,1 17,7 5,07 2,52 1,25
80 80 | 45 | 6,0 | 8,0 | 8,0 | 40 | 1,45 11,0 8,04 106 19,4 26,5 9,36 3,10 1,33
100 100 | 50 | 6,0 | 85 | 85 | 45 | 1,55 13,5 10,6 206 29,3 41,2 8,49 391 1,47
120 120 | 55 | 7,0 | 9,0 | 9,0 | 45 | 1,60 17,0 134 364 432 60,7 11,1 4,62 1,59
140 140 | 60 | 7,0 | 10,0 | 10,0 | 5,0 | 1,75 20,4 16,0 605 62,7 86,4 14,8 5,45 1,75
160 160 | 65 | 7,5 | 10,5]10,5| 5,5 | 1,84 24,0 18,8 925 85,3 116 18,3 6,21 1,89
180 180 | 70 | 8,0 [ 11,0 | 11,0 | 5,5 | 1,92 28,0 22,0 1350 114 150 22,4 6,95 2,02
200 200 | 75 | 88 | 11,5 | 11,5] 6,0 | 2,01 32,2 25,3 1910 148 191 27,0 7,70 2,14
220 220 | 80 | 9,0 | 12,5|12,5] 6,5 | 2,14 374 29,4 2690 197 245 33,6 8,48 2,30
240 240 | 85 | 9,5 | 13,0 13,0 6,5 | 2,23 42,3 33,2 3600 248 300 39,6 9,22 2,42
260 260 | 90 | 10,0 | 14,0 | 14,0 | 7,0 | 2,36 48,3 37,9 4820 317 371 47,7 9,99 2,56
280 280 | 95 | 10,0 | 150 15,0 | 7,5 | 2,53 53,3 41,8 6280 399 448 57,2 10,9 2,74
300 300 | 100 | 10,0 | 16,0 | 16,0 | 8,0 | 2,70 58,8 46,2 8030 495 535 67,8 11,7 2,90




Tab. 8-6. Katowniki rownoramienne wg PN-84/H-93401 [3]

%
2 t /*<4
e /
51 x
oS &
/ ‘ 2
“" a "2
. Pole - . -
Wyrésnik Wymiary przekroju Masa Moment bezwtadnosci Promien bezwtadnosci
oznaczenia .. . .
L a t R R, e A m L=1 I I, I =1y I I
mm cm cnt’ kg/m em? cm
20x20x 3 20 3 3,5 2,0 0,60 1,12 0,88 0,39 0,62 0,15 0,59 0,74 0,37
25%25% 3 25 3 3,5 2,0 0,73 1,42 1,12 0,79 1,27 0,31 0,75 0,95 0,47
3 3 0,84 1,74 1,36 1,41 2,24 0,57 0,90 1,14 0,57
30%30x 5 30 5 >0 25 0,92 2,78 2,18 2,16 3,41 0,91 0,88 111 0,57
3 3 0,96 2,04 1,60 2,29 3,63 0,95 1,06 1,34 0,68
35%35x% 5 35 5 5,0 2,5 1.04 328 2,57 3,56 5,63 1,49 1,04 1,31 0,67
4 4 1,12 3,08 2,42 4,48 7,09 1,86 1,21 1,52 0,78
40x40x ¢ 40 6 6,0 301 170 4,48 3,52 6,33 9,98 2,67 1,19 1,49 0,77
4 4 1,23 3,49 2,74 6,43 10,2 2,68 1,36 1,71 0,88
4535 4 6 7.0 3,5 1,32 5,09 4,00 9,16 14,5 3,83 1,34 1,69 0,87
4 4 1,36 3,89 3,06 8,97 14,2 3,72 1,52 1,91 0,98
3030 | 30 6 O3S s | se9 4,47 12,8 20,4 5,33 1,50 1,89 0,96
6 6 1,69 6,91 5,42 22,8 36,1 9,43 1,82 2,28 1,17
6060~ 8 60 8 8,0 40 1,77 9,03 7,09 29,1 46,1 12,1 1,80 2,26 1,16
6 6 1,80 7,53 591 29,2 46,3 12,1 1,97 2,48 1,27
65%65x 9 65 9 20 45 1,93 11,0 8,62 41,3 65,4 17,2 1,94 2,44 1,25




Tab. 8-6. Katowniki rOwnoramienne cd.

. Pole L. ., , .

Wyrdznik Wymiary przekroju Masa Moment bezwtadnosci Promien bezwladnosci

oznaczenia — - -

L a t R R; e A m IL=1, I I, iy =y i in

mm cm cm’ kg/m cm’ cm

5 5 2,01 7,34 5,76 38,8 61,5 16,1 2,30 2,89 147
7 7 2,09 10,1 7,93 52,4 83,6 21,1 2,29 2,88 1,48
XI5 | T3 9 20 145 oy 12,8 10,0 65,4 104 272 2,27 2,85 1,46
12 12 2,29 16,6 13,1 82,4 130 34,7 2,22 2,79 1 44
8 8 2,26 12,3 9,66 72,3 115 296 2,42 3,06 1,55
8080 1 | 80 1o | 100 S0 s s 11.9 87.5 139 35.9 2.41 3.03 1.54
6 6 2,40 10,6 8,32 80,3 127 333 2,75 3,46 1,78
90x90% 8 90 8 11,0 | 55 | 250 13,9 10,9 104 166 43,1 2,74 3,45 1,76
10 10 2,58 17,1 13,5 127 201 52,8 2,72 3,43 1,75
10 10 2,82 19,2 15,1 177 280 73,3 3,04 3,82 1,95
100>100> 15 | 1005 1 120 160 gq | 5077 17.8 207 328 86.2 3.02 3.80 1.95
10 10 331 232 18,2 313 497 129 3,67 4,63 2,36
12021202, | 120 2 | BO 65 Sy | a7 21,6 368 584 152 3,65 4,60 2,35
130x130% 12 | 130 12 | 130 | 80 | 3.63 29,9 23,5 470 745 195 3,96 4,99 2,55
12 12 412 348 273 737 1170 303 4,60 5,80 2,95
150150, 51 150 15 | 120 80 1 4hs 43,0 338 898 1430 370 4,57 5,76 2,93
160x160x 15 | 160 15 | 160 | 80 | 449 | 46,1 36,2 1100 1750 453 4,89 6,15 3,14
16 16 5,02 554 435 1680 2690 679 5,51 6,96 3,50
180180, ¢ | 180 18 | 18O %0 S 1 61 48,6 1870 2970 757 5,49 6,93 3,49
200%x200x 20 | 200 | 20 | 180 | 9.0 | 568 76,4 59.9 2850 4540 1160 6,11 7,72 3,89




Tab. 8-7. Teowniki wysokie wg PN-91/H-93406 [3]

A

h/2
2%

bi/4 B
I br |
T 1
Wymiary Pole. Masa |Moment bezwladnoS$ci Wskazmkr . Promlen’ .
. przekroju wytrzymatoSci bezwladnosci
Wyrdznik
oznaczenia L| h=b; | t,=t; | R R, | R, e A m I, I, Wy W, iy i
mm cm? kg/m cm? cm’ cm
30x30x4 30 4 4 | 20| 1,0 | 85 2,26 1,77 1,72 0,87 0,80 0,58 0,87 0,62
40x40x5 40 5 5 2,5 1,0 | 11,2 3,77 2,96 5,28 2,58 1,84 1,29 1,18 0,83
50x50x6 50 6 6 3,0 1,5 | 13,9 5,66 4,44 12,1 6,06 3,36 2,42 1,46 1,03
60x60x7 60 7 7 3,5 2,0 | 16,6 7,94 6,23 23,8 12,2 5,48 4,07 1,73 1,24
80x80x9 80 9 9 4,5 2,0 | 22,2 13,6 10,7 73,7 37,0 12,8 9,25 2,33 1,65
100x100x11 | 100 11 11 5,5 3,0 | 274 20,9 16,4 179,0 88,3 24,6 17,7 2,92 2,05
120x120x13 | 120 13 13 6,5 3,0 | 32,8 29,6 232 366 178 42,0 29,7 3,51 2,45
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