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METODY TESTOWANIA HIPOTEZ ]
O LICZBIE SKEADNIKOW MIESZANKI ROZKLADOW

Streszczenie: W badaniach statystycznych czgsto wydaja si¢ uzasadnione podejrzenia, ze
proba nie jest jednorodna, tzn. obserwacje mozna podzieli¢ na kilka podgrup, z ktorych kaz-
da pochodzi z innego rozktadu. W takim wypadku moéwi sig, ze rozklad, z ktdrego zostata
wylosowana proba, jest skofnczona mieszanka rozktadow tych podgrup. W niniejszym arty-
kule oméwione zostang istniejace metody testowania hipotez dotyczacych liczby sktadni-
kow, z ktorych ztozona jest mieszanka, z glownym uwzglednieniem przypadku dwusktadni-
kowego.

Stowa kluczowe: mieszanki rozktadow, testowanie hipotez statystycznych, liczba sktadni-

kéw mieszanki, symulacje komputerowe.

1. Wstep

Niech X = [X i]?zl bedzie wektorem ztozonym z n niezaleznych zmiennych loso-

wych o warto$ciach w przestrzeni R? (cho¢ najczesciej bedzie to prosta rzeczywi-
sta) 1 jednakowym rozktadzie, zadanym gestoscig f (wzgledem odpowiedniej miary

na IRd) i niech

K
f)=> 7 f;(x),

i=1

K
gdzie x e IR oraz 2711- =1, V1<i< K x; >0, natomiast fl-(x)l-[il beda gestoscia-
i=1
mi pewnych rozktadow prawdopodobienstwa. W takim wypadku mowi sig, ze
sktadowe wektora X maja skonczony rozklad mieszany, a ich ggstos$¢ f nazywana

jest gestoscia skonczonej mieszanki rozktadow. Parametry (ﬂi )1K= nazywa si¢ wa-

1

gami mieszanki, a ggstosci ( fi )il — sktadowymi ggstosciami mieszanki.
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Oczywiscie, poszczeg6lne sktadowe nie musza mie¢ ze sobg nic wspdlnego,
jednak w praktyce najczesciej problem sprowadzany jest do sytuacji, w ktorej
wszystkie gestosci naleza do tej samej rodziny parametrycznej, czyli:

K
f(x)=2 7 fg,(x).

i=1

Wiasnie taki przypadek bedzie gltownie omawiany w niniejszym artykule,
ktérego celem jest omowienie sposobow testowania hipotez dotyczacych liczby
sktadnikow mieszanki oznaczanej litera K, poniewaz ten parametr musi by¢ znany
w wigkszosci problemow estymacyjnych zwiazanych z mieszankami i jest w nich
punktem wyjscia. Oczywiscie, wyjsciowa wartos¢ K mozna sztucznie zawyzyc.
Numeryczne skutki beda co najwyzej takie, ze wartoSci nadmiarowo wprowa-
dzonych wag nie beda rowne 0, a jedynie bliskie tej wartosci. Faktycznie jednak
istotna wada takiego podejscia jest znaczne wydtuzenie czasu obliczen i z tego
punktu widzenia znajomos¢ K jest szczegodlnie cenna.

Najczgsciej testuje si¢ po prostu, czy rozktad sktadowych wektora X w ogole
jest mieszanka, czyli sprawdza si¢ nastgpujaca hipoteze:

Hy f = fos Hi:f =7fo +(1=7) fp,. (1

Jednak nawet w tym przypadku pojawiaja si¢ pewne problemy. Wystarczy
wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej testuje sig, czy proba jest jednorodna o jedno-
wymiarowym rozkladzie normalnym, czy jest mieszanka dwoch roéznych (jedno-
wymiarowych) rozkladow normalnych. ,,Naturalnym” podejsciem jest zastosowa-
nie testu opartego na ilorazie wiarogodnosci, ktory asymptotycznie powinien miec¢

rozktad ~ ;(2 o liczbie stopni swobody rownej liczbie natozonych na H, restrykcji
doprowadzajacych ja do Hy. Jednak w omawianym przypadku brzmienie hipotezy

alternatywnej mozna doprowadzi¢ do hipotezy zerowej na dwa sposoby: wprowa-
dzajac 1 restrykcje

r=1
lub 2 restrykcje
81 = 82 5

gdyz jednowymiarowy rozklad normalny okreslany jest przez dwuwymiarowy
wektor parametrow, sktadajacy sig¢ z warto$ci oczekiwanej i dyspersji. Niestety, nie
ma jasnej odpowiedzi, co jest w takim przypadku wiasciwa liczba stopni swobody,
dlatego tego typu testy sa najczesciej bezuzyteczne w odniesieniu do mieszanek.
Pojawiajace si¢ trudno$ci na $ciezce formalnej sprawily, ze duza popularnoscia
przy okreslaniu liczby parametrow mieszanki ciesza si¢ metody nieformalne, gtow-
nie graficzne. Polegaja one np. na szacowaniu liczby modalnych i punktow prze-
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gigcia na krzywej estymujacej ggstos$¢ czy tez na sile odchylenia od prostej wykre-
su kwantyl-kwantyl (zob. [Everitt, Hand 1981]). W tym artykule nie beda one jed-
nak analizowane.

2. Mieszanki dwuskladnikowe

W tym punkcie zostang omowione sposoby testowania hipotez dotyczacych liczby
sktadowych mieszanki dla wybranych, szczegdlnych, jednowymiarowych przypad-
kow. Jak wspomniano w poprzednim punkcie, najczeéciej dotycza one zagadnie-
nia, czy dane pochodza z jednorodnego rozktadu, czy tez z mieszanki (przynaj-
mniej dwoch sktadowych). Stanowia one odpowiedzi na konkretne wyzwania, ja-
kie pojawity si¢ w trakcie badan naukowych w réznych dziedzinach, jak np. w me-
dycynie, geologii czy ichtiologii (zob. [Makov i in. 1985]).

2.1. Dowolne sprecyzowane rozklady

Pierwszy przypadek dotyczy sytuacji, gdy testowana hipoteza przybiera postac:
Hy:f = fis Hy:f =xfi+(=7)f3, 2

a gestosci sktadowe sa znane, cho¢ moga by¢ dowolne. Wtedy, jesli tylko istnieje
statystyka g, dla ktorej mozliwe sa do obliczenia

e s () o s e(}0).

ijesli H jest prawdziwa, to statystyka

(X)—m
s

7(X)=£ AN, 1).

Poniewaz znany jest przyblizony rozkltad statystyki 7, moze ona by¢ statystyka
testowa. W tym przypadku zbior krytyczny rozmiaru « jest postaci:

W= (_OO: _ul_g]u[ul_ga
2 2

),

przy czym u, bedzie oznacza¢ kwantyl rzgdu y standardowego rozktadu normalne-

go. Powyzszy test moze mie¢ jednak szersze zastosowanie, jesli dodatkowo bedzie
mozna policzy¢ momenty statystyki g przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy alter-
natywnej i znajomo$ci wagi 7. Wtedy za jego pomoca mozna testowa¢ rOwniez
wielko$¢ udzialu poszczegdlnych sktadowych, czyli warto$¢ 7. Ponadto, majac
takie dane, fatwo réwniez obliczy¢ moc powyzszego testu (zob. [Tiago de Oliveira
1965]). Warto tez zauwazy¢, ze podany zbior krytyczny mogltby by¢ jednostronny,
postaci:
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W = (—OO, —l/ll_a] lub W= [ul—a’ OO))

co powinno zwigkszy¢ t¢ moc. Mozna sobie czasem pozwoli¢ na taka modyfikacje,
poniewaz test wymaga wyspecyfikowania obu gestosci sktadowych. Wystarczy
wigc rozwazy¢, jaki wptyw na E ( g(X . )) ma prawdziwo$¢ hipotezy alternatywnej
w poréwnaniu z sytuacja, gdy prawdziwa jest hipoteza testowana. Jesli powoduje
jej wzrost, to (statystycznie) zawyzona powinna zosta¢ rowniez wartos$¢ statystyki
2(X), co sugeruje prawostronny zbior krytyczny, natomiast jesli powoduje jej spa-
dek, to odwrotnie — wartos$¢ statystyki g(X) powinna zosta¢ zanizona, co sugero-
waltoby lewostronny zbior odrzucenia. Niestety, wplyw prawdziwosci H; na
E ( g(X | )) nie zawsze jest tak jednoznaczny, a wtedy zbior krytyczny musi pozo-

sta¢ obustronny. Powyzsze rozwazania zostana zilustrowane przykladem nume-
rycznym w ostatnim punkcie.

Nastepny przypadek obejmuje sytuacje, w ktorych gestosci skladowe sa znane,
a dodatkowo sktadowe rozktady sa symetryczne i maja jednakowe wariancje. Tym
razem testowana hipoteza wyjatkowo przybiera postac (zob. [Johnson 1973]):

Hy.f=xfi+(-n)fy; Hi:f = /1.

Statystyka testowa oparta jest na roznicy dwoch nieobciazonych estymatoréw
parametru 7 i przybiera postac:

X-uy  F(o)-F(o)
H—ty Fo)-F(e)

gdzie p 1 p, sa warto$ciami oczekiwanymi w rozktadach sktadowych, Fj 1 F,

T(X) =

sktadowymi dystrybuantami, a F dystrybuanta empiryczna wyznaczona na podsta-
wie warto$ci wektora X. Punkt ¢ moze by¢ zasadniczo wybrany dowolnie, ale jesli

przyjmie sig, ze ¢ :E( M+ yz), to dyspersja s = Sr(x) nie zalezy od parametru 7

i statystyka testowa ma asymptotycznie rozktad ~N(0, s). Powoduje to, ze zbior
krytyczny przybiera postac:

W=(—oo,—sul_£]u[sul_g,oo).
2 2

W pracy [Johnson 1973] obliczone zostaty moce niektorych tego typu testow
o rozmiarze 5% przy alternatywie, ze proba jest jednorodna i pochodzi z rozktadu
normalnego.
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2.2. Rozklady normalne

Kolejne dwa testy przeznaczone sg dla mieszanek rozktadéw normalnych. Podob-
nie jak na poczatku testowana hipoteza bgdzie miala postac:

Hyof = o5 Hyf = afp + (=) fy,. (3)

przy czym, jak zaznaczono, obie sktadowe sa ggstosciami rozktadéw normalnych,
ktore nie musza by¢ znane, natomiast @, i €, sa tu dwuwymiarowe. Jesli jednak
oba sktadniki mieszanki maja jednakowa wariancjg, a testowang hipoteze przedsta-
wi si¢ w nieco zmodyfikowany sposob:

Hy X id = N (14,0);

Hy:{ X, " did ~N(w,0), H { X}

i= i=nj+1

iid ~ N(,uz,a) ,

gdzie 7 oznacza pewna permutacj¢ zbioru IN N[1,n], to jej sprawdzianem moze
by¢ nastepujaca statystyka testowa:

niln—n )? _X +Ln
T(X)= max o (=) (X = Koo ,
ES o )

Xin)

,,,,,

proby uporzadkowanej, natomiast X,

(no+1:n)

i Sf?( na pozostalych elementach.

n)

Dzigki temu, ze asymptotycznie ma ona rozklad normalny (zob. [Engleman,
Hartigan 1969]), mozliwe jest wyznaczenie odpowiedniego zbioru krytycznego

rozmiaru o:
-2+2.4
W{(l_z}xp{%— MJ—L“’]-
.4 n—2

Niestety, powyzszy test nie nadaje si¢ do stosowania w sytuacjach wielowy-
miarowych, gdyz wtedy asymptotyczny rozklad moze nie by¢ normalny. Pewnym
ograniczeniem moze by¢ réwniez zatozenie o rownosci wariancji. Mozna je jednak
obejs¢, uzywajac do hipotezy (3) statystyki testowej:

LA [MJ
n Sy

. X -X ! 1
F(X«))_Q{(g—XJ‘ =—Z

n o

J

T,(X) =

b
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w ktorej @ oznacza dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego, a X (i) i-ta

statystyke porzadkowa. W tym przypadku proba nie musi pochodzi¢ z mieszanki
rozktadow normalnych o réwnych wariancjach, a zbior krytyczny budowany jest
prawostronnie (zob. [White 1984]).

2.3. Rozklady Poissona

Nastepny test odnosi si¢ do przypadku, w ktérym gestosci sktadowe sa poissonow-
skie, moga by¢ nieznane, a testowana hipoteza ma typowa postac:

Hyif = fo Hyif = g +(1=7)fy, 4)

Jesli Hy jest prawdziwa, to znany jest asymptotyczny rozkltad nastepujacej sta-
tystyki testowej (zob. [Tiago de Oliveira 1965]):

Jn(s2-X) 4
—— 2 7 _N(@,]).
V1-2VX +3X

Natomiast gdy prawdziwa jest H;, to, jak tatwo udowodni¢ (zob. [Makov i in.

T(X)=

1985]), wariancja w takim mieszanym rozkladzie jest wigksza od wartosci oczeki-
wanej, a wigc i réznica S%( — X powinna przyjmowa¢ wigksze warto$ci, co sugeru-
je prawostronny zbidr krytyczny rozmiaru «:

W = [ul_a . 00) .
2.4. Rozklady wykladnicze

Ostatni przypadek obejmuje mieszanki rozktadéw wyktadniczych i zostal zapropo-
nowany przez polskiego matematyka J. Sptawe-Neymana (zob. [White 1984]). Bez
szkody dla og6lnosci, ze wzgledu na mozliwo$¢ skalowania rozkladéw wyktadni-
czych, mozna przyjac hipoteze:

Ho:f = fo; Hi:f =7fg +(1-7)fp,, 0>1,

w ktorej gesto$¢ f| jest znang gestoscia rozkladu ~Exp (1), natomiast druga gestos$é

rozktadu ~Exp(6) moze by¢ nieznana. Do testowania mozna w tym przypadku
uzyc¢ statystyki:

T(X)=n(1- )?)fN(o,l).

Ze wzgledu na postaé hipotezy alternatywnej zbior krytyczny powinien zostaé
zbudowany prawostronnie, poniewaz im wigkszy parametr ¢, tym mniejsza $red-
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nia, a wigc tym wigksze wartosci powinna przyjmowac statystyka testowa. Osta-
tecznie zbidr krytyczny rozmiaru « przybiera nastgpujaca postac:

W = [lll_a . 00) .
3. Mieszanki wieloskladnikowe

Pomimo wielu metod podanych w poprzednim punkcie, jakie mozna stosowac
w szczeg6lnych zagadnieniach, oczywista wydaje si¢ che¢¢ posiadania metody uni-
wersalnej, ktora moglaby by¢ stosowana dla szerokiej klasy problemow. Konkret-
nie chodzitoby o skonstruowanie sprawdzianu dla hipotezy dotyczacej dowolne;j
liczby sktadnikow, w ktorej nie bedzie istotny typ rozktadu, majacej nastgpujaca
postac:

Oczywiscie ,,naturalnym” sprawdzianem dla tej hipotezy bylby test oparty na
ilorazie wiarogodnos$ci postaci:
Ly(X)

T(X)=-2In LD

(6)

ktory, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej i regularnosci f wzgledem

wszystkich swoich parametrow (a wigc 1 wag (7r,. ),121 ), mialby asymptotycznie

rozktad ~ Z%(] -K, (o Kj— K stopniach swobody), co dawaloby zbior krytyczny

rozmiaru ¢ postaci:
W = 2 0
= Xk -k 1-a>®)

w ktoérym ;(%’ » oznacza kwantyl rzedu y z rozktadu ~ ;(z. Niestety, jak juz wspo-

mniano w punkcie 1, pojawiaja si¢ tu pewne problemy z liczba stopni swobody sta-
tystyki testowej. Przeprowadzane jeszcze pod koniec lat szes¢dziesiatych poprzed-
niego stulecia symulacje wskazywaly poczatkowo, ze dla d-wymiarowych danych
normalnych i gdy K; — K =1 statystyka (6) powinna mie¢ d +1 stopni swobody,
gdy macierze kowariancji poszczegdlnych sktadnikow mieszanki sa sobie rowne,

lub (d + 1)(%61 + lj stopni swobody w przeciwnym przypadku, lecz wkrotce, po

przeprowadzeniu wnikliwszych symulacji, wycofano sig¢ z tego. Pod koniec lat 70.
podejrzewano, ze w przypadku hipotezy (1), gdy parametr & jest g-wymiarowy,
liczba stopni swobody powinna zawiera¢ si¢ miedzy g a g + 1. Ostatecznie jednak
jedyny teoretycznie uzasadniony wynik otrzymano w potowie lat 80. Orzeka on, ze
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W tym ostatnio wyszczegolnionym przypadku liczba stopni swobody jest réwna g,
jednak pod warunkiem ze doktadna warto$¢ 7 jest wyspecyfikowana w alternatywie.

Oproécz powyzszego problemu dochodza jeszcze ktopoty z regularnoscia gesto-
sci wzgledem wag mieszanki (jest ona jednym z gtownych zalozen w rozwaza-
niach nad asymptotyka testow opartych na ilorazie wiarogodnosci). Przede wszyst-
kim, gdy cze¢$¢ z nich sig zeruje, a tak si¢ dzieje w wypadku prawdziwosci testowa-
nej hipotezy, wtedy leza one na brzegu przestrzeni parametréw. Mato tego, jesli
jedna z wag znika, dajmy na to 7;, wtedy wiarogodno$¢ alternatywy jest stala dla
wszystkich warto$ci odpowiedniego parametru ;. Podobnie dzieje si¢ w przy-
padku, gdy zatoZona zostanie rowno$¢ dwoch parametrow, np. 0; = 0;,;. Wtedy
wiarygodno$¢ alternatywy pozostanie stata, gdy tylko suma odpowiednich wag
7; = ;1 bedzie stata bez wzgledu na ich wartoSci. To powoduje, ze teoretyczne
zatozenia dotyczace asymptotyki w pewnych przypadkach moga nie by¢ spelnione
(zob. [Makov i in. 1985]). Co prawda, dla rozktadow ~Exp(), ~Poi() i ~Bin()
symulacje daja zadowalajace wyniki (cho¢ uzasadnienie teoretyczne budzi watpli-
wosci — zob. [White 1984]), ale w przypadku rozktadu normalnego zbiezno$¢ do
podanego rozkladu asymptotycznego niestety nie zachodzi. Mozna sobie z tym
poradzi¢ co najwyzej przy hipotezie postaci (1). Rozklad graniczny jest dla niej
poprawny woéwczas, gdy przy prawdziwosci hipotezy alternatywnej estymator
parametru 7z, uzyskany metoda najwigkszej wiarogodnosci, bedzie mniejszy niz 1,
co zdarza si¢ doktadnie z prawdopodobienstwem % Daje to nastgpujacy zbior kry-

tyczny rozmiaru ¢
(2,.T(X)) W =[0.1)x] 17, 2,.0),

gdzie 77; jest wspomnianym estymatorem najwigkszej wiarogodnosci, a statystyka

T zadana jest rownaniem (6). Natomiast dla hipotezy (5), przy d-wymiarowych
danych o rozktadzie normalnym i jednakowych macierzach kowariancji, skonstru-
owano w latach 70. nastgpujacy test (zob. [Makov i in. 1985]) bedacy pewna mo-
dyfikacja ilorazu wiarogodnosci:

LX) !

T(X)———(2n 2-2d -K,)In LX) ~ Xrat-xy) -

Oczywiscie, powyzszy rozklad graniczny jest osiagany pod warunkiem praw-
dziwosci testowanej hipotezy, co daje zbidr krytyczny rozmiaru « postaci:

W= [lzzd(K, K, )l-a ’OO) '

Niestety, rowniez powyzszy wynik zostal uzyskany glownie na podstawie sy-
mulacji, trudno wigc si¢ dziwi¢, ze w pdzniejszych latach wytknigto mu wiele nie-



112 Albert Gardofi

dociagnig¢. Przede wszystkim na poczatku lat 80., po przeprowadzeniu wnikliw-
szych symulacji (!), stwierdzono, ze podany rozktad przyblizony jest bliski praw-
dziwemu dopiero dla n>10d. Dodatkowo wykazano, ze moc testu jest bardzo
mata, gdy K| — Ky <2.

Podsumowujac rozwazania w tym punkcie, trudno nie zauwazy¢, ze powazna
wada istniejacych metod sa ich mizerne podstawy teoretyczne. Symulacje sa oczy-
wiscie waznym narzg¢dziem we wspolczesnej matematyce i pozwalaja na uzyskanie
cennych podejrzen na temat natury badanego zjawiska. Jednak ze wzgledu na to, ze
moga si¢ odnosi¢ tylko do konkretnych przypadkow, nalezy by¢ bardzo ostroznym
przy wysuwaniu og6lnych wnioskdéw na ich podstawie, gdyz pdzniej moze pojawic
si¢ osoba, ktora przeprowadzi ,,wnikliwsze” symulacje.

4. Przyklad numeryczny

Zaprezentowane w tym punkcie testy beda dotyczyly mieszanki dwoch rozktadow
Poissona. Do 100-elementowej proby wylosowanych zostato niezaleznie, za pomo-
ca kongruentnego generatora liczb pseudolosowych, 60 obserwacji z rozktadu
~Poi(3) i 40 obserwacji z rozkladu ~Poi (4) o gestosciach, ktore beda dalej
oznaczane odpowiednio jako f3 i1 f4. Mozna wigc uwaza¢, ze wygenerowana
w ten sposob proba pochodzi z rozktadu bedacego nastepujaca mieszanka:

v
x!

F@ =210+ 2 f0=3- 7y 0+ 2

!

i IN, (x), (7

gdzie Il oznacza funkcj¢ charakterystyczna (indykator) zbioru (ma warto$¢ 1, gdy
argument nalezy do zbioru podanego jako indeks, i 0 w przeciwnym przypadku).
Oczywiscie, jest to gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa wzgledem miary zlicza-
jacej na zbiorze IN,. Wyniki losowania zostaly przedstawione na histogramach

gestosci zawartych na rys. 1-3. Do obliczen bgda jednak potrzebne tylko realizacje
dwach statystyk: $redniej arytmetycznej i wariancji, ktére w wygenerowanej probie
mialy wartosci: X =3,66 i 53 =3.8.

4.1. Udzial skladnikow w mieszance

Na poczatek, na podstawie metody przedstawionej przy hipotezie (2), zostanie
przeprowadzony test dotyczacy wartosci parametru z. W tym celu postawiona
zostanie nast¢pujaca hipoteza:

Hy: f =nfs+(-1)fy, ﬂ:%; Hy:f=nfs+(1-1)fy ﬂ<%-
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Rys. 1. Histogram gestosci dla 60 obserwacji wylosowanych z rozktadu ~Poi (3)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Histogram ggstosci dla 40 obserwacji wylosowanych z rozktadu ~Poi (4)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Za koniecznag tu statystyke g przyjete zostanie odwzorowanie identycznoscio-
we, czyli g(x) =x. Nalezy zwroci¢ uwage, ze gestosci sktadowe musiaty zostaé

w tym przypadku doktadnie wyspecyfikowane, co pozwala tatwo obliczy¢:

m=E(g(X,|H,))=E(X,|H,)=35,
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Rys. 3. Histogram ggstosci dla calej 100-elementowej proby (rozktad mieszany)

Zrodto: opracowanie wlasne.

1 1
s :ﬁD(g(X] )| H,) =ﬁD(X]|HO)= 0,0375 = 0,194,

czyli jesli H,y jest prawdziwa, to statystyka

_X-354

7(X) = ZN(O,1).
(X) 0.194 (0,1)

Poniewaz znana jest realizacja statystyki X i jest ona wigksza od 3,5, sugeruje
to, ze wickszy udzial w mieszance ma rozktad o wigkszej wartosci oczekiwanej,

czyli ~Poi(4). Dlatego sensowne jest postawienie alternatywy z < % Jej prawdzi-
wos¢, jak wlasnie wspomniano, oznaczataby wigkszy udzial rozktadu ~Poi(4)

W mieszance, co powinno zawyza¢ wartos¢ statystyki testowej. Z tego wzgledu
generowany bedzie przez nia prawostronny zbior krytyczny:

Wz[ulfa,OO).

Mozna tez zignorowa¢ wiedze o X i sformutowaé alternatywe jako proste

zaprzeczenie (7 # %), co rowniez bedzie poprawne, ale bedzie wymagato skonstru-

owania obustronnego zbioru krytycznego i zmniejszy moc testu. Oczywiscie, za-
obserwowana warto$¢ X, a co za tym idzie — rowniez zaproponowana do hipotezy
zerowej alternatywa, nie zgadza si¢ z rozkladem zdefiniowanym gestoscia (7),
z ktorego faktycznie proba zostala wygenerowana. Nalezy jednak pamigtac, ze
takie sytuacje sa bardzo czgste w teorii prawdopodobienstwa, gdzie w konkretnych
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losowaniach moga si¢ realizowa¢ zdarzenia mniej prawdopodobne. Trzeba rowniez
by¢ swiadomym, ze w rzeczywistych sytuacjach statystyk dysponuje tylko proba,
nie majac wiedzy o rozkladzie, z ktorego ona pochodzi. Ponadto postawienie prze-

ciwnej alternatywy (7 > %) spowodowaloby, ze bez wykonywania obliczen mozna

by orzec o braku podstaw do odrzucenia testowanej hipotezy przy kazdym rozsad-
nym poziomie istotnosci, gdyz dane wskazywalyby, ze taka alternatywa jest znacz-
nie gorsza od hipotezy zerowe;.

Zaobserwowana w tym przypadku (zdarzenie @) warto$¢ statystyki testowe;j to:

T(X(a,))=0,826, p=0,205,

gdzie p to p-value, czyli taki poziom istotnosci, przy ktéorym zaobserwowana
warto$¢ statystyki testowej lezy na brzegu zbioru krytycznego, a wigc przy kazdym
wigkszym poziomie istotnosci H,, zostalaby odrzucona, a przy mniejszym nie by-
loby do tego podstaw. W przypadku zbioru obustronnego p-value bytoby dwukrot-
nie wigksze. Dane wskazuja wigc, ze przy odrzuceniu hipotezy zerowej, z prawdo-
podobienstwem nie mniejszym niz 0,205 popetniony zostatby btad, co w praktyce
oznacza, ze nie ma podstaw do stwierdzenia, ze 7 jest istotnie mniejsze niz %
Ostatecznie wigc test dat wynik zgodny z oczekiwaniami wynikajacymi z postaci
gestosei (7). Mozna teraz wyznaczy¢ moc tego testu. Beda do tego potrzebne war-
tos¢ oczekiwana i odchylenie standardowe elementéw wektora X w sytuacji, gdy
prawdziwa jest hipoteza alternatywna. Proste obliczenia prowadza do wynikdw:

m(r)=E(g(X,)|H,)=E(X,|H,)=4-x,

5, (1) =%D(g()(1 )|H1)=%D(X1|H])=—Ml_0”2,

z czego wynika, ze w razie prawdziwosci alternatywy statystyka testowa ma postac:

_)‘(—3,51N{o,5—ﬂ \/4—7#}

T(X) ;
0,194 0,194 ° 0,194

zatem moc testu w zalezno$ci od poziomu istotnosci i alternatywnej warto§ci wagi
T Wynosi:

M(z,a)=P(Y(X)e W|H1)=@[5_1’94u1a —107rj‘

N4-r’

Stad dla dwdch najczesciej przyjmowanych poziomow istotnosci « = 0,01 oraz
a =0,05 moc wyraza si¢ wzorami:
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M(ﬁ,0,01):¢(MJ oraz M(”’O,OS):Q[I,SI—IOﬁ}’

co dla wybranych warto$ci 7 wynosi:

T
S04 [ 03 | 02 | 0l 0

0,01 | 0,038 | 0,102 | 0,224 | 0,399 | 0,597
0,05 | 0,131 | 0,274 | 0,463 | 0,657 | 0,817

Warto zauwazyC nastepujaca rzecz: ostatnia kolumna zawiera moce testu
hipotezy o rdéwnym udziale rozktadow ~Poi(3) i ~Poi(4) w mieszance, przeciwko
alternatywie, ze proba pochodzi tylko z rozktadu ~Poi(4).

4.2. Jednorodno$¢ proby

Kolejny przyktad bedzie dotyczyt tej samej metody, czyli tej stosowanej w przy-
padku problemu (2), ale przy inaczej postawionej hipotezie, stawiajacej pytanie,
czy préba jest jednorodna i pochodzi z rozktadu ~Poi(4), czy tez jest mieszanka
rozktadow ~Poi(3) i ~Poi(4):

Hy: f = for Hy: f = 2f3+ (1= 7) f. 7 €(0,1).

Ponownie za statystyke g zostanie przyjete odwzorowanie identyczno$ciowe,
zmienig si¢ jednak odpowiednie momenty sktadowych wektora X, poniewaz zmia-
nie ulegla hipoteza zerowa:

m=E(g(X,|H,))=E(X|H,)=4,

1

s =%D(g(Xl )| H,) =$D(X1|HO) =0,2,

n

Stad zaobserwowana wartos$¢ statystyki testowej wyniesie
T(X(w,))=5-(3,66-4)=-17.

Prawdziwos¢ hipotezy alternatywnej spowodowataby zmniejszenie warto$ci m
w stosunku do sytuacji, gdy prawdziwa jest hipoteza testowana, wigc jedynie zbyt
mate wartos$ci statystyki 7(X) powinny sktania¢ do odrzucenia H,,, a co za tym

idzie — zbior krytyczny powinien by¢ lewostronny, postaci:
W=(-o,u_,].

Powoduje to, ze p-value wynosi w tym przypadku p = 0,045, co pozwala od-
rzuci¢ hipotezeg zerowa przy rozsadnym poziomie istotnosci 5%, ale gdyby wyma-
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gany byl wigkszy stopien pewnos$ci przy przyjeciu alternatywy, np. 99%, proba od-
rzucenia testowanej hipotezy nie powiodtaby si¢. Mozna jednak uznaé, ze test spi-
sat si¢ w tym przypadku catkiem poprawnie. Jesli chodzi o jego moc, to w zwiazku
z tym, ze przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy alternatywne;j statystyka testowa

T(X)=5(X —4)3N[—57z,%”2}

wyraza si¢ ona wzorem:

1 -2
M(,,,Q)ZQ)[M],

N4-7?

codla ¢=0,011a=0,05 daje:

M(mo,m):@[wj oraz M(;,,o,os)zg;(w}

Oto kilka wybranych warto$ci mocy:

T
Lo [ 03 ] o5 | 075 1

0,01 ] 0,034 | 0,202 | 0,572 | 0,938 | 0,999
0,05] 0,126 | 0,442 | 0,811 | 0,988 | 0,9999

Ze wzgledu na warto$¢ zaobserwowanej Sredniej arytmetycznej, ktora jest
blizsza wartosci 4 niz 3, wyniki bylyby bardziej wyraziste, gdyby probowano
testowac hipotezg o pochodzeniu proby z rozktadu ~Poi(3), postaci:

Hy: f=f3 Hi: f=xnf5+(1-7)fy, 7 €(0,1).
Wtedy

m=E(g(X,|H,))=E(X,|H,)=3,

1
D(g(X,)|H,)=—=D(X,|H,)=40,03=0,173,

In

a zbior krytyczny, ze wzgledu na powigkszenie $redniej przy prawdziwosci alterna-
tywy, jest prawostronny, postaci:

W=[u_,,»o).
To daje:

3,66-3

-5
=3,81, p=7-10 7,
0,173 P

T(X(wo)):
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czyli hipoteza zerowa zostanie odrzucona przy kazdym rozsadnym poziomie istot-
nosci, a prawdopodobienstwo, ze zostal przy tym popetniony btad, bedzie zerowe
z dokladnoscia nawet do czterech miejsc po przecinku! Moc testu, wyrazona
rOwnaniem:

N

bedzie miala nastepujace przyktadowe wartosci:

M(r,a) =(D(

10—\/§ula—107zj

T
o 0,9 0,7 0,5 |0,25 0

0,01 | 0,045 | 0,292 | 0,699 | 0,96 | 0,999
0,05 | 0,151 | 0,532 | 0,867 | 0,99 | 0,9998

Jest to zatem najmocniejszy test sposrod tu weryfikowanych, stuzacy do roz-
roéznienia, czy proba pochodzi z rownomiernej mieszanki rozktadow ~Poi(3) i

~Poi(4) (7 = %), czy tez jest jednorodna.

Na koniec zostanie sprawdzone, jak z identyfikacja wygenerowanej mieszanki
radzi sobie metoda, ktora stosowana jest, gdy hipoteza statystyczna wyrazona jest
formula (4). Nalezy zauwazy¢, ze tym razem zadanie polega na udzieleniu odpo-
wiedzi na pytanie, czy dane pochodza z jednego rozkladu Poissona, czy tez sa mie-
szanka dwoch rozkladow tego typu, bez specyfikowania ich parametrow. Zaobser-
wowana na podstawie proby wartos$¢ statystyki testowej oraz p-value w tym przy-
padku to:

10-(3,8 - 3,66)

—24/3,66 +3-3,66

co praktycznie nie daje zadnych podstaw do uwazania, ze wygenerowana proba po-

=0,49; p=031,

T(X(a)o))=\/1

chodzi z rozktadu mieszanego. Innymi stowy ro6znica migdzy Sg( i X wtej probie
nie byla statystycznie istotna. Przyczyna znacznie mniejszej czuto$ci tego testu na
istnienie mieszanki, w pordwnaniu z poprzednimi, jest oczywiscie to, ze nie wyma-
ga on doktadnej specyfikacji ani skladowych gestosci, ani wag. Jego zaleta jest
jednak to, ze jest znacznie ogdlniejszy i moze by¢ stosowany dla szerszej klasy
probleméw. Niestety, w zwiazku z nieznajomos$cia rozktadu statystyki testowej,
gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna, nie da si¢ wyznaczy¢ mocy tego testu.
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STATISTICAL TESTS FOR THE NUMBER OF COMPONENTS
IN MIXED DISTRIBUTIONS

Summary: The main aim of this work is to demonstrate methods which allow to recognize,
whether the sample is homogeneous or comes from a convex combination of two distribu-
tions. However, in the case of normal distributions a test for any fixed number of compo-
nents is also shown. In the last section results of a numerical example are presented, in
which the sample has been generated from two different Poisson distributions.
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