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Vorwort.

Der vorliegende Band enthiilt die Bearbeitung der Vorlesungen,
welche H. voN Hernmmonrz withrend des Sommersemesters 1894 im
physikalischen Institut der Berliner Universitiit gehalten hat. Als
Grundlage diente eine im Auftrage angefertigte, wortliche Nach-
schrift. Diese Vorlesungen nahmen bereits am 11. Juli, wegen der
plotzlich eingetretenen Erkrankung, der der Meister am 8. September
erlag, ein vorzeitiges Knde. Der bis dahin vorgetragene und hier
wiedergegebene Stoff bildet indessen ein in sich ziemlich ab-
geschlossenes Lehrgebitude, dessen- Hauptgegenstand die Elasticitiit
der festen Korper ist; einige Abschnitte erstrecken sich iibrigens
gleichermafsen auch auf die fliissigen Aggregatzusiinde.

Aus dem sehr knappen Notizbuch zu diesen Vorlesungen ist
zu erkennen, dafs im unmittelbaren Anschlufs an die in den letzten
Paragraphen dieses Bandes gebrachte Theorie der Kugelwellen noch
die, durch Integration nach der Zeit gewonnene, Erweiterung des
GreeN'schen Satzes vorgetragen werden sollte. Da nun aber diese
Betrachtungen mit allen ihren die Losungen der Wellengleichung
betreffenden Folgerungen im III. Bande dieser Sammlung (§ 49 u.ff)
und auch im V. Bande (§ 89 u. ff.) ausfithrlich wiedergegeben sind,
80 schien eine dritte Auseinandersetzung iiber dasselbe Thema an
dieser Stelle iiberfliissig, zumal kein neuer miindlicher Vortrag des
Meisters dariiber vorlag.

Alle weiteren im Notizbuch folgenden Skizzen beziehen sich
auf specielle Hydrostatik und Hydrodynamik. Sie sind oft nur
durch ein Kennwort oder durch bekannte Formeln (LAGRANGE,
Evrer) angedeutet und betreffen, so weit zu erkennen, die iiblichen
Fragen, deren Behandlung anderweitig in Lehrbiichern ete. leicht
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zu finden ist. Der Verlust besteht hier wohl nur darin, dafs die
eigenartigen Nebenbemerkungen und Ausblicke, welche Hrrmmornrz
in seinem improvisirten Vortrage auch bei Behandlung altbekannter
Dinge einflechten und erdffnen konnte, fiir diesen nicht gehaltenen
Theil der Vorlesungen mit ihm ins Grab gesunken sind.

Den Schlufs des Semesters sollte die Theorie der Wirbel-
bewegungen fiillen: Alle Notizen dariiber decken sich mit dem In-
halt der berithmten und heutzutage iiberall leicht zugiinglichen Ab-
handlung iiber dieses Thema.

Berlin, Juni 1902.
Otto Krigar-Menzel.
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Erster Theil.

Kinematik continuirlich verbreiteter Massen.
Geordnete Verriickungen.

§ 1. Die Vorstellung continuirlich verbreiteter Massen.

Einzelne Massenpunkte und Systeme von discreten Massen-
punkten waren die Bilder, unter welchen im ersten Bande dieser
Vorlesungen die Naturkorper vorgestellt wurden, an der Hand-
habe dieser Begriffe wurden die allgemeinen grundlegenden Prin-
cipien der Dynamik entwickelt. Wir waren uns dabei bewulst, dals
jenes Bild nur eine die Betrachtungen vereinfachende Abstraction
sei, deren Kolgerungen in gewissen Erscheinungsgebieten die That-
sachen hinreichend vollstiindig und kurz darzustellen geeignet sind.
Die elastischen Erscheinungen indessen, welche in diesem Bande
betrachtet werden sollen, lassen sich nicht gut in ihrer ganzen All-
gemeinheit aus dieser Vorstellung der Massen theoretisch entwickeln,
wir wollen zu diesem Zwecke vielmehr den entgegengesetzten Grenz-
fall fir die gedachte Constitution der Materie zu Grunde legen,
dafs niimlich die Masse den von ihr eingenommenen Raum conti-
nuirlich ausfiillt. Diese Vorstellung ist ebenfalls nur eine Abstrac-
tion, ein Bild, und zwar eines, welches durchaus unseren sinnlichen
Wahrnehmungen entspricht, die wir durch die Empfindungen des
Tastgefithls und des Auges von den Naturkdrpern zugefiihrt erhalten.
Im Begriff der continuirlich verbreiteten Masse liegt die Anschauung,
dals man ein bestimmtes Quantum von Masse nur durch Abgrenzung
eines geschlossenen Volumens herausschneiden kann, und dals bei
zunehmender Kleinheit dieses Volumens eine Proportionalitit zwi-
schen dessen Grofse und der dadurch abgegrenzten Masse mehr und
mehr erfiillt wird, deren Proportionalitiitsfactor — die Raumdich-
tigkeit oder kurz Dichtigkeit der Masse — als fester Grenzwerth.

H. v. Heusuorrz, Theoret. Physik, Bd. II 1



2 ERSTER THEIL. g2

dann nicht mehr davon abhiingt, bis zu welchem Grade man die
Verkleinerung des Volumens treibt. Dieser Grenzwerth kann freilich
an verschiedenen Stellen des mit Masse erfiillten Raumes und bei
Bewegungen der cofitinuirlichen Masse auch an derselben Stelle zu
verschiedenen Zeiten verschiedene Werthe annehmen. Diese Vor-
stellung ist wesentlich verschieden von der fritheren, welche die
Korper aus discreten ausdehnungslosen Massenpunkten zusammen-
gesetzt denkt, deren jeder eine bestimmte Massengrifse repriisentirt.
Zwar so lange man Volumina abgrenzt, welche eine sehr grofse Zahl
von Massenpunkten umschliefsen, kann man den Quotienten der
gesammten umschlossenen Summe von Massen dividirt durch das
Volumen als mittlere Dichtigkeit der Masse definiren, wenn man
aber das Volumen kleiner und kleiner werden lifst, so kommt man
schliefslich zu Réumen, welche nur noch wenige Massenpunkte ent-
halten; von einem festen Grenzwerth ist dabei keine Rede, jenes
Verhiiltnifs wird vielmehr um so unbestimmter, je weiter man die
Verkleinerung treibt.

§ 2. Verhiltnifs zur Molekular-Hypothese.

Es soll nun, wie wir schon durch die Bezeichnung Abstraction
oder Bild andeuteten, nicht behauptet werden, dafs die Vorstellung
der continuirlich verbreiteten Massen, wegen ihrer Conformitiit mit
der grobsinnlichen Wahrnehmung, den in der Natur vorliegenden
Gebilden vollkommen entspricht. Ueber die letzte Zertheilung der
Massen wissen wir iiberhaupt nichts erfahrungsmiifsig Bestimmtes,
wir kénnen dariiber nur Hypothesen aufstellen, die uns womiglich das
gesammte Verhalten der Korper, nicht nur das mechanische, sondern
namentlich auch das thermische und chemische Verhalten erkliren
sollen, und da hat sich sowohl die iltere Naturphilosophie wie
auch in bestimmterer Form die moderne Wissenschaft die Anschauung
gebildet, dals als letzte Klemente, welche die Massen zusammen-
setzen, die Atome anzusehen sind oder regelmiifsig gebildete fest
verbundene Gruppen einer endlichen Anzahl von Atomen, die Mo-
" lekeln, welche in den wichtigsten mechanischen Eigenschaften dem
Bilde der discreten Massenpunkte entsprechen, die mit ihnen eigen-
thitmlichen Centralkriiften auf einander wirken. Man wird im weiteren
Ausbau dieser Hypothese dazu gendthigt anzunehmen, dals die
Molekularkriifte in solchen Distanzen, welche die Nachbarmolekeln
im festen und tropfbaren Zustande von einander trennen, sehr grofs
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sind gegeniiber den #Hulseren Kriiften, die wir auf die Korper wirken
sehen, z. B. gegeniiber der Schwerkraft, dals aber diese Kriifte be-
reits in Abstéinden, welche man aus verschiedenen Ueberlegungen
ziemlich {iibereinstimmend auf die Grofsenordnung von ein Zehn-
Milliontel Millimeter (10~ cm) schiitzt, klein sind, und fiir alle noch
grofseren Entfernungen vollig unwirksam bleiben. Die Abstinde der
Nachbarmolekeln in den beiden cohiirenten Aggregatzustiinden miissen
also danach noch kleiner als die eben bezeichnete Grenze des
Wirkungsbereiches der Molekunlarkriifte angenommen werden.

Abstiinde von solcher Kleinheit werden immer der direkten
sinnlichen Wahrnehmung unzugiinglich bleiben, man kann nur in
gewissen geeigneten Fillen auf indirectem Wege zur Schiitzung der-
selben vordringen. So lange wir also mit Phiinomenen zu thun
haben, bei deren mathematischer Behandlung eine Zerlegung der
Korper in solche Volumelemente geniigt, deren Abmessungen immer
noch sehr grofs gegen den Wirkungskreis der Molekularkriifte bleiben,
wird die Vorstellung einer continuirlichen réiumlichen Massen-
vertheilung immer mit Vortheil an die Stelle der Vorstellung von
dem molekularen Aufbau der Materie gesetzt werden konnen; dies
trifft zu bei dem grofsten Theil der elastischen und hydrodynamischen
Erscheinungen. Ausnahmen kommen freilich in gewissen charakte-
ristischen Fillen vor. So ist z. B. die Farbenzerstreuung des Lichtes,
d. h. die Abhiingigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der
Wellenliinge ein Phiinomen, welches sich — gleichviel ob man die
alte elastische oder die moderne elektromagnetische Lichttheorie zu
Grunde legt — wohl nur dadurch erkliiren lifst, dafs die Wellenliingen
nicht mehr unendlich grofs gegenitber der Wirkungsweite der
Molekularkriifte gesetzt werden diirfen, dafs man also entweder in
solchen Raumelementen, welche grofs genug sind um continuirlich
mit Masse erfiillt gelten zu diirfen, immer verschiedene Zustiinde
— Phasen der Wellen — neben einander hat, oder wenn man zu
so kleinen Ri#umen iibergeht, in denen der Schwingungszustand
itherall als gleich gelten kann, dafs da die Molekularkriifte iiber die
Grenzen des Elementes hinaus oder ganz durch dasselbe hindurch-
gehen. In solchen Filllen werden besondere Betrachtungen noth-
wendig, fiir welche das einfache Schema der continuirlichen Massen
nicht ausreicht, in denen man gezwungen wird auf die Molekular-
theorie zuriickzugehen.

Es ist auch unternommen worden, auf directer Grundlage der
Vorstellung von den discreten Molekeln eine Elasticitiitstheorie auf-
zubauen. Die Probleme sind aber in ihrer ganzen moglichen All-

l*
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gemeinheit gar nicht zu bewiltigen. Krstens kennt man nicht das
Gesetz, nach welchem die molekularen Centralkriifte von der Ent-
fernung abhiingen sollen, und zweitens, selbst wenn man es kennen
wiirde, ist bereits das Dreikérperproblem, d. h. die Bewegung eines
Systems von drei Massenpunkten unter der Wirkung bekannter innerer
Kriifte nicht allgemein losbar, geschweige denn das gleiche Problem
fir aufserordentlich viele Punkte. Man wird also beim Betreten
dieses Weges zur Aufstellung weiterer, die Betrachtung verein-
fachender Hypothesen gendthigt, sowohl iiber die regelmiifsige riium-
liche Anordnung der Molekeln als auch iiber die Gesetze der zwischen
ihnen wirkenden Anziehungs- und Abstofsungskriifte. Porsson hat
eine solche Theorie in sich folgerichtig durchgefithrt. Dafs deren
Resultate zu eng sind und nicht die ganze Mannigfaltigkeit der
experimentell festgestellten Thatsachen erkliiren, liegt daran, dafs die
im Interesse der mathematischen Durchfithrbarkeit hinzugenommenen
hypothetischen Annahmen jedenfalls von zu specieller Art sind.
Der Weg, welchen wir einschlagen werden, geht von weniger engen
Voraussetzungen aus, er verzichtet auf die Betrachtung der ein-
zelnen Molekeln und ihrer gegenseitigen Kraftwirkungen, nimmt
vielmehr continuirlich verbreitete Massen an, deren innere Kriifte
bei der natiirlichen Form der Korper, welche diese ohne Einwirkung
dufserer Kriifte zeigen, jedenfalls im stabilen Gleichgewicht sind.
Im Uebrigen wird nur vorausgesetzt werden, dafs die bei einer De-
formation auftretenden inneren Kriifte, welche dann nicht mehr im
Gleichgewicht sind, sondern Resultanten liefern, welche den #ulseren
angreifenden Kriiften das Gleichgewicht halten, dafs diese sogenannten
elastischen Kriifte conservativ sind, dafs also eine potentielle Energie
existirt, welche in der natiirlichen Lage der Massentheilchen ein
absolutes Minimum ist, und deren Mehrbetrag im deformirten Zu-
stande sich aus den Abmessungen der Gestaltsverinderung mathe-
matisch ausdriicken lifst. Auf diese Betrachtungen werden wir aber
erst im zweiten Theile eingehen.

§ 8. Ungeordnete und geordnete Bewegungen.

In der Kinematik der discreten Massenpunkte zu Anfang des
ersten Bandes dieser Vorlesungen wurden die Begriffe aufgestellt,
welche zur Darstellung der Bewegungen von Massenpunkten in der
Zeit tauglich sind. Erstens die Coordinaten, welche zur Ortsbestim-
mung dienen, mufsten drei von einander unabhiingige geometrische
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Abmessungen sein, welche jeden Raumpunkt eindeutig zu bestimmen
geeignet sind. Diese mufsten nicht nur stetige, sondern zweimal
differenzirbare Functionen der Zeit sein: die ersten Differential-
quotienten definirten die Componenten der Geschwindigkeit, die
zweiten Differentialquotienten die der Beschleunigung.

Um diese Begriffe auch bei der Darstellung der Bewegungen
continuirlicher Massen anwenden zu konnen, ist es ndthig anzu-
nehmen, dafs man auch in der riiumlich verbreiteten Substanz jedes
individuelle Massentheilchen verfolgen und zu verschiedenen Zeiten
als das gleiche wiedererkennen kann. Dariiber werden wir nachher
eine besondere Betrachtung anstellen. Sobald man an der Mole-
kular-Hypothese festhiilt, d. h. im Wesentlichen an den Systemen
discreter Massenpunkte, wenn auch von aufserordentlich feiner Ver-
theilung und grofser Anzahl, so hat man iiber den Begriff der Be-
wegung des Systems nichts weiteres Neues festzusetzen, die Bewegung
setzt sich dann eben zusammen aus den Bewegungen aller einzelnen
Elementarpunkte. Indessen lassen sich von vornherein zwei ver-
schiedene Typen der Gesammtbewegung gegensiitzlich unterscheiden,
durch welche dann in der Molekulartheorie auch ganz verschiedene
Naturerscheinungen gedeutet werden.

Man kann sich einerseits vorstellen, dafs die Bewegung jedes
einzelnen Massenpunktes unabhiingig von derjenigen der benach-
barten Punkte verliiuft, dafls zwischen diesen weder in Richtung noch
in Grofse der Geschwindigkeit eine Aehnlichkeit besteht, dafs viel-
mehr die verschiedensten Bewegungsarten iiberall dicht neben ein-
ander regellos vorkommen. KEs kann dabei noch zutreffen, dafs die-
jenigen Massenpunkte oder Molekeln, welche einmal benachbart sind,
dies auch bleiben, dafs keines sich weit von seinem Orte entfernt,
sondern beliebige vibrirende oder kreisende Bewegungen um eine
mittlere Lage ausfithrt; es kann aber auch villig freie Beweglich-
keit herrschen, in Folge deren die Nachbaren nach sehr kurzer Zeit
schon verhiiltnifsmii(sig weit von einander getrennt sind und bleiben.
Die hierdurch charakterisirten Bewegungsarten nennen wir ,unge-
ordnete Bewegungen®. Die Molekulartheorie erklirt durch solche
den Wiirmezustand der Korper. Die einem Korper zugefiihrte
Wiirmemenge ist danach eine Vemehrung seines Knergieinhaltes,
welche sowohl in kinetischer Energie, Steigerung der Geschwindig-
keit der Molekeln, als auch in potentieller Energie, z. B. Vergrofse-
rung des Abstandes der Molekeln, d. h. Arbeitsleistung gegen die
molekularen Anziehungskriifte, bestehen kann.

Fiir die ungeordnete und freie Bewegung (in der Molekular-
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hypothese Charakteristik der fliissigen Aggregatzustiinde) haben wir
einen anschaulichen Vergleich in einem Miickenschwarm: Jedes ein-
zelne Thierchen darin fithrt seine besondere Bewegung aus, welche
keinerlei Aehnlichkeit mit der der Nachbaren zu haben pflegt, die
Richtung der Bahn steht jedem Individuum frei, jedes ist fithig und
bereit, diese jederzeit nach Belieben zu #ndern und nach einer
anderen Richtung und mit anderer Geschwindigkeit weiter zu gehen,
und thut dies auch, wahrscheinlich in Folge sinnlicher Wahrneh-
mungen, welche sich auf die Nachbaren beziehen. Fiir die an die
fulsere Begrenzung des Schwarmes gelangten Miicken mufs das Be-
streben herrschen, sich nicht noch weiter zu entfernen, sondern in
die Mitte zuriickzukehren, sonst wiirde sich der Schwarm in kiir-
zester Zeit zerstreuen; die rings von Nachbaren umgebenen aber
miissen den Willen iufsern, Spielraum zu ihrer ungestorten Be-
wegung um sich her zu bewahren, sonst wiirde der Schwarm sich
mehr und mehr verdichten. Aus beiden Bestrebungen zusammen
erklirt sich der stationiire Bewegungszustand, der seinen Ausdruck
findet in der fiir liingere Zeit bewahrten unveriinderten Gestalt und
Lage des ganzen Schwarmes. Betrachtet man nun einen solchen
Miickenschwarm aus so grofser Entfernung, dals die einzelnen Thier-
chen und deren Bewegungen nicht erkennbar sind, so erscheint er
als ein ausgedehntes ruhendes Gebilde, welches dem Augenscheine
nach continuirlich mit Masse erfiillt ist, ebenso wie eine aus Kohlen-
stiiubchen und Wassertropfchen gebildete Rauchwolke auch noch
aus geringerer Entfernung erscheint. Wir wiirden dann auch keine
Veriinderung beobachten, wenn plotzlich siimmtliche Miicken still-
stiinden und sich schwebend auf ihren Plitzen hielten. In dieser
Lage befinden wir uns ungefilhr durch unsere sinnliche Anschauung
den aus bewegten Molekeln zusammengesetzt gedachten Natur-
korpern gegenitber. Nun kann es wohl eintreten, dafs wir den
ganzen Miickenschwarm langsam und stetig seinen Ort, seine Ge-
stalt oder beides zugleich veriindern sehen. In Wirklichkeit ge-
schieht dies auch nur durch das Zusammenwirken der freien Be-
wegungen jedes Individuums, welche ebenso regellos erfolgen, wie
sonst; die langsame stetige Orts- und Gestaltsinderung wiirde aber
fir unser Auge in ganz derselben Weise erfolgen, wenn jede der
vorher unbeweglich schwebend gedachten Miicken jetzt nur an der
langsamen Bewegung des ganzen Schwarmes Theil niihme. Diese
gedachte Bewegung ist wesentlich verschieden von der thatsiichlichen
schwiirmenden, bei dieser bleiben die Nachbaren neben einander, die
gegenseitige Anordnung bleibt unveriindert und je nither zwei Indi-
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viduen bei einander stehen, um so dhnlicher sind auch ihre Bahnen,
welche sie durchlaufen, und um so niiher gleich sind die Geschwin-
digkeiten, mit denen dies geschieht. Kine solche Bewegung, welche
man sich von jedem System dicht gedriingter materieller Punkte
ausgefithrt denken kann, nennen wir eine ,geordnete Bewegung*®,
Es ist ohne Weiteres einleuchtend, dafs man den Bewegungszustand
des fortriickenden und sich dabei deformirenden Massensystems, also
in unserem Vergleich des Miickenschwarmes, auffassen kann als
ungestorte Superposition der bestimmten geordneten Bewegung und
einer solchen ungeordneten Bewegung, bei welcher das ganze System,
der ganze Schwarm, seinen Ort und seine Gestalt nicht veriindert,
dafs man also in der Vorstellung beide Arten von Bewegung trennen
und gesondert betrachten kann, ohne auf die andere Riicksicht zu
nehmen. Die Moglichkeit dieser getrennten Betrachtung ist fiir
unser gegenwiirtiges Thema sehr wichtig, bei welchem nur die ge-
ordneten Bewegungen betrachtet werden sollen.

§ 4. Geordnete Verrlickungen continuirlicher Massen.

Wir wollen nun betrachten, wie es sich mit der Vorstellung
der beiden entgegengesetzten Bewegungstypen verhilt, wenn wir von
den Systemen aufserordentlich vieler kleiner und eng benachbarter
Massenpunkte iibergehen zur continuirlichen Massenverbreitung im
Raume. Kin geometrischer Punkt deckt dann wegen seiner Aus-
dehnungslosigkeit tiberhaupt keine Masse, auch keine verschwindend
kleine. Auch das geringste Massenelement nimmt dann noch einen
Raum ein, lings dessen geschlossener Oberfliiche es liickenlos an
die benachbarten Massen angrenzt. Die Vorstellung einer ungeord-
neten Bewegung der benachbarten, lings gemeinsamer Grenzfliichen
an einander stofsenden Massenelemente wird dadurch unmiglich, da
jedes abgegrenzte Massenelement, um sich bewegen zu konnen, seine
Nachbarschaft entweder mitnehmen oder in bestimmter Weise bei
Seite driingen muls; wenn also wirklich einem einzelnen Massen-
element eine willkiirliche Bewegung zugeschrieben wiirde, so kinnten
sich alle in der Umgebung liegenden nicht mehr regellos bewegen,
sondern nur in einer gewissen Ordnung. Dies gilt auch noch, wenn
man annimmt, dafs das Massenelement sich irgendwie deformirt, um
weiter vordringen zu konnen. Der Begriff der geordneten Be-
wegung hingegen setzt einem Uebergang zur Vorstellung continuir-
licher Massen keine Schwierigkeit in den Weg, ja es ist dies die
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einzige Form, in welcher man sich continuirliche Massen bewegt
vorstellen kann.

Wir konnen uns die Substanz durch ein beliebig enges System
von den ganzen Raum liickenlos ausfiillenden Zellen zerschnitten
denken, deren Form willkiirlich ist. Nachdem dies geschehen, wollen
wir die Zellwiinde, welche bisher nur eine geometrische Fiction
sind, fest in der Substanz haftend denken, so dafs die in einer jeden
Zelle eingeschlossene Masse auch im Verlauf der Bewegung in der-
selben enthalten bleibt. Die Flichenschaaren, durch welche die
Zerschneidung bewirkt gedacht ist, werden sich dann bei einer ge-
ordneten Bewegung stetig im Raume verschieben, die Eckpunkte
der Zellenpolyeder, in welchen drei Flichen sich durchschneiden,
werden sich verschieben, wie discrete Massenpunkte bei geordneter
Bewegung eines Punktsystems, obwohl die Eckpunkte hier nicht als
Triiger einer auch noch so kleinen Masse auftreten. Man sieht
daraus, dals es begrifflich mdglich ist, auch in continuirlich ver-
breiteten Massen punktférmige — ausdehnungslose — Gebilde gleich
Massenpunkten in ihrer Bewegung zu verfolgen, und zwar kann
wegen der beliebigen Wahl des Zellensystems diese Verfolgung einen
jeden Punkt betreffen, der in der Masse zu einer bestimmten Zeit
durch einen bestimmten geometrischen Punkt bezeichnet ist. Ks
wird nach diesen Auseinandersetzungen nicht mehr zu Milsverstind-
nissen fithren, wenn wir im Folgenden der Kiirze wegen auch auf
solche in der continuirlichen Masse festhaftende Punkte die Be-
zeichnung ,Massenpunkte® iibertragen, sobald wir nur dessen ein-
gedenk bleiben, dafs an ihnen kein bestimmter Betrag von Masse
haftet, sondern dafs man hochstens angeben kann, wie grols die
Massendichtigkeit in diesem Punkte zu einer bestimmten Zeit ist.
Es kommt einem solchen Massenpunkt selbst auch keine Triigheit
zu, aber es miissen fiir seine Bewegung die Begriffe der Geschwin-
digkeit und Beschleunigung, d. h. die beiden ersten Differential-
quotienten seiner Ortscoordinaten nach der Zeit mit endlichen
Werthen existiren, weil er von denselben triigen Massen umschlossen
bleibt. Diese Massenpunkte bilden nun gleich den geometrischen
Punkten ein Continuum von drei Dimensionen, und zwar zu allen
Zeiten. Die Geschwindigkeiten, welche die Verriickungen derselben
in einem Zeitelement anzeigen, miissen daher nicht nur nach der
Zeit differenzirbare Functionen sein, sondern auch differenzirbare
Functionen festliegender Raumcoordinaten.

Dieses Auftreten der Raumcoordinaten als Variabele, nach denen
man die Geschwindigkeiten differenziren kann, ist das wesentliche
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Charakteristikum der continuirlich verbreiteten Massen im Gegen-
satz zu den Systemen discreter Massenpunkte, bei welchen die Zeit
die einzige Urvariabele ist. Bei diesen hatte es keinen Sinn, von
einem Massenpunkt durch den leeren Raum zu einem Nachbar
hiniiberzugehen, um zu beobachten, wie sich dabei der Bewegungs-
zustand allmiihlich veriindere, denn es existirt auf dem ganzen
Wege gar keine Masse, deren Bewegungszustand angegeben werden
kinnte, vielmehr erst am Ziel tritt uns der andere Massenpunkt
entgegen mit seinem individuellen Bewegungszustand, den wir un-
abhiingig bestimmen miissen. Von einer differenzirbaren Function
der Raumcoordinaten ist aber dabei keine Rede, diese hat nur Sinn
bei continuirlich verbreiteten Massen und der ihnen angepassten
Vorstellung der geordneten Bewegungen.

§ 5. Analytische Darstellung geordneter Verriickungen,

Aus der soeben dargelegten Eigenschaft der geordneten Be-
wegungen continuirlich verbreiteter Massen, dals nimlich die Ge-
schwindigkeiten der Massenpunkte differenzirbare Functionen der
Raumcoordinaten sein miissen, folgen ohne weitere Annahmen be-
stimmte analytische Formen, in den man die Lagenveriinderungen
ausdriicken kann. Wir wollen absichtlich hier nur von Lageniinde-
rungen, nicht von Geschwindigkeiten sprechen, um die Auseinander-
setzungen allgemeiner zu halten. Verfolgen wir niimlich die bewegte
Substanz withrend eines hinreichend kurzen Zeitelementes, so wird
jeder beobachtete Massenpunkt eine kleine Wegstrecke zuriicklegen,
welche als geradlinig gelten kann. Der Grenzwerth dieser Strecke,
dividirt durch das Zeitelement, definirt dann die Geschwindigkeit,
es ist also stets moglich, auf diesen Begriff itberzugehen, wo es er-
wiinscht ist. Die Vorstellung, dafs zu jedem beobachteten Massen-
punkt eine bestimmte kleine gerichtete Strecke zugehort, ist aber
auch anzuwenden in Fillen, wo keine Bewegung mehr herrscht,
sondern eine auf dem Wege der geordneten Bewegung entstandene
Deformation ruhend fortbesteht. Die kleinen Strecken bezeichnen
alsdann die Verriickungen, welche ein jeder Punkt gegeniiber einer
Anfangslage, z B. einer natiirlichen Gleichgewichtslage erfahren hat,
ja der Begriff lifst sich auch festhalten, wenn die Deformation sich
in der Zeit veriindert, wie das z B. bei schwingenden Koérpern der
Fall ist. Das gemeinsame Merkmal ist, dals sowohl die kleinen
Verriickungen als auch die kleinen wiithrend des Zeitelementes
durchlaufenen Wegstrecken in dem von Masse erfiillten Raum eine
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geordnete Vectorgrofse darstellen, die man nach den Coordinat-
richtungen in drei Componenten zerlegen kann, welch’ letztere dif-
ferenzirbare Functionen der Raumcoordinaten sind. Die Compli-
cation, dals diese Vectoren auch Functionen der Zeit sind, wollen
wir bei dieser Betrachtung ausschliefsen, also nur gleichzeitig be-
stehende Verschiebungen betrachten. Die Betrachtung wird dann
aus einer kinematischen eine rein geometrische, wir haben nur zu
vergleichen die Lage einer ausgedehnten Masse vor und nach einer
kleinen Verschiebung, ob letztere durch Bewegung wiihrend des fest
bestimmten Zeitelementes oder durch eine einmal erzeugte und
dann in Ruhe bestehende Deformation hervorgebracht ist, bleibt dabei
gleichgiiltig. Vor der Verriickung kann durch jeden geometrischen
Punkt, also durch Angabe dreier Coordinaten z, y, x# ein bestimmter
Massenpunkt bezeichnet werden. Den Ort, an den ein Massen-
punkt nach der Verschiebung geriickt ist, bezeichnen wir durch die
Coordinaten « + &, y+ 7, x+ ¢, also sind §, %, { die Componenten
der Verriickung, von welchen wir verlangen miissen, dafs sie diffe-
renzirbare Functionen der z, y, z, also der Coordinaten vor der
Verriickung sind. Haben wir daher fiir einen ausgewihlten Massen-
punkt, der anfinglich an dem Orte z,, y,, %, lag, die Verriickungs-
componenten &, 7,, £, bestimmt, so konnen wir mit Hilfe der auf
diesen Ort bezogenen Localwerthe der Differentialquotienten, also
solcher Grofsen

90 20 58, 53, G (42, o

die Verriickungen fiir alle in der Umgebung dieses ausgewiihlten
Nullpunktes gelagerten Massenpunkte durch Tayrow’sche Reihen dar-
stellen, deren Glieder nach Potenzen der Distanzcomponenten (z—uz),
(y—1,), (x—1,) des beliehigen Punktes von dem ausgewiihlten Punkte
fortschreiten. Die Form dieser Entwickelungen ist bekanntlich:

t=tt (55 e-mt (5] u-w+ (gE) e

+4{50) = zo)ﬂH(-—f—) (v=v0+ §(5.5) (==

(1)
z (6 J’gx) (‘/-y")(x—"o)"'( ’E_) (& —2xp) (@ —2,) +

aﬂ
+ (ax ‘an) (@— xo)(.’/ .'/o)
+ Glieder dritten und hoheren Grades, in denen die Facultiit
der Ordnungszahl im Nenner auftritt.
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Fiir 4 und £ gelten zwei ganz gleichartige Reihen, welche man
aus der vorstehenden bilden kann, indem man nur das Zeichen §
itberall, wo es vorkommt, durch # vesp. { ersetzt, Auf die Con-
vergenzbedingungen solcher Entwickelungen brauchen wir uns hier
nicht einzulassen; der Giiltigkeitsbereich erstreckt sich so weit, als
die Differentialquotienten der &, %, ¢ stetige Functionen sind, also
keine Spriinge (Discontinuitiiten) aufweisen. Dann konnen die
Differentialquotienten sogar nach Art einer geometrischen Reihe
der Ordnungszahl wachsen, die Entwickelung convergirt doch durch
die Kraft der im Nenner stehenden Facultiiten. Bis zu welcher
Ordnungszahl man die Glieder beriicksichtigen mulfs, das hingt von
verschiedenen Umstéinden ab: KErstens von der Art der auszu-
driickenden Deformation, zweitens von der Ausdehnung des Bereiches,
in welchem die Darstellung giiltig sein soll, und drittens von der
verlangten Genauigkeit der Angabe. So wird um den Ausgangs-
punkt (z,, ¥,, %) herum ein gewisser Bereich bestimmt werden
konnen, innerhalb dessen man bereits nach den Gliedern ersten Grades
abbrechen darf, weil der Beitrag, den die hioheren Glieder noch zur
Summe liefern, verschwindend klein ist gegeniiber den linearen Glie-
dern. Wir wollen einen solchen Bereich kurzweg einen kleinen Bereich
nennen, dabei aber wohl eingedenk sein, dals der Begriff der Klein-
heit hierbei durchaus abhiingt von der ritumlichen Anordnung der
Verriickungen, also von der Art der Deformation und von der zu
fordernden Genauigkeit der Angaben, und nicht etwa davon, dals
die Malszahlen der Distanzcomponenten z — z,, y — y,, ¥ — %, kleine
Briiche sind, deren hihere Potenzen und Producte gegen die ersten
Potenzen vernachliissigt werden diirfen. Die Malszahlen hiingen
niimlich von der gewiihlten Liingeneinheit ab und konnen bei ge-
niigender Kleinheit dieses Malfsstabes beliebig grolse Zahlenwerthe auch
im Inneren des kleinen Bereiches erhalten; das Abbrechen der Reihe
hinter den linearen Gliedern ist alsdann nicht darauf zuriickzufiihren,
dafs etwa (z — ,)* unendlich klein gegen (z — ;) wird, sondern

2
(g—mlz) und alle anderen hoheren Differentialquotienten
0
Zahlenwerthe erhalten, welche verschwinden gegen den Zahlen-
wert von (gé) oder den eines anderen der ersten Differential-
0

0w

darauf, dals

quotienten.

Bricht man erst hinter den Gliedern des zweiten Grades ab,
$o kann man dadurch die Verriickungen in weit umfassenderen Be-
reichen einheitlich darstellen. Wir werden im dritten Theile dieses
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Bandes bei Betrachtung der Torsion und der Biegung solche Glieder
zweiten Grades verwenden. Ubrigens kann man statt dessen einen
weiteren Bereich immer zertheilen in eine Schaar ,kleiner* Bezirke,
in deren jedem man die Reihenentwickelung nach den linearen
2
Gliedern abbricht; nur sind dann fiir die Coefficienten (g—xé;) etc.

in jedem Bezirke verschiedene Localwerthe zu setzen.

§ 6. Gesetzmiifsigkeiten der geordneten Verriickungen im
Inneren Kkleiner Bereiche continuirlich verbreiteter Massen.

Wir wollen uns nun auf die Betrachtung kleiner Bereiche be-
schriinken, in denen wir die einfachsten Verhiltnisse vorfinden. Die
Componenten der Verriickung sind dann durch die auf die Glieder
ersten Grades beschriinkten Tayrow'schen Entwickelungen nach Art
der Gleichung (1) dargestellt. Die vorkommenden ersten partiellen
Differentialquotienten, welche sich auf den Ausgangspunkt im In-
neren des kleinen Bereichs beziehen sind 9 constante Coefficienten,
welche die Natur der Verriickung definiren; wir wollen diese durch
kiirzere Bezeichnungen ersetzen:

0 0 0

Fi_= % >6-§‘= % _§= %

o 0 07

T i By B /@
S NG :

v 1ok G il T

und erhalten so die Grundgleichungen:

§=§ + 0@ —a)+ o[y — y) + a5 (x — %)
N =1 + b (@ — ;) + by (y — ¥) + by (v — %) (3)
E=8L+oa@—mz)+e y—y)+oE—2).

Um die Coordinaten der Massenpunkte nach der Verriickung zu

erhalten, addiren wir zu jeder dieser drei Gleichungen die ent-
sprechende der folgenden drei Identitiiten:

@ = @) + (¢ — z,)
v="19+ - %)

r=2,+ (¥ — %)
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und finden so:

@+ § =2+ § +(1+a,) (@ — z,) + ay (Y — ) + ay (¥ — %)
y+n=v+tnn+ b@E—z)+1+b)y—y)+ byr—2x) 1 (4)
vHl=%+& + ¢ (@—m) + ¢y (¥ = Yo) + (1 +05) (v — %))

Nun wollen wir eine Reihe von Gesetzmiifsigkeiten der durch diese
Gleichungen definirten Verriickungen aufsuchen.

Zuniichst greifen wir aus der Masse ein Continuum von Massen-
punkten heraus, welche nach der Verriickung siimmtlich in einer
willkiirlich gewiihlten Ebene liegen, deren verschobene Coordinaten
(@ 4+ &), (y +7), (x+ &) also siimmtlich eine und dieselbe lineare
Gleichung befriedigen, welche wir schreiben kionnen:

A@+E+By+n+C0x+)+ D=0, (5)

und fragen, was fiir einen geometrischen Ort diese Punkte vor der
Verriickung formirt haben, was also fiir eine analytische Beziehung
zwischen den unverschobenen Coordinaten z, y, # dieser Punkte aus
der Gleichung (5) folgt. Nun driicken uns die Gleichungen (4) die
verschobenen Coordinaten als Functionen der unverschobenen aus,
wir brauchen also nur fiir die ( + §) ete. die rechten Seiten jener
drei Gleichungen in (5) einzusetzen. Sondern wir dabei alle con-
stanten Summanden ab und fassen die variabelen nach den Fac-
toren z, y, ~ zusammen, so ergiebt sich:

{4-(1 4+ a,) + B-b, + C-¢q, }x
+ {4-a, + B(1 + b)) + C-c, by
+ {4-a4 + B-b, + C(1 + ¢)}-» (5 a)
+ {A(§, — a, @) — ag yo — a3 %) + B, — b, @, — by Y — by %) +
+ C,—o,my—cyyy—cy %) + D} = 0.

Dies ist eine lineare Gleichung zwischen den unverschobenen
Coordinaten =, y, », bezeichnet also ebenfalls eine Ebene. Die-
jenigen Massenpunkte, welche nach der Verschiebung in einer Ebene
liegen, miissen bereits vor der Verschiebung in einer Ebene gelegen
haben. Dieser Satz lifst sich auch umkehren, so dafs man allge-
mein sagen kann: Alle in der Substanz festhaftenden Ebenen
bleiben bei der Verriickung Ebenen. Die constanten Coeffi-
cienten der Gleichung (5a) sind in geschweifte Klammer -einge-
schlossen. Man sieht, dals diese von den Coefficienten in Glei-
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chung (5) sowohl absolut wie auch in ihrem Grbfsenverhiiltnils zu
einander abweichen. Die KEbenen werden also im Allgemeinen bei
der Verriickung Lage und Richtung veriindern. Man sieht aber
auch, dafs das constante Glied der Gleichung (5), niimlich D, aunch
in (ba) nur als Summand des constanten Gliedes dieser Gleichung
auftritt, in den Coefficienten von z, y, # dagegen fehlt. Denkt man
sich also eine ganze Reihe von Gleichungen (5) aufgestellt, welche sich
nur durch verschiedene Werthe der Constante D unterscheiden, so folgen
daraus auch lauter Gleichungen (5a), welche nur in dem constanten
Gliede (welches die vierte und fiinfte Zeile jener Gleichung bildet)
von einander abweichen. Nun lehrt die analytische Geometrie, dals
mehrere lineare Gleichungen, welche nur in dem von z, y, » freien
Gliede verschieden sind, oder welche auf eine solche Form gebracht
werden konnen, dals dies zutrifft, dafls solche Gleichungen eine
Reihe von parallelen Ebenen im Raume definiren. Wir kinnen
deshalb aus der Gleichung (5a) noch das Gesetz herauslesen, dafs
Ebenen in der Substanz, welche nach der Verriickung parallel sind,
auch schon vor der Verriickung parallele Ebenen waren, oder um-
gekehrt, dals parallele Ebenen auch bei der Verriickung der Sub-
stanz parallel bleiben.

Eine directe Folgerung aus diesen Siitzen bezieht sich auf
gerade Linien, welche durch bestimmte Massenpunkte der Substanz
gebildet werden, denn gerade Linien konnen immer als Schnitte
zweler Ebenen aufgefalst werden, und parallele gerade Linien
als Schnitte von parallelen Ebenen mit einer anders gerichteten
Ebene. Die betreffenden Siitze lauten: Alle in der Substanz
festliegenden geraden Linien bleiben bei der Verriickung gerade
und alle parallelen Geraden bleiben parallel, wenn auch ihre ge-
meinsame Richtung durch die Verriickung im allgemeinen ver-
indert wird.

Eine zweite Gesetzmiilsigkeit betrifft die Oberflichen zweiten
Grades. Wir greifen aus der continuirlichen Masse ein Continuum
von Massenpunkten heraus, welches nach der Verriickung eine ge-
schlossene Oberfliiche zweiten Grades, also ein Ellipsoid formirt,
dessen Mittelpunkt mit dem Massenpunkt zusammenfillt, der uns
als Ausgangspunkt dient. Da die Wahl dieses Punktes ganz un-
serem Belieben iiberlassen ist, so kann jedes Ellipsoid im Inneren
des Bereiches in Betrachtung gezogen werden.

Der Mittelpunkt dieses Ellipsoides hat also die Coordinaten
@, + &, Yo + My % + & und die allgemeine Gleichung des-
selben ist: ,
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A{(x‘*'g) — (@, +§o)}2 o B{(.’l+’1)“ W, +1]())}’+ C{(x'*":) — (% +.Zo)}2
+ 2D{y + n) — (¥ + W& + &) — (o + &)}

+ 2E{x + &) — (% + &} + & — (@ + & (6)
+ 2F|(@ + &) — (z, + &) v+ ) — @+ )}
4+ @=0.

Die in geschweifte Klammern eingeschlossenen Terme lassen
sich leicht aus Gleichung (4) als Functionen der (z — =), (¥ — ¥,),
(x — #,) darstellen, und zwar sind es lineare homogene Kunctionen.
Wenn wir also die in vorstehender Gleichung vorkommenden Qua-
drate und Producte ausfithren, so werden wir das Ganze folgender-
mafsen ordnen kinnen:

4 (@—2) + B, (y—y,* + O (x—#)" + 2D, (y-—-yo)(x—xo)} (6a)
+ 28 (x —x)@—2)+2F (x—2,)y — )+ G, =0.

Die Coefficienten 4,, B,, .... G, sind zusammengesetzt aus den
A, B, .... G und den 9 Constanten @, bis ¢, Diese Gleichung be-
zeichnet ebenfalls eine Oberfliche zweiten Grades und, da alle
Punkte @, y, # in endlicher Entfernung liegen, ebenfalls ein Ellip-
soid. Da ferner lineare Glieder fehlen, ist der Mittelpunkt desselben
der Ausgangspunkt x,, y,, %,. Da aber die Coefficienten in (6a) im
Allgemeinen siimmtlich verschieden und von den entsprechenden in
(6), so hat dieses andere Werthe und auch andere Lage der Haupt-
axen. Wir konnen mithin die Ableitung der Gleichung (6a) aus (6)
mit Hiilfe der Gleichungen (4) in folgenden Satz zusammenfassen:
Massenpunkte, welche nach der Verriickung in der Oberfliiche eines
Ellipsoides liegen, haben auch schon vor der Verriickung in einer
anderen Ellipsoidfliiche gelegen, und derjenige Massenpunkt, welcher
nach der Verriickung im Mittelpunkt des Ellipsoides liegt, lag auch
vor der Verriickung im Mittelpunkte des anderen Ellipsoides. Um-
gekehrt lautet der Satz: Alle in der Substanz festliegende Ellipsoide
bleiben bei der Verriickung Ellipsoide, der im Mittelpunkt liegende
Massenpunkt bleibt Mittelpunkt; dagegen veriindern sich im Allge-
meinen die Grofsen und Richtungen der Hauptaxen. Da ferner eine
Ellipse immer als Centralschnitt eines Ellipsoides und einer KEbene
angesehen werden kann und beide Flichenarten ihren Charakter
bewahren, so folgt direct noch der Satz: Massenpunkte, welche eine
Ellipse formiren, thun dies auch nach der Verriickung, und der im
Mittelpunkt liegende Massenpunkt bleibt dabei Mittelpunkt. Da die
Kugel ein besonderer Fall der Ellipsoidgestalt ist, so wird auch
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eine in der Substanz abgegrenzte Kugel durch die Verriickung in
ein Ellipsoid iibergehen.

Hiitten wir die Beschriinkung auf ,kleine® Bereiche nicht ge-
macht, so wilrden wir nicht so bestimmte Gesetze haben folgern
konnen, sondern wir wiirden nur gefunden haben, dals Ebenen in
Fliichen von stetiger Kriimmung, gerade Linien in eben solche Raum-
curven iibergehen und dafs Ellipsoide jedenfalls geschlossene Fliichen
bleiben.

§ 7. Deformationen.

In der Darstellung der Verriickungen durch Gleichung (3)
dienten die Coordinaten und die Verriickung eines beliebig gewithlten
Ausgangspunktes, also die Grdlsen z,, y,, %, &, %y & als nothwendige
Hiilfsmittel, um die & #, { auf ein im Raume festliegendes Coor-
dinatensystem beziehen zu konnen. In vielen Fillen interessiren
uns nun die absoluten Betriige der Verriickungen nicht, sondern nur
die Formveriinderungen, welche irgendwie in dem kleinen Bereich
abgegrenzte Substanzmengen erfahren. Dabei kommt es nicht auf
die Verriickung und auf die Anfangslage des Ausgangspunktes an,
gondern nur darauf, wie sich die relative Lage der Massenpunkte
gegen den Ausgangspunkt veriindert. Diese wiirden wir finden,
wenn wir statt des im Raume festliegenden Coordinatensystems ein
anderes zu Grunde legen, welches seinen Nullpunkt in dem aus-
gewithlten Massenpunkt hat, und sich mit diesem verriickt, so dafs
dabei die Richtungen der Axen unveriindert bleiben. Als Coor-
dinaten der Massenpunkte in diesem System wiirden dann nach der
bisherigen Bezeichnung xz—z, y—y, x—=z, und als Verriickungen
E—§&, n—1ny {—&, anzusehen sein. Nennen wir diese nun wieder
einfach 2, y, #, & 7, § so erhalten wir aus (3) und (4) die Glei-
chungen, welche sich auf ein im Ausgangspunkte, also in einem be-
liebigen Massenpunkte im Inneren des Bereiches festgelegtes Coor-
dinatensystem beziehen. Formell findet man diese neuen Glei-
chungen, indem man in (3) und (4) o, =y,=%,=§ =1,={ =0 setzt.
Die Gleichungen lauten dann:

Fiir die Verriickungen:

§=02+0y+oz
n=bax+4by+bx (7)
f=cao+cy—+cgn
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und fiir die Coordinaten nach der Verriickung:

z+E=(14+a)z+a,y+ay2%
y+n=>b o+ 1+ b)y+b» (Ta)
xt+l=0 x+0y+ (140c)%

Diese einfacheren Gleichungen geniigen fir das Studium der
erzeugten Deformationen. Die Verriickung des Ausgangspunktes ist
dabei als gemeinsame translatorische Parallelverriickung des ganzen
Bereiches eliminirt.

§ 8. Kleine Deformationen. Superposition.

Die 9 Coefficienten, welche als partielle Differentialquotienten
der Verriickungen nach den Coordinaten eingefiihrt wurden, waren
bisher nur der Beschriinkung unterworfen, dals sie nicht unend-
lich grofs werden durften. Ihrer Dimension nach sind sie ja,
als Quotienten zweier Strecken, unbenannte Zahlen, mithin unab-
hiingig von der gewiihlten Liingeneinheit. Sobald man nun diesen
9 Coefficienten oder auch nur einigen derselben endliche Zahlen-
werthe beilegt, so werden, wie die Gleichungen (7) erkennen lassen,
die relativen Verriickungen von derselben Grifsenordnung wie die
Abstiinde vom Ausgangspunkt, welcher in diesen Gleichungen als
unverriickt angesehen wird; die Deformationen sind dann sehr be-
deutend. Setzt man beispielsweise nur a, =1, alle iibrigen Coeffi-
cienten = 0, so wird durch die damit bezeichnete Deformation der
gegenseitige Abstand aller Massenpunkte in der a-Richtung ver-
doppelt. So bedeutende Deformationen hat man in der Physik
hochst selten zu betrachten, von besonderem Interesse sind aber
gerade die kleinen Deformationen, bei denen sich die Gestalt ab-
gegrenzter Substanzmengen im Inneren der Korper nur sehr wenig
im Verhiiltnifs zu ihren Dimensionen verzerrt, denn von dieser Art
pflegen die Deformationen zu sein, welche kleine Bereiche elastischer
Korper unter der Wirkung endlicher Kriifte zeigen, und welche
kleine Bereiche stromender Fliissigkeiten in kurzen Zeitelementen
erfahren. Wir wollen deshalb jetzt die weitere Beschriinkung ein-
fihren, dafs die 9 Coefficienten @, bis ¢, verschwindend kleine,
positive oder negative Zahlen sind, deren hohere Potenzen und Pro-
d