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UOGOLNIONY MODEL HOLTA NA PRZYKLADZIE
PROGNOZOWANIA LICZBY PASAZEROW
W TRANSPORCIE LOTNICZYM W POLSCE

Streszczenie: W pracy zostaly przedstawione zaproponowane przez autora modyfikacje me-
tody Holta. Po pierwsze, przyjgto, ze wartosci parametrow wystegpujacych w modelu Holta
nie musza by¢ ograniczone, tak jak to si¢ powszechnie przyjmuje, do przedziatu [0, 1]. Po
drugie, zostal zaproponowany precyzyjniejszy sposob prognozowania wartosci szeregu dla
bardziej odleglych chwil czasu. Celem opracowania jest zaproponowanie modyfikacji mo-
delu Holta, ktéra pozwoli na uzyskiwanie lepszych prognoz. Artykul prezentuje ideg oraz
efekty proponowanej modyfikacji na przyktadzie danych dotyczacych liczby pasazerow
w transporcie lotniczym w Polsce.

Stowa kluczowe: metoda Holta, optymalizacja, prognozowanie.

1. Wstep

Metoda Holta jest jedna z metod wygladzania wyktadniczego. Polega na wygtadza-
niu analizowanego szeregu czasowego za pomoca $redniej ruchome;j i shuzy do wy-
gladzania szeregow czasowych, w ktorych wystgpuje tendencja rozwojowa z waha-
niami przypadkowymi. Dzigki wygladzeniu szeregu uzyskiwana jest informacja
o0 jego wiasnosciach wykorzystywana do wyznaczenia prognozy.

Wygtadzanie wyktadnicze moze by¢ oparte na roznych modelach, odpowiednio
dobieranych do przebiegu badanego szeregu. Oprocz modelu Holta stosowany jest
prosty model wygtadzania wyktadniczego oraz model Wintersa.

2. Model Holta

Model Holta pozwala na wygladzanie szeregu czasowego, w ktorym wystepuje ten-
dencja rozwojowa oraz wahania przypadkowe. Wartosci prognozowanego szeregu
zostaty oznaczone symbolami x, xy, ..., X,.;. Model ten ma dwa parametry a oraz
1 nastgpujaca postac:

F=x, (1)
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S, =x; — Xy, (2)
F=ax,+(1-a)f,_ +S,), (3)
S, =P -F_)+1A=-p)S,, 4)

gdzie:t=2,...,n—-1,
F, —wygladzona warto$¢ szeregu czasowego,
S; —wygladzona warto$¢ przyrostu trendu na moment ¢,
a,  — parametry modelu.

Wartosci F, oraz S; wyliczane sg w sposob rekurencyjny. Prognozy przysztych
warto$ci szeregu wyznaczane sa w nastgpujacy sposob:

x:Jrk—l = Fn—l +k 'Sn—l s (5)
gdzie: k=1,2,3, ...

Parametry modelu Holta a oraz f sa dobierane tak, aby zminimalizowa¢ btedy
prognoz wygastych. W tym celu przyjmuje si¢ jakie§ konkretne wartosci tych
parametrow i wyznacza, zgodnie z (5), gdy n =t oraz k = 1, prognozy wygaste

x, =F_ +S, (6)
dla chwil czasu ¢ (t = 2, 3, ..., n—1) na podstawie wartosci szeregu z okresu wczes-
niejszego (xo, X1, ..., X.1). Prognozy te mozna poréwnaé z faktycznymi wartosciami

szeregu x,. Otrzymane roznice sa blgdami prognoz wygastych, jakie daje model dla
przyjetych parametréw a oraz f. Jako miar¢ jakosci metody nalezy przyjaé Srednia
z bledow prognoz wygastych. Moze to by¢ $rednia liniowa

1 n—1
J, :n_2;|12_1+5,_1—xt| (7)
lub srednia kwadratowa
1 n—1 )
JZ = —Z(E—1+St—1_xt) . (8)
n-2 t=2

Ostatecznie nalezy sposrod wszystkich mozliwych warto$ci parametroOw o oraz
S wybraé takie, ktore daja najmniejsza warto$¢ btedu J; lub J,. W ten sposob
zostaja wyznaczone optymalne wartos$ci parametrow modelu, czyli przepro-
wadzona jest jego optymalizacja. Warto$¢ J. jest miara biedu prognozy wyzna-
czonej za pomoca tego modelu.
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Powszechnie przyjmuje sig, ze a<[0, 1] oraz f€[0, 1]. Wydaje si¢ jednak, Ze to
ograniczenie jest niepotrzebne, dlatego w przeprowadzonych obliczeniach zrezy-
gnowano z niego. Tak wigc zostalo przyjgte, ze najlepszymi parametrami modelu sa
takie, dla ktérych model najlepiej wyznacza prognozy wygaste niezaleznie od tego,
czy parametry te beda wigksze, czy mniejsze od jednosci.

Wyznaczanie optymalnych warto$ci parametrow a oraz S przeprowadza si¢ me-
todami numerycznymi.

3. Analiza danych

Analizowany szereg czasowy zostal przedstawiony w tab. 1. Zawiera on informacje
o liczbie pasazeréw w transporcie lotniczym w Polsce w okresach rocznych.

Tabela 1. Przewozy pasazer6w transportem lotniczym w Polsce

ok | e | g | b
1990 1715 2001 3436
1991 1208 2002 3667
1992 1254 2003 3978
1993 1405 2004 4044
1994 1596 2005 4637
1995 1847 2006 5329
1996 2043 2007 6194
1997 2287 2008 5463
1998 2632 2009 4350
1999 2621 2010 4990
2000 2880

Zrodto: Gtowny Urzad Statystyczny (www.stat.gov.pl).

Warto$ci optymalnych parametréw modelu Holta sa r6zne w zaleznosci od przy-
jetej miary jakosci. Siatke parametrow przegladano z doktadnoscia do 0.0001. Pro-
gnozy zostaly wyznaczone na trzy przyszte okresy. Dla miary liniowej (7) optymalne
sg parametry

0. =1.4483 oraz f = 0.4514. )
Dla miary kwadratowej (8) optymalne sa parametry
a =1.5676 oraz = 0.1720. (10)

Szereg czasowy wraz z prognoza dla miary (7) zostal przedstawiony na rys. 1.
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Rys. 1. Prognozy, gdy w modelu a = 1.4483 oraz f = 0.4514

Zrodto: opracowanie wlasne.

Szereg czasowy wraz z prognoza dla miary (8) zostal przedstawiony na rys. 2.
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Rys. 2. Prognozy, gdy w modelu a = 1.5676 oraz = 0.1720

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla poréwnania, gdy wartosci parametrow modelu a oraz f sa ograniczone do
przedziatu [0, 1], wtedy optymalne wartosci tych parametréw dla miary liniowej (7)

WYynosza
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a =1.0000 oraz § = 1.0000, 1D
natomiast dla miary kwadratowej (8) wynosza
a =1.0000 oraz = 0.3057. (12)

Szereg czasowy wraz z prognoza dla przypadku gdy a = 1.0 oraz = 1.0 zostat
przedstawiony na rys. 3.
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Rys. 3. Prognozy, gdy w modelu o =1.0 oraz f =1.0
Zrodlo: opracowanie wlasne.

W tab. 2 zostaly przedstawione wyniki obliczen dla trzech powyzszych przypad-
kéw. Optymalne warto$ci miary jako$ci zostaty w tabeli wythuszczone.

Tabela 2. Wyniki obliczen. Poréwnanie trzech rozwiazan

¢ | x@y [A=1A4483 b—04514 | a=15676 b=0,1720 a=1,000 b=1,000
F®) | S® | X*[t] | F@© S® | X*[t] | F(® S® | X*[t]
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1715
1208 |1208,00 |-507,00 1208,00 |-507,00 1208,00 | -507,00

1254 |1501,91 |-145,47 | 701,00 | 1567,88|-357,90 | 701,00 | 1254,00| 46,00 701,00
1405 |1426,77 -113,72 | 1356,44 | 1515,69 |-305,32 | 1209,99 | 1405,00| 151,00 | 1300,00
1596 |1722,85| 71,26|1313,05| 1814,88|-201,34 | 1210,37 | 1596,00| 191,00 | 1556,00
1847 |1870,71 | 105,84 | 1794,11 | 1979,51 |-138,39 | 1613,54 | 1847,00| 251,00 | 1787,00
2043 |2072,79 | 149,28 | 1976,55| 2157,59 | -83,96 | 1841,12 | 2043,00| 196,00 | 2098,00
2287 |2316,11 | 191,73 | 2222,07 | 2408,11 | -26,43 | 2073,63 | 2287,00| 244,00 | 2239,00
2632 |2687,66 | 272,90 | 2507,84 | 2774,08 | 41,06 | 2381,68 | 2632,00 | 345,00 | 2531,00
2621 |2468,77| 50,91 |2960,56| 2510,80 | -11,28 | 2815,14 | 2621,00| -11,00| 2977,00
2880 [3041,53 | 286,47 | 2519,68 | 3095,96 | 91,30 | 2499,52 | 2880,00 | 259,00 | 2610,00

NN RN N | Ko I NV ) [N NS NOSH B SR o Kol R

—
(=}
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

11| 3436 |3484,42 | 357,08 | 3328,00 | 3577,18 | 158,37 | 3187,26 | 3436,00| 556,00 | 3139,00
12| 3667 |3588,78 | 243,00 | 3841,49 | 3628,09 | 139,89 | 3735,55| 3667,00| 231,00 | 3992,00
13| 3978 |4043,55| 338,60 | 3831,78 | 4097,21 | 196,52 | 3767,98 | 3978,00 | 311,00| 3898,00
14| 4044 |3892,41 | 117,53 | 4382,15| 3902,26 | 129,18 | 4293,72 | 4044,00| 66,00 | 4289,00
15| 4637 |4918,11 | 527,48 | 4009,94 | 4980,72 | 292,46 | 4031,44 | 4637,00| 593,00 | 4110,00
16| 5329 |5276,73 | 451,26 | 5445,59 | 5360,69 | 307,51 | 5273,17| 5329,00| 692,00 | 5230,00
17| 6194 |6402,91 | 755,92 | 5727,99 | 6492,45 | 449,28 | 5668,20 | 6194,00| 865,00 | 6021,00
18| 5463 |4702,76 [-352,75 | 7158,83 | 4623,67| 50,58 |6941,73 | 5463,00| -731,00 | 7059,00
19| 4350 |4350,00 (-352,76 | 4350,01 | 4165,96 | -36,85 | 4674,25| 4350,00 |-1113,00 | 4732,00
20| 4990 |5435,05 | 296,27 | 3997,24 | 5478,64 | 195,27 | 4129,10 | 4990,00| 640,00 | 3237,00
21 5731,33 567391 5630,00
22 prognozy: 6027,60 | prognozy: 5869,18 | prognozy: 6270,00
23 6323,87 6064.,45 6910,00
blad 345,16 380.81 371.842

liniowy
blad
kwadra- 529,32 498.983 601.798
towy

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Ograniczanie warto$ci parametrow a oraz f§ do przedziatu [0, 1] powoduje, ze
pewnej duzej rodzinie szeregow czasowych przyporzadkowywany jest ten sam mo-
del Holta o parametrze a = 1.0 (lub f = 1.0). Tak tez jest dla rozwazanego szeregu.
W tej sytuacji wiele réznorodnych szeregow jest opisywanych tym samym modelem.
Tymczasem parametry modelu Holta mozna dobra¢ tak, aby model doktadniej wy-
znaczatl prognozy wygaste. Te parametry powinny by¢ wykorzystane do prognozo-
wania.

4. Prognoza na dalsze chwile czasowe

W klasycznym podejsciu przedstawionym w postaci rownan (1)-(5) optymalne war-
todci parametrow modelu sa wyznaczane na podstawie prognoz wygastych oblicza-
nych na jeden krok do przodu. Jezeli jednak za pomoca modelu ma by¢ wyznaczana
prognoza na k krokéw do przodu, to powinno si¢ wykonywac optymalizacje modelu
pod katem prognoz wygastych na k krokéw do przodu. Zaproponowano wigc tutaj,
aby dla kazdej chwili czasowej, na ktora ma by¢ wyznaczona prognoza, wyznaczy¢
inny model, za kazdym razem na podstawie innej miary jakosci.

Jezeli prognoza ma by¢ wykonana na k-ty krok do przodu, wtedy nalezy
wyznaczy¢ parametry modelu, minimalizujac miarg jako$ci w postaci

1 n—-1
Jl(k):n_—kl Z|E7k +k'SH(—xt (13)

T L=k+1
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lub

1 n—1
Jz(k):\/—l Z(E—k+k'51—k_xz)2 5 (14)

n—k-1535
gdzie: k=1,2,3, ...

Obliczenia zostaly wykonane za pomoca programu w jezyku C++ o nastepuja-
cym kodzie:

int main(int argc, char *argv[])

{

double X[21]={1715, 1208, 1254, 1405, 1596, 1847, 2043, 2287, 2632, 2621,
2880, 3436, 3667, 3978, 4044, 4637, 5329, 6194, 5463, 4350, 4990} ;

Double  F[21], S[21], F_opt, S_opt; // wielkos¢ tablicy musi mie¢ rozmiar n
double J2,J1,a opt, b_opt, ]2 min=999999999, J1 min=999999999;
double a, b, krok=0.0001;

int t,n=21,k=1; //koznacza na ile krokow do przodu jest prognoza

F[1]=X[1]; S[1]=X[1]-X[0];
for (a=1.4; a<=1.5; a=a+krok)
{ for (b=0.4; b<=0.5; b=b+krok)
{J12=0; J1=0;
for (t=2;t<n;t++)
{ F[tl=a*X[t]+(1-a)*(F[t-1]+S[t-1]);
S[t]1=b*(F[t]-F[t-1])+(1-b)*S[t-1];
if (>=(k+1))
{ J1=J1+fabs(F[t-k]+k*S[t-k]-X][t]); //bad liniowy
12=12+pow((F[t-k]+k*S[t-k]-X[t]),2); //btad kwadratowy
}
}
if J1 <J1_min) //minimalizacja bledu liniowego
{ J2 min=J2;J1 min=J1;
a opt=a; b_opt=b;
F opt=F[n-1]; S_opt=S[n-1];
§
}
h
J1_min=J1_min/(n-k-1); //btad liniowy
J2_min=sqrt(J2_min/(n-k-1)); //btad kwadratowy
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cout << "optymalne a =" << a_opt << endl;

cout << "optymalne b =" <<b_opt << endl;

cout << "blad liniowy J1 =" << J1_min << end];
cout << "blad kwadratowy J2 =" << J2 min << end];

}

Wartos¢ prognozy na k krokow do przodu jest wyliczana zgodnie z zalezno$cia
(5). Wyniki obliczen dla miary jakosci (13) zostaly przedstawione w tab. 3 oraz na
rys. 4. W przypadku zmodyfikowanej metody prognozy nie musza si¢ znajdowac na
prostej, tak jak jest zawsze w przypadku metody tradycyjne;.

Tabela 3. Wyniki obliczen dla zmodyfikowanej miary jako$ci J,(k)

k=1 k=2 k=3
t| X(t) | a=14483 b=04514 | a=1,0817 b=0,5667 | a=0,5858 b=0,7114
E(®) S® | X*[] | F® S® | X*[t] | F® | SO | X*[t]

0]1715,00
1]1208,00 | 1208,00 | -507,00 1208,00 | -507,00 1208,00 |-507,00

2|1254,00 | 1501,91 | -145,47 | 701,00 | 1299,18 | -168,01 1024,95 |-276,54

31 1405,00 | 1426,77 | -113,72 | 1356,44 | 1427,37| -0,15| 194,00 (1133,04| -2,92

411596,00| 1722,85| 71,26| 1313,05| 1609,79 | 103,31 | 963,16 {1403,03 | 191,23 | -313,00
5(1847,00 | 1870,71 | 105,84 | 1794,11 | 1857,94| 185,39 | 1427,07 |1742,32 | 296,56 | 195,32
6
7
8
9

2043,00 | 2072,79 | 149,28 | 1976,55 | 2042,97 | 185,19 | 1816,41 (2041,29 | 298,28 | 1124,29
2287,00 | 2316,11 | 191,73 | 2222,07 | 2291,81 | 221,26 | 2228,72 {2308,77 | 276,37 |1976,73
2632,00 | 2687,66 | 272,90 | 2507,84 | 2641,72 | 294,16 | 2413,35 2612,59 | 295,90 [2631,99
2621,00 | 2468,77 | 50,91 | 2960,56 | 2595,27 | 101,14 | 2734,32 {2740,08 | 176,09 |2936,12
10| 2880,00 | 3041,53 | 286,47 | 2519,68 | 2895,00 | 213,68 | 3230,05 [2894,98 | 161,02 |3137,88
11]3436,00 | 3484,42 | 357,08 | 3328,00 | 3462,74 | 414,33 | 2797,56 [3278,60 | 319,38 |3500,28
12|3667,00 | 3588,78 | 243,00 | 3841,49 | 3649,84 | 285,56 | 3322,36 [3638,41 | 348,14 |3268,35
13]3978,00 | 4043,55| 338,60 | 3831,78 | 3981,48 | 311,67 | 4291,40 [3981,54 | 344,58 |3378,03
14|4044,00 | 3892,41 | 117,53 | 4382,15| 4023,64 | 158,94 | 4220,95 |4160,85 | 227,01 |4236,74
15]4637,00 | 4918,11 | 527,48 | 4009,94 | 4674,13 | 437,50 | 4604,83 |4533,81 | 330,83 |4682,84
16|5329,00 | 5276,73 | 451,26 | 5445,59 | 5346,76 | 570,75 | 4341,53 |5136,66 | 524,35 |5015,27
17]6194,00 | 6402,91 | 755,92| 5727,99 | 6216,59 | 740,24 | 5549,12 |5973,24 | 746,47 |4841,87
18| 5463,00 | 4702,76 | -352,75 | 7158,83 | 5340,95 | -175,48 | 6488,26 [5983,53 | 222,75 |5526,30
19 4350,00 | 4350,00 | -352,76 | 4350,01 | 4283,38 | -675,36 | 7697,07 [5118,87 |-550,83 |6709,71
20| 4990,00 | 5435,05| 296,27 | 3997,24 | 5102,91 | 171,79 | 4990,00 [4815,22 |-374,98 | 8212,63

21 prognoza: 5731,33

22 prognoza: 5446,50

23 ‘ prognoza: 3690,27
Blad progn. Ji(1) =] 345,16 Ji(2) =] 596,72 Ji(3)=| 822,10

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Prognozy dla zmodyfikowanej miary jakosci J,(k)

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Dzigki przedstawionej modyfikacji zostaty uzyskane mniejsze srednie biedy pro-
gnoz wygaslych. Zostaly one zestawione w tab. 4 (dla liniowej miary jako$ci). Bledy
te dla metody tradycyjnej zostaly wyznaczone dla modelu, w ktéorym a oraz S maja
wartosci (9), ale wedlug zalezno$ci (13). Natomiast dla zmodyfikowanej metody
btedy prognoz wygastych pochodza z tab. 3.

Tabela 4. Poréwnanie $rednich blgdow prognoz wygastych
dla liniowej miary jakosci

Prognoza na k krokéw do przodu
k=1 k=2 k=3
Metoda tradycyjna 345,16 625,99 929,11
Metoda zmodyfikowana 345,16 596,72 822,10

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Na podstawie kryterium, jakim jest $redni blad prognoz wygastych, mozna
stwierdzi¢, ze zmodyfikowana metoda pozwala na wyznaczanie wiarygodniejszych
prognoz.

5. Whnioski

W klasycznych zastosowaniach modelu Holta warto$ci jego parametréw sa ograni-
czane do przedziatu [0, 1]. Podejscie takie zastosowano na przyktad w pakiecie Stati-
stica. W artykule zaproponowano, aby nie ogranicza¢ wartosci parametrow tego
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modelu do przedziatu [0, 1]. Modele takie moga lepiej wyznacza¢ prognozy wygasle.
Sa wiec lepszym sposobem wyznaczania przysztych prognoz.

Ograniczenie warto$ci parametréw o oraz S do przedziatu [0, 1] wynikalo za-
pewne z koncepcji, wedlug ktorej nowe wartosci szeregdw F; oraz S; sa w pewnym
procencie wczesniejszymi wartosciami tych szeregdw, a w pozostalej czgsci warto-
$ciami innego czynnika (zgodnie z (3) oraz (4)). Rezygnacja z ograniczenia wartosci
tych parametrow jest naturalnym uogélnieniem metody.

W przypadkach, gdy w modelu uzyskano parametr a > 1, nie zawsze szereg F,
byt wygladzeniem szeregu x;. Dla niektérych analizowanych przyktadow wartosci
szeregu F, oscylowaly wokot wartosci szeregu x,. Wtedy szereg F, nie tyle wygla-
dzat, co wyostrzal wahania oryginalnego szeregu. Niemniej jednak zawsze zmodyfi-
kowane modele lepiej wyznaczatly prognozy wygaste, sa wigc lepszym narzedziem
do wyznaczania przysztych prognoz.

W artykule zaproponowano takze zmodyfikowany sposob optymalizacji modelu
Holta. Polega on na niezaleznej optymalizacji kilku modeli, po jednym dla kazdej
prognozy na k-ty okres do przodu. W ten sposoéb wyznaczanych jest tyle modeli Hol-
ta, na ile krokow do przodu jest wykonywana prognoza. Taki zmodyfikowany model
wyznacza prognozy wygaste z mniejszym srednim btedem. Jest wigc lepszym spo-
sobem wyznaczania przyszlych prognoz. Uzyskane w ten sposob prognozy nie mu-
sza znajdowac si¢ na prostej (rys. 4), tak jak jest zawsze w podejéciu klasycznym.
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GENERALIZED HOLT’S MODEL EXEMPLIFIED
BY THE FORECAST ON THE NUMBER OF AIR TRAVELLERS
IN POLAND

Summary: The work presents, proposed by the author, changes in the Holt’s method. First,
it is assumed that the parameter values in the Holt’s model do not need to be limited, as it is
commonly assumed, to the range of [0,1]. Secondly, it is proposed a more accurate way of
forecasting the number of moments for the more distant time. The aim of the paper is to
evaluate the modified approach. Calculations were carried out on the example of data on the
number of air travellers in Poland.
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