


Die 3 weimalige SofnerhBhung fir Buddruder
- und Budibinder allein tn Iesten Dierteljafre
wie die gleid3eitige weitere Preisfieigerung aller
Uiaterialien 3wingt mid 3u einer nodmaligen
ErhShung Ses Grundpreties der Sammiung ab

teswelf

- 1. Januar 1919, und swar fir die bisherige Em- yrem Entftepen dem
{ Dbandausfihrung von 1. 1.50 auf NI 1.90.  3abn dem Ziid-
 Um die Bandden aud) 3u einem billigeren Preife Wiffenfdaft, Kunjt
| Dei geringeren Anjpriiden an die Ausfilhrung Ses ¢i ugleid unmitel:
€Einbanbdes anainalidh an maden Hefers i fornoe ﬂ._%ﬂ.;nh ais Ginfidt
3u dem ’ !
: gtgani 3 1 gebiete flis
g).- | e 7 beutigen
"gxegg})ge, ‘ Biblioteka | S e
modiftell | Politechniki Wroclawskiej | - m tragen,
und der - | itmit dem
Iei?gig ! | ‘ge Bbers
e | | '8 gelftigen
E - | [ yem fmmer
il i amf den
1 | -
E ) itensoerfer
- I ‘D / 5 5 5 s Selegenbeit
5 * / eftredt, dex
8 - ;
: ' the als die
g S Ar 3T Bearbeifet,
b Aschivum is jebt eine
b ,
ts geefgnet,
bl ien Betrag,
® phlegt, aud

it bie Bejriedigung gefjiiger emzumenden. Durd) den billigen Preis ermbdyg:
{idhen fie es tatiGHlich jedem, aud) dem wenig Beaiiterten, fich eine Biiderel
u jdaffen, bie das fiir ipn Wertoollfte , Rus Watur und Geiftesmelt” vereinigi.

Jedes der meift reich HMufirierten Bimddyen
i i fid abgefdlioffen und einzein tauflid
Jeves Baundden gebeftet W, 1.20, gebumden W. 5.50
Tenenmngsyuafclge 507 cinfdiieRl. 10% Boidisg der Budbandlung

Leipsig, tm Tuni 1915 | ' B. @. Seubnet



mock.es

Teubners KiinftierfteinseiPnungen

Wobljeile farbige Originalwerte erfter deutjber Kinjtler fiirs deutfbe Haus
e Gamm!nug enthalt jest Gber 200 Bilder fn den Groffen 100><70 cm (WR.7.50), 75><55 cm
~—), 108 <43 cm . 60><50 cm (W. 5.—), $5><42 cm (M. 4.50), 43><30 cm (IW.3.—)
?{abmcu aus eigener Werkftdtte in den BVildern angepafiten Nusfiibrungen dufecit preiswicdig.

RW Diefenbads Shattenbilder

".Per aspera ad astra® +Bottlide Jugend*

Ribum, die 34 Teilb. des vollft. Wandfricfes e
fortl, wiederg, (20 /yox5 ox) . 3. 2 Wappen, I 2. Aufl, mit je 20 Biak

Seiibier ols Wandiusde (32<80 cmy ~ ESV>Sdem) ... jeMs—
je M. 5.—, (3><1e cm) . je M. 1.25 Gimpeibibder. . . . . . . je W —75
lci;tmu Glasm. Ceinmd. —(.‘.mf jeWM. 3.— unter Glos u. Eeinwaendeinf. je W. 3.—

KRarl Bauers Sederzeidunungen

Siihrer und Helden im Weltbries. Cinelne Blitter {o8><30 cmyzm-7s,
Licbhaberansgabe W, 3.25, 2 Wappen;_ enthaltend je 32 Bldtter, je . . WM. 3,
Charatfertspfe 3. lmstid)eu Gejdidte. Wappe, 32 BL (2636 cm) M.6. ss
12 BL MW, 3.50, Cinzelbidtter M.—.85. Licbpaberansgabe auf Karton getlebt MW. 1.25
Rus @mtig‘aubs g:oﬁetsems;s. SuMappe, 16BL. (26<36 cm) W. 4.50,
M. —.85. CLicbhaberandgabe anf Karton getlebt . . . . W, 105
Hahmen ju den Blittern paffend von W. 4.— bis WM. 7.—

ﬁtbctenfcbnitteoon%oli%infler

»Rus der Nriegsyeit’’. 6 8% Sdyerenjdmitte des Kiinftlers wicdergebend,
5. mm des Candwehrmannes, 2. Ruf di adt. 3. In Seuerftellung. 4. Gtipatrouille.
5. Trene Sameraden. 6, Am Grabe des Kameraden.

.‘Rufm m. veridhiedenfarb. Tonunterdrud: Cing. WM. 1 .25, 6 BL in Mappe M. 5.—

Glas in Eeinwand-Einfafjung: WM. 4—. Fun M«om&&ﬁmém' B 7.—

Deutjdhe Rriegsidheiben

Sdyeibenbiber erfter Miindener Kiinfiler wie v, @ciuguet, J. Die3, & Griigner,
. 0. abermaenn, £ Th. Heine, R Jant, v. Jigel u. o Sie bringen eSjtlich
morvolle, ;uumil auf den Rrieg Desiiglide Darflellungen, wie ben grof-

miuligen Cnglander, die Entente, uﬁm'aunaﬁnu“, g5 auf der Sngb, u. a. n-ub find

sut Edicfloushibung und als 3

Prefs je ca, W. 1.50. Ruj Pappe mit griinem Sirauy je co. 'm.l,so mufso

mif griinem Srany je co. . 5.50. — Bei grofleren Boiigen emwﬂigm fid; die )Smie
Ris 12¢er Sheibden (Blatten) Stid 35 Pf., 12 Stild M.

Boitfarteuausgaben

Jede Kaste 15 Pf., Reibe von 12 Karten in Umidlag M. 1.50, Jede Ructe unter Blos
mit fdwager Einfoffung und Sdnuc W, 3. —
Teubners Kanfjtlerjtcineidinungen fn 17 Neiben (Davon Soverjd. Wotive aud u. Blas in
ovalem Rohmen je W.2.—, in edigem Holrabmady. je M. 2.25). Bawers Sibrer 1. Seldenin
2Reihen, Wintlers nbeteafd‘;mtfe, 6 Sttt inummx.'m. ~.80. Reiegsideiben-Karien
in 2 Reibhen (Mcfe nidt mit Einfoff. taujl.). eutwu:bige Gmtm aus Nordjrantreid.
~ 12 RKarten nady Orig.sLithograph. von K. Cobe. D baths Sdiattenbilder in 6 Reiden
(bicfe and in vieretigen ober ovalen Hobrabmben ;n je M. 2 95 byw. WM. 2.50). Rus dem
Rinderieben, 6 Karten nadh Bleiftifzeidn. oon Sela Beters. 1. Der gute Bruder.
2. Det b j¢ Druder. 3. Wo driidt der Gckuf,\? 4. Sdmeidellagden. S. Pippden, an?g:paﬂt!
6. Brofe Wafde. In Umidl. W, —.80. SHattenriftaites ron Beda Euije Shmide:
3. Reibe: Spieln.Sanz, Seft im Barten,XBlnmenoratel, Di: Eicine Schijerin, Belanftee Didhter,
mcmmcmgrt oon Sameln. 2. Reibe: ¥Die Sreunde, *Der 8zfxxcb, Jm Bciirven, *Reifenrfpiel,
*Ein Srithlingsftroufl, ¥*Der Liebesbricf. 3. Reibe: *Der Brief an ,Ion”, ¥*Anniberungsvesud,
FRAm Spinett, *Beim TWein, *Ein WManhen, *Der Geburtstag. Jede Reibe in Umjdl. M. -.s0
*Dicfe SHattenrifiterien von Gerda Euife Shmidt aud als Bilder im Jormat
' 20><5 cm fe M, —.50. In Mabagonirdbmibzn m. Glas cinjdl. Bild e W, 8.50

Bollft. Kat. a.tanftler. Wand[dm. m. farb. Wiederg. v. i. 200 BL geg. Cinfendy, v.75Bf.
(Rusl. 85 Bf.) Rusf. Vers. d. Pofitartenausg. umjonft. Beide v. Verlag in Eeipyig, Poftite. 3.

Verlag von B.O. Seubuner in Leipzig und Berlin




Jedes Banddien geheftet M. 3.20, gebunden M. 1.50

Bisher find 3ur Wathematit und Rjfronomie erjdienen:

Cinfiibeung in die Mathematit. Von Obetlebrer IV. Eimfiibrang
WMendelsfohn. Wit 92 Sig. (Bd. 503.) i Malye
*Rathematijde Sormelfammlung. Cin Wiederholungsbudyder
Glementarmathematit. Bon Prof. Dr. &. Jatobi. (Bb. 567.)
Rrithmetit und Rigebra sum Selbjtuntervidt. V. Studientat Reithmetie,
B. Crang. 2 Binde. (BD. 120,205, aud in ) Band gebunden.) Alsedea u.
1. Teil: Die Redy ten, Gleihungen etjten Grades mit einer und mebreren Raalyfle
Ainbet Gleid seiten Grades, S. Rufl. Wit o Siguren. (B0, 120.)
11. Zeil: Gleidungen. Rrithmetifde u.geometr. Reiben. infesyins= u Rentenrednung.
RKompleze Sahlen. Binomifdier Sebrfag, 4. Fufl. Wit 21 Texptfiguren. (B, 205.)
*Einfiiprung.0. Bettorrednung. B.Prof. Dr. 5. Jung. (668.)
Cinfiihrungi. d. Jafinitefimaleednung m. einer hiftor.Nber-
fidht. V. Brof.Dr. B. Kowalewsti. 2. Rufl. Mit 18 Sig. (Bd.197.)
Diffecentialrednung unter Berudfidtigung derpratt. Rnwend. in
der Tehnit mit 3ablr. Beifpielen u, Rufg. verfeben. Von Studientat
Dr. WM. Lindow. 2. Aufl. Wit 45 §ig. u. 161 Rufg. (Bd.387.)
Integralrednung mit Rufgabenfommlung. BVon Studlentat
Dr. M. Eindow. 9. Rujl. Wit Siguren. (Bd. 673.)
*Rusgleidhungsrednung. TVon Geb. Regierungsrat Proj. €.
Hegemann. (Bd.609.) .
Planimetrie 3um Selbjtunterridt. Von Studienrat B. Crangy, Geomatrie
2. Rufl. Wit ¢4 Siguten im Tept. (B8O - o
Cbene Trigonometrie sum Selbifunterwidf. Von Studientat
B. Crans. 2, RAufl. Wit 50 Siguren im Tezt, ~¢B: 4317
*Spharij@e Trigonometrie. Von Studienrat B. Crans. (605.)
Raalytijde Geometrie der Ebene 3um Selbftunterridht. Bon
Studientat B. Crans. Wit 55 Siguren. (BD. 504.) ,

catiijde Wathematif. Von Prof. Dr. R. Reuend orfi. 2 Bde Angewandte
fm: gi?apbi{d}e t’i?atiullansm. '8«2?:3::29‘:&):@ Das Rednen ..f.i szwm‘w
Wedanifde Redienbilfsmittel. Kaufen, Redyuen im tagl. Ceben. Wahrideintidieitss
tedhnung. 2., verbefieste Anflage. Wit 29 Signeen und 3 Zafel.  (Bd. 843.)

1. Teil: Geomettijdies Seidnen, Projeltionslchre, Slidhenmeffung, Kopermefiung.
TMit 133 Sigusen. (B.526.) 2 o bia

Die Redhenmajdinen und das Viafdhinencedhnen. Von Reg.-
Rat Dipl-Ing. K. Lenz. Wit 43 Abbildungen. (B. 420.)
@eometrijdyes Seidhnen. Von Jeidenlehrer R. Shudeists.
Wit Siguren. (Bd. 588.)

Projettionslehre. Die redhitwintlige Barallelprojettion u. ibre An-
wendung auf die Darjtell. techn. Gebilde nebft Rubang iiber die {dief-
wintlige Patallelprojeftion in furzer leidytfafl. Darftell. f. Selbftunterr.
1. Sdulgebr. V. Jeidenl. N. S ud eistij. WMit208 §ig. (Bd.564.)
Die Grundsiige der Perjpettive nebft Ruwendungen. Von
Prof. Dr. K. Doehlemann., Mit 93 §ig. u. 15 Rob. (BH.510)
Die graphijdhe Darjtelliung. VonHofratProf. Dr.§5. Ruerbad.
Wit 100 Rbbildungen. (BD. 437.)

Mafie und Mejjen. VonDr.W. Blod. MWit34 Rbb. (Bb.38S.)

RAu® 14: Tathemat? u Rizwwswels, VI 18




FGedes Bandden gebeftet M. 5.20, gebunden W. 150

hematijdhe Spiele. BVon Dr. . Rbrens. 3. Ruflage.

Wathema: Wath -
e Spiele i) Tieelbild und 77 Siguren. (BH. 170.)

Das Gdhadipicl und jeine ffrategijden Prinzipien. VonDr.
. Ear‘? g e‘?%it den Biidn. €. Easters u. B. WMorphds, I Sdady=
bretiafel und 43 Darftellungen von Nbumgsbeifpielen. 3., verdnd. Rufl.
13.-18. Zoufend. (BD.28631.)
*Die Sauptvertreter dev Shadipieltunjt u. die Cigenarten
ihrer Spieljabrung. Bon Dr. W. Eange. (BD.531.)

Bejdidte Naturwifienjdhaften und Wathemati€ im Clafjijden Riter-

tum. Bon Prof. Dr. Job. €. Heiberg. Wit 2 Sig. (BD-370.)
*Die Raturwifjenjdaften im Wittelalter und im Jeitalter
Des Wiederermadiens der Wijjenfdaften. BVon Direttor Dr.
§. Dannemann. (Bd. 665.)

*Die Naturmiffenidaften in der Aeuzeit. Von Direlior
Dr. §. Dannemann. (Bd. 696.)

Rigronomie Der Bay des Weltalls. Von weil. Prof. Dr. J. Sdheiner.
u.Rjtrologle; Quflage. Mit 26 Siguren. (Bd. 24.)

Gutite%uug Der Welt und der Crde nadh Sage und Wiffen-
dajt. Bon weil. Brof. Dr. WM. B. Weinftein. 2. Aufl. (B.223.)
Uatergang der Welt und der Crde nadh Sage und Wiffen-
fdbaft. Von weil. Prof. Dr. M. B. Weinftein. (Bd. 470.)
Das aftronomifdhe Welthild im Wandel der Jeit. Von Prof.
Dr. €. Oppenbeim. 2. Rujfl. Wit 19 Rbb. (Bd. 110.)
Probleme der modernen Rjtronomie. BVon Profeflor Dr. S.
Oppenbeim. Wit 11 Siguren. (BH.3855.)

Die Rftronomiein ihrer Bedeutung fiirdas prattijde Leben.
Bon Brofeffor Dr. R. Warcufe. Wit 26 Abbildungen. (Bd.378.)
Die Sonne. Von Dr. R. Kraufe. Wit 63 RbL. (Bd. 357.)
Der Mond. Von Brofeffor Dr. J. Stanz. Mit 39 Rbbildungen.
2. Ruflage. (B. 90.)

Die Planeten. Von weil Prof. Dr. B. Beter. Mit Siguren.
9. Ruflage von Dr. . Raumann. (Bd. 240.)

Der Nalender. Tonweil. Prof. Dr. . §. Wislicenus. 2. Ruf:-
lage. (Bd. 69.)

Steenglaube und CSterndeutung. Die Bejdidte und das
Wefen der Rftrologie. Lnfer Witwirtung von Seb. Nat Prof.
Dr. €. Be3old dargeftellt von Sebh. Hofrat Brof. Dr. Sran; Boll.
Wit 1 Stentarte und 20 RAbbidungen. (Bd. 633.)

Heteors: Cinfiihrung in die Wetterfunde. Von Prof. Dr. €. Weber.

fogie

3. Rujl.o. ,Windu. Wetter.” Mit2s R0D.1.T. u. 3Taf. (Bb.55.)

Unfer Wetter. Cinfiilhrung in die Rlimatologie Deutfdh-
fands. Von Dr. R. Sennig. 2. Ruflage. 6.—10. Taufend.
Wit sablreidhen Rbbildungen. (L. 399.)

Die mit * beseidyneten u. weitere Bande befinden fidh in Vorb.







Die ,, Melandolie” von Diirer.

Ru@ 170: Ahrens, Math. Spiele. 4 Anfl.



L fm = N

Aus Natur und & ifteéwéﬁ

Sammlung wiffenfdaftlid-gemeinverftandlidher Darftellungen

170. Bandden

Qﬂatbematiid)e Opiele

WBon

Dr. W.RAbrens

in Roftod

Bierte, verbefferte Ruflage
17.-22. Taufend

Mit einem Kitelbild und 78 Siguren
im Text

/ f’ ‘ L. %
b G 4@&" #"ﬂ b y
WBerlag und Drud von W}g&ﬂ"@j{[‘?eimig und Berlin 1919



%v‘ yﬁ;

& 46"

Sdusformel fiie bleﬁ?nemxgknxﬁfg&m oon RAmerifa:
Copyright 1919 by B;G T“eubner in Leipzig

oy
M S
Py
Rile Redte, einfdliehlich des Uberfesungsredhts, vorbebalten

B
/ {
v':;é:d; 3 ;/ “A‘)

L



Vormwort.

»Das vorliegende Biicheldjen gibt eine Auswahl von mathematijden
Spielen, und zwar foldye, die mir einerfeitd befondered Jntereffe su ver-
Dienen {djienen, andererjeits fid) fiiv diejenige Darftellung eigneten, die
ich mir fiir diefes Bud) vorgefest hatte. Um ndmlic) niemanbden, aud
ben der Mathematif vdllig Unfundigen, von der Qeftiire augzujdlieen,
Babe i) nirgends irgendwelde mathematijGen Renntnifje beim Lefex
boraudgefet. Die durd) diefe Niidficht bedingte Darftellung geftaltete
fid 3war an eingelnen Stellen etvad breiter, wihrend an anbderen
wenigen Stellen auf jtrenge Beweisfithrung verzidhtet twerben mufte.
I Doffe jeboch), dap man diefe Mange! nicdht als echeblic) empfinden,
jondern fie mit dem gewonnenen Borteil einer im eiteften Ginne
populdren Darjtellung entiduldigen ird.”

it diefen Worten wurde dad Programm der erften Auflage diefes
Budjes (1907) im damaligen Vorwort gefennzeihnet. Die seite Ans-
gabe (1910/1911) erfufr jodbann eine Criweiterung durd) ein neues
S’-?apxte[ ~Mathematijhe Trugjdhlifje”, und hierfiir mubte naticlid
der in den iibrigen Rapiteln befolgte Grundiap, der mathematijden
Kunitiprade durdhaus zu entraten, preidgegeben werden. Beruhen dod
diefe Trugidlitfie in der Hauptiade gerade auf unridtiger Handhabung
der mathematifdhen Tedhnil Derjenige Lefer, der fiber feinexlei
mathematijde Renntnifie verfiigt, wird alfo auf diefes Kapitel IX, daz
itbrigen3 von der dritten Auflage (1916) ab nad; eine @rmetterung
erfabren fat, im wefentlihen versidhten miiffen.

Um da8 Ditarbeiten ded Refers mehr zu beleben, find bem Text
einige fortlaufend durd) bad Bud) numerierte Fragen beigegeben, bie
burdyweg {o einfad) find, daf der Qefer, der mit Berftandnid gefolgt
tjt, fie felbftdndig beantworten wird. Die am SHhluffe gegebenen Ant-
worfen jollen Dafer mehr ber Beruhigung ded Lefers alz ber Befrie-
digung eines Bebiirfnifies dienen. Jn Hherem Grabde wicd vielen Lefern
eine Befpredung (,Aufdedung”) der Trugidliifie ecwiinidt fein, und
biefe ift daber denn gleidhfalld in jenem SHluBabidnitt ,,Beanttvor-
tung ber JFragen” gegeben.

1 #



4 ‘ Borwort

®egenitber der dritten Auflage, die, objchon nabezu ebenjo jtarf tie
die beiden erften zujammengenommen, in ziemlid furzer Beit vers
jdwunden ift, fonnte die jebige, vierte Andgabe eime mennendiverte
Umfanggvermehrung dhon aué duferen Griinden nidjt mehr erfahren.
Bielmehr muften jogar einige Ieinere Partien, die niemand vermifjen
wird, geftridien werden, um insbefonbere fiir eine Anzah! nener Bilber,
bie mandyen Qefern, wie id) Hoffe, nidht unermwiniht fein werden, Raum
st fhaifen. Aud) die aus einem anderen (duferen) Grunde vorgenom=
mene Neubearbeitung von RKapitel VIII, § 3, bradte erwinjdten
Raumgewinn.

Wer eine eingehendere und griindlichere Behandlung diefed gangen
Gebietes mit ausfifhrliden gejdidiliden und literarijden Ungaben
fudht, findet diefe in meinen im gleidem Verlage erjdhjienenen ,Mathe-
matijchen Unteraltungen und Spielen”, die gegemwdrtig in zeiter
und zweibinbiger Ausgabe vorliegen. Dort haben jamtliche in diefem
Heinen Budje befprodenen Gegenjtinde neben zahlreihen anbderen
Themen eine ausfithriidhe Behandlung erfafren mit alleiniger Aus-
nahme der ,Trugidlifie’. Der fiir Dinge diefer lepteren Art bejon-
devs intereffierte Qefer findet ifibrigens mande anbdere, Hiermit ver-
wandte Fragen in meinem Bude ,Altes und Neued aud der Unter-
Daltungdmathematit” (Berlin 1918), und zwar in Rapitel VIII dort,
befanbelt. -

‘}Zoftn& (3- Bt. Arendiee) in Medl., den 6. Juli 1918
2, Nhrens.




Junhaltdverzetchnia.

Seite
Cinleitung . . . . . . . . ... L. e e 7
Kapitel I Wettipringen . . . . . . . . ... 11
RKapitel II. Das Bop Puzsle oder Fiinfzehnerfpiel . . . . . . . 13
§ 1. @ejdyichte und Befdyreibung dbes Spield. . . .~ . . . . . 13
§ 2. Qjung der Aufgabe . . . . . . . . . Lo 15
§ 3. Die maihematijde Theorie ded Spiels . . . . . . ... 18
Kapitel I Solitir- oder Cinfiedleripiel. . . . . . . . . . . 25
§ 1. Gpielregel. Motation . . . . . . . . . . .. ... .. 25
§ 2. Aufgaben bei teilweife befeptem Brett . . . . . . . . 27
§ 3. BVolbefeptesd Brett. . . . . . . . . . . . . . .. ... 29
§ 4. Theorie Ded Spiels . . . . . .. ... . 31
KRapitel IV. Dyadijde Spiele . . . . . . . . . ... -, 35
§ 1. Die Reihe der Potengen ber Jabl 2. . . . . . . . . .. 35
§ 2. CGine bejondere 2Unwendung der éRett)e der Potengen pon 2 . 37
§ 3. Grraten gedadhter Bafhlen und Gegenftdnde . . . . . . . . 40
§ 4. Der Lueadide Turm. . . . . L.l 43
RKapitel V. Das Banfeifen . . . . . ..o 46
Kapttel VL Rim. . . . . . . ..o 50
§ 1. Beidreibung ded Spield und Stizzierung iemer Theorie . . 50
§ 2. Begritndung der Theorie des Spiels . . . - . . . . . .. 53
§ 3. %ug praftijde Spiel. . . . . . . . P L 60
RKapite! VII. Der Roffellprung . . . . . . . . . . .. 62
§ 1. Definition. Gejdyichte. Vorbemerfungem. . . . . . . ... 82
§ 2. Beijpiele von Royeljprimgen . . . . . . . ..o 64
§ 3. Ginige Meethoden zur Bildung von Rojjeljpriingen . . . . . 65
§ 4. Magijdhe Rofjelipritnge. . . . . . . . . . . . ... 72
Kapitel VIII. Magifde Suadrate . . . . . . . . . . . . .. 78
§1. Ginleitung . . . . . . . ... L. 73
§ 2. Das neunzellige magijhe Quadrat. . . . . . . . .- %

§ 3. Ulgemeine Methove fiir Bildung ungerabdzelliger maglid)er
Quadrate . . . . .. .o o i
§ 4. Geradzellige Omadrate . . . . . . . . . . . .. s ow o« 82
§ 5. Magijche Quadrate auf Amuletten. . . . . . . . . . . . 86
RKRapitel IX. Mathematiihe Trugidliffe. . . . . . . . . . . . 94

Beantwortung der Fragen . . . . . Lo .. 107



Das, follte iy mennen, liefe fidh wobl aus der Exfabrung
darthun, dafy aud) beh BVielen, die nie Den Wamen Wathe:
matit gehdrt Haben, eine groffe Wenge von Vergniigungen
mathematifd ift. Rile Spicle, die ungleidy voll von Aadh-
denten, in langer Otdnung pom Edad) bis tief unter das
Bodyen hinunter geben, vergniigen, weil man bed ibnen redynet,
und Sontenelle hat fielangjtfiiceine natiirlide Rigebra ectldrs,

A, O©. Kéftner.

,Ober den Werth der Wathematif, wenn
man fie als einen Seitvertreib betradytet,”
®ef. {Hinwiffenfd. Werke 111,
Berlin 1843, p.83.



Ginleitung.

Mit ,Spiel” pilegen wir eine Bejdftigung zu bezeidhnen, die wir
nidyt eines beftimmien niipliden Bwedes wegen, fonbdern lediglicdh zu
unferer Unterhaltung, unferem WVergniigen, unferer Jerfireuung, un-
ferer Grbauung enttoeder felbft vornehnien ober pon anberen borneh-
men {affen. Wir {precjen fo von dem , Spiel” der Rinder, dem ,Spiel”
pes Meufifers, dem , Spiel” auf dem Theater ujmw.

DaB dad Spiel oft and) einen bilbenden Wert, Jelbjt einen bedeu-
tenden bildenden Wert Hat, wiberfpricht unferer Definition durdhaus
nidht; man darf vielmehr, vie died gejdhefen ift, in gewiffem Sinne
pie Wifjenjdaft jelbft afs ein , Spiel" bejeidnen. — Das vorliegende
Biidelden enthalt nur Spiele und ermartet vom Lefer, daB er mit:
ipielt. Ein Teil der darin behanbdelten Spiele erfordert, wenn bied audy
feinedwegs ein Crfordernis des Spiels an fid) ift, bei pratiijdger Ausfih-
rung die Beteiligung bon mindeftend einer zweiten Rerjon und fommt
dann gumeift auf einen Wetititreit swijden den beiden Spielenden hinaus.

Wihrend dem Spielenden an jid) ein bejtimmied Jiel nidt vorzu=
jdweben braudy, ift Died bei bielen Spielen und bei den im porlie:
gendent Budje behanbelten ausilieBlid) der Fall. Die Crreidung die-
jes Bieles fann, wie bei den reinen Gliidsjpielen, lediglich vom Jufall
abhingen, fie fann aber aud) bedingt jein durd) manuelle Fertigfeiten
ober burd) eine geijtige Qeiftung. Bei vielen Spiefen — id) nenne
al3 Beijpiel pas Billard — wird bad Ergebnis durd) dad Bujammen-
wirfen diejer verfdjiedenen Faftoren, von denen je nad) Lage ded Falle3
ber eime mit groferer, ber andere mit geringerer Stirfe wirfen wird,
beftimmtt twerden.

A3 , mathematijh” toird man ein Spiel nun dann zu bezeidnen
haben, wenn e zu feiner Yusdiibung eine geiftige Tatigleit erforbert,
bei ber Methoden und Schlubweifen nadg Art dber in der Mathematif
iiblidjen ur Uniendung gelangen ober dod) bei verjtandigem Spiels
betrieb gelangen miifien. Der mathematijde Charafter ded Spield
wird um fo volfommener fein, je mehr {olde mathematijhen Dent:
progefie und Normen dad gange Spiel fiir jich allein beherrichen. Die
mathematijhe Behandlung eined Spiels ift natirli) — ebenfo wie
aud) die Mathematif Jelbft — nidht unbedingt an eine beftimmie ted):
nijde Sprade, dbargeftellt durd) Jeidjen, Formeln ujw., gebunden.
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Diefe Dinge find vielmehr jtetd nur aud ?ﬁiicfﬁcf)tey geiitigex: Qfono:
mie gejchaffen und daber allerdings, inzbejondere bei ben fgfjmxertge;en
Fragen der mathematijchen Wifienjdhaften, dem menidlidgen Geifte,
ber bie perborgenen Wabrbeiten nidh)t unmittelbar ju erfennen ver-
mag, jonbern 3u ifnen nur unter Benupung geijtiger Kriiden vorzu-
dringen in der age ijt, abjolut unentbefhrlih und find bis 3u Dem
Grabe widitig, baf zwedmipige Fejtfebungen in diefen AnuBerlichleiten
jogar ausjdhlaggebend fiir die ganze weitere Eniwidelung ded betreffen=
ven Wifienjdaftagebietes werden tonmen. Fiir die hier behandelten
Materien, die ausjchlieflich oon der allerelementarften Urt find, fonnen
wir jebod) pon einer tedynifd)-mathematijhen Darjtellungémeife —
auBer im legten Rapitel, da3 itberhaupt eine Sonberjtellung in dem
Budje einnimmt, — abjefen, ofne uns einen erheblidgen Brang angutun.

€3 fet geftattet, da3 Wefen eines mathematijden Spield an einem
Beifpiel zu erldutern, wofiir wir dag in Kapitel VI behandelte , Nim*'=
Spiel wdhlen wollen: ECine relativ einfadje Theorie, die, wenn aud
ohne die eigentlihe Qunuitjprache desd Mathematifers darftellbar, von
ausgeprigt ,, mathematifhem” Charafter ift, lehrt, daf e3 ein unbedingt
gum Siege fithrendbed Berfahren gibt, Durd) dad in ber groBen Pehr:
3abl ber Fille der angiehende Epieler [i) — jogar bereitd mit dem
erflen Buge — bden Sieg fidern fann. Die Kenntnis diefer Theorie
verjdafft daher dem Spielenden gegeniiber einem der Theorie unfundi-
gen Gegner, mag diefer an fid) in dergleidjen Spielen nidht ungeiibt
und felbit {darflinnig fein, junddijt eine lberfegenbeit, die der einer
mit den modernjten Feuermafen ausgeriifteten Truppe gegeniiber einem
Haufen mit Peil und Bogen betvafineter Wilben gleichfommt. Fallz
beibe ©pieler bie mathematijje Spieltheorie fenmen und fehlexfrei
handhaben, hangt der Anzgang de3 Spiel3 nur nod) von der Ynfangs=
ftellung ab, und, da die Spielenden die Beftimmung diefer dem Ju-
fall fiberfafien werden, {p wiirde dag Spiel damit den Charafter eined
reimen Glida{pield annefmen, womit jugleid die praftijhe Durdy-
fithrung der ©pielpartien allen Reiz verlieren wiirhe. AL Spiel ver:
mag un3 da3 ,Nim" daher hocyftens folange zu fefieln, al3 wir vas ma-
thematijde Pringip nod) nidjt erfannt Haben, und das Interefje, vas
biefer Gegenftand unter allen Umitdnden verdient, liegt vorzugsiveife
i feiner ingenidfen mothematijen Theorie begriindet.

€3 find nun durdaud nid)t etwa gerabe die Fompliterteften Spiele,
bie pom mathematijgen Standpuntie bas grofte Jntevefie verdienen;
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benn eine abjdhlieBende, alle iberhaupt migliden Fdlle umfaffende
Theorie ift fiir jolde Spiele, unter benen bad Schad) al3 Had woh!
fompliziertefte und jebenfalld bilberreidhite obenan fteht, taum dent:
bar, wir meinen eine ‘Theorie, die genau fiir jede nur denfbave Po-
fition den abiolut beften Bug angeben ipiirbe und bdie etwa ald Re-
fultat ergeben ivitrde, daf der Ungiehende ftetd fiegen mufp obder, twas
wohl wahrideinlider ift, die Rartie ftetd unentjchieden maden fann.
Bwar ift verjdhiedentlich verfucht worden, aud) die Mathematif der
Sdadytheorie dienftbar ju maden, jedod) twird man diefe BVerfudje
al3 miflungen anfehen biirfen, {oieit e {ich um bdie ,Theorie” in
dem joeben erlduterten Sinne Handelt. Denn was joll man itberhaupt
unter einer , mathematijden”’ Behandlung der Edadtheorie verftehen?
Eine folde miifite fi) von der Sdhadhtheorie im gewdhnlihen Sinne
bod) gunddit jedenfalld dadurd) untericdheiden, daf fie alle bei einer ge:
gebenen €tellung itberhaupt nur mogliden Biige in den Bereid) ihrer
Crwdgungen 3ige; died iiberfteigt aber wohl menfdliches Konnen iiber:
Haupt. it boch, um nur ein Beifpiel angufihren, die Babhl aller ver-
{chiedenen, nach 2 Biigen (2 von jeber Seite) miglichen Pojitionen
Dbereitd groBer al3 70000, wenn audy die meiften diefer Kombina-
tionen mefr ober minder fehlerhafte Bitge enthalten werden, und vor=
Laufig eridjeint e3 jedenfalld gang ausfichtalos, durd) Benubung pesi-
fild mathematijdher Hilfémittel oder Denfprozefie fitr ein foldjes er-
fdhspfend analptijches BVerfahren eine erhebliche Abkirzung 3u erreihen.
Bielmehr twiirde, wenn man etwa an die Stelle der einfadjen und
itberfichtlichen Gangarten der Figuren, ded Mat uft. fomplizierte
Sormeln fepen und mit diefen gewiffe Rednungs-Algorithmen aus-
bilben mwollte in der Weife, wie died teilweife verfudit ijt, Urthur
Sdyopenhauner nur red)t befommen mit feinem befannten usfprud,
baf der Mathematifer einem Menjden gleide, ber fid) feine gejunden
Beine abidyneide, um fid) jtatt deren Holzerne anfepen zu laffen, — o
unbereditigt died Wort ded mathematiferfeindlidhen und twenig mathe-
matifverftindigen Philofophen aud) fonft ift. Eine voljtindig er-
jdhbpfende Beritdfichtigung aller nur mbgliden QKombinationen wiirbe
vpem praftijffen Sdadyipieler iibrigensd einen unverhiltnizmifpigen
Aufroand an Jeit und Rraft bebeuten, vielmehr jdheidet fein taftijder
Blid eine grofe Jabhl offenbar fehlerhafter ober wertlofer Biige von
oornferein aud und (Gt ihn jeine gange Kraft benjenigen urenden,
bie im Bereid) ves Bivedmifigen legen und deven Ronjequensen da:
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ber fo weit wie mbglich) ju verjolgen find: er gleicht eimem Wanbderer,
ber auf feiner Wanberidaft eine groge Stadt pajfiert und fidh) ein Bild
pon diefer verjdhafit, indem er der Fludjt der Hauptitraen folgt, Lage
und Ausfehen der fervorragenditen und merfwiirdigiten Gebiude fidh
genau einprdgt und dann jeine Wanbderjdaft fortjest, mwdbhrend ein
anberer fid) vornimmt, bie Stadt nidt friiher su verlaifen, als bis er
jebe, aud) die offenbar unbedeutendite Strafe paffiert uno jedes einzelne
$Haus betradytet hat, wobei er allerdingd vielleidht einmal eine Meert-
witrbigfeit entbeden wird, die bem erfteren entging. andeverjeitd abexr
von Beit su Beit i in Sadgaffen feftrennt und einen unverhilinis-
maBig piel lingeven Wufenthalt nehmen muf ober itberhaupt gang
hangen bleibt. So ift bas Shadiipiel 3war, da manuelle Fertigleiten
dabet gar feine Rolle jpielen und aud) die Madjt ded Bufalls fo gut
wie pollftandig ausgejdaltet wird, ein rein geiftiged, rein [(ogifdesd
und dod) fein mathematifdes odber wenigjtend nur ein redt un-
pollfommen mathematijes Spiel. Das , toniglidhe Spiel” wiirde aud)
feine fo grofie Gemeinde von Jiingern und Berehrern zahlen und
fid durd) die vielen Jahrhunderte Hindburdy nidt in jugendlid-reiz-
poller Frifde erhalten haben, wenn nidht durd) die unermeplid grope
Baf!l von Kombinationen einer abjdjliefenden Behandlung vorgebeugt
todre, und aud) vermittelft der ihr eigenen Hilfémittel wird es ber
Pathematif, wie {Gon gefagt ourde, wohl nie gelingen, das Schad)
des Reized, den e3 ald Sypiel ausiibt, zu cntfleiden.

Cin Beifpiel eines Spiels, das gleidhfalls — wenigitens in Deutjd-
fand — auf den 64 Feldern des Sdachbretts gefpielt wird und fitr
pa3 eine abjdjlieBende Theorie refp. Unalyfe leidt gegeben mwerbden
fann, ift Dad unter dem Namen ,Sdhaf und Woli"” befannte. Fiir
diefes unvergleidilid) viel einfachere und nidjt im entfernteften jo ab-
wed)jelungdoolle Spiel (dFt fih unter Beriidiihtigung aller fiberhaupt
migliden Falle zeigen, daB und iie der Fiifrer der alg , Sdafe” be-
seidneten Steine {tetd gemwinnen muf, ein Beweisd, den man fithet,
inbem man eine erfhopfende RQifte aller nur moglihen Fdlle in zived:
méfig fyjtematijfer Anordnung aufftellt und fitr jeden Fall den refp.
bie ridhtigen Biige angibt. Bom Standpuntt ded PMathematifers bietet
bied Berfahren iibrigensd fein Defonberes Jnmtereffe, da feimerfei der
Mathematit befonders eigentiimliche SchluBweifen dabei zur Anwen-
pung fomnen, bad Berfahren vielmehr faft einer Art von Statiftit
mehr dfmelt ald einem matfematifden.
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Rapitel L
Wettipringen.

BWir beginnen mit einem gang befonbersd einfadjen Spiel, dem fol-
genden:

E&ine Perfon A nennt eine beliebige Sahl, jedodh hidhitens

10; eine jweite Perfon, B, nennt darauf eine grdfere Fah,

die mindeftens um [ und hchftens um [0 grdfer ift als die

von A genannte. Dann nennt mwieder A eine Jahl, die min:

Oeftens um | und hdchftens um 10 grdfer ift als die suvor

von B genannte, und fo abwechielnd fort. Sieger ijt derjenige,

der gerade 100 erreicht. £aft fich der Sieg erswingen und ge:
gebenenfalls: wie und pvon weldhem der beiden Spieler?

Man fann dem Sypiel natiirlid) qud) etwa folgende, anjGaulidere
Cinfleibung geben:

Swei Knaben A und B, von denen jeder hdchjtens 10 Suf
weit 3u {pringen vermag, wollen in abmwedfelndem Sprunge
eine gegeberie Bahn von 100 Fuf Ldnge juriicklegen und da-
bet folgende Regeln beobadhten: TFeder muf jedesmal min:
deftens | $uf weit fpringen. A beginnt, und B fpringt alsdann
von der Stelle aus, bis ju der A gefommen ift, diefer wieder
von der Stelle ab, bis u der B fam, ufw. (BHierbei wird fe
doch, wenn die Sprungmweite fich nady Brudyteilen von Suf
mift, nur die nddftfleinere ganze Fabl gerechnet, 3. B. ftatt
5%, § nur 5 §.) Sieger ift derjenige, der gerade das Ende
der Bahn erreicht.

RNad) wenigen Verfudjen bemerfen die Spieler, baf Der Jielpuntt
100 mit Sidjerfeit fiir denjenigen erreidhbar ift, der zuvor auf 89
gelangt ift (1. bie umftefende Fig. 1). Denn tvenn bdev eine, jagen wir 4,
gerabe 6i3 89 gefommen ift, Jo trennt den Gegner B vom Jiel nod) eine
Diftans, die feine marimale Leiftungsfabigteit nod) um 1 Fuf iiberfteigt.
B felbjt fann aljo mit bem nddften Sprunge das Biel nidyt erreichen;
audererfeitd ijt er aber nad) der Spielregel verpflichtet, mindeftend
1 Fup weit u fpringen. Mag er nun big 90, 91, 92 ... oder im
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GuBerften Falle biz 99 fpringen: in jebem Falle fanm A mit Dem
nidyften Sprunge a3 Jiel erreichen. . )

Sft nun das 3iel 100 von 89 aud mit Siderbeit ju grretdjen,']o
iit 89 wicber von 78 aué unbedingt ju erveichen, und fo geht bies
offenbar fort durd) Etufen von je 11, aljo durd) 67, 56 ... hindburd
big zu 12 und {dlieBlid zu 1. Hieraus folgt, daB der @igg er=
jwungen werben fanm, und zwar von bemjemigen, Der 'Im dem
Spiel beginnt. Gr muf nur zuerft 1 Fup iweit fpringen, beim ndid)-

. : ] Ag
0 Fig. 1. 78 ég 700
ften Male auf Punft 12 fommen, dann quf 23 ufw. bid 78, 89 und
glieBlid) 100. '

Offendar 1ift fid basd Spiel qud) banm, wenn fiir die Ldnge der
Sprungbabn, {rivie fiir die magimale und minimale Sprungtveite ber
beiben ©pielenden anbere Jahlenverte feftgefelt twerben, entipredjend
burdyfiihren. Die Diftany der Stufen, nady benen man fortzujdreiten
bat, mm den Sieg ju erziingen — in unferem Falle 11 — ift, mwie
leicht zu fehen, ftetd ebenjp grof wie die moarimale und minimale
©prungmeite ded einzelnen jufammengenommen (in unferem Falle
10 + 1 = 11). Jt daber bie Qdinge der Sprungbahn zufdllig ein
Bielfadjes diefer Stufendiftans, fo fann mithin der Sieg von dem bes
ginuenden Spieler (A) nicht mehr erzwungen werden, tooh! aber als:
bann von dem weiten Spieler (B). Wenn die Bahn 3. B. 99 Fuf
lang und im itbrigen alled twie in dem obigen Falle ift, fo mag A
beginnen, mwie er will: B fann mit feinem erften Sprunge auf 11
gelangen, mit feinem giveiten dbanm auf 22, ... mit feinem neunten
auf 99 und hat bamit den Sieg erzwungen.

&rage 1: Die Linge der Sprungbahn betrigt 200 Fuh; im itbri-
gen ift alled wie im erften Falle oben. A glaubt irrtiimlidermeife,
sunidyft wieder (twie im erften Falle) auf 1 fpringen ju miiflen; twie
muf B forifahren, um den Sieg u erziingen?

Srage 2: Wer fann den Sieg erjivingen, wenn der magimale
©prung bes einzelmen 8 FuB Detrdgt, als Minimum twieder 1 Fup
feftgefest ijt und die Bahn 90 Fuf lang ift, und wie ift ju verfahren?

Frage 3: Wer fann ben Sieg erjwingen, wenn der magimale
Sprung 17 dm, ber minimale 1 dm und die Bafnlinge 150 dm betrigt?

Frage 4: Wer fann ben Sieg erzwingen, wenn der magimale
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©Sprung 10 Fuf betrdgt, dag Minimum auf 3 Fup feftgefest wird
und die Bahu 182 Fup lang ift2

- grage 5: Der magimale Sprung fei 9 Fuf, der minimale 2 Fuf,
bie Bahnlinge 100 Fup. A3 Sieger gilt derjenige, Der den Gegner
swingt, suetit ba3 Bief ju erreidhen ober aud) zu iiberidreiten.’) Wer
fann den Sieg erzwingen?

Qapitel IL
Das Bof Pujsle over Fhunfiehueripiel.
§ 1. Gejdidhte und Bejdreibung des Spiels.

Jn einem Spielidyrein, der dem deutidhen Rronprinzenpaare, Hem
jpateren faifer Friebrich und feiner Gemahlin, zu ihrer am 25. Ja-
nuar 1883 begangenen Silberhodhzeit vom Berein fitr deutiches Runft-
gewerbe al3 Ehrengabe dargebracht wurde, eimem Meiftermwert deut:
{dGer Runit, an dem mehr ald 80 Rinjtler und Runitgewerbler —
Bilbhauer, Architeften, Seidentiinitler, Metallindujtrielle ufrw. —
unter Cinjepung ihres beften Ronnend mitgemwickt Hatten, befindet fich
er einer betrddjtlichen Anzahl von Spielen der verfdjiedeniten Art
eirfs, bad gerabe damal3 in den vorfergegangenen Jahren eine aufer-
entlid) groBe Berbreitung gefunden Hatte und dad dafer in dem
npringlidhen Spielihrein neben den mandyerlet Rartens, Brett- und
efellichaftaipielen getvif nicht fehlen durfte. Unfere umfitehende Fig. 2
bt a3 priditige Cremplar ded Spielfhreins, den mit Einlegearbeit
gejdmitdten Ebenfolzfajten mit den 15 funftooll verjierten Spielitei-
nen darin, in getveuer, nur verfleinerter Nachbilbung twieder.

Dad Spiel ift im Jahre 1878 in Umerifa exfunden; fein Erfinder
foll ber geiftvolle Sam Loyd gemwefen fein, der in der SHhadywelt ald
Hervorragender SHhadyproblemfomponift wohlbefannt ift. Schon bald
nad feiner Crfindung verbreitete bas Spiel fid), in den Léndern eng-
Lijher Bunge ,Fifteenth Puzzle”, in Deutjdland ,,BoB Puzzle* ober
audy ,Fiinfzehner: Spiel” und in Franfreid) ,jeu du taquin® (Ned-
fpiel) genannt, {iber bie gange sivilifierte Crde und turde in jenen
erjten Jahren iiberall mit joldem Eifer gefpielt, wie wohl faum ein

o

—_—

fros
L]

- 1) Bei diefer Frage allein joll aljo ztwijden bem Erreichen und ber-
Jdhreiten de3 Biels fein Unterjdhied gemad)t werden, twdhrend 3. B. bei
Frage 4 diefer Nnterichied mwefentlid) in3 Gemidyt fallt.
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¥ig. 2.
anbered Gedulbipiel je zubor. So ivird beifpieldieife von Hamburg
er3dhlt, Daf man Dort die fleinen Rijten mif den 15 Holzflbsden
jelbjt in ben Pferdebahnivagen erbliden und unrubige Hande darin
jhieben jehen fonnte, daf die Pringipale in den Hanbeldfontoren
itber dad Pugzlefieber ihrer Angeftellten in Berjiveiflung gerieten
und durd) Anjd)lige da3 Spielen wakhrend der Burequzeit aufs ftrengjte -
verbieten mufBten, daf groBe Turniere veranitaltet wurben ujw. Selbjt
im Gipungsfaale be3 Deutjhen Reidhtages, jo erzahlt Siegmund
Gimther, der Hervborragende Geograph, Mathematifer und liberale
Politifer, der in jemen Jahren, ndmlich 1878 —1884, dem Hohen
Paufe angehirte, fonnte man damald auf den Banfen an der Wand
Abgeordnete aller Parteien fehen, die den Reden Ffeinerlei Aufmert-
famteit jdentten, Dafiiv aber um fo eifriger ,bof-puszleten”’. -
Die Aufgabe des Spield?) befteht in folgendem:

Die 15, mit den Hahlen [—15 numerierten Steine werden
in willfiiclicher Reihenfolge in den Kaften hineingelegt, und
nun foll [ediglich durch Derfchieben der Steine untereinander,
wie diefes ja infolge des einen leer gebliebenen Plases mdglich
ift, die in der nachftehenden Figur 5 angegebene Stellung

herbeigefithrt werden.

1) Da3 Spiel fann bezogen werben von den Jiillhower Anftalten (Di-
veftor: Paftor Frip Jahn), Biilldjow bei Stettin (Nx. 840/11 ded Preisver-
jeidyniffed, dad u. a. eine jpftematijch geordnete Bujammenitellung der ver-
dyiedenften Spiele bietet). -
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S pielen Falen
ift e3, wie wir {efen
werben, unmiglid,
bie geforberte Stel
lmg (Fig. 3), die
wir bdie ,normale”
nennen  ollen?),
Berbeizufiihren; twir
werden algbann fa-
gen, bie Nufgabe
jei ,un{B8bar’. O
eine ujgabe (53~
bar ober un(Hsbar
ift, wird lediglich
pon ber Unfangs-
ftellung ‘abhéngen.
Bie entjcheiden wiv
nun, ob bei irgend-
einer un3d gegebe-
nen Unfangsftellung die Wufgabe [68bar pder unldsbar ift, und ivie
erhalten wir im erfteren Falle die Lbjung?

§ 2. Qijung der Hufgabe.

Bevor wir die am Ende von § 1 anfgeworfenen Fragen ju beant-
worten fudjen, bemerfen wir junddit nod, dap wir aud die , Plage”
ober , Felder” ded Bretiesd durd) bie Jahlen 1—16, entfprechend der
Figur 3, unterjdjeiden wollen, o daf alfo 3. B. mit ,Plag 4“ be-
jtandig der Plap bezeidhnet wird, dben in Fig. 3, alfo in der ,nor-
malen” Stellung, der Stein 4 einnimmt, und ,Plap 16" ber duperfte
Plap unten rechtd Heift, der in Fig. 3 gerabe leer ift. Ferner wollen
wir die wageredjien Reifen fury ,Jeilen”, die lotredhten furz ,Spal-
ten'’ mennen und erjtere bon oben nad) unten alg erjte, zweite, driite,
vierte und lestere ebenjo, von linfs nad) rechts geredynet, unterideiden.

Bir denfen und nun eine beliebige Anfangaitellung und verjuden,

1) Daf aud) unfere Fig. 2 eigentlid) die ,normale” Endftellung bereitd
zeigt und Dbiefe jebenfalls aus ihr jofort durdy Beridieben der Steine 4, &,
12 ferzujtellen ift, braudit nicht exft bemerft zu rwerden.
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pb wir aud ifr durd) Veridjieben der Steine die normale Stellung
(Fig. 3) erbalten fonmen. Bu dem Bwed wollen tir folgendermapert
perfafren: Bunddft bringe man ben Stein 1 quf Plap 1, falld ex
nidht etwa jdhon zufdllig dort fieht, und jodann, ofne 1 wieber 31t
verjchieben, den Stein 2 auf Pla 2. Die3 beided ijt, wie leid)t er=
fonnt wird, durd) verhdalinismapig wenig Verjdjiebungen jtetd ju er=
reidgenn. — ©Sodann fann man, ohne an der erften Beile ettvad it
verjdyieben, leidht die Steine 3 und 4 in dad von der dritten und
vierten Spalie eingenommene adtfelbrige Gebiet bringen, wofern die
Steine nidt jdhon in diefem Gebiet ftanden. Uuf jeden Fall diirfent
wir affo hinfort annehmen, daf die Steine 3 und 4 fid) nunmehr in
biefem adjtfeldrigen Gebiet, und gwar auf irgendwelden Plaben dort,
befinden und daB das leere Feld gleidhfalld diefem Gebiete angehprt-
Wenn nun die Steine 3 und 4 nidt etwa jujillig bereitd auf threm
normalen Plagen ftehen, jo fonnen wir fie leidht dahin bringen
lediglich durd) Bericdhiebungen innerhald unfered adjtfeldrigen Ge=
bieted. €3 wird nid)t erfordeclid) fein, bied fiir alle mbglihen Stel-
fungen durdjufiifren, jondern iwir diirfen und darauf dejdrinfen,
bag Prinzip ded zu beobadjtenden Berfahrens an dem Beifpiel eines
bejonders ungiinjtigen Falled darzulegen, ndmlid) desjenigen, bei dem
per ©tein 3 auf Plap 4 und Stein 4 auf Plas 3 fteht. Unfer adt=
felbriges ®ebiet foll alfo ettva fo bejdaffen fein, wie e3 Fig. 4 zeigt.

Wir werden alsdbann bei allen Ver{djiebungen, die wir an Fig. 4
vornehmen, die Steine 6 und 14 unberiihrt ftehen laffen, da wir ifrer
nidt bediirfen, werben un3 aljo freiwillig auf dbagd Gebiet der oberen
6 Jelder, bad uns ausreidjende Bewegungsfreiheit gewdhrt, bejdrin-
ten. Wollten wir uns allerdingsd auf die oberften 4 Felber allein, einsd
davon natiirlid) leer vorausgejest, befdrinten, {o wiirde, worauf wir
nod) guritdfommen twerden, e3 ung nidt gelingen, die Steine 3 und

72. 8 3 4:3| |25 3.
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4 auf ihre normalen Plake su bringen. Ausd Fig. 4 leiten wir nun
leidht bie Stellung Fig. 5 Jer, indbem wir alle 5 Steine des fecha-
felorigen ®ebietes siveimal, den Stein 5 jogar dreimal, im umge:
fehrien Drehungsiinne des Uhrzeigers ,~ ~ ver{dyieben. Durd) BVer:
jchieben innerBalb ber 4 mittleren Felber erhlt man aus Fig. 5 leidt
Fig. 6. Nun veridiebt man die 5 Steine bes jed)afeldrigen Gebietes
im Ubrzeigerfinne — ) o, dbaf Stein 4 auf Plag 3 fommt; man
erhdlt fo Fig. 7 und bringt nun durd) BVerjdjiebungen innerhald der
mittleren 4 Felber den Stein 3 auf Plap 7 (Fig. 8). Die jehige
Stellung der Steine 3 und 4 (Fig. 8) ift nun eine typijde; fie ift,
wie au3 unferem, jogar nod) bejonders ungiinftig gewdblten Falle er=
hellen diirfte, tetd u erreiden, und aus ihr fann man nun jofort dben
Stein 4 auf Plap 4 bringen und den Stein 3 nadjziehen auf Rlap 3.
Damit ift dann aud) die gange erjte eile ded Spielfaftens in Ord-
nung gebracht, und an ihr wird Hinfort nidhts mehr gedndert. —
- Wefentlid) bei diefem Verfahren war, daf wir ein jedsfeldriges Ran-
giergebiet mit eimem feeren Felde zur Verfiigung Jatten: fo war e3
und mbglid), nidht nur die 5 Steine des fechsfeldrigen Gebieted Der
Reihe nad) zu veridhieben, jondern auBerdem innerhald diejes Jecha-
felorigen @ebietes wieder in einem vierfeldrigen Gebiete mit 3 Stei-
nen und einem leeren Felde Beridhiebungen vorjunehmen. Crit durd
bie Berbinbung diejer beiden Arten von Verjdiebungen wird e mibg-
(i, wefentliche Berinberungen in die Stellung hineinzubringen. Miifhte
man fid) lediglid) auf ein vierfeldriges Gebiet bejdhrinten, jo twiirde bei
allen Berjdjiebungen das Bild im wefentliden jtets dazjelbe bleiben.
Genau ebenjo wie bdie erfte Beile [aBt jih nun aud) die ziveite in
Orbnung bringen, wobei man {id) bei allen BVerjdjiebungen auf das
@ebiet ber unterjten drei Jeilen bejdrintt, aljo die Steine der erften
Beile nidt mehr beriihrt, o daf die dort Hergeftellte normale Ord-
nung nidt jvieder gefidrt wird. Bunddit roerden babei natitxli) die
©teine 5 und 6 leidht auf ihre normalen Plige gebradt, und weiter hat
man dann in dem Gebiet der 6 Felber 7, 8, 11, 12, 15, 16 (§. Fig. 3)
in entjpredjender Weife zu operreren, tvie toir bied oben an den Fi-
guren 4—8 dargelegt Haben. Wir diirfen ndmlid) die obigen Aus-
fithrungen ohne iveitered auf unferen jebigen Fall itbertragen: zwar
fteht uns jest nur ein jed)sfeldriger Rangierplap zur Verfiigung, je-
bodh fiihrten wir fja oben mit freiwilliger Selbftbejdrantung gleidh-
falld alle Operationen auf einem jech3feldrigen Gebiet aud umd zeig-
ANuG 170; AHrensd, Math. Spiele. 4. Anil. » 9
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ten, b bieles ju geniigen vermag. ©o bringen wir alfp jept die
Eteine ?i unb 8 guf ihre normalen Pldge und Haben damit die beider
erften Beilen in Orbnung. _
ﬁgn ben beiben lessten Jeilen bringt man nun 5unc’i_cb1jt Stein 1 3
anf Plap 9 und Stein 9 auf Plag 10, und zivar gejdhieht fgteé n}
gany analoger Weije, wie twir oben fiir die L'”fc_t”eme 3 unb 4 die ent=
fprechende typifche Stellung der Fig. 8 E)erbetr'}lbrten; nur f)abten wir
jest in den jtei lesten Beilen ju operieren, tqaf)ren_b 3 pben die 3tvet
lepten Spalten waren. Darauf zieht man die Steine 13 und 9 auf
PP ijre normalen Plage. €3 bleibt und banm
7 2.3 % | nod vas jechsfelvrige Rangiergebiet der Plipe
F T o Tl 10, 11, 12, 14, 15, 16; wir bringen auf ihm
s f 6 : 7.8 die Steine 10 und 14 — ivieder in befmbabu
0 114072 47 | gelegten Weife — auf ifre normalen Plibe
9 ‘1_0;12 R ?mb'q Haben ;ann nur nod) mit eimem bier=

- i , .
7470, felorigen Gebiet zu tum, auf dem bdie Steine
73'74:" 79, 111, 12, 15 jtehen. Durd) Veridieben diefer
5ig. 9. dret Steine fanm man natiicfid erreiden,
baB 15 auf jeinen normalen Plap gelangt und jugleid) das leere Feld
redit3 unten {id) befindet. Die Steine 11 und 12 werbden dabei danu
enttoeder auf thre normalen Plase fommen oder ber Stein 12 fomrr_tt
auf Plag 11 und Stein 11 auf Plas 12. JIm erfteren Falle ift die
Uufgabe geldft; im lesteren Falle Haben wir die Stellung der Fig. 9.
BWir fonnen unfer Refultat fo ausiprechen: ,

Sat 1: Aus jeder beliebigen Anfangsiftellung laft jidh
jedenfalld entweder die normale Stellung (Fig. 3) oder
bie ber Fig. 9 ferleiten.

Auf die Frage, ob aud) beidesd jugleid) moglidh ift, namli) ob eine
Anfangsftellung fih u. U. jowohl in die normale Stellung wie in die
Der Fig. 9 iiberfiihren 1aft, wollen wir vorldufig nod) feine abjdlie=
fende Anttoort geben, fondern un3 jest damit begniigen, daf in je=
dem Falle die eine von beiben Stellungen erveidgbar ift.

§ 3. Die mathematijhe THeorie des Spiels.

Bir wollen ung nun eine beftimmte Anfangsftellung, 3. B. die
der Fig. 10, denfen. Wir wollen die Jahlen diefer Figur vorlefen,
und zwar in der Reibenfolge, die wir beim Qefen iiblicsermweife ftetd
beobadjten, . §. in jeber Beife von linf3 nad) rechts gebend und die
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Beilen der Reithe nad) von oben nadh unten durdjlaufend. Wir be-
merfen dann, daf Stein 1 bereitd auf feinem normalen Plage fteht;
Dagegen fteht der nddyjte Stein, 4, wie wir fagen twollen, ,vor” zmet
anderen Steinen, die bei ,normafer” Stellung vor ihm rangieren
tiitben, ndmlid) vor ben Steinen 3 und 2. Wir Haben alfo bei
Stein 4, wie wir jagen wollen, ywei ,Verftie gegen die Rangord-
nung”. Cntjpredend Haben wir bei Stein 7, der vor den Steinen
3, 5, 2, 6 jteht, vier foldhe Werftofe; bei Stein 13 3. B., der vor
11, 10, 2, 12, 6 fteht finf BerftdBe ujlv. Wir erhalien fo im
gangen 0 -2 - 4 +54+1L14+2+6

+64+5+8+24+0+1 =238 Qerftoge | L1 %79
gegen die Rangordbnung. Aus diejer Gejamt- }';'f" o ]
zabl der Verftohe fafit fih nun erfehen, ob |~ 1 7 1 ° 1 7*
man die normale Schlufitellung der Fig. 3 ers | 25 | 73 ' 77 | 77
Balten fann ober mid)t: ift ndmlid) die fo exs f— L __; _
Baltene Bahl, toie in unjerem Falle, eime gerade | 2 1 221 6 1
Babhl (bier 38), o ift die normale Schluge |‘"1 io '
Fig. 10,

jtellung ber Fig. 3 zu erhalten; die Aufgabe
ift aljo [68bar. Jft bdie betreffende Jabhl dagegen eine ungerade,
Yo erhdlt man die normale Sdlupjtellung nidht, und die Aufgabe ift
unfbsbar. Borausjebung ift dabei jtets, daf das leere Feld fich an-
fanglid) redhtd unten, alfo auf Plag 16, befand. Anjtatt Der unbe-
quemen Bezeidnung , BerftoBe gegen die Rangordnung” twollen iix,
toie in Der Mathematit gebrindlid, ,Inverfionen” jagen. Wir
fpredjen aldbann dasd RKriterium, dasd twir fitr bie Losbarfeit der Anf-
gabe joeben, und zwar vorldufig ohne Begritndung, angegeben haben,
fo aus: . _

Qriterinm: Die notwendige und Jinreigende Bebingung
Dafiir, daf eine borgelegte &Stellung mit dem leeren
Felde auf Plap 16 in die normale ShluBftellung (Fig. 3)
fibergefiithrt werben fann, ift die, DaB bie WUnzahl aller
Snverfionen fiir die gegebene Unfangsjtellung eine gerade
Bah! ift

Fiix die Richtigleit diefes RKriterium3d der Losbarfeit wollen wir
jebt den Betweid erbririgen und legen und zu dem Jwed zunddijt
folgende Frage por: ,Wie dndert fid) durd) Scdhieben cine3 Steind
die Anzahl ber Jnverfionen?” Die Untwort ift fehr leicht, tenn ber Stein
in wageredter Ridtung gejdoben wird; denn alddann dndert fid) die

9 *
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Anzahl per Juverfionen fitr die betreffende Stellung offenbar gaT
nicgt. — BWie ijt e3 Dagegen, wenn der Stein in lotredhter Ridtung
gejchoben twird? Diefe Verjdjiebung bebeutet, daf Der ©Stein in bex
Rangordmung um 3 Plage vorriidt oder suriidtritt, je naddem ex
Iotrecht nadj oben ober nad) unten gefgoben wird. Die 3 Steine, bie
et fo iiberfpringt, jei e3 vor-, fei 3 riitrdrts, mbgen dieNummerna, b, <
tragen, wifrend der Stein, der gejhoben wird, die Nummer x habert
joll. (s, b, ¢, x find aljo Bahlen im Gebiet von 1 6i3 15.) €3 finD
algdann folgende Fdalle su untericdheiden:
1) x ift groBer al3 jede der Bablen a, b, c;
2) x ijt fleiner al3 jede der Bablen a, b, c;
3) x ift grifer al8 jwei von den Bahlen a, b, ¢ und Heinexr
al3 bdie dritte;
4) x ift griBer al8 eine von den Bahlen a, b, ¢ und fleiner a3
die beiden ainderen.

Jm erften der 4 Fille entftehen, wenn der Stein x vor die Steime
a, b, ¢ viidt, 3 neue Jnverfionen, weil die Jahlen a, b, ¢ alle fleiner
al3 x find; Jpringt x Binter a, b, ¢, jo veridwinden dagegen 3 voIT
ben borfer porhandenen Jnverfionen. Jebenfalls dndert fid) alfo die
Unzahl aller Jnverfionen durd) die BVer{diebung von x um 3: ent=
weder fie wird um 3 grifer oder um 3 fleiner.

Smt pweiten der 4 Falle ift e8 ganz entfprecjend; aud) hier dndert
fih die Angahl aller Jnverfionen um 3, wird um 3 fleiner oder urrt
3 griper. .

Jm dritten Falle entitehen, wenn x por die Heineren Jafhlen — eS
jeien etwa a und b — riidt, zwar zwei neue Jnverfionen, jedochH
perjdywindet gleidhzeitig von den friiferen Jnverfionen eine, weil x
jo and) vor die groBere Babl ¢ riidt. Der Gefamteffelt ift alfo dex,
bag bdie Anzahl aller Jnverfionen um 1 grofer wird. Ridt x hintexr
bie Baflen a, b, ¢, {o wird die Unzahl aller Fuverfionen um 1 fleinex.
Jn jedem Dber beiben Unterfille dnbert fich mithin die Unzahl allex
Juverfionen um 1.

Jm vierten Falle dndert fidh), tie im dritten, gleihfall3 die UnzaHhL
aller Jnoerfionen jtetd um 1.

Bir fehen alfo, baB durd) dbas Sdieben eined Steins bie Anzah L
aller Jnverfionen fid) nur um 3 ober um 1 dndern fann, jei e3, da
fte um fo biel groBer ober um jo viel Heiner wird. Died Refultat
fprechert wir fo aus: A
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Hilfsja: Durd) das wageredte Berjdieben eines Steins
danbdert jid die Anzahl aller Jnverfionen gar nidht, durd
~ Da3 Iotredyte BVeridieben dagegen ftetd um eine ungerade

Bahl (1 oder 3).

BWir denfen un3 nun den leeven Plap aud) mit einem Stein be-
fept, ndmlid) mit einem fingierten Stein 16. AlBbann fonuen wir
jagen, baf ein eingelner Bug, ndmfid) bag Sdjieben eines Steind auf
pen leeren Nacdhbarplap, immer in einer BVertaujdurg vez Steing 16
mit einem benadhbarten Stein befteht. Stand nun, wie wir died zu-
nddijt annehmen wollen, unfer Stein 16 zu Anfang aud) auf Feld 16,
o muf, dbamit die3 u Enbe wieder ber Fall ift, die Anzahl folder
LBertaujdungen offenbar eine gerade fein; denn jeber Bug, fei e in
tageredhter, fei e3 in Infredhter Rihtung, muB durd) einen anbderen,
genau entgegengejebt gerichteten gleihjam mwieder annulliert tverden,
Joll Stein 16 wieder an den alten Plap suriidfehren. Die Anzahl
ber Biige, die eine Stellung in eine andere mit bemfelben
Teeren Felde itberfithren, ift alio ftet3 gerabe, und jwar
ift offenbar fowoh! die Anzafhl aller wageredten iige,
fiir fid) genommen, gerade, wie aud) die Anzah! aller (ot:
redten Jiige.

Wir refitmieren: Bon einer Anfangsitellung ju einer SHlufftellung
fithrt, wenn beide das leere Feld auf Plas 16 Naben, eine gerabe
Babhl wageredhter und eine gerade Bahl lotrechter Biige. Die erfteren
perdndern die Anzahl der Jnverfionen gar nidyt, die lepteren bagegen
jebedmal um eine ungerade Bahl (1. Hilfsfap), indgefamt alfo,
da biefe Biige felbft in gerader Sahl vorfommen, um eine gerade
Baphl. Gine Unfangsftellung fany daber in irgendeine andere Stellung
— immer unter per Borausdfesung, daf bei beiden das leere Feld
auf Plag 16 ift, — Hodftend dann dibergefiihrt werden, wenn die
Anzahl der Jnverfiomen der einen fich von der Unzahl der JInver:
fionen ber anberen um eine gerabe Babl unteridjeidet, und ficher bann
nidgt, wenn diefe Differen der beiderfeitigen Jnverfionen ungerabde
ift. Nun ift die Anzahl der Inverfionen fitr die normale Schluf:
ftellung (Fig. 3) = O, fiir die Shlufjtellung der Fig. 9 dagegen = 1
(Stein 12 jteht vor 11). Pieraud folgt, beildufig gefagt, daf fidh
die Stellung der Fg. 9 nie in bie normale Stellung iiberfiibren
Yaft und daf ebenjowenig dad Umgefehrte moglicdh ift. BVor allem
fehen wir abex jeht, daf eine gegebene Stellung in die normale Schluf:
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ftellung hodhjtens dann iibergefithrt werden fann, wenn fiiv die ge=
gebene Stellung die Anzahl der Jnverfionen gerade ift. Diefe Be=
dingung ift aljo notwenbdig fiir die [berfithrung in die normale
Ctellung; fie ift aber aud) hinreidend. Tenn jugleid folgt aus
pem Boritehenden, daf eine Unfangsftellung mit gerader Jnverfionen-=
3abl in bie Stellung Fig. 9 (mit ungeraber Jnverfionenzahl) nidht
itbergefithrt werden fann. Da nun aber jede Stellung fid) entweder
in die normale Sdlufjtellung oder in die der Fig. 9 iberfiihren
{aft, wie oben gezeigt twar (Sap 1), jo olgt, daf bei gerader Jn=
verfionenzahl eine gegebene Stellung ftet8 in die normale Edluf=
jtellung iibergefithrt werben fann. — Unbdererfeits laffen i) alle
Etellungen mit ungeraber Jnverfionenizahl ftets in die Stellung Fig. 9
itberfiithren; denn in die normale Stellung fHunen fie nidt gebradht
werden, eine der beiden SdhluBftellungen (Fig. 3 oder Fig. 9) ijt aber
nad) Sap 1 ftets erreidhbar. Jn diefen Falen—den , unisbaren” — ift
aljo bie Sdlubftellung der Fig 9 ftetd erveihbar und aud) nur in
diefen. — Damit ift das oben (&. 19) angegebene , Kriterium” in
volljtem Umfange bewiefen und zugleid) die am Cnde bon § 2 offen
gelaffene Frage dahin beantwortet, daf niemald ein und bdiefelbe
Stellung jowob! in die normale EdhluBitellung ie in die der Fig. 9
itbergefithrt werden fanm, jonbern f{tet3 nur bas eine von beiden
mbglid) ift.

Auj diefem Vorfommen von ,unlbzbaren” Stellungen, alijo vbom
Stellungen, die allen aud) nod) jo befarrligen Lojungdverjuden einern
unitbermwindbaren Wiberftand entgegenjesen, beruhte der auferordent=
lidje Reiz, den da3 Spiel bei feinem erjten Auftreten ausdzuiiben ver=
modjte: Der Spieler, dem bdie Lojung fo mander anderen ((63baren)
Stellung bereit3 mehr oder weniger leid)t gelungen fein modyte, demt
aber dag Borfommen ,unlpsharer” Stellungen nod) unbefannt war,
glaubte naturgemdB, aud) diefe Stellungen durd) beharrliden Cifer
dlieBlid) bewdltigen ju Idunen, und wurbe {o ju immer neuen Bex=
juden gereizt. Diefed Pugzle-Feuer erhielt dann nod) tweitere Nah=
rung, wenn etiva Jnbaber von BVergniigungsetabliffementd Puzzle-
Furniere veranftalteten und den Siegern Hohe Preife ausiebten, wie
fie natiixlid) vdllig gefahrlosd su tun jid) erlauben durften, fall3 eben
bie von ihnen gewdhlte Aufgabe zu den ,unldsbaren” gehorte.

Srage 6: Jjt die Aufgabe Fig. 11 158bar ober unlisbar?
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Fig. 11. Fig. 12, Fig. 13.

Al Beifpiel terbe nod) betradjtet diejenige Unfangajtellung, die
fih aus der nmormalen €tellung ergibt, wenn man die Steine der
eingelnen Beilen in ifrer Reihenfolge umfehrt und da3 leere Feld
wieder unten vedh)t3 annimmt (. Fig 12). Die Angzahl der IJnver=
fionen ift ungerade (in jever Der Ddrei oberen Jeilen = 6, in Der
unterften = 3), alfo lift fid) die Stellung Fig 12 in die normale
Stellung nidht itberfithren, woh!l aber in die Edlufftellung Fig. 9.

Boraudjepung bei allen vorftehenden Erirterungen war ftetd, dap
pag leere Feld aud) bei der Unfangsjtellung fid) auf Plag 16 befand.
Liegt und eine andere Unfanysitellung vor und wollen wir die Frage
der ,QWsbarkeit” enticdjeiden, o werden wir durd) einfade Verjdjie-
bungen zundd)jt bewirfen, daB Plap 16 dad leere Feld wird. So
werden wir 3. B bei der Stellung der Fig. 13 die Steine 1, 2, 3,
7,11, 15 der Reibe nad) veridieben, um Plap 16 leer zu befommen.
Fiir diefe newe Stellung zdhlen wir alddann 9 Jnverfionen; bdie
Unfangsitellung Fig. 13 ijt fomit nidt in die normale, wobhl aber
in die Sdlupitelung Fig. 9 iiberfiihroar.

&3 [aft fich nun leicht erfennen, dafy, wenn eine Stellung fidh) in
eine 3weite itberfiihren [dft, aud) umgefehrt diefe in jene fibergefithrt
werben fann. Denn wodurd) wird die erftere Iiberfiifrung bewirft?
Durd) eine Reibe von ,Biigen”, d. §. durd) eine Reife von BVertau-
jchungen des hypothetijden Steing 16 mit jeweil3 benadybarten Steinen.
G2 mbge die erfte Stellung in bie zweite 3. B. dadurd) fibergefithrt
werden, dafy der Stein 16 der Reibe nad) mit den Steinen a, b, ¢
......... m, n, r, s bertaujdjt wird. Der Stein 16 war alfo der
Reihe nad) den Steinen a, b, c...... und zufest den Steinen m,
n, r, s benadybart. Offenbar fimmen toir daber, von ber zweiten
Stellung auzgebend, den umgelehrien Weg gehen und den Stein 16
juerft mit s, dbann mit r und fo fort vertaujden und fithren jo die
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stveite Stellung in die erfte itber. Daraus folgt dann 3. B., daf die
Stellung Fig. 9 fidh {owohl in die Stellung Fig. 12 wie in die von
BFig. 13, bie beide ifhrerfeitd in jene itbergefiihrt werden fonnten, {iber-
fithren a8t Da nun alle Stellungen mit ungerader Jnverfionen-
anzabl fich in bie Stellung Fig. 9 iiberfilhren lafjen und diefe leptere
wieder fowofl in die von Fig. 12 twie in die von Fig. 13, jo ldkt
i alio jede Stellung mit ungeraber Jnverfionenanzafl jotwofl in
bie Gtellung Fig. 12 mwie in die bon Fig. 13 iiberfithren. — Ferner
folgt aug diefem Pringip der Umiehrung der Uberfithrungen, dak jede
beliebige Stellung mit gerader Jnverfionenanzahl fich in jede beliebige
andere Stellung von gleidhfalld gerader JInverfionenanzafy fiberfiijren
(aft und dbaf bdie Stellungen mit ungerader Jnverfionenanzahl unter-
einander fid) ebenjo perhalten. Wir fafien diefe Rejultate folgender-
maBen zufammen:

Sat 2: Alle Stellungen, bie — bei einem leeren Felde
auf Plas 16 — eine gerade Anzahl von Jnber{ionen auf:
mweifen, bilden fiir {id eine Gruppe devart, daf vonirgend
smwei diefer Stellungen die eine in die andbere fibergefiihrt
werden fann; fie {ind alle in8befondere in die normale
©tellung fiberfihrbar. Cbhenfo bilden -alle Stellungen,
bie — bei einem leeren Felde auf Plap 16 — eine unge-
rabe WUnzahl vonm Jnverjiomen aufweifen, eine weite
®ruppe ineinander iiberfithrbarer Stellungen; alle Stel=
Tungen biefer Gruppe laffen fid) ind3befondere aud in die
Stellung der Fig. 12 und ebenjo in die der Fig. 13 iber-
fithren. Cine Stellung der einen Gruppe fann niemalsd in
eime der anderen iibergefithrt werdben”); bie Stellungen der
jiveiten Gruppe find daber insbefondere niemalsd in die
normale Stellung iberzufiifren.

1) Die Sdyranfe zwijden den beiden Gruppen ipide fallen, wenn man
gewiife, bei unferen jebigen Spielregeln nidyt erlaubte Operationen geftat-
ten mwiitbe. Jebe ,unidsbare” Gtellung wiirde ndmlid) in eine ,I53bare’’
verto mbelt tperden, twenn man den ganzen Spielfaften um .90° drehte und
Hinterher alle Steine auj ihren Pliagen wieder gurechiriidte (um 90° zu-
ritdbrehte) Dasdlelbe witrde man ferner beijpieldweife aud) dann erveidhen,
mwenn man die Steine 6 und 9 umfehrte, jo baf fih 6 in 9 und 9 in 6
verwanbelie. Wir gehen jebod) auf diefe Spielformen, die, wie gejagt, bei
wieren ftrengeren Spielregeln ausgejdjioffen find, nidht ndfer ein.
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Rapitel 111
Solitir: oder Ginjiedleripicl
§ 1. Sypielregel. Rotatisn.

Dex fronpringliche Spieljdrein, von deffen Jnfalt wir beveits im
borigen Kapitel ein3 der Epiele abbildeten und bejdirieben, birgt wei-
ter ein ©piel in fid), Dad unter bem Namen ,Solitdr-" oder ,Ein-
fiedler-Spiel” redyt befannt ift. Unfere Fig. 14a geigt und den wefent-
Yichen Teil bed Spiels: ein Spielbrett mit 38 Lochern barim, in die
PBiidde oder dfhnlidge Segenjtinde hineingeftedt werden fonnen. Bet
unferer fronpringliden Pradtausgabe bes Spiels find e3 fugelformige
Sypielfteine, die mit durdyweg veridjiebenen Berzierungen Funftooll
ausgeftattet find; der mitteljte Stein, deffen LQody in dem Spiel eine
Art Sonderftellung einnimmt, ift dabei in bejonderem Material —
Blutftein — ausgefithrt.

Tiber den Urjprung bes Spield ift Sidered nidht befannt. Jeben-
fal{3 befist e3 bereitd ein betridhtlides lter, wofiir beiipieldmweife
eine im Jahre 1710 verdffentlichte Abhandlung bon Leibniz ald Jeug=
i3 beigebracht toerden fann. Auf unferer Fig. 14b, bem Spielfajten-
bedel aus bem fronpringlihen Spieljdyrein, fithrt und bad vortrefi-
YTidge Heine OI6ild von Prof. Bernhard Plodhorft den angeblidhen

Crfinber des Spiels, den ,,(Einfieb‘Ier", beim Spiel vor, dem fein 3ah-

—_— rr—r—— e s

Fig. 14a. Fig. 14b.
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perjchiedenen
Sormen, in be:
nen unfer Spiel | 75| 25| 35| 45 |55 | % |7
auftritt, Abers {14 |26 34| 5|55 | 04 | 3¢

36 | 46|56 "

Wwiegt in 1312733 | 43|53 | 63|93
Deut{dhland
biefe ber 33 Iz |42 |
Lidyer, pon de- 31 | 42|52

nen mindejtend
eins zu Beginn
Des Gpiels jtet3 feer fein muf. Die Unordnung der Lder juein-
anber bringen wir nodymald: durd) F'g 15, sur UnfGauung.?t)

Die verichiedenen Lidher werben wir durd) eine dhnlide Begeid)-
nung (, Notation”), wie fie fiiv die Felder desd & tadjbretts iiblid) ijt,
unterfdeiden und dementipredjend aud) jebes Lodh fortan quadratiid
barjtellen, o daf wir aud) beliebig von ,Lichern” und ,Felbern”
fpredjen werden. Wir tragen in jedes Lod) gleid) feine Notation ein
(1. 5ig. 16), wobei dic exjte Jiffer immer die BVertifalreife ober , Spalte”,
und jwar von linf3 nad) red)t? geredhnet, die 3weite die Horizontal:
reife ober , Beife, von unten nad) oben gercdhnet, angibt.?)

Die einzige Spielregel befteht darin, daf, wenn von 3 in
horizontaler oder vertifaler Reihe gelegenen £3chern 2 be-
nachbarte mit einem Pfloc? verfehen find, wahrend das dritte,
unmittelbar daneben liegende lecr ift, alsdann der Pflod aus
dem entfernteren der beiden befelten £3cher in das leere ge-
fteft werden darf, wobet aus dem anderen befesten (mittleren)
Soch, das hierbei fiberfprungen wird, der Pflod herausgesogen
und beifeite gelegt werden muf.

Fig. 15. Fig. 16.

1) AuBer den Hier angegebenen fithrt da3 Spiel iibrigend nod) verjdjie-
dene anbdere Namen, darunter: ,Nonnenipiel”, , Grilleniprel”. lnter diefen
Namen ift e3 im Rreisverzeidhnis ver S. 14, Uam. 1, genannten Bitldomwer
Anftalten (PNr. 840/1) awgefithrt; von dort in jwei Ansfiihrungen, mit
Bapfden’ (Dolzpfldden) oder mit Kugeln, ju beziehen; leptere Form woh
31t bevorzugen.

2) Wem ein anbdered Spieleremplar nidht zur BVerfiigung fteht, wird fir
die Aufqaben der folgenden Paragraphen gut tum, jid) jelbjt ein Spielbrett
in ber Art Der Fig. 16 herzujtellen und an Stelle Der Pidcde oder Spiel-
fteine etwa Papieridnipeldhen zu vermenden.
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Diefe Operation, die ftetd das Veridwinden eined Piloded und
fitr einen anberen eine Plasdnderung sur Folge hat, nennen wir furs
einen ,Bug”, fo baf alfo, wenn zu Anfang 3. B. nur da3 Lod 44

i 2446 6L 243 Bglich ift, wo in

wwwn ¢

biefer aud) mweiterhin ftetd gebraudjten Begeidhnung der Biige tn Form
von Briiden der Jadhler bas Lod) angibt, aus dem ein Lilod fortgenom=
men, und der Nenner dasdjenige, in dad er gejtedtt wird. Jdbler und
Nenner eined joiden Brudjes ftimmen natiirlic) tmmer entmweder in
ben erften ober in ben lehten Jiffiern iiberein, wibrend die beiden nidht
iibereinjtimmenden 3iffern fig um 2 unteridjeiden: die jwijden den
beiden lepteren liegende Bahl und die im Jahler und Nenner gleicher-
tweife vorfommende ergeben jufammen dann da3 Lod, iiber dasd hin:
weggefest wird, aus dem alfo ein Pflod ver{dminbdet, in unferem
obigen Beifpiel bzw. 34; 45; 54; 43.

leer ift, nur einer der 4 ,3iige

Die Aufgabe des Spiels befteht gewdhnlich darin, aus 32
befetsten £3chern der Reihe nady alle Pfidde bis anf einen fort:
suichaffen, wobei das 3u Anfang leere Loch vielfach das mitt:
lere (44) ift, jedoch audh ein anderes fein fann und wobei 3u-
meift audy vorgefdirieben ift, in welchem Loch der sulest allein
iibrigbleibende Pflod fih am Ende befinden {oll.

Selbitverftandlich) braudjen aber zu Unfang nidt alle 32 Loder
befest zu jein, jondern etwa nur ein Teil bed Brett3, 3. B. fo, dah
bie Pflode eine beftimmte Figur, ein Quabrat, ein Kreuz oder dgl,
bilben, wobei die Aufgabe im iibrigen diejelbe ift, alfo in Entfernung
affer Pflode bid auf einen bejteht.

§ 2. Uufgaben bei teilweife bejestem Brett.

1lm in da3 Wejen des Spield etwad eingufithren, befpredien wir zu-’
nddit, auf der folgenden Seite, eine Anzahl von Aufgaben, in
benen nur ein Teil ded Bretted befept ift und die Enifernung aller
Rflode bid auf eimen verlangt wird. Die in den veridiedenen Fi
guren mit ifrer Notation angegebenen Felder find zu WUnfang befept;
ber itbrige, leere Teil der Bretter fann nad) Fig. 16 leidht hingu-
gedbacht werben.
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fad Qisfung:
~ . o 13 45 24 44
L ”;‘;‘3 “f}fé“a aus [26 3444554 ] EPTENPERTE
en.
o 43 64 41 43 46
— 113 487 457 44
P 447437457 44
Sig. 17.
o5 | Lpjung:
) o 53 55, 33 63
1L Ta3 Dreied. i hial 355 357 537 437
23|33 43| 53 S.ﬂ 44'35'23.ﬁ‘
Fig. 18. 127 337 137 44
[47] Qjung:
46 31 51 43 41
rro A Ty T b
[25]35] 05| ss]es] 337 537 637 43
33 63
III. Das Kreus. ad 537 13"
= jest bie Figur der Auf=
32| 42| 52 gabe I, nur parallel auf
37 | 47 | 57 bem Spielbrett verjdo=
: Ben.
Fig. 19.
{7 Lofung:
55_74_ 53 55 57 _
36| 96| 56 53754 557 577 37
¢ .
V. Die Pyromide. o aTa] 85,14 38 36 44
[ 1235 [ [s# | on[54] 337 342 352 562 462
. 56 25 37 35 65
Big- 20. 367 457 357 557 45

Selbitverftindlidy find aber feinestoegd alle Aufgaben bdiefer Art
168bar; wir bejdjrinten uns in diefer Hinfidht auf ein einfached Bei-
ipiel, ndmlid) den Fall, daf anfinglih nur 3 Felber von der in
Big. 21 angegebenen gegenfeitigen Qage befest find. Der
Sejer erfennt bei einem Berfudy fofort, daf man, gleich=
giiltig wo auf dem Brett diefe Figur liegt, einen und nur
wig. 21 einen Bflod fortbringen fann, aljo zwei itbrigbleiben miifjen.
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§ 3. Bollbejestes Brett.

Gewishnlich bejteht die Anfgabe bei unferem Spiel jedoch, wie jGon
in § 1 gefagt wurbe, darin, daf zu Unfang alle 32 Pilode in den
Lochern fteden, mabrenb ein beliebig vorgejdriebenes Lod), vom und
weiterhin al8 bas , Anfangsloch” bezeichnet, leer ijt, und daf munm
ber Reihe nad) alle Pflode bid auf einen entfernt werden jollen, weld
fepterer dann in einem gleidhfalls vorgefdriebenen Qodj, teiterhin furs
LSDuBlod)” genannt, fteden bleiben foll.

€3 follen fitr diefe Aufgabe — twir wollen fie die , Hauptaufgabe
bed ©pield” nennen — BHier jebt eine Reihe von jpesiellen Fallen,
unteridieden nad) ,Anfangs-’ und ,SHluklod”, befproden mwerden.
- Diefe Aufgaben mag der Lefer hier vorldufig nur ald willkirlidh
aud einer grofen Sabf herausgegriffene Beifpiele anfefen; die Folge
(§ 4) wird jedod) zeigen, daf unfere Auswah! feine mtﬁfurhd)e fon=
bern vielmehr jo getroffen war, daf mit den jept folgenden 16 Fillen
im Grunde genommen die Gefamtheit aller iiberhaupt [H8baren Falle
ber , Dauptaufgabe des Spiels” ex{dhopft ift.

I. UAnfangslod: 44; Shluflod: 44.
64 56 44 52 783 75 43 U3 54 35 65 15 45 37 57,
44° 540 4> 540 53> 737 63 53 52 557 4560 357 257 35 317
34 87 25 46 23 31 43 51 52 31 14 34 13 32 34 64
367 357 457 447 437 330 23 317 32 337 347 327 33) 347 547 44"
II. Anfangslod): 44; Shluplod: 74.
Wie I, nur {tatt des lepten Buges: %

IIL. Anfang3lod): 74; Sdluilod: 74.
Der exfte Sug von II ift durd) % su erjepen.

1V. Unfangslod): 74; Sdluplod: 47.
54 52 44 T3 T4 54 51 31 32 43 51 63 34 18 15
T4’ 547 64 53> B4 52’ 537 51’ 53 68 53 43) 327 33" i3’
48 18 82, 56 75 54 57 37 36 45 57 65 24 4¢ 25 45
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V. Unfangslod): 74; SHluplod: 14.
Bunddit die erften 24 Bitge von IV, bann 225 =525 E 5 55 334074 "

VI Unfangslod): 54; @d;IuBInci)' 54.
56 75 54 T4 53 73 43 51 63 383 41 53 23 3I 43
54> 557 567 547 55> 530 83 53 43 53 437 337 437 33) 237
13 15 25 34 13 32 45 37 57 34 37 25 56 44 36 56

337 137 337 320 330 34 257 35° 375 367 357 45 36° 46 567 54
VII. ¥Unfangslod): 54; Shluflod: 57.

Der lepte Sug von VI ift durd Z% 3u erfegen.
VIII. Unjangslod): 57; Sdluplod: 57.
Der erfte Jug von VII ijt durd 2—; su erfeben.

IX. Unfangslod): 54; Sdluplod): 24.

56 54 46 44

547347 447 24°
X. Anfangslod: 57; Shluflod: 24.

Der erfte Jug von IX it su erfeben durd g—‘;’

XI. Unfangslody: 57; Sdluflod: 51.
Bunddit die erften 6 Biige von X; die 24 folgenden leiten fidh
w3 den entjpredjenden von VI durdy @ptege[ung an der horizontalen

Dtittellinie Ber; ber lepte Bug tft 2. ;

XII. Unfangslody: 24; Ccﬁ!uﬁ[od;. 24,
44 36 15 34 37 57 56 45 37 25 32 13 34 31 b1
247 34° 357 36 357 37 367 25 357 450 347 337 330 337 317
52 43 31 23 54 75 73 45 T5 56 64 44 63 42 14 44
32793337 437 567 557 757 657 557 540 44> 437 437 44> 340 1

XIII. Anfangslodh: 555 Shluplod: 55.
53 73 75 65 52 73 54 51 31 382 43 51 63 45 57
557 53 737 637 54> 537 52 53 BL> 52’ 630 337 43 657 55
65 385 47 55 25 387 45 15 13 23 34 15 36 33 384 53
157 55° 157 357 457 35 257 35 157 25 367 350 34 580 B4 55

Die erjten 27 Biige pon VI, alddann —
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XIV. UAnfang@lod): 55; Sdhluplod: 52.
Der lepte Bug von XIIT ift zu erfeBen durd gg.
XV. Unfangslod): 52; SHuilod: 52.
Der erfte Jug von XIV ijt ju erfesen durd %‘
X VL Unfangdlod): 52; Egluflod: 25.
s . . 43 44 23
9 % i i Y
Die 28 erften Biige von XV, dann o3 55
Selbitvertindlich fann e fiir jede der vorftehenden Uujgaben nod
anbere und wird jumeiit jogar red)t viele anbere Ljungen geben. Die
pon und angegebenen erfeben feinen Unfprud) darauf, einen Vorzug
por jenen anderen ju befiben. Jhre Ausdmwah!l war nur durd) Ritdfid-
ten ber Syftematif beftimmt, und unter ben jonit exiftievenden Lojungen
mwerben fid) gewif mande viel elegantere vorfinden. Sehr viel beffer ge-
gliebert und dafer iiberfidtlicdher ijt 3. B. folgende Lojung jitr Aufgabe I:
42 63 51 43 23 44 31 41 43 13 34 15 2 13 32
44° 437 537 83 437 427 337 43’ 23 33’ 327 137 237 33 34
73 54 T5 65 73 5245 5T 37 54 57 65 46 44 36 24

537 527 737 637 587 54 | 657 557 57 567 557 457 447 247 347 44’
twobei die durd) 2 vertifale Stride marfierten Stellen fich den jetei:
ligen Qonfigurationen nad) al3 natiirfide Einjdynitte in dem Gange
ber Wjung darjtellen.

§ 4. Theorie Des Spiels.

Auf die Theorie des Spiels joll hier nicht weiter eingegangen wer-
ben, al3 daf wir ihre widtigiten Rejultate — ohne mathematijde
Begriinbung — angeben. Su dem Bwede definieren wir junddit alz
. fongruente” Felder ziwei Felber von der Art, daf von bem einen zu
dem anbern ein [bergang moglich ift durd) ein- ober mehrmaliges
Tiberipringen von je 3twet in Horijontaler oder vertifaler Linie liegen:
den Feldern. Kongruent find jo 3. B. bie Felder 15 und 45, ba man
pont 15 zu 45 durd) (berfpringen von 3ivei jwijdengelegenen Felbern
(25 unbd 35) gelangt; ebenfo ift 42 gu 45 fongruent und desgleichen
42 zu 15 (45 ift Sijdenitufe fiir dicfen lepteren {1bergang). Fermer
foll jebes Feld aud) ald mit fidh felbft fongruent angefehen werden. —
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Die mathematifdhe Unterjudung lehrt nun, daf aufunje=
rem Brett der 33 Felder eine Lojung fiir die im porigen
Raragraphen erdrierte ,Hauptanjgabe” ded Spiels hoh=
jteng dann moglid ift, wenn Unfangd und SHluflod 10
porgefdhrieben wurden, dap fie fongruent’ in dem ange=
gebenen Sinne jind.

Die foeben angegebene Vorbedingung fiir die Losbarfeit ber Haupt=
aufgabe, namfich die Rongruens von Anfangs> und Shlupfeld, ift aber
nidjt nur notwendig, jondern aud) Hinreidhend fiir die Lbsbarkeit, D- H-
immer, wenn diefe Bedingung exfiillt ift, ift die Hauptaufgabe lHsbar-
Das Syjtem der 16 in § 3 gegebenen Beifpiele birgt jogar bereitd
fitv alle mdgliden Falle, in denen die Hauptaufgabe itberhaupt (H3bar
ijt, wenigftens je eine Lofung in fif). Dies erfennt man folgendermapert:
Man beadjte sundchft, bah die Figur bes Brettd (Fig. 15) bei Dres
hung um einen ober mefrere rechte Winfel mit fidh) Jelbft jur Dedung
fommt, und ferner, daf jie in bejug auf die horizontale und die ver=
titale Mittellinie {ymmetrifd ift, fo daB alfo bei Spiegelung an einexr
biefer beiben Mittellinien bie eine Hilfte der Figur mit ber anberen
sur Dedung fommen wiirde. Offenbar jind nun die bei biefen Spiege=
lungen und Drehungen guiammenfallenden Felder fitr unfere Aufgabe
dquivalent, wonad) fich folgende Gruppen pon untereinander dquivas=
lenter Feldern ergeben: .

1) 13; 15; 87; 57; T5; 73; 51; 31.  4) 24; 46; 64; 42.

2) 14; 47; 74; 41. 5) 35; 55; 53; 33.

3) 25; 365 56; 65; 63; 52; 32; 23. 6) 34; 45; 54; 43.
7) 44.

®ibt alfo 3. B. Nr. 11 in § 3 (S. 29) eine Lijung fiir 44 al3 An-=
fangss und 74 al3 Sdghlulody, {o Gkt fih banad) {ofort eine Lojung
fiiv die ujgabe: ,44 Unfangslod), 14 Sh'uflod)” angeben, dba die
Anderung nur einer Spiegelung an dex vertifalen Mittellinie entfpricht.
Cbenjo ergibt fid) 3. B. aus Nr. VII (54 Anfangdlod), 57 SHlufi=
Iod)) fofort eine Qijung fiir ,45 Anfangs- und 75 SHluplog”, da
bie Anderung einer BViertelfreigdrehung in der umgelehrien Trehunga-
ridgtung des Ubhrseigerd ,~ , verbunden mit nadhfolgender Spiegelung
an der vertifalen Muttellinie, entipridht. :

Sobdann erhilt man aus der Lojung fiir Anfangdlod) a und SHlup=
Ioch b fofort eine Sofung fitr Anfangalod) b und SHluplod a, inbem
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man dad Ljungzidema der erfteren Anfgabe umtehrt, b.§. die Briiche
in umgefehrier Reifenfolge (vom Binteren jum vorderen Gnde) lieft.
Daf in der Tat biefe Bejiehung ftattiindet, joll hier unter Verzicht auf
etnen allgemeinen Beweis nur an dem Beijpiel eines be- ]
fonbders einfadjen Spielbrettes plaufibel gemadt werben, D
nimlid) andem ber Fig.22, dbas wir, um eben einen mig-
Lichit einfacdhen Fall zu haben, einmal fiix einen Woment
unferem gemwdhnlidjen Spielbrett jubftituieren twollen. €3 lii‘ B A']
jei A al8 Anfangs-, E al8 Shluplod) vorgejdricben; die g5z,

i s E D A
Lbjung der Hauptaufgabe ift alddbann: 5 55§ Sebren wir nun

bie Feifienfolge der 3 Britche um, reiben alfo: 3 ; o; =, o it

bie3 die Lbjung der Hauptaufgabe fiiv den Fal: E Anfangs- und A
Sdluplod). Bwei Aujgaben, die in biefer Besiehung der reziprofen
Bertaujdung von Unfangs- und SAlublod sueinander jtehen, wollen
toir , reziprofe’ nenmen.

PMan fieht nun unddit, daf unter den 16 Lojungen des § 3 fieben
enthalten find, in denen das Unfangslodh zuglei Edlulod ift, und
gwax find diefe 7 jo gewdhlt, daf jede der obigen 7 Gruppen von
Feldern (&. 32) einen Reprifentanten Hierfiir geftellt hat, wie die fol-
gende Bufammenitellung geigt.

Pr. dex Gruppe pon ‘ Da3 aud der Gruppe | 9. ber betr. Hujgabe
Felbern | andgemdhlte Feld in§s
1 ﬂ 57 VI
2 i 74 I
3 ‘; 52 XV
4 | 24 XTI
5 | 55 X1
6 54 VI
7 | 44 1

Die Hauptanfgabe bei gleidjem Anfangs- und SHluplod) ijt jo-
mit durc) bie Lojungen ded § 3 fiir alle 33 Felder eridhdpfend geldit.
So bleiben alfo nur die Fille, in benen Anfangs- und SHluplod) ver:
jdhieden jind, twobei wir zunddit mwiederfholen, daB Unfangdz und
Sdluplod jtets, damit fiberhaupt Lojungen erijtieven, , fongruent” in

ANu@ 170: Ahrend, Math. Spiele. 4. Aunfl. 8
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pem angegebenen Sinne fein miiffen. Wir haben alfo jebt alle mbg-
lidhen Rombinationen von 3tei verfdjiebenen, aber einander fongruen=
ten Feldern in Betracht u ziehen, und faffen beifpieldmeife gunddit
bas Mittelfeld des Brettes, d. §. 44, in3d Auge, dag ugleid in unferer
Ginteilung der Felder auf S. 32 eine Grupye fiir fid), ndmlid die 7.,
bilbet. Pan fieht nun, daf jamtliche su Feld 44 Fongruenten Felber
gerabe die Gruppe 2 bilden, und diefe Felder bon Gruppe 2 find aud
unter fid) fongruent und Dbefisen fongruente Felder in den anberen
5 ®ruppen nicht. Die Gruppen 2 und 7 bilden alfo eine gewiffe Ge:
meinjdjaft in der Art, Daf, wenn das Anfangslod diejer Gemeinfdhaft
entnommen wird, aud) bad Shluplod ihr entnommen werben muk,
mwenn bie Pauptaufgabe fiberhaupt irgendivelde Ausfidt auf Logbar-
feit bieten {ofl. Offenbar ergeben fich innerhalb diefer Gemeinfhaft
nur folgende wefentlich verjdiedene Fdalle von Aufgaben (bei unm=
gleidem Anfangd- und Sdhluplod): :
Anfangsiod Sdluflod Diefe WAnfgaben find aber in §
44 74 unter II, IV, V behandelt. Rechnet
74 47 man dagu nod) bie Nummern I und
74 14 III fitr die Féille eines gleidgen An=
fangdz und Shluplodes, fo umfaffen mithin die Nummern I—V
alle wefentlid) verfdjiedenen Falle, die innerhalb der bon den Felber:
gruppen 2 und 7 gebildeten Gemeinjdaft vorfommen Ionnen. Fiiv
jeden anderen Fall (GBt fid) aus einem bdiefer 5 die Lofung fofort Her=
leiten burd) die Beziehungen der Symmetrie (Drehungen und Spiege:
fungen) und ber Reziprozitat (Vertaujdung von Anfangs: und Schluf-
Tody). — Cmijpreciend bilden die Gruppen 1, 4 und 6 eine Gemein:
{daft: zwar it nidt jedes Feld biefer Gemeinjchaft jebem anderen
fongruent, aber jebes einem Felde diefer Gemeinjdaft fongruente Feld
gehort wieber der Gemeinjdaft an. Die veridjievenen Fille, die {idh
innerhalb diefed Gebieted ergeben finnen, find in § 3 durd) die Num:=
mern VI—XII erlebigt. @djlieBlicd) bilden die Gruppen 3 und 5 eine
oritte Gemeinjdjaft, ber in § 3 bie Ljungen XUI—XVI in er{dhip-
fenber Weife zugehdren.
Trage 7: Gib eine LWfung an fiir den Fall: 14 Anfangalod,
11 €dluplod).
Trage 8: Gib eine Lofung an fiiv den Fall: 52 Anfangslod,
55 Gdluplod.
Frage 9: ©ib eine Lojung an fiir den Fall: 46 Anfangslod,
13 ©dluflod.
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Rapitel IV.
Dijadijde Spiele.
§ 1. Die Reife der Potengen der Jah! 2.

Bon der Crfindung be3 Shadyipiels erzaflen dltere arabifdhe
Quellen, der Crfinder habe da3 geiftoolle Spiel zur Unterhaltung
eined indijden Ronigs erdacht und biefer fei daritber von fo lebhafter
Bemwunbderung und Freude ergriffen worden, daf er dem Crfinder ein
Chrengejdent zu gewdhren wiinfdte. , Dann bitte ih” jo joll diefer
nun auf des Qonigd Frage evflart Haben, ,daf ein Weizenforn anf
bad erfte Feld bes Sdhadhbrettd, swei auf dad weite gelegt und die
Bah!l der Korner fortwdhrend verboppelt werde, biz das lehte Feld
erreicdht fei: tveldhed died Quantum aud) fein mdge, id) winjde, ez
su befommen.” DHierbei ftellte fich) nun Heraus, dbaf da3 Getreide
aller fonigliden Speider und felbft ded gangen Landes nidht aus-
reidjen iirde, died BVerlangen, das dem RKimige urfpriingli) auper-
ordentlid) bejdjeiben vorgefommen war, zu befriedigen. AL dem
Ronig dies gemeldet wurde, fprad) er su dem Erfinder: ,Dein Sharf-
finn, einen jolden Wunjd) anszudenten, ift nod) bewundernserter
afg dein Talent im Crfinden de3 SHhadjpiels.”

Sn ber Tat wiirbe fidh, da da3 Schachbrett 64 Felder (8 >< 8)
Bat, eine ungehewer grofe Bahl von Weizentornern ergeben, ndmlid
fitr alle 64 Felber ujammen die 20{tellige Bahl

18446 744073709551615,

eine Rirnermenge, die geniigen twiirbe, um dag gange fefte Laud der
Grde bid zu einer Hihe von faft 1 em zu bededen. Die Bahlen
wad)fen, durd) die BVerdboppelung von Feld zu Feld, natitclid fehr
{dhnell und nehmen jchlieplih ungeheuer groge Werte an. — Diefe
Tatfade ded enormen Wad)stums bei fortgefester Berdoppelung be-
nuste einmal eine in Miindjen exjdeinende Beitmg der vormarzlichen
Beit, , Die deutjde Tribiine", su einem feinerseit vielbelacten BWige™):
Dag Biatt wupte fidh gegeniiber den beftingigen Benfurpladereien
nidyt anberd zu Helfen, al3 daf €3 die vom Benfor geftricgenen Ar-

1) Qudivig Salomon, ,Bejdidte bed Deutiden Jeitungameiens”, Bd. I,
©. 450. .
3*
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tifel trogbem abbrudte. Natiirli) wurde e3 mun mit Geldftrafe be=
legt, und 3twar wurde, da die Jeitung bdied Berfahren fortjepte, b‘f
Geldbuge von Fall zu Fall verdoppelt. Da bradjte die ,Tribiine’
eines jhonen Taged einen Artifel, in dem gemauer dargelegt wurde,
baf das Minifterium ein Mittel erfunden Habe, um die bagerijen
Staatsidulben in Jabhr und Tag zu tilgen: €5 braudje nur mit Der
angeotbneten jebedmaligen Berboppelung der Geldftrafen in der be=
gonnenen Reife fortaufahren. Die Heiterfeit war allgemein, und b@e
bayerijhe Regierung fab fidh) veranlaht, ju anberen Mitteln zu grets
fen, versidhtete jogar auf den Berfud), die Geldftrafen, die bereitd
eine unerfhmwingliche Hohe erreicht Hatten, eingutveiben, — und der -
baperijhe Staat Jat o feine Staatsidulden bis jum DHeutigen Tage
bebalten. ’

Qefren wir zu dem Fall der Weizentirner auf dem Scfhacdhbrett
surfid und jdreiben wir fiir bie eingelnen Felder bie Bahlen der
" Qbrner bin, fo erbalten wir eine Reibe von Jahlen, die fo beginnt :
1,2, 4, 8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192,
16384, 32768, womit ir nuy erft fir ein Viertel aller Felder ded
Sdadybrettd die betreffenden Baflen angegeben Haben. Die Jahlen
biefer Reibe, von bdenen jede fih aud der vorhergehenden durdh
Multiplifation mit 2 ergibt (3 B. 2 >< 8 = 16), nennt man die
Botenzen ber Bahl 2, und jwar bezeidnet man die Jahl 2 {elbit
al8 bie erjte Poteny von 2, die Bahl 4 =2 >< 2 al3 die jveite,
die Bahl 8 = 2 >< 2 >< 2 af3 die britte Potenz der 2 ufjw. Wan
fdreibt died aud) folgendermagen:

21=2;23=4; 2% =8; 24 = 16; 2° = 32 ujw.
Au3 Griinden bder Analogie wird man alddann die exfte Bahl ber
obigen Reibe, ndmlid) 1, die ,nullte Poteny der 2 nennen und ent-
fpredgend: 2° = 1 {hreiben mitffen.

Bor bdiefe Reihe der Potenzen der Jahl 2, b. §. vor die Jahl 1,
mit ber bie Reibe ja anfingt, wollen wir nun aus einem befonderen
Grunde nod) eine ziveite 1 jQreiben, fo dap die Reihe nunmehr o
beginnt: 1,1, 2, 4, 8, 16, 32..... Sn bdiefer neuen Reihe ift
nun jede Bahl gemau ebenfo grof mie alle in der Reihe borher=
gebenden Jablen jufammengenommen, 3. B. 1 + 1 + 2 =4, {odann
1+1+4+24 4=8. Gilt dbied aber fiir den Unfang, alfo 3 B.
bi3 8, jo gilt e3 aud ftetd weiterhin, wie der Lefer jofort aud der
Sdyreibiveife _
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1,1,2 4 8, 16 -

——

8

jtebt, wenn er bedentt, dbaB nad) dem Bildungsgejes refp. der Defi-
nition ber Reihe auf & die Jahl 2 >< 8 = 16, auf 16 mwieder
2 >< 16 = 32 ujw. folgt. Laflen wir nun die jur Aushilfe Hingu-
genommene erjte €ind toieder fort, {o ift die Summe der 3ahlen biz
ur 8 (mit Aus{dhlup diefer) natiirlih niht mehr — &, jondern nur
=7, aljo um 1 fleiner af8 die in ber Reihe folgende Jahl &, und
wir Haben dafer dad Refultat:

Sap 1: Jn der Reihe der Potengen der Bahl 2 ift jede
Bahl um 1 grdBer al3 alle porhergehenden Jahlen jufam-
nengenommen.

Aus diefemn Grunde wiirben auf dad 64. Feld des Sdadjbretts
ebenjoviel Weigentdrner refp. genau gefproden: nod ein Forn mehr
ald auf die erften 63 Felber zujammengenommen fommen. Wir
oiicben dafer, enn wir die Gefamizahl der Weizentdrner aller
64 Felder audrednen twollten, diefe Addition aller 64 Jahlen nidht
‘eingeln ausfiihren, fonbern natiirfid) nur die Jabhl ber Ribrmer ded
lebten Feldes beredhmen. Diefe Zabl, vermindert um 1, ift dann zu-
gleid die Summe ber- Rbrner von den itbrigen 63 Feldern.

§ 2. Gine befonudere Anwendung der Reife
ber Potenzen soun 2.

Die Gewidtajise unferer gleidarmigen Wagen bejtehen gewdhn-
{id) aud folgenben Stitden:
1g,2g2g5¢g 10g20g 20g 50¢
und feben fidh nad) diefem Pringip, eventuell nacd) beiben Seiten bin,
fort. Der Gewididiap, den twir hier betraditen wollen, mag auf
bie angegebenen 8 Gewidte befdhrantt jein und ermbglicht alzdann
jevenfalls alle Wigungen von 1 g bi3 einjdliefli 110 g und zwar
bon g 3u g
Wir wollen nun die $rage érheben, ob fidh diefelben M-
gungen, wie mit diefen 8 Gemichten, audh mit einer geringe-
ren Anzahl von Gewichten ausfithren liefen, refp. wie viele
Gemwidite mindeftens und weldhe hiersu erforderlich find.
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Pabei wollen wir poransfesen, daf die eine Shale per Wage ausds
fhlieBlig bem su wigenden Gegenftande verbleibt, alfo nidht etwa
audy mit Gewichten unfered Gewidtaiases (Gegengewicdhten) belajtet
wird. Dann muf junddit, will man ein Gewidt von 1 g abiwigen
fonnen, in dem Gewiditsjap jebenfalls dad Gewidht 1 g vertrveten
fein.') Bill man aud) 2 g abmwigen, fo muf entweder u dem Ge-
wicht von 1 g nod) ein gleidjed Hingutreten oder aber ein Gewicht
pon 2 g perfreten fein. Die leptere Annahme fiihrt un3 jedod tweiter
af3 Die erftere, inbem fie ndmlid) aufer den Abwagungen pon 1 g
und 2 g aud) jugleid eine folde von 3 g =1 g + 2 g ermiglidht.
Wir werden daber die beiden erfien Stitde unfered gefudhten Gewidhts=
faged fo wiblen: 1 g, 2 g. Um nun aud) 4 g abwdgen zu Idnnen,
braudyen tviv entiweder ein weitere3 Gewidt von 1 g ober ein weited
pont 2 g ober eind von 3 g oder jhlieRlidy eind von 4 g. Der Lefer
ijt feinen Meoment daritber im Bweifel, wofiir wir ung zu entjdeiden
Haben werden; benn, wdfhrend 3. B. ein Gewidisfas bon 1 g, 2 g,
2 g und nur alle Wagungen von 1 g bi3 5 g ermiglicht, Eonnen wir
mit 1 g, 2 g, 4 g alle Wagnngen von 1 g bid 7 g einjdlieplid) ausd=
fibren (5 =44 1;6 =44 2; 7=4 4 2 +1). Um nun hier=
iiber Dimauszufommen, werben twir offenbar ein @ewidht von 8 g
hinzunehmen und fonnen alédann mit den 4 Gewidhten von 1 g, 2 g,
4 g, 8 gbereitd alle Wagungen von 1 gbid 15 g infl. ausfiihren, indem

9=8+1 ift. Man fieht jofort, daB man jept ein Ge=
10=8+42 widt bon 16 g wird Hingunehmen miiffen, und
11=8+2+41 wir exfennen in der Reife von [ahlen: 1, 2, 4,
12=8+414 8,16, auf die wir hier fommen, die aus dem voriz

13=8+4+41 gen Paragraphen und wofhlbefannte Reife der
14 =8-+4+2 Botengen ber ahl 2 wieder. Jn der Tat wiirden
15 =8-+4+42-1 wirbei weitever Fortfesung unjeres BVerfahrens
ftetd nad) den Bafhlen diefer Reibe fortidreiten miiffen, jo dak alfo
jept 32, 64, 128 ufw. fommen wiirben. Man erfennt diefe Not-
wenbdigleit leiht folgendermafen: Die Geidte 1 g, 2 g, 4g, 8 g

1) Wiirben bie Gewidte auf beide Shalen perteilt, jo YeBe fih 1L g ja
auch) ofne da3 Eingrammsgewidit abwdgen, etwa al3 Differeny bon 3 g
und 2 g. Ldft man and) diefe Art Wigungen (burd) Gegengemwidite) zu,
fo fommt man tatfdchlid) mit nod) weniger Gewidjten aus, ald fih fitr
unfere obige Frageftellung ergeben werben, dod) foll biefer Fall, wie ge-=
fagt, Bier ganz auBer Betrad)t bleiben; f. jedodh meine ,Math. Unterh. u.
Spiele”, Bb. I (2. Aufl), S. 88 ff.
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erm@igﬁd}en alle Wiigungen von 1 g bis 15 g einjdliellidh, wie wir
geseigt haben. Jh benfe mir diefe 15 Wigungen mun der Reife
nad) audgefiihrt und lege jedesmal dad neu Yingugetretene Gewicht
16 g bagu; alddann erhalte id) jtatt der Weiigungen von 1 g 4ig 15 g
alle Wigungen von 17 g bis 31 g einfdlieslid), indgefamt aljo alle
Wagungen von 1 g big 31 g einjdlieBlid. Bu ber Abwagung von
31 g braudje i alle 5 Gewiditaftide (1 g, 2g 4g, 8 g 16 g),
permag aber eine Wigung von 32 g mit ibmen offenbar nidt mehr
ju leiften. Wie wir ndmlid) aus dem vorigen § (Sas 1) wiffen,
ift e3 eine allgenteine Cigenidjaft dber Reihe der Potenzen der Jah! 2,
baf die Summe der Bahlen diefer Reibe, bid zu einer gemifjen Grenze
genommen, um 1 Eeiner ift a8 die nddftfolgende Bahl der Reife.
Hiernad) ift e3 begreiflidh), dah wir mit unferen 5 Gewichtajtiiden
1g,2¢g 4g 8g 16 g nur 5i3 ju Wagungen von 31 g einfdliek-
lid) gu reidhen permbgen, alfo unmittelbar vor 32, der niditjolgenden
Potenz der 2, halt maden miiflen. Wollen wir iweiter gehen, jo
miiffen wiv afljorein Gewidt von 32 g hinzunehmen und vermbgen
mit den jebt sur LVerfiigung ftehenden Getwichten offenbar alle Wd-
gungen bi3 63 g, und zwar lidenlod von g zu g, audjufiijren. Das
weiter Hingutretende Gewid)t mup dann 64 g fein, und diefer Ge=
widtzjap von jeht 7 Gewidten: 1 g, 2 g, 4 g, 8¢ 16 g, 32¢g, 64¢g
ermdglidt un3 alle Wagungen big einfdlieBlich 127 g; er leiftet o-
mit, obwohl nur aud 7 Gewidten beftehend, mehr als die im Ber=
fehraleben fibliden mit iHren eriten 8 Gewidyten, die nur Wagungen
b8 110 g geftatten, twie {hon oben gefagt wurbe. — Um iibrigen3
einem etwaigen Mikverftindnid vorzubeugen, fei nod) ausdridlid
bemerft, baf foldhe nac) den Potengen der Jahl 2 fortidreitenden
(,dyadifhen”) Gemidtsiibe fiiv ben praftijden Gebraud gemid
nid)t empfehlensivert find, eine Frage, die jedod) hier nidpt zur Cr-
drterung fteht.

Bei Gelegenheit diefer befonderen Aufgabe getvannen wir gugleid)
ein widtiges allgemeines Rejultat, von dem wir nod) weiterhin Ge-
braud) madjen terden und daz mwir daber fiir fidh gejondert aus:
fpredhen twollen als:

Sat 2: Sebe beliebige Baphl (aht fid) darftellen als
Summe von Bahlen ausd der Reihe der Potengen der 2 und
swat fo, baf jede diefer Potenzen hoditensd einmal in der
Summe porfommi. .
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Froge 10: Qeiftet nidht ein Getidhtziap, bejtebend ausd dben Ge-
widten 1 g, 2g,4g, 8 g 16 g 33 g, 65 g nod) mehr al3 der joeben
(8. 39) angegebene, inbem er aud) nod) Ybwégungen von 128 g und
129 g exmiglicht?

Frage 11: Durd) wiepiel Gewidte (Mindeftzahl) fann ein Ge=
wichtsfah, bejtefend aus Gewidten-von 1 g, 2 g, 2¢g 5¢g, 10 g,
20 g 20g 50g 100 g 200 g, 200 g, erfept werden?

§ 3. Grraten gedadhter Jahlen und Gegenftande.

Die in bem Sa 2 de3 vorigen Paragraphen ausdgefprodene Mbg-=
lichTeit ber Darftellung jeder 3ahl «l Summe von lauter verfdhie-
benen Potengen der 2 findet bei zablreigen Spielen und Aufgaben
Anivendung, die wir daher, wie in der Uber|drift diefes Kapitels ge=
{cdheben, ,dyadifde” nennen und pon benen wir in diefem und dem
niditen Paragraphen einige Proben geben wollen.') Dabei wollen
- ir die Bablen der gebacdhten HReibe, aljo 1, 2, 4, 8 ..., der ein=
facdjeven Untericheidung halber als unfere ,&rundzahlen” bezeidnen.

I Dasg Crraten einer gedadten Jahl
Jn einer Gefellfchaft denft man {idh eine Jahl, die der
vorher hinausgefandte A fidh anbeifchig macht 3u erraten,
falls der mit ihm unter einer Dede fpiclende B ihn durch
einige aneinandergelegte Atiinzen ,auf die richtige $ahrte
fithren” darf,
wobei ¢3, wie A und B etwa geheimnisyoll behaupten, auf dbie Wintel
anfomme, unter denen bie Mitngen aneinandergelegt werben. Die
Berabrebung swijden A und B geht einfad) dahin, daf die Rehrieite
(Bappenfeite, Revers) einer Miinge immer eine Null, die Kopifeite
(YUvers) dagegen die verjdhiebenen Potemzen bom 2, und zwar von
(inf3 anfangend fufzeffive 1, 2, 4,
8 ..., bebeuten foll. B ftellt die ge-
badyte Bah!l dann einfach ald Summe
unferer, mie wir ja jagen twollten,
,Orundzahlen” 1, 2, 4, 8. .. bdar.
Wenn B alfo aus feinen Miingen beifpielsweife die Fig. 28 formt, jo

1) {lbrigens gehoren aud) mod) die folgenben, in den Rapiteln V und
VI gefonbdert behanbdelten Spiele zu den ,dyadijhen’’.
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bebeutet died: Da die erfte Minze (infs die Wappenieite zeigt, fo ift
bie erfte ,Grundzahl”, alio 1, fortzulafien; dagegen Hat A wegen der
Ropfieite der zieiten und dritten Miinge die zweite und dritte Grund-
3aBl, alfo 2 unbd 4, 3u nehmen; die vierte Grundzahl (8) ift wieder
auzzulafien, bie fiinfte (16) bagegen ju nehmen. Die gedadte Jahl
ift jomit 2 + 4 + 16 = 22, bie A nun der ftaunenden Menge ver:
tinben barf.

Il Dag Crraten eines gedadten Bildes.

Auf einer Harte {ind 32 verfdhiedene Bilder dargeijtellt,
etwa in 4 Rethen 5u je 8. Jrgend jemand, fagen wir Z, wird
vont A aufgefordert, fich eins diefer Bilder 3u denfen; A will
dann erraten, weldes Bild Z fich gedacht hat.

Aufer der grofen RKarte mit allen 32 Bilbern, der ,Haupttarte”
befibt A nodj 5 tweitere Rarten (, Teilfarten”), quf deren jeder 16 der
32 Bilder (etwa in 2 Reiben zu 8) wiedergegeben find. A Halt nun
dem Z jede diefer 5 Rarten der Reife nad) hin und (4ft fid) jebedmal
von thm angeben, ob dad gedachte Bild auf der beireffenden Karte
vorfommt oder nidht. Nad) den Antiworten, die Z Hierauf gibt, fann
A bann das gedbachte Bild einbeutig beftimmen.

€3 dnbert offenbar an bem Spiel nidits, wenn wir ftatt der 32
Bilder 32 Bahlen, am einfadjften die Baflen 1—32, annehmen: dag
exfte Bild der Hauptfarte twird eben durd) die Jahl 1 exfebt, das jiveite
burd) 2, bas lepte dburd) 32, wobei twir in dber Numerierung der Bil-
ber in jeder Reihe von (infd nad) vedhts gehen und bie 4 Reiben von
oben nad) unten durcdhlaufen. Jede der Bafhlen 1—31 ikt fih mum
al3 Summe der Grundzaflen 1, 2, 4, 8, 16 darftellen (die leste Jahl,
32, die felbjt eine Grundzal! ift, laffen wir vorlaufig auer Betradt).
Wir denfen uns diefe Darftellung nun fiiv alle 31 Bafhlen durdgefithet,
alfo 3 B fiir die Bahl 23 in der Form: 1+ 2 4 4+ 16. Wie oft,
meint der Qefer wohl, wird bei diefen 31 Darftellungen rechts bdie
®rundzafhl 1 vorfommen? Offenbar tritt fie auf bei allen unge-
raben 3aflen, alfo bei 1, 3,5, ... 31. €8 find beren im gangen 16.
Diefe 16 Sahlen refp. bie ihnen entjprechenden Bilder find nun auf der
einen ber 5 Teilfarten abgebildet. Aber nidht nur die 1 tritt bei die-
fen 31 Darftellungen gerade 16 mal auf, fondern, iie eine einface
[berfequng eigen tvitrde, fommt jebe ber fibrigen Grundzahlen, alfo
bie 2, bie 4, die 8, die 16, hierbei ebenfo oft vor, die Grundzahl 16
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3 B. in den Darjtelungen der Jahlen 16—31. Man hat daher bdie
16 Bafhlen, in deren Darftellung die Grundzahl 2 auftritt, refp. die
ihnen zugeordneten 16 Bilder auf die zweite Teilfarte gebradyt und
entfprechend den Grundzaflen 4, 8 und 16 die drei weiteren Teilfarten
angefertigt. Die Bahl 32 refp. dad 32. Bild fommt {o offenbar auf
Yeiner der Teilfarten por. Die 5 Teilfarten find alio, wenn wir auf
jeder bie Bahlen der Grife nad) orduen, {o befdaffen, wie Fig. 24

I IL 1T 1v. A
1 2 4 8 16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 11 19
9 10 12 12 20
11 11 13 13 21
13 14 14 14 22
15 15 15 15 23
17 18 20 24 24
19 19 21 25 25
21 22 22 26 26
23 23 23 27 27
25 26 28 28 28
27 27 29 29 29
29 30 30 30 30
31 31 31 31 31
Fig. 24.

seigt, toobei vir und nur ftatt der Bahlen die betreffenden Bilder,
biefe etwa in zwei wageredjten Reiben ju je 8 angeordbmet, gefeht
denfen miiffen. @ibt nun Z beifpielsiveife an, daf ba3 von ihm ge-
dadhte Bild auf den ZTeilfarten II, 11T, V pertreten ift, auf den Teil-
favten T und IV aber fehlt, jo fagt bied bem A folgended: Die Zeil-
favten I, 1T, III, IV, V entfprecdien den Grundzafhlen 1, 2, 4, 8, 16
(in unferer Fig. 24 ift die oberfte Jahl jeber Teilfarte zugleid) die
betreffende Grundzafhl); von bdiefen Grundiahlen find im vorliegen-
ben Falle die siweite, dritte und finfte, 5.9. 2, 4, 16 zu nehmen, bdie
erfte und vierte (1 und 8) dagegen fortzulafien. Daz gedadhte Bild
hat mithin auf dber Yauptfarte den Plap 2 + 4 + 16 = 22 und ift
bamit eindeutig beftimmt.

Rommt dag gedadjte Bild auf feiner der 5 Teilfarten vor, fo ift
3 bag 32., ba3 lepte der Hauptlarte.
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§ 4. Der Lucasdidhe Surm.

Diefed von dem framgbfijhen Mathematiter . Sucad erfundene
©piel befteht aug _
einem Brett mit’
3 Piloden; auf
einent ber Pilide
befindet fid) eine
Anzah( (bei unz
8) im der Mitte

durdybohrier
Sdeibenr  (ober
etioa  Piingen

perfdjiedener ‘
®rdfe) phrami- Sig. 25.
benartig iibereinander und nac) der Grife geordmet.?)
Das Spiel befteht darin, die Scheiben alle auf einen der

beiden anderen Pfldde su bringen, wenn man 3ur Seit immer
nur eine Scheibe umfefen und bei allen Umfehungen ftets
nur eine fleinere Scheibe auf eine grdfere, niemals umgefehrt,
fegen darf.

Natitrlih foll Da3 Jiel durd) mbglichft mwenig Operationen erveidht,

unnitige Umfepungen aljo vermieden merben.

€3 fei C ber Pilod, auf den die Sdeiben gebradit werden follen,
und A bder, anf dem fie urfpriinglich fiven, toie in Fig. 25 angegeben.
Man beginne dag Spiel zundd)it mit nur 2 Scheiben, dente fidh alfo
die iibrigen 6 unfever Figur fort. Man fieht, daf man alddbann bie
obere Sdjeibe auf B ju fteden Hat, bann bie untere (grofere) auf
C unbd nun die von B auf C. Bei 2 Edeiben find alio 3 Umfepungen
sur Crreidung be3d Bield erforderlid). — Nimmt man jept 3 Sdei-
bert — wir wollen fie von oben nad) unten 1, 2, 3 nennen —, fo
wird man, bevor die Sdeibe 3 von A Heruntergenommen toerben
fonn, exft 1 und 2 quf einen anberen Pilod bringen miiffen und
aar wird man dies jo einguridten Haben, daf 3 bavauf {ofort auf
C fommt. C muf alfo dbann leer fein; b. §. man Hat junddhft 1 1nd

1) Dasd Spiel fann pon den Jiilldower Anjtalten (J. &. 14, Anm. 1) be-
sogen werben (Nr. 840/4 pes Preidverzeidniffes: ,Die Ringe be3 Braminen'!).
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2 auf B ju bringen. Died erforbert, mit Vertaujdung von B und C,
unfer poriges Verfahren bei nur 2 Scheiben, beanjprudt alip 3 Um-
febungen (Sdeibe 1 von A auf C, 2 von A auf B, 1 pon C auf B).
Alsdbann fommt nun 3 auf G, und darauf mifjen 1 und 2 von B
auf C gebrad)t werben, wad wieder 3 Umiepungen erfordert (1 von
B auf A, 2 von B auf C, 1 voun A auf C). Bei 3 Sdeiben find alfo
7 Umieungen erforberlidh. — Man fieht jofort, daf died gang analog
o weiter geht: Um 4 Scheibent von A quf C ju bringen, jat man
junddyjt die 3 Sceiben 1, 2, 3 von A auf B ju bringen (7 Um-
jebungen), darauf Scheibe 4 von A auf C, dann die Scheiben 1, 2, 3
pon B auf C (7 Umfepungen); sufammen 15 Umfepungen. BWir hétten
bierbei aljo jundchft bie UmfeBungen bes vorigen Falled der 3 Schei-
ben zu iwieberholen, jebodh) mit Vertaujdung der Pflsde B und C.
Begannen tvir im borigen Falle mit: ,1 von A auf C”, {o wiirden
toir baber jebt zu beginmen Haben: ,1 von A auf B, Buriidblidend
fehen toir {o, daf die erfte Umfebung lantete:
bet 2 Sdjeiben: ,1 von A auf B/
z 3 o1 oon A auf C*
= 4 ,1 von A quf B“.

Da nun jedbedmal, wenn wir ju einer um 1 groferen Sdeibenzah!
fortichreiten, wieder eine foldje Vertaujdhung von B und C ftattfinden
wird, fo wird der Anfang offenbar abiwedfelnd lauten: ,1 pon A
anf B und ,1 von A auf C*, und swar gilt das erftere bei gerader
Sdjeibenzahl, da3 leptere bei ungeraber. MNennen wir C den ,End-
pflod” und B den ,Nibergangapflod”, jo onnen wir alfo fagen:

Bei ungeradber Sheibenzahl hat man damit yu beginnen,
vie fleinfte ©deibe auf dben Eudbpflod ju bringen, bei ge-
taber Sdeibenzahl dagegen auf den Ubergangspflod.

Diefe fiir da3 praftifhe Spiel fehr widtige Regel ift leicht u be-
Dalten und eine Berwedjfelung der beiben Fille villig ausgejdhloffen,
toennt man dabei nur an den allereinfacdhiten Fall, eine Scheibe, dentt,
fiiv den fich die Regel von felbft verfteht.

Siir die Bafhl der erforberlihen Umfesungen fatten twir gefunbden:

bei 1 Sdeibe 1 Umfepung
2 ©deiben 3 Umfeungen

3 z 7 z
4 = 15 z

woow

i\

W



§ 4. Der Lucadide Turm 45

) Benn der Lefer aud) bereits fiernad) bas Gejes diejer Jaflen er-
rit, fo werden wir dod) nod) eine befiere Cinfidht in die Art, wie die
Bahlen 1, 3, 7, 15 ujmw. guftandefommen, gewinnen, wenn wir die
Srage aufwerfen: Wie viele der 15 Umfesungen, die bei 4 Scheiben
erforberlid) find, werden vorgenommen mit Scheibe 1, wie viele mit
©djeibe 2 ufw.? — Numn, von den 3 Umiesungen, die bei 2 Scheiben
erforderlid) find, erfolgen wet mit Scheibe 1 und eine mit Scheibe 2.
BWir {dreiben die3 fury jo:

2 Sdyeiben

Sdeibe 1 . . . . 2 Umi.
=2 ... .1 Umi
zuf. 3 Umi.

Bei 3 Sdeiben gliedert fidh bas Verfahren in folgende 3 Stufen:
Umfegen der Sdjeiben 1 und 2 von A auf B, Umiepen der Scheibe 3
oon A auf C, Umfepen der Sdeiben 1 und 2 pon B auf C. Hierausd
fieht man, da dad Verfafren ber 2 Scheiben (1 und 2) sweimal qus-
ufithren ift, daf die Umjebungen fiir diefe beidben Scheiben fich ver:
doppeln gegenitber dem vorigen Fall, und wir erhalten alfo:

3 Sdjeiben _ 4 Sdeiben
Sdjeibe 1 . . . . 4 Umf. Sdjeibe 1 . . . . 8 Umi.
= 2 ....2 Umi = 2. ...4 Umj
= 3 ....1Unmi = 8 ....2 Umi
suf. 7 Umi. : 4 ....10mi
und hiernad) entfpredhend: zuf. 15 Umj.

Die Bahlen der Umijebungen fiir die eingelnen Scheiben, von unten
nad) oben gelefen (1, 2, 4, 8 im lebten Falle), find die Potengen
pon 2 und jwar nidt nur Hier in diefen einfachjten Fallen, jondern
bied gilt, da fid) beim Fortidhreiten von Fall zu Fall die Bahlen ver-
boppeln und wnten ftetd eine 1 Hingutritt, gany allgemein. Die Ge-
jamtzahl der Umfebungen fiir jeden Fall it dann nad) unfevem
Sap 1 (. 37) um 1 Heiner a3 die ndditfolgende Poteny von 2
fo tiirde fih alfo bet 5 Sdeiben ald Gejamtzahl aller Umfepungen
31 (= 82 — 1) ergeben.

Frage 12: Wie viele Umiebungen find bei 7 Scheiben im gangen
erforderlich? Wie viele Umfepungen Hiervon werden mit Scheibe 1,
wie viele mit Scheibe 5 porgenommen? Weldes ijt die allererfte Um:
fepung in diefem Falle?
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Rapitel V.
Dnd Zanfeijen.

Dag Pufeum fiir Bolferfunbde in Leipsig befibt in feinen Samm-
fungen ein merfwiirdiges, au3 China, und ziwar der Proving @cf)qm
tung, ftammenbde3 Spielzeng, dag unfere Fig. 26 in berfgemerter LBie-
dergabe gur Unjdhauung bringt: Auf einer in einen Griff auslaufen-

S=I===0=—021 =42} ROV

O @ O @ & O T TI
Fig. 26.

ben Gabel oder Spange fien, wenn wir und sunddit auf den oberen
ZTeil bed Jnjtrumentsd bejdyranfen, 9 Ringe; das Gange ift, mit Aus-
nafme der Bindfadbenumividelung am Griff, in Meffing ausgefiihrt.
Benn aud) die dinefijde Herfunft diejes Cremplard unzweifelhaft feft-
uftehen jdeint, fo ijt doch faum anjunefmen, daf das geiftreiche Spiel:
seug eine Crfindung der Chinefen iiberhaupt fei, und jebenfall3 ift es
in Guropa, gering veranjdlagt, feit vier Jafrhunderten befannt. Von
ben ver{djiedenen Namen, unter denen e3 in Deutidland feit langerer
Beit umlduft, haben wir hier den des , Banfeifens” bevorzugt. — Fiix
bie Bejpredhung bed Spielzengs ift 3 bequemer, an Stelle de3 djine-
fiigen Cremplard mit feinen 9 Ringen eind mit weniger Ringen ju:
grunde zu legen, und fo geben twir benn in Fig. 27 eine {hematijhe
Beidnung mit 5 Ringen, bie unferen weiteren Ausfithrungen ald
®runbdlage dienen mag. IMit Bezug auf fie onnen wir damn Cin-
ridtung und Bwed des Spielzengs jo befdreiben?):

1) Fiir die Bejddftigung mit diefem Hdit reizpollen Spiel, die idh dem
Befer nicht dringend genug anraten fann, ift die Benupung eined Viodells
foum zu entbehren oder mwenigftens fehr zu empfeflen. TWer nidyt vorzieht,
fih felbft ein joldjes angufertigen, fann e3 von den Fiillchower Anitalten (.
hier ©. 14, Unm. 1) beziehen (Nr 842/4 de3 Preidverzeicynified). Augenblic:
lid) ift bort freilich nur die Spielform mit 9 Ringen vorrdtig, dod) ift fiir
fpater (nad) bem Sriege) daneben audy die Wusfithrung mit mweniger, etwa
5, 7 und 8 Ringen, in Ausfidht genommen.
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~ Jeder der 5 Ringe ift durdh einen an ihn{ befeftigten $a-

en, der, aufer bei einem Ring (e, | unferer Sigur), durdh
das Jnnere des benachbarten Ringes und — bei allen Rin-
gen — 3wifchen den beiden Biigeln der Spange hindurdygeht,
mit einer Fleinen Stange (a in unferer Sigur) feft verbunden.
Das Spiel befteht nun darin, die Spange von dem Svyftem dex
Ringe 3u trennen. -

Der Q’Inf&nger berfudit die Lofung getwdhnlich in der Weife, daf
er, den Griff etwa in die linfe Hand nehmend, die RNinge nad) rechts

Fig. 27

bis iiber ba3 Cnde ber Spange ieht und nun — irctiimlidermeife —
bie Ringe iiber einen der beiden Biigel der Spange wirft, muf dann
aber erfennen, baff died jur Lojung der Aufgabe nicht nur nid)ts bei-
tedgt, vielmehr nur eine Vermirrung der Fiden herbeifiihrt. Man
ecfennt in ber Tat fehr leidht, daf man die einzelnen Ringe 3war
nad) recdjts (im Sinne der Fig. 27) von der Spange Heruntersuziehen
haben wird, dap fie davauf jedodh nidht auf die eine Seite dber Spange,
jondern zwijdjen den beiden Biigeln ber Spange hindurd) nad) unten
geworfen werden miifien, und e3 entfteht jeht nur die Frage, in wels
der Reifenfolge man diefe Manipulationen mit den perfdhiedenen
Ringen vorzunehmen Hat, um quf die {Gnelljte Art eine Trennung
von Gpange und Ringen zu erzielen. Jn der urfpriingliden Stellung
(7. ig. 27) ¥onnen nur die Ringe 4 und 5 nad) unten gelangen —
obne daf einer der betreffenden Fiben iiber einen Biigel ber Spange
greift, wad natiirlid) zu vermeiden ift —, und zwar 5 in der bereits
angegebenen Weije, und 4, indem man 4 und 5 gleidyzeitig nad) red)ts
iiber die Spange Hinausfiihrt und dann 4 bon oben jwifden ben
Biigeln hindurd) nad) unten wicft, 5 dagegen wieder auf die Spange
fept oder gleidhzeitig mit 4 nad) unten wirft. Bezeihnen wir nun
bag Lostrennen eine3 Ringed von der Spange fury als das ,Senfen”
eined Ringe3 und bdie umgefehrie Operation ald da3 ,DHeben” und
redhnen wir die Ringe in der Reifenfolge der Nummern in ber Fig- 27,
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affo 3 B. 3 a3 den auf 2 ,folgenden” Ring, fo erfennt man leicht
folgenbes:

Gin Ring fann nur dann gehoben rejp. gefentt werbden,
wenn der folgende Ring oben ift, alle weiteren ntgenbe'n
Ringe jedod unten find; ber lepte Ring (5) fann jederzeif
gehoben rejp. gefenft merbden. C s

1

Hitten wir 3. B. die durd) dag Schema S5 angedeutete
Stellung — in der die Gerade die Spange und bdie leinen RKreife
oberhalb derjelben die auf ihr fibenden Ringe, die unteven Rreife bdie
gefenften Ringe bedeuten — auf irgendeine Weife Herbeigefihrt, o
wiirbe der Ring 2 jept gehoben werden Fommen, weil der folgende
Ring (3) oben ift, alle weiteren folgenden Ringe (4 und 5) dagegen
unten. Dagegen wiirben die Ringe 1 und 3 nidjt gefentt und 4 nidht
gefoben twerden onnen; twoh! aber finnte 5 gehoben werden und mit
ihm zugleid) allerdings audh 4.

Hiernad) erfennt man, daf e3 bet unjerer Aufgabe, dad Shftem
per Ringe von der Spange zu trenmen, vor allem darauf anfommen
wird, ben Ring 1 zu fenfen, und da, naddem bies gejdedhen, bdiefer
Ring villig aud der Betradhtung ausdjdeidet und man dann nur nodh
mit einem Spiel pon 4 Ringen zu tun Hat. Damit aber 1 gefentt
werden fann, muf nad) unferer obigen Vordrift Ring 2 oben und
miiffen 3, 4, 5 unten fein. €3 ift alfo vorfer 3 zu fenfen, und dHies
erfordert, baf 4 oben und 5 unten ift. Hiernad) ergibt fidh) folgende

Didpofition: €3 ift sunddit 5 zu fenfen, darauf fann dann aud) 3
123 45

gefentt werben, und ir erhalten fomit bie Stelfung =252, Um

nun aud) 4 fenfen zu fHunen, miiffen wir 5 wieder Heben und fhnnen

davauf 4 und 5 — gleidjzeitig, wie fGon oben bemerft war, — fenfen.
123465

Bir echalten o die Stellung 2>, bie nun, wie jhon gefagt,
die Borbedingung fiir ba3 Senfen von 1 darftellt. Aus ihr refultiert

1 2345
bafer ;2555 Damit {deibet 1 gany aud ber Betradjtung aus,

und, bamit rum 2 gefentt werben fann, muf suvor 3 gehoben twerden.
Died bedingt aber, dbaf 4 gehoben wird, und died wieder dasfelbe

fiir 5. Wir heben daber unddyft 4 und 5, wa3 bei diejen beiden u-
12345

Teid) gefdehen fanm, erbalten alfo 2522, Soll 3 gehoben mwer-
'n, {0 muB erft wieder 5 gefentt werden, o dap wir julseffive die
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128345 12345
Otellungen ;=4 und 7> erfalten. Damit nun 2 gefentt
terben fann, muf nidht nur 3 oben, jondern zugleich 4 und 5 unten
fein, und, um 4 fenfen zu fonnen, miiffen wir zuvor 5 Heben, jo da
12345

toir sunddit die Stellung 7°-°>-°-° befommen. Died ijt aber die An-
fangsitellung fitr ein Spiel mit 4 Ringen, und die weiteren Opera:
tionen {ind genau diejelben, al3 ob twir von Anfang an nur 4 Ringe
gef)a?t hatten. Durd) die jept junddft erreihbare Bwijdenijtellung
12 4 5 123845
55 gelangen wir 3 5555, womit aud) ber Ring 2 aus
ber Betradtung audjdeidet. Damit nun 3 gefentt werden fann, mup
suvor 4 gehoben werden, und dies bedingt mwieder, daf 5 uvor refp.
gleidhzeitig gehoben iwird, fo baf folgende jufseffive Stellungen not:
123 45
wendig werben: 55-2-°-2 (Unfangsftellung fiir ein Spiel mit 3 Rin-
12845 123845

gen), 55 —>%, s 5o Deben wir nun nod) 5 und jenfen dann
4 und 5 gleidhzeitig, fo ift dad ganze Syjtem ber Ringe von der
Spange getrennt, ie perlangt war.

Umgefehrt bringt man bdie Ringe wieder auf die Spange jurid,
inbem man genau die umgefehrien Operationen tie zuvor, und zwar
in umgefehrter Reihenfolge, ausdgefithrt, aljo:

1. Heben von 4 und 5 9. Genfen von 3

2. Genfen von 5 10. Heben pon 5

3. Heben von 3 11. Genfen von 4 und 5
4. Heben von 5 12. Heben von 1

5. @enfen pon 4 und 5 13. Heben von 4 und 5
6. Heben pon 2 14. Genfen von 5

7. Heben pon 4 und 5 15. Heben von 3

8. Genten yon 5 16. Heben pon 5.

uf bdie mathematijde Theorie ded Spiels, fiiv bie — beildufig
bemerft — die im vorigen Rapitel bejprodjene Reife der Potenzen
ber 2 eine grumdlegende Bebeutung befiht (vgl S. 40, Unm. 1),
piirfen wir nad) ben obigen Ausfihrungen verzidhien. Die Theorte
wiirde un3 im Grunde genommen nur eine Beftatigung unferer Dar-
jtellung lLiefern und in3bejondere den Beiweid dafiir geben, dap das
bon ung oben angewandte Berfahren aud) wirklid) das- Hirzefte ift,
um bie geftellte Aufgabe zu Ibjen. Bei diefem unferem Verfahren
toaren fiir den bon uns jier gugrunde gelegten Spegialfall von 5 Rin-

ANuG 170: Ahrensd, Math. Spiele. 4. Anfl. 4
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gen 16 Qperaﬁonen er= Unzayl ber Ringe | Angabl der Umjtellungen
forberli), menn wir ein = ,‘

gleichzeitiges Deben und - ! 1
€enfen Dder beiden legten | -8 L
Ringe (4 und 5) fiir eine | - 7
Lperation  zdhlen. Wir 5 | 16
wollen nun wenigftens bei 6 | 31

der mathematifhen Theorie |

unjered €piels bdie Un- ¥ | o -
Teihe madyen, baf wir nod 8 ! 127
dbie Anzabl ber erforder- 9 ; 256
lidhen eingelnen Umitels 10 | 511
{ungen fitx peridiedene An= 11 | 1024
3ablen von Ringen in einer |

Zabelle, wie folgt, zujam- 12 f i A
menfteflen: 20 J 524287

Bei 65 Ringen wiirbe die Minimalzahl der erforderlidhen Um-
ftellungen bereit3 eine 20 ftellige Sahl und gerabe um 1 grdfer jein
ald bie Anzahl aller Weizentorner auf dem Shad)brette in dem-oben
(©. 85 1.) bejprodjenen Falle.

Froge 13: Welde anfanglidge Stellung wire bei 5 Ringen die
ungiinftigjte, d. §. biejenige, von der quad am meiften Operationen er=
forberlid) find, um da3 Syftem der 5 Ringe von der Spange 3u tren=
nen? Wie viele Operationen erfordert diefer ungiinftigite Fall2

Qapitel VL
Rim.

§ 1. Bejdhreibung des Spiels und Stizzierung
jeiner Theorie.

Der Urfprung diefed Spield ift unbefannt. Auf einigen amerifa-
nijden Sdjulen, bidweilen aud) auf Jahrmdrtten, wird e3 gefpielt;
e3 joll aber aud) in Deutjhland jGon feit Jahrzehuten. befannt jein.
Genannt wird e jumeift , Fan-Tan”. Da man jedod) mit demfelben
RNamen aqud) ein ganz anbdered, bei Chinefen beliebted Spiel bezeidnet,
bag ein reined Gliidafpiel ift, fo Haben wir hier den obigen eng-




§ 1. Befdyreibung des Spiels und Stizzierung jeiner Theorie 51

{ijden, von einem amerifanijden Mathematiter vorgejchlagenen Namen
afseptiert.

Alan benuft su dem von jwet Perfonen gefpielten Spiel
eine Anzahl von irgendwelchen Objeften, etwa Fiindhdlzern
oder fleinen Steinen. &s wird damit begonnen, dag 3 , Hau-
fen” von , Steinen’’ gebildet werden, und swar fo, daf jeder
BHanfen, wie wir vorldufig der &infadhheit halber annehmen
wollen, hdchftens 7, andererfeits aber auch wenigftens | Steint)
enthalten mag. Das Spiel bejteht nun darin, daf sundchit
einer der Spielenden eine beliebige Anzah! von Steinen von
einem Raufen fortnimmt, d. . alfo wenigftens einen Stein
und eventuell auch den ganzen Haufen. Innerhalb und mit
Einfchlug diefer Brenzen darf der Spielende alfo beliebig
wdhlen, .ebenfo wie thm auch die ahl des Haufens iiber:
lafjen bleibt; nur diicfen nicht gleichzeitig Steine perfchiedener
Raufen fortgenommen werden. Darauf fommt der andere

7\~ Spieler an die Rethe, um nun feinerfeits nadh denfelben Be:

ftimmungen, wie der erftere, 3u verfahren, und jwar darf er
denfelben Raufen wie fein Gegner oder audy einen anderen
wdhlen. So geht dies abwedhfelnd fort, {olange Steine vor:
harden find. Ier den leften Stein befommt, ift Sieger.

Wir wollen der Cinfadfeit Halber die eingelnen Operationen der
Spieler al3 erften, zweiten ufw. , Jug” unterfdeiben. — Die mathe-
matije Theorie lehrt nun, daB einer der beiden Spieler ftetd den
Sieg erzivingen fann; welder bon beiden fid) in diefer giinjtigen Bage
befinbet, ob berjenige, Der den erften ober der ben zweiten Jug tut,
hingt lediglid) pon der Unfangsftellung ab.

Gine beftimmte Rhaje bed Spiel ift offenbar durd) die Anzahlen
ber Steine in den Haufen vdllig djarafterifiert. Wir werden fie da-
her etma durd) 1, 4, 6 Degeidhnen, wenn ber eine Daufen 1, ein
anberer 4 und der dritte 6 Steine enthalt, und wollen jolde Spiel:
phafen ,Stellungen” nennen. Dabei wollen i aud fpiter zu er-
fennenben Griinden die Stellungen

1) Wir fprédjen alio aus Jwedmdfigleitdgriinden aud) von einem ,Hau:
fen” pon einem Gtein und fiberlajfen ben Rogifern die Erdrierung Der
berithmten Streitfrage, bei weldjer Minbeftzahl von Objeften der vulgdre
Begriff des ,Daufens” beginnt.

4%
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ausgeseichnete” und die iibrigen mit gleidfalls 3 Haufen, alfo 3.°B-
1, 4, 6 ober 3, 4, 4, ,gewdhnliche” nennen. Der Qefer erﬁennt um=
jchioex, baf bie Jah! der ,getwshnlichen” Stellungen jebhr piel gr{jﬁer
iit al bie ber ,audgezeidyneten’. Befinben fidh 3. B. in bem eiment
Daufen 2 Steine und in einem zweiten 4, jo haben iwir eine ,qud=
geeichnete” Stellung nur dann, wenn in dem dritten Haufen 6 @t.eme
fiegen. Jn allen andeven Fdllen, d. h. alfo, wenn in dem drittent
Daufen 1, 2, 3, 4, 5 oder 7 Steine liegen, wiirbe die Stellung eine
,gewbhnliche’ fein; denm mur 2, 4, 6 findet fi) in unferem ,E&y-
jtem [”, micht aber 2, 4, 1 ober 2, 4, 2 oder 2, 4, 3 ujw. — Jft
ein Daufen gany verihmwunden, o mdgen ,audgeseidhnet” diejenigen
Stellungen HeiBen, bei demen bie beiden iibriggebliebenen Haufen
glei) viele Steine enthalten; alle fibrigen Stellungen mit nur el
Daufen, alfo alle mit zwei ungleigen Haufen, jollen ,gerodhnlich”
Beifen. Stellungen mit nur einem Haufen werben ftetd , gewdhnlich”
genannt. 3u benm oben angegebenen ,audgejeidhneten’’ Stellungen
de3 , Syjtems I fommen alfo al3 gleidhfalls , ausgezeidnet” nod) hingu:

0,1,1 0,44 0,66

0,2,2 0,55 0177 (Syjtem 1)

0,3 3
und {hlieRlid) nodh 0, O, O, alio diejenige Stellung, die dem Spieler,
ber fie erreidjt, bie Siegespalme eintrdgt. Cinjdlieplid) diefer lepten
Stellung faben wir {omit im gangen 15 ,audgezeidynete’’ Stellungen,
wahrend eine einfacie Rednung lehren wiirde, dap die Jahl der , ge=
wifnliden” Stellungen 105 betrigt. Die ,ausdgezeichneten”’ Stel-
fungen finb nun {o audgewdhlt, daf jolgendes gilt:

Sag 1: Cine ,audgezeidhnete’ Stellung fann durd ben
nddften Bug nie wieber in eine ,ausdgezeidhnete’, fondern
immer nur in eine ,gewdhnlidge’ Stellung iibergefiihrt
werben.

Sag 2: Cine ,gewdhnlide” Stellung (dft jidh durd den
nidften Bug swar ftetd in jahlreide ,gewdhnlide’, jedod
aud ftet3 in mindeftens eine ,ausgezeidnete’ Stellung
iiberfiifren. :
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Bir werden in den nddjiten Paragraphen fehen, dap die ausgeseidy-
neten” Stellungen ben Spieler jum Siege fiithren. Hiernad) und nadg
ben foebert — vorldufig freilid) ohne Begriinbung — angegeberten
Sisen [dgt fid) das Pringip des praftijfen Spield bereits jeht fol-
genbermaBen formulieren: Der Spieler mup danad tradten,
burd) feinen 3Jug eine ,ausdgejeidgnete”’ Stellung Herzu-
ftelfen. Jjt dies 3. B. bem Spieler A gelungen, jo wird B,
ba er ziehen mup und eine ,audgezeidgnete’ Stellung nur
ineine,gewdhnliche” ibergeht (Sah 1), die ,audgejeidhnete”
Gtellung wieder jerftdren, alfo eine ,gewdhnlide’ Her-
ftellen miifjen. A fann diefe jedod) mwieder in eine ,aus-
gezeidhnete’ ummwanbdeln (S8ap 2) und fann jo von einer
saundgezeidneten’” Stellung jur andberen und {dhliehlid
jum Siege fortfdreiten.

§ 2. Begriindbung der THenvie des Shiels.

Die {lbersengung von der Richtigleit der im vorfergehenden § 1
audgefprodenen Sape gewinnt der Lefer leiht an der Hand beftimms-
ter Beifpiele. Junddyft Sap 1: Greifen wir Fuerft von den ,aus:
gezeidhneten’’ Stellungen ded Syitems LI eine, etwa 0, 5, 5, Heraus,
{o {ehen wir, dap durd) den nddyften Bug notwendig eine ,.gewdhn-
lidge” Stellung daraus twird; denn entweber der eine der beiden Hau=
fen ver{hivindet beim nddjjten Juge gany oder er vervingert fidh) und
oird bamit bem anberen ungleid). Dad Refultat ded nddyjten Juges
ijt alfo enttweber 0, O, 5 ober eftva O, 2, 5; beidbed find aber nad
unferen Definitionen , gewdnliche” Stellungen. Die,audgezeichneten’’
Stellungen bed Syftems IT laffen fid) fomit durd je einen Jug ficger
famtig nur in ,gerwdhulidge” itberfithren, toie Sap 1 3 will —
Wber and) fiiv die Stellungen des Syftems I gilt der Sab; wir be-
tradten zu bem Awed ein Beilpiel, etwa 2, 5, 7. Lafjen wir durd
ben nddften Bug einen Haufen ganz verjdivinden, jo wird die Stels
Tung, ba bie beiden iibrighleibenden Haufen ungleid) find, unbebdingt
,gewdhnli”. Wir Haben alfo muir nod) die Falle su betvadten, in
benen einer der Haufen verringert wird, ohme zu veridwinden.
Nehmen wir nun von dem erften Haufen einen Stein fort, o daf
1, 5, 7 bleibt, jo Haben wir eine ,gewdhnlidhe’ Stellung; denn in
benjenigen ,auggeseihneten’’ Stellungen, in bemen bdie 1 vorfommt,
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fommen niemald ugleidd 5 und 7 vor (f. Syftem I, erfte Spalte).
Berringern tir ben zweiten Haufen, fo bleiben jebenfalld in dem
exften Haitfen 2 und in dem britten 7 Steine. Nun finden wir aber
in dem gangen Syftem I nur eine Stellung, die zugleid 2 und 7
enthilt; das ijt unfere anfingliche Stellung 2, 5, 7. Wird alfo ber
Haufen 5 verringert, fo ergibt {icdh) jweifellos eine , gewdhnliche”
Stellung. Bei Vervingerung des dritten Haufensd ift e3 gang ent:
fpredjend.
 Der Lefer hat unfdiwer exfannt, daf twefentlidh hierbei folgender
Umitand ijt: bad Syftem I der , audgezeihueten’’ Stellungen ift fo
eingeridjtet, daf irgend zwei Baflen, 3 B. 3 und 7, nur einmal zu-
fammen in einer ,Stellung” vorfommen, ndmlid) in 3, 4, 7. Anbderer-
feits fommt aber jeded Paar von zwei Bahlen aud) einmal jufammen
in einer Gtellung des Syftems T vor. Wir werden jtvar hierauf suriid-
fommen und diefe Angabe, die tir Hier nur provijorif) madjten, nodh
ndber begriinden miifien, wollen jedbod) zur befferen Veranjhanlidung
diefer Cinridtung des Spftems T jeht nod) folgendes Hingufiigen: Wir
benfen ung, die Bahlen 1, 2, ... 7 begeidhneten die Witglieder eines
Sfatflubs; nennen wir fie der Reihe nad etwa: SHulze, Miiller,
Sdymidt, Meyer, Lehmann, Kraufe, Fijder. Die Rombinationen Fu
je 8 in unferem Syjtem I begeifnen dann immer gerade eine Sfat-
partie. Dad Syftem I erhdlt nun 7 ,Stellungen’’; diefe mdgen den
7 Tagen der Wodje entfpredjen, d. h. e3 mag in dem Klublofal an
jedem Ubend der Wodpe fidh) ein Trio zu einer Spielpartie einfinden.
Ytehmen tir alddann die Stellungen ded Syitems I in jeder Beile von
[inf8 nad) vechts, {o liefert un3 unfer Syftem I folgenden Wodjen-
ipiefplan fiir den Qlub:

Somntag:  Sdhulze, Miller, Schmibdt.

Montag:  Miiller, Meper, Kraufe.

Dienstag: Sdhmidt, Meper, Fifder.

Mittood):  Schulze, Meper, Lehmann.

Donnerdtag: Miiller, Lehmann, Fijder.

Sreitag: @dymidt, Lehmann, Kraufe.

©onnabend: SHulze, Kraufe, Fijder.
Bir bemerlen alddann folgendes: Jebed R(ubmitglied fommt gleidh
oft gum Spiel, ndmlid) dreimal in der Wocdje. Dabet fpielt jedes der
7 Mitglieder gerade einmal in ber Wodje mit jebem anberen zufam-
men: an feinem erften Abend mit ywei Mitgliedern, an feinem jweis
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tent Abend nicht twieber mit einem ded exften Abends, jondern mit zivei
anberen Mitgliedern und an feinem dritten Spielabend mit den nod
iibrigent zwei.!) So fpielt SHmidt 3. B. am Sonntag, Diendteg und
Freitag, und jwar am Sonntag mit Schulze und Miiller, am Diend-
tag mit Meper und Fijder, am Freitag mit Lehmann und RKraufe,
alfo mit jedem gerade einmal in der Wode. — Died mag jur Ber-
anjdaulidung der Art, wie die Bafhlen desd Spjtems I miteinanber
fombiniert find, vorldufig geniigen.

BWir verfudjen nun, unsd den Sap 2 plaufibel ju maden: Ter erfte
Teil, Daf eine ,gewdhnliche” Stellung fidh auf mannigfade Weife
burd einen Bug in andere , gerwdhnliche”’ iiberfiihren [aft, 3. 8. 1,2, 5
in1, 2, 4 oberin 1, 2, 2 pberin 1, 2, 1 ober in 1, 2, O ober in
0, 2, 5 ufw., bedarf feiner weiteren Begriindung. €3 Lift fidy aber,
wie der Sab 2 weiter will, jede , gewdhnlide” Stellung durd) einen
Bug aud) in mindeftens einc ,audgezeidnete” ifiberfiihren. Um Yleicy-
teften erfennt man died bei nur zwei Haufen: Hat man 3 B. die ,.ge-
wihnlide” Stellung 0, 4, 7, jo echilt man daraus eine , audgezeid-
nete”, wenn die beiden Haufen gleid) gemadyt werden, wad nur durd
Berringerung ded qriferent miglidy ift, fo dah man aljo O, 4, 4 be-
fommen tiirde. Ware in der , gewdhnlichen” Stellung nur nod) ein
Haufen vertreten, atten wiv alfo 3. B. 0, 0, 4, o miiBte, wie felbit-
verftandlid, diefer Haufen gang jum Verfhwinden gebradyt werbden,
um bie ,audgezeichnete” Stellung 0, 0, O, die ugleid) bag Spiel mit
bem Giege ded Jiehenben beenbdet, ju erfalten.?) — Hat man eine
aewdhnlide’’ Stellung mit drei Haufen, 3. B. 8, 6, 7, o darf man
feinesfalls, will man eine ,audgejeidnete’” erfalten, einen Haufen
gany verfdwinden laffen. Man darf alio einen Haufen nur verrin=
gern. BWill man den erften Haufen verringern, fo bleiben alfo jeden-
fall3 die Bahlen 6 und 7 Ded jweiten und dritten Hanfend unverdn=
bert. Die eingige , audgezeidnete” Stellung, in ber 6 und 7 gujam:
men vorfomnen, ift nun 1, 6, 7 (. Syftemt I); e&8 muB alfo ber erfte
Haufen von 3 auf 1 verringert werden. Entfprechend findet man, dap

1) Darauf, ob eventuell alle 3 Spielabende des eimjelnen Mitglieds un-
mitte{bar aufeinander folgen refp. wie fie fidh) jonft auf die Woche verteilen,
it hier feine Riidficht genommen.

2) Der Lefer fieht alio jdon hier, daf e3 nidt willkilid) war, wenn
wir die Ctellung 0, 0, 0 3u ben ,audgegeichneten’’ rechneten (&. 52), jon=
dern baf bielmelhr innere Griinde fhierzu zwingen.
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man ben weiten Haufen von 6 auf 4 oder den dritten von 7 auf 5
ju pervingern Ddtte, mit dem Refultat, daB man fo eine dex ,qaus=
geseichneten” Stellungen 3, 4, 7 und 3, 6, 5 erfalten wiirde. 1
bem Falle diefed Beifpield [apt fih die ,gerwdhnlide” Stellung alfo
durdy den nadijten Sug auf 3 Wrten in eine ,audgezeichnete” itber=
fiifren. Jm allgemeinen wird e drei Moglidfeiten fiir diefe Ubexr=
fithrung 3war nidht geben, und e geniigt unsd aud) vollfommen, wert1x
e3 nur eine gibt. ©3 entfteht aber bie Frage, ob einme jolde Mo g~
lihteit audy ftets ftatt Hat. LWollten wir an diefer Frage voriiber=
geben, fo tiirben wir in unferer Beweisfithrung eine erheblide LUicke
lafjent; anbererfeitd jwingt ung bdiefe Crirterung, ein ivenig in bie
mathematifche Theorie ded Spiels eingudringen. Der Lefer, der hiex=
auf verzidten will, moge daber den Rejt diefes Paragraphen ifiber=
jdlagen und alddann gletd bei § 3 fortfahren.

&8 hitten jhon oben die Fragen aufgeworfen werden Hnnen, durch
welde wefentliden Cigenjdaften fid) die , ausgeseidneten’” Stellungert
von den ,gewbhnlichen” unterjdheiden und auf welde Weife die ,,aus=
gezeichneten’’ Stellungen, in3befonbere die des Syftems I, erhalters
wurden. Jur Beantwortung diefer Fragen erinnern wir den lefer 1=
nddit an die jhon ©. 36 f. betradjtete Reihe ber Potenzen der Jahl 2,
alfo an jene mit 1 beginuende Baflenreife, in der 4 2 1
jebe Babl ba3 Doppelte der vorhergehenden ift: 1, 2, ——

4,8,16..... BWir braudjen augenblidlid) bon diefer % = 4 1
Reihe nur den Anfang: 1, 2, 4. BWir ecinnern ung = = 5
tveiter Daran, daf jede Deliebige Bafhl fid al3 3= 2+1
Summe von Jahlen diefer Reibe darftellen lapt = — *

(Sas 2, ©. 39), namlid) die und Gier allein inter- 2 — 4 " +1
effierenben Baflen bis 7 einjdlieBlid) in nebenjtefhen- g — i __:_‘ 5 1

ber Weife:

Wir wollen daber 4, 2, 1 der Kiirze Halber jeht wieder, wie {Hom
auf &. 40, unjere , Grundzahlen” nennen. Greifen toir nun irgendeine
,Stellung” aud bem Spjtem I, ettva 3, 4, 7, Herausd und jdreiben die
dret barin porfommenden Bahlen in bder foeben angegebenen Weife

unteveinander, alio 8= 241
4=4
T=44+2+1,

io feben mwir, daB auf der rediten Seite an Grundzahlen untereinander
“ehen 3iwei 1, 3tvei 2 unbd ziveid. Wiirden wir diefe Darftellung der Fahlent
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nun fiir alle ,,@teﬁnngeh”beé @t)ffen;?f»l bornehmen, {o wiirbenwir finben,
baf bon den ®runbdzafhlen 1, 2 und 4 ftets jede entweder yweimal oder
gar nidt in einer | Stellung” vorfommt, wie bies leptere 3. B. bei ver

Stellung 2, 4, 6: 9 = 9
4 =4
6 =442

beziiglic) der Grundzahl 1 der Fall ift. Riemals aber Fommt eine der
®rundzablen bei diefer Darftellung in den Stellungen des Syftems 1
einz oder Breimal vor; vielmehr wiirde alsdann die Stellung zu den
,gewdhnliden gehsren. Daf aud) die Stellungen von Syftem II dies
felbe Cigenjdaft eigen, bebarf faum der Crividhnung, da diefe Stel-
[ungen, abgefehen von ber 0, immer nur swei gleide Sahlen auf-
toetfert, toobei unjere Bebingung bejiiglih der Grunbdzahlen felbit-
verftandlid) erfiillt ift. Dod) niht nur befigen alle Stellungen von
Gyjtem I und II, alfo alle ,ausgeseidyneten’ Stellungen, die betref:
fende Cigenidhaft, fonbern fie find aud) die eingigen Stellungen, denen
diefe Cigenidyaft ufommt. Wenn wir ndmlid) trgendwelde Stellungen,
die auBerhalb der Syfteme I und II ftehen, alio ,.gemdhnlidy” find,
bieraufhin pritfen tiirden, jo twiirden twir ftetd finden, daf ihnen diefe
Cigenjdjaft abgeht. Wir greifen ald Beifpicle etwa die Stellungen
1, 2, 4 und 3, 6, 7 Heraus, die nicht ju den ,qusgeseidneten” bes
Syjtems I gehbren und fiir die wir folgende Darftellungen in ben
®runbdzablen erfalten:

1= 1 8= 241
2= 9 6=4+2
4—4 T=44+2+41

- Bet ber erfteren fommen die Grundzahlen 4, 2 und 1 nur je einmal
ooy, bet ber lepteren bie Grundzahlen 4 und 1 allerdings je jtweimal,
dagegen die Grundzahl 2 dreimal; die verfangte Bedingung twird alfo
durd) feing ber beiden Beifpiele erfitllt. — Der Volljtdndigleit Halber

-fei nur nod) bemertt, dbaf biec Stellung O, 0, O natiirlich) der geftellten
Bedingung geniigt, alfo mit Redht den ,audgezeidyneten” Stellungen
sugeredynet wird (vgl. die Anm. 2 &. 55). - :

Damit haben twir eine beftimmte Definition fir die ,ausgeseid-
neten” Stellungen getvonnen, ndmlid) bie, daB bei Darftellung ihrer
3 Bablen durd) bie Grundzahlen jede Grundszab!l gar nidyt oder zmwei-
mal porfommt, und Haben an fpegiellen Beifpielen die Uberseugung
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gewonnen, daB alle ,,audgezeidneten” Stellungen die angegebene fha-
vakteriftijhe_Cigenidhaft befigen, alle ,gewdhnlidhen”’ Stellungen da-
gegen nidit. Wir tollen jedod) biefer Definition jept eine genetifde
Form geben, indem wir in Beantwortung einer oben (&. 56) bereits
aufgeworfenen Frage ein Verfahren angeben, um die Gejamtheit aller
audgeseidneten” Stellungen szu bilden. Suden iir Heijpieldmweife
eine nad) unferer jebigen Definition ,audgeseidnete” Stellung, in der
bie Baflen 3 und 5 vorfommen, jo iwiirbe man {o fagen miiffen:
3= 241
5=14 4 1.

Da nun hierin die Srundzahlen 4 und 2 nur je einmal, 1 jebod) 3veiz
mal vorfommt, {o muB die dritte Jahl der gejudhten ,Stellung’ die
Grundzehl 4 einmal, die Grundzafhl 2 einmal, die Grundzahf 1 gar
nidyt entbalten, alfo 4 4 2 = 6 fein; die fo erhaltene Stellung befipt
pami die Cigenjdaft, die wir unjerer jepigen Tefinition gemdf von
den ,audgezeidyneten'’ Stellungen verfangen. Lanad) mup aljo 3, 5, 6
eine ,audgezeidynete” Stellung fein, und in der Tat finden wir fie im
Gpjtem I Jn diefer Weife finbet man zu wei gegebenen Bahlen
ftetd eine und nur eine dritte Bahl, bie mit den beiden erften eine
saudgezeinete’ Stellung bildet, ober mit anderen Worten: 8, 5, 6
ift bie einzige ,qusdgezeidnete’ Stellung, in der die Bahlen 3 und 5
sufammen vorfommen. Damit diirfen wir junddit eine auf &. 54 in
unjeren Darlegungen gebliebene Lide ald ausdgefiillt anfehen: Wir
antizipierten dort, jebod) ohne Begriindbung, die darafteriftijde Cigen=
ihaft bed Syftems I, daB e3 in ifm fiir je zwei Bahlen ftetd eine,
aber aud) nur eine ,Stellung” gibt, in Dder diefe beiden Jahlen zu-
jammen porfommen?), eine €igen{daft, fiix die tir hier nun den in-
neren Grund erfennen. — Wir fHnnen und nun denfen, dap man, wie
in unferm Beifpiel: 3, 5, o alle Kombinationen der Bahlen 1, 2,.. 7
31 je stveien vornimmi, und jebeSmal die jugehirige ,.ausgezeichnete”
Stellung bilbet. So muf man jedenfalld zu alfen Stellungen dez Sy-
jtem3 I und damit, dba. Syjtem IT {ofort hingejdhrieben werben fanm,
zu allen , audgeseihneten’’ Stellungen itberhaupt fommen. Wan braudt
nidgt einmal afle Qombinationen der Bahlen 1, 2, .. 7 u je zweien

** @benfo tie entjprechend in bem oben betrachteten Analogon besd Stat=
bie Gpielordnung eine jolde mwar, daf irgend zwei Mitglieber jeden-
an einem Abend der Wodje, aber aud) nidyt Siter, sujammen fpielen.




§ 2. Begriindung der Theorie des Spiels 59

su wifhlen, fondern fann das Verfahren entfpredend abfiivzen; mwix
wollen die3 jedod) nur andeuten, indem wir darauf inweifer, bag,
fpentt 1otr, yoie oben von 3, 5, jebt von 3, 6 audgehen wiirben, wir
a8 Dritte Babl natitrlidh 5 finden, alfo zu derfelben , ausgezeicneten”
Stellung 3, 6, 5, die wir bereitd gebildet Hatten, fommen mwiirden,
fo bag toir alfo, ohne eine EinbuBe su erleiden, die Rombination 3, 6
gan ignovieren diirfen, nadybem eine ,.audgezeichnete” Stellung mit
3 und 6, ndmlid 3, 5, 6, jhon gefunden war. Jedenfalls erjhdpfen
toir burd ein foldjes Verfahren die Gefamtheit aller Stellungen bes
Syitems I Yeicht und exfenmen fo, dah e3 auferhald der Stellungen
pon ©yujtem I und IT einfdlieplih O, 0, O Feine weitere Stellung
geben fann, die bie verlangte Gigenjhaft der ,ausgeseichneten’” Stel-
fungen befist.

Ausd bem BVorhergehenden erhellt nun tweiter leicht, wie twir eine
gemdhnlide’ Stellung in eine ,audgeseidynete” fiberzufithren Haben.
Wenn die Stellung, um die 3 fich Handelt, , gewdntidh” fein foll, o
witd minbdeftens eine der Grunbdzahlen 4, 2, 1 ein- oder dreimal
porfommen; denn anbdernfalld wére bie Stellung ja bereitd , audge:
seidmet”’. Wir fehen und affo Hieraufhin jedesmal die Grundzahlen
4, 2, 1 vont linf8 nad) red)t3 an. Beifpieldmeife in unferem oben
(€. 57) an 3weiter Stelle betradjteten Speziaffall

8 = 2 +1
6=4-+2
7T=4+24+1

fommt unddit die Grundzaf!l 4 zweimal vor. Daran darf aljo nidhts
gedndert terden. Sodann fommt jedod) die Grundzafl 2 dreimal vor,
die Grunbzafhl 1 dagegen twiedber ziweimal; e3 ift alfo nur eine 2 3u be-
feitigen. Man verringert jomit entweder den erften Haufen von 3 auf
1 ober ben 3veiten von 6 auf4 ober den britten von 7 auf 5. {n jedem
Falle fallt eine 2 fort. Genau diefelben drei Miglichfeiten Hatten vix
{dhon oben (&.55/56) fiir diefen Fall, unbd ztoar lediglid) anf Grund der
Betradjtung ded Syjtems I, angegeben. — Wir nehmen aud) das exfte
der obigen (&.57) Beijpiele vor: 1 = 1

2= 2

4 =4.
Die erfte Grundzahl, bet dber die Bedingung fiir die , ausgezeidhnete”
Stellyng nidht erfiillt ijt, it die nur einmal vorfommenbde 4; man wird
alfo biefe, ba aud) bie Grundzahlen 2 und 1 nur je einmal porfommen,
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erfepen miiflen durd) 2 + 1. Alsbann fommt die 4 gar nidt mehr und
bie 2 und 1 je zweimal vor. Praltifh bedeutet died: ber fg}uufen 4
ird auf 3 verringert, und man gelangt fo zu der ,,quégeg,etcf)netgn”
Steflung 1, 2, 3. Jn dem Falle diefes Beifpield gibt e3 nur biefe
eine Miglichfeit, su einer ,audgezeidhneten’ Stellung su gelangern;
benn 8 barf nur verringert, nidjt hingugefiigt, und e3 darf in cinem
Buge aud) nur ein Haufen, nidht etwa mehrere jugleid), verringert
werden. Deshald mufte die grofte nur einmal porfommende Grund=
;aBl, ndmlid 4, gany befeitigt und zu ben anberen nur einmal porfom=
menbden, ndmlid) 2 und 1, je eine gleicge hingugefiigt werdben. Man
exfennt fo leidht, daf bie Miglichleit der {lberfiihrung einer ,gewdhn-
lidgen” in eine ,audgezeichnete’ Stellung jtetd vorfhanden fein mul),
toomit bie im Betweife ded Sapes 2 oben (&. 56, Ende Hed erften
Abjages) gebliebene Liide ausdgefiillt ift.

§ 3. Das praftijhe Shpiel.

Aué den vorftehenden Erdrterungen ergeben {id) fiix bad praftijde
Spiel nun folgenbe im wefentlidhen jGon am Ende von § 1 (S. 53)
antizipierte Qonfequenzen: Da die , gewihnlidhen” Stellungen fehr viel
zablreidjer find als die ,ausdgezeidhneten’, o wird die willkiirlich?) ge-
wahite Unfangsitelung sumeift eine , gewdhnliche” fein. Der beginnende
Cpieler A ird diefe dann durd feinen Bug in eine ,audgezeichnete’
ummanbeln; ber weite Spieler B fann aud diefer ,audgeseidhneten’’
Stellung jedod) nur wieder eine ,gewdhnlige’ maden, die aldbann
von A ipieder in eine ,audgeseichnete” itbergefithrt wird. A jdreitet
fo von einer ,audgeseidineten” Stellung su einer anderen fort umd
gewinut jglieglih®). Jjt alfo die willfiirlid) gemwdhlte Anfangs-

1) Da3 Berfahren, die grdfte ein- oder dreimal vorfommende Grund-
§abl einmal zu fubirahieren und bafiir alle nadifolgenden (fleineren), ein-
mal porfommenden @rundzaflen je einmal zu adbieven, ift ftets ausfiihr-
bar, mweil jebe diefer , Grumdzahlen” grofer ift ald die Gumme aller Heine-
ren @runbzafhlen (. Sap 1, &. 37).

2) Die Beftimmung der Anfangsitellung werden die Spieler, etwa ver-
mittelit be3 Sofes oder nad) irgendeinem anderen Verfafren, dem Bufall —
“ber and) einer am Spiel unbeteiligten und der Spieltheorie unfunbigen

itten Perfon fiberlafien.

8) Man Hat daher unfere , ousgezeichneten’ Stellungen al3 biejenigen,

Werguftellen jeber ©pieler beftrebt jein muf, die nridtigen” und bdie
Bfulicgen’ die ,unrichtigen’ genannt.
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ftellung ,getodhulich”, was, wie gefagt, sumeift dber Fall fein twird,
o gewinnt bei ridtigem Spiel der Ungiehende; ift die Unfangs:
ftellung eine ,audgegeichnete”, jo getwinnt bei ridtigem Spiel der
RNadziehenbde.

Die Art, wie fidh hiernad) bag Spiel geftaltet, mag aud) nod durd
ein Beifpiel veranjdhaulidt werden, wobei wir die Biige numerieren
und bei jebem Spieler diejenige Stellung angeben, die er durdh den
betreffenden Bug Herftellt:

Anfangsftellung: 4, 5, 6.
A B
1) 3,5 6 —etwa 3, 5, 4
"2) 1,54 — = 1,4, 4

A muB jebt, um ridhtig zu fpielen, den lepten Stein ded erften Hau-
fens nehmen und jdafft jo eine ,ausgejeidhnete” Stellung mit nur
3wei und 3war gleiden Haufen (Syjtem II) alfo:

3) 0,4, 4 — ettoa O, 2, 4.
A nimmt jest ftetd ebenfo biele Steine von dem anbeven (griBeven)
Hanfen, bamit die Gleidhheit der beiden Haufen wiederhergeftellt wird,

alfo: 4) 0,2, 2 —etwa 0, 1, 2
5) 0,1,1— = 0,1,0
6) 0,0, 0. ,

Selbitverftandlid) ift man feineswegd an die Marimalzahl 7 fitx
die Objefte bed eingelnen Haufens gebunden, dielmehr Hatten wir
diefe nur ausd Vequemlihfeitdgriinden vorldufig angenommen. Der
Qefer wird aud), wenn er dariiber hinausgehen will, da3 Syftem der
saudgeseidneten’’ Stellungen nad) den Ausfithrungen ded § 2 leicht
felbft ermweitern Ionnen. Cnthalt 3. B. ein Haufen 7, der zweite 9
Steine, o werben mwir diefe Stellumg. zu einer ,audgezeidueten”
ergdngen, inbem wir 7 und 9 in den Grundzablen darjtellen, wo-
bei zu 1, 2 und 4 jept ald nidfte Grundzahl 8 fingutiritt. BWir er-
Halten {o: 7 44241

9=28. + 1.
Die dritte Bahl muf alfo fein: 8 + 4 + 2 = 14 und die ,ausge-
seidnete’ Stellung ift mithin 7, 9, 14. BWill man jo beim Spiel
beifpieldmweife bi3 gu 15 Steinen einjdylieRlidy gehen, fo erhalt man
al3 Criveiterung bed fritheren Spftems I das folgende:
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1, 2, 3 2, 4, 6 3, 4, T 4, 8,12
1, 4, 5 2, 5 7 3, 5 6 4, 9,13
1, 6, 7 2, 8,10 3, 8 11 4, 10, 14
1, 8 9 2, 9, 11 3, 9,10 4, 11, 15
1, 10, 11 2, 12, 14 3,12, 15
1, 12, 13 2, 18, 15 3, 18, 14
1, 14, 15

5 8,13 6, 8 14 7, 8 15

5 9,12 6, 9,15 7, 9, 14

5, 10, 15 6, 10, 12 7, 10, 13

5,11, 14 6, 11, 13 7,11, 12

, 12
Hierzu fommt dann natiirlid) wieder nod) das Syftem aller ber Stel-
lungen mit nur nod) jwei und jwar einander gleiden Haufen.

Das Spiel fann aud) mit mehr ald 3, ja beliebig vielen Haufen
gefpielt werden, dod) joll darauf Hier nidt eingegangen toerben, 0b-
wohl die Theorie des Spield fih alddann nur unwefentlid) dndert.
— TMan fann aud) feftfepen, daf derjenige, der den lepten Stein
nehmen muB, af8 BVerlierer gilt. Aud fiiv diefe Spielregel bleibt die
obige Theorie in ber Dauptiache beftehen; immerhin tritt eine fleine
Cridywerung ein, fo daf wir dezhalb auf diefe Variante unjere3 Spield

nidyt ndber eingeben, obwoh! fie die verbreitetere jein joll.

- rage 14: Cin Haufen enthdlt 7, ein zweiter 25 Steine; wie
biele muB der bdritte enthalten, wenn die Stellung ,audgezeidmet”
fein foll?

Frage 15: Wer gewinnt bei der Anfangsftellung 3, 17, 18 bei
ridtigem ©piel?

Frage 16: Qiegt nur ein Haufen, und 3war bon 25 Steinen, vor
und wird die Spielregel dbahin abgedndert, baf jeber der Spielenden
minbeftend einen und hodyftens 4 Steine mit jedem Juge fortnimmt,
wer fann alddann ben Sieg erwingen?

Qapitel VIL
Der Rojjeliprung.
§ 1. Definition. Gejdidte. Borbemerfungen.

Das gewdhnlide SHhachbrett weift befanntlich 64 Felder auf und
forbert jum Spiel 32 Figuren. Die Sahl ver Figuren wiirde alfo
tade ausreiden, um alle Felber der einen Bretthilfte su befehen.
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LBerjdhiedene Schachautoren des Mittelalters maden von bdiejem Um:
ftande ®ebrauch, um folgende Aufgabe zu ftelen: Dran dente fid) bie
eine Ddlfte Ded Bretted mit den Figuren in beliebiger Ordbnung voll-
befet und jdhlage nun mit einem der Springer in beliebiger, aber
ununterbrochener Reihenfolge alle Figuven fort. Befanntlid) ,jHlagt”
man im Sdad) eine Figur mit einer ieiten, wenn man bdie leptere
auf das Feld der erjteren bringt. Der betreffende Springer, der alle
Tiguren jufeffive {Dlagen foll und felbft auf einem der 32 Felver
ftebt, hat aljo bie Aufgabe, von jeinem Felde aus hintereinander auf
alle 31 anberen Felder, und zwar auf jeded nur einmal, zu jpringen
und dabei Felder der anbderen Bretthdlfte nidht u betreten.

Hieraud hat fid) nun die weitere Anjgabe entwidelt, niht nur das
halbe, fondern das ganze Schachbrett in beliebiger, aber ununter-
brochener Solge der 64 Selder mit dem Springer 3u durchlaufen,
eine ufgabe, die Heute unter dem Namen ,Rbffelfprung” allgemein
befannt ift und in bem Ratfelrepertoive zahlreider Familienjournale
einen ftanbigen Plap einnimmt, die aber um die Witte ded 18. Jahe-
Hunbdertd nod) wenig Hefannt gewejen jein mup, dba Leonhard Culer,
der groBe Mathematifer, von ihr bi3 dabin nod) nidht gehvrt Hatte,
al3 fie ihm eined Tages in einer GefelliGaft entgegentrat. Alerbings
muf die Aufgabe bald darauf und vielleiht jum Teil infolge der
Abhandlung, die Culer nun hieritber verfafte, weite BVerbreitung ge-
funden Haben, fo daf beifpielsieife ein jiingerer Beitgenoffe Culers,
von Rempelen (1784—1804), durd) feinen berithmien Schadauto-
maten bereitd Riofjelfpriinge ausfithren lied. ¢

Gin ,Springersug” befteht befanntlidh) darin, daB die Figur von
ihrem Felve nad) einer ber beiden Seiten um siwei Felder in hori- -
zontaler und dann von Hier um eind in vertifaler Ridtung refp. zu-
erft um 3wei in vertifaler und dann um eind in Horizontaler Ridtung
fortjchreitet. Bon givet Felbern, soifden benen . ot
ein Mbergang vermittel3 eine3 jolden Sprin- +
gerzuged mdglidy ift, jagt man: jie rdffeln
fidg". Die Marimalzahl der mit einem gegebe=
nen Felbe fid) vofielnben Felver ijt offenbar 8,
wie Fig. 28 Ddarftellt, wenn wir unter bem
{draffiecten Feld dag Feld des Springerd ver-
{teben, und die 8 Felber, die fich mit bem jdyraf- T
fierten Felde ,xofieln”’, durd) Rreuze bezeidnen. ig. 28.
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Die gang,e ‘{yxgur ftellt naturhd; nur einen Zeil Ded gangem,
64-felbrigen Shacibretts dar. Wiirden wir den Springer mehr nach
bem Rande De3 Bretted zu aufjtellen, fo mwiirde fein Feld fid) epen=
tuell nur mit 6, 4 oder 3 und, wenn wir ihn anf einem CEcdfeld
aufftellten, gar mn: mit 2 anberen Felbern riffeln. — Wir Haben
in unferer Figur den auf dem SHadbrett iiblichen Unterjdied zwi=
fden {dvarzen und tweiBen Feldern nidht gemadht und twerden aud
in den tveiteren Figuren Hiervon abjefen; der Lefer erfennt jedod) audh
{0, daB, wenn unjer in Fig. 28 jdraffierted Feld auf dem Shadbrett
etwa fdwary ijt, alle 8 Felder, die fih bamit rbfjeln, weip find und
umgelehrt. Der Springer twedfelt alio mit jedem Fuge die Farbe
des Felbes: fteht er jebt auf einem tweifien Felde, fo gelangt er dburd
den nidyften Bug, den er tut, fider auf ein jdwarzes, von dort wiebexr
auf ein eifes ujmw.

Das erfte Feld einesd Rbfjeliprungs nennen wir ,,Anfangs=" oder
2Ausgangsfeld”, das fepte ,SHluffeld”, beide gemeinjam die ,End-
felber”. Rofieln fih Auggangsd- und SHlukfeld, jo daf man alfo
von dem SdluBifeld durd) eimen Springersug toieder zu dem us-
gangafeld guriidtehren fann, jo nenni man den Roffelfprung ,ge=
fdloffen”’, anbderenfalls ,ungejdloffen” oder ,offen”.

§ 2. Beifpiele von Riffelipringen.

Die Anzahl aller iiberhaupt miglidhen verjdhiedenen Rifjelfpringe
ift bigher nidht ermittelt; jevenfall3 ift fie aber gany auBerordentlich
groB. Wir fSnnen Yier natiirlid) nur eingelne wenige Beifpiele Her-
audgreifen, und zwar fwollen wir mit dem erften Beifpiel, ba3 wir
geben, der im vorigen Paragra=
phen angegebenen hiftorifden Cnt-
¥y |ez] 9|3« | 5] pidlung unferes Problems infofern
63|36 |53 |46 | 55|90 | 52 | 29| Mednung tragen, ald wir forbern,
daB bei unferem Roffelfprung zu=
% | IS it bie eine Bretthilfte fir fid
Z % |15 20| 7 |32 |23 |2z| allein gany abgelaufen iverde uud
pann erft die anbere an bie Reife
g 0 fomme. C€in {olcjer , 3iveiteiliger*’

@\ #2522 Rifeliprung, wie man jagt, ift
2|9 128|3 |24|72|30| 5| Dder von Culer Yerriihrende der
Sig. 29. Fig. 29. Die Felber twerben dabei

37162 us |56 35560 | 47|

26 (7918 |25 14|21 ¢ } 31




§ 2. Betjpiele pon Rdfjeljpringen 65

in ber Reihenfolge vom Springer durd)laufen, wie die Hineingefdhrie-
benen Baflen died angeben, aljo junddit bie gange untere Brettharfte
und dann ecft die obere.

Unjer Rofleliprung ijt ibrigend aud) ,gejdloffen”, b. §. er-
mbglicht einen Ubergang von dem Shlupfeld zum Ausgangsfeld
suriid, da die Felder 64 und 1 fih roffeln. Mit der Criftens eines
gefdylofienen Rffeliprungs ift zugleid) der Nadyweis erbradyt, baf audg
bei beliebigem Ausgangzfeld ftetd ein Roffelfprung, und 3war jogar
ein gejdloflener, eriftiert. Um 3. B. einen jolden mit 19 a3 Un-
fangafeld su eralten, braudt man ja in Fig. 29 nur die Felber
19—64 in alter Weife su durdhlaufen, von 64 zu 1 ju geben und
Dann die Feldber 1—19 wieder in alter Weife zu durdlaufen. €3
ift dbamit fogar gegeigt, daf e3 bei beliebigem Ausgangsfeld jogar
minbeftend 2 Rbffelfpriinge gibt, da jeber gejdlnfiene Rofjelfprung
natiiclidy eine Durdlaufung der Felder in wiefader Reibenfolge
geftattet, 3. B. unfer urfpriinglider (Fig. 29) neben der Durdlaufung
im angegebenen Sinne (1, 2, 3... 64, 1) aud die in umgefefriedmn
Sinne (1, 64, 63 ...2, 1). :

Die Diagramme der weitausd meiften Rofjeljpriinge bieten natiir-
i) ein durdaus unregelmdiBiged Ausfehen, und eine voljtdndige
Symmetrie ift aud Grimden, die in ber Natur der Aufgabe liegen,

ritberhaupt nidht zu erreifen. Die Roffeljprungfomponiften Haben

~ jebod) vielfad) aud) den é&fthetiffen Ritdjihten joweit wie mbglich

< Rednung getragen und find Hierbei zu Hitbjgen Refultaten gelangt.
Cinige ber bemerfendwerteften Beifpiele diefer Urt geben die umitefen-
ben Figuren 30—35 vieber, bon denen Fig. 30 ein Kreuy, Fig. 31 ein
N (Napoléon), Fig. 32 ein vierfadjes W (Wij Willen Wilthelmus We-
derom), Fig. 33 ein doppelted V (Vivat Victoria) im appen fiihet,
wéafhrend Fig. 34 ald Ganzes eine Urt Vafe darftellt und Fig. 35 im
Smnern eine Art Blume und aud) jonft jhone Symmetrie geigt. Ale
diefe Roffeljpriinge find ,gefdloflen”, nur ber leste ift , offen".

§3. Ginige Methoden jurBildungvon Rajjeljpringen.
L
Cine fiir praftijde Jwede fehr geeignete Vorjdrift znr Bildbung
von Roffeljpriingen ift die folgende:
Bei jedem Springerzuge wahle man unter den verjdie:-
benen Feldberm, die durd diefen Bug iiberhaupt zu ervei-
ANu@ 170: Ahrensd, Math. Spiele 4 Unjl 5
@
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§ 8. Ginige Methoden zur Bildung von ?Rﬁﬁe{iprﬁm;;en 67

den jind, basjenige, bon dem am wenigften Syringerziige
nad) unbefepten Feldern hin nod moglich jind, da hier die
®efahr, bas betreffende Feld nidjt wieder suerreiden und
e8 fomit gang audzulaffen, verhaltnidmiRig am groften
ift, wahrend natiirlid) dbiejenigen Felber, die nod) mitf einer
groferen Zabhl von freien Feldern {idh roifeln, efer bon
einem biefer aud fpdter nod) exreidht werden fonnen. Ste-
ben hiernad) mehrere Feldber (mit einer gleidgen Mindeit-
3ahl pon freien Ausgdngen) sur Wahl, {o wihle man unter
ihnen beliebig.”

Die prattiide Braudbarkeit diefer Regel ift fo grof, daf fie felbit
bei gany willfiixli) angefangenen und fhon ziemlid) weit ohne Be-
adtung ber Regel fortgefelten Rbffelipriingen nod) zum Siele fiihrt.
€3 mige 3 B. der Rofjelfprung fiber 40 Felber bereits willfirlich
und mehrfad) im Widerfprud) su unferer Regel fo, wie Fig. 36 an-
gibt, gefithrt fein; die Beadytung unferer Regel fiir die weitere Forts
fepung liefert und al8dann dennod) eine Vervolftindigung des Rofel-
{prungs, wie die umitehende Fig. 37 bied angibt.

Die Art, wie der Riffelfprung der Fig. 37 ausd Fig. 36 unter
Anwendung unjerer Regel entftanden ijt, mag nody durd) folgende
Uusfithrungen ndfer erliutert werben, oobei wir die Felder bed Shady-
 brettd der Cinfadhheit wegen mit den Baflen ber Fig. 37 begeidnen
ollen: Bon Feld 40, bem
Cndopunft unferer anfing: 27134 9 79132 7
licgen planlofen Wanberung
(Fig. 86), find aufer dem | 35|70 20133 & 75
Feld 41 nod) folgenbe His-
Ber Teer geblicbene JFelder |22 6 |37
erveidhbar: 43, 45, 59 und -
49. Bon bieen befist vaz |77 |30 77
Teld 43 uod) drei offene
Yusdgdnge, ndmlid) nad) 42, <3 0 50| 5
44 unb 60; Feld 45 Bat |37 (72 | 25 27 76

#
3

aleidhfalls bret joler Aus-
ginge, namlid) nad) 44, 58 |24 39
und 46, und ebenjoviel Aus-
g&nge»‘ybeﬁgt aud jeves der | 7 {38 |73 |26
Felber 59 unb 49. Dagegen Fig. 36.

AV

28|75|




68 Rap. VIL Der Rofjelipring

hat Feld 41 nux nocﬁ 3YD€£
St\21|34| 9 (58|79 52| 7 offene Auszgdnge, ndmlid

‘ ' nad) 42 und 48. Wir er-
38170 155|20\33| 8 | 57|78 Halten alfo in ungiweideuti:

2 / get Weife 41 als dasjenige
8|08 67 |90\561 49| b |07 aller in Betradyt fomntenden

77136\49|46|63|60|77 |44 | Selber, dbad am wenigften
freie Yusgdnge befit, und
5023|5267 40|47\ 30| 5| mitfjen daher nad) unjerer

Regel von 40 auf 41 fprin-
37172 | 2548|2762 43|76 gerﬁ — Giir ben mnidhjten

' Bug fommen in Frage bie
24(57| 2 |39|7% | 91| 4128 Golber 42 unbd 48, Bon bie

7138173126| 3128|7542 fen bHat dag zieite jeht nod
. bier frete Yusgdnge, ndm-

&ig. 51 lich nadj 47, 63, 49 und 51;
dagegen Dat 42 nuv einen Audgang, ndmlid) nad) 43. Wir miiffen
aljo unbedingt 42 wahlen. Wiirben wir died nicht tun, fondern pon
41 zu 48 gehen o founten toir jpdterhin zu 42 nur nod) bon 43
aué gelangen, aber 42 nidjt mebhr verlaffen. Feld 42 mwiirde alfo
entioeder gany audfallen ober e3 fonnte hidftens nod) Schluffeld des
Riffelfprungd werben. — BVon 43 aus fann man zu 44 und 60
gelangen, und jwar Haben bdiefe beiden Felber je drei freie Aus-
ginge; man fann affo der Regel gemdf zwijdhen 44 und 60 belie-
big todhlen. Cntideidet man fih, tie wir tun wollen, fiix 44, fo
fithet bie toeitere TWanberung notwendig zu Feld 45, da diefesd nur
et freie Andgdange Hat, wihrend die daneben zur Wah! ftehenden
Selber 47 und 57 beren je drei Defipen. Jn biefer Weife fest fidh
ba3 Berfahren fort.

Frage 172 Gebe von dem linfen der beiden Endfelder der Fig. 35
au, wible aud) die niditen 36 Felber ebenfo wie in diefer Figur
und fepe die Wanderung von da ab nad) der eben befprodyenen
Regel fort! :

IL
Wihrend die joeben angegebene Methode, fo wertooll fie fitr Ver:
volljtindigung bereits angefangener Roffelipriinge ift, ber ftrengen
theoretijhen Begritndung entbehrt und daher audh nidh)t notwendig
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sum Biele zu fithrenbraudht,
wenn died im allgemeinen
aud) ber Fall fein toird,
migen jebt noc) iwet an=
bere Methoben befproden
werden, die fidh tvar nidht
einem Deliebigen Unfang
anpafjen, Dafiix aber bie
Bildbung eines Riffel=
fprung3 pon Unfang an in
red)t iiberfidhtlicher Weife
lehren. Bei der einen We=
thode denft man fih da3
Sdadbrett geteilt in ein
innered Luadrat von 16
und ein Ranbgebiet von Fig. 38.

48 Felbern (I. Fig. 38), und mweiter die Felber jebed diefer 2 Leile
pieber in 4 Rlaffen, uud ztwar jo, da fid) die Felber derfelben
Reaffe jtetd intereinanber mit dem Springer durdhlaufen laffen. Jn
Fig. 38 ift diefe Cimteilung jo veranidhaulicht, dap die Felder ber-
jelben RAaffe diefelbe Bezeidnung tragen und fiiv einige Klaffen die
betreffenben Retten pon &pringerziigen gejeidhnet find. Wir Haben
im gangen 8 Retten von Springerziigen: 4 innere (toiv nennen fie
furg: &/, b, ¢/, &) von je 4 Feldern und 4 dufere (2, b, ¢, e) von
fe 12 Felbern.

Die Methode befteht nun darin, die 8 Ketten anein:
anderzureifen in ber Weife, baff immer eine innere Rette
mit einer duBeren abwedielt, wobet alle Folgen guldffig
jind aufer jolden von gleiden Buditaben, alfo aufer aa’,
bb’, cc’, ee’, 3iwijen denen eben ein Ubergang nidht moglidh ift. So
erhalt man einen brauchbaren Rbffelfprung beifpielsweife aud dem
Sdema ae’ch’ea’be’, ndmlid) ben umitehend in Fig. 39 angegebenen.

Bei der eben befprodenen Methobe faften wir die 16 Felber de3
inneren Quadratd u Gruppen von je 4 oder ,Duabdrypeln”, ivie
wir fagen wollen, zufammen. Bivei diefer Duadrupel bildeten bdie
Figur eines Quabratd (b' und ¢), die beiben andberen (a” umd ")
bie eines Rhombus. Diefe felbe Cinteilung twollen wir nun fir das
ganze Shadhbrett durdfithren, indem twir diefed sunddit in 4 gleide




Rap. VII. Der Rijjeliprung

Fig. 89.
feine und grofe Budftaben und Stridelung diefer unterjdjieders
werden, alfo 3. B. ald A, a, A, a'. Dabei mbgen die Duadrupel,
bie die Figur eined Rhombus bilden, durd) BVofale (A und E), die
von der Figur eines Quabdratd durd) KRonjonanten (B und C) begeid)=

net werden.

Teile (Quadranten), jeden
aud 16 Feldern beftehend,
teifen und darauf in jedem
biefer Qutadranten die Felder
zu Quabdrupeln zujammern=
faffen. Die 4 Felber, die zu
pemfelben Quadrupel gehorer,
follen Ddiefelbe Bezeidnung
erhalten, 3. B. alle vier ein
a ober ein C ober ein B ufio.
(1. Big. 40). Die entfpredhend
gelegenen Quabdrupel inm dert
4 Quadranten mibgen durch
biefelbe Budjjtabenart bezeid)=
net, jebod) untereinander durch

Pan fann nun die Quadrupel dedjelben Bud)ftabens aneinander:
reifen. Beidnen wir 3 B. die 4 Rfomben A, a, A”, a’, {0 fehen
wir, baf wir bdiefe zu einem zujammenhingenden Buge verbinden

A B c | X : a ] c e
i
t
4 E | 4 B : c € a b
Bla|FE|c)e lal|lelc
i
E|C¢{Bl4d1e el bl|a
i DTN JEp—— ——fr e = e -]
a’ B é C'; A B o E
1
c e | a’ 'b’: ¢’ | B |4 B
1
>’ a'| e c:: B | 4 | B o
e’'| ¢c’| %" a': ElC|B A
Fig. 40.

founen, indem iir in allen
4 Rbomben je eine Seite
fortnehuten und durd einen
LBerbindbungsipringerzug er=
feben, ioobet bie 4 fort-
genommenen Seiten ein-
anber parallel find. Fiir
die fortaunehmende Seite
fonnen offenbar in jebem
Rhombus nur 2 in Betrad)t
fommen, némlid) die nadh
ben benadjbarten Quadran=
ten zu liegenben, und man
erhdlt jo bie 4 Duadrupel
A a A, & auf zwei Acten
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su eimem ,Buge” vereinigt,
toie Fig. 41 diesd angibt.
BWir befommen alfo jwet
Biige A, wie wir fury jagen
toollen, zwei Biige B, et C
und ivei E. Die Biige A und
E — wir wollen fie ,Bofal:
alige” menmen — fepen fid
aus Rbomben jufammen, die
Biige B und C, die ;Konfo-
nantenziige’, aug Quadraten.
€3 handelt {id jeht, um
einen-pollftdindigen Rof-
feliprung zufammengu-
Jesen, nur nod) darum,
4 Jiige, namlid) je einen
‘pon A, pon B, von C und
von E, aneinanbderzurei-
fen. Dabet ift nur ju
beadyten, daB man von
einem Volalzug ju einem
anderen BVofalzug, alfo
von A zu E, nidt iber-
gehen fann und ebenfo-
mwenig pon einem fonfo-
nantengug u einem an:
deren folden; denn, Ivie
der Lefer aud Fig. 40 jofort
erfieht, roffelt fein Feld A, a,

Fig. 41.

A’ a' fid) mit einem Felde E, e, E', e, unb da3 Entiprechende gilt
fitr bie dburd) Ronfonanten begeidineten Felder. Dagegen fanm man
von einem Bofalzug zu einem Qonfonantengug itberfpringen, alfo
die 4 Bitge bon je 16 Felbern etwa in der Reifenfolge ABEC an=
einanderreifen, wodurd) man einen pollftdndigen Rofjeliprung erbhalt,
wie bdie umftefende Fig. 42 fitr diefen Fall durd) die hinzugefehten

- Bablen angibt.
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Fig. 42.

Ratitclid) laffen fidh aud) Roffelfpriinge fiix anbere quabdratijdge
oder rechtecfige ober anbersartig geformte Bretter angeben, twenn
bied qud) nidh)t unter allen Umftanden moglich ift. Auf diefe Fragen
farm Bier jedbod) nmicht ndfer eingegangen mwerden, und ebenfomwenig
auf bie Roffelfpriinge in dreidimenfionalen Gebieten (,fubifdhe Rif-
feljpriinge”).

§ 4. Magijde Rijjeljpriinge.

Gine befonderd funftoolle Form der Roffelfpriinge bilben diejeni-
gen, bei benen die Biffern, welde die Reihenfolge der Felder angeben,
in jeber Borizontalen und in jeber vertifalem Reife eine Ffonftamte
©umme ergeben. Solde Rbffelipriinge, die danad) alfo die Haupt-
eigenfdaft der im nacyften Rapitel (VIII) zu befprechenden , magijhen
Duabdrate” aufweifen und dafer ,magijhe’ refp. ,femimagijde”
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Qié‘ﬁﬁ'eiiprﬁné; '-vg’enannt toers

den?), find bon verjchiedenen o Bl
Qiebhabern fonftrutert. — |23 {62 | sz | 12 |25 | 3¢| 25 | 26
Soll, wie gejagt, die Summe

63114 |37 | 26 | ax

in allen Yoriontalen und | 07| % | 6% | 27 | w0 | 19 | 36 | 22
pertifalen Reihen Ffonjtant
fein, fo ergibt fid fiir jie

6f | 22| 9 |52 |33 |28 |39 ) 16

nad) einer leihten Rednung | 49 | |50 | 7 {20 w2 | 56| 20
der Wert 260. :

Dernebenftehende(Fig.43), | 59 | « | 45| @ | 53| 32|17 | 42
pon dem rujfijden SHhad-
theoretifer €. . von Jaenify | & | #7| 7 | 7T || # |0 |55

f)errﬁl';renbe ?RDﬁ'eprrung Iit 3 5215 | %6 |ar |56l 43

78

bejonbers funftooll: ex befibt
nidtnurdiegeforderte Cigen= 260 260 260 260 260 260 260 260
{chaft, fondern ift audh ges Fig. 43.

{Loffen und gudbem {ymmetrijd, da die erfte Halfte (1—32) burd) Dre-
Hung bes Brettd um 180° in die gweite (33 —64) iibergeht; auferdem
(afit er ficdh in 3tvei gefchloflene Halbe Roffelfpriinge von je 32 Fel-
dern jzerfegen, da 1 und 32 einerfeitd und 33 und 64 anbderfeits
fid roffeln.

Rapitel VIIL
Magijdhe Quadrate.

§ 1. Ginleitung.

Yuf feinem befannten Qupferitich , IMelencolia”, dem Titelbild un-
feres Binddens, Hat Wlbredht Diirer, felbt ein bedeutender Wathe-
matifer und Verfaffer eined geometrijden Werfed, die allegorijche
Figur der mathematiff-tecnifdhen Forjhung, wmgeben von jtereome:
trijhen Rbrpern (Rugel, Polpeder) und allerfei Werfzeugen zum
Mefjen, Wigen, Beidhnen ufw., in einer angenblidlihen Antwandlung
dumpfen, melandjolijgen Hinbriitensd und Gritbeln3 dargeftellt. Neben
der durd) Polpeder und RKugel verforperten Geometria fehlt aud
deren Sdjwefter, bie Arithmetica, niht. Crbliden wir dod) su Haupten

1) Gie find, im Sinne bes nidyften Kapitels gefpochen, nidht vollfom-
men ,magif)’, da ihre Diagonalreifen verfagen. BVolfommen magijde
Riffelipriinge jheinen iberhaupt nicht mbglich su fein und fonnten bisher
jebenfalls trob vielfacher Bemiihungen nid)t Hergeftellt mwerden.

260

260

260

260

260
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ber mweiblichen Geftalt ein Jahlenquadrat, dad der befjeren Deutlic)=
feit Balber bier nodmals, in Fig. 44, wiebergegeben jei. €3 met.ft
in feinen 16 Jellen die 3ahlen von 1 bis 16 auf, von benel'm ir
die beiben Mittelzahlen der unterften Beile hier in Fettbrud mwieders
geben, da fie jugleidh dad Jahr, dem der Qupferftidy) angehdrt, 1514,
nennen. Die Anordnung der 16 Jahlen in dem Vuadrat ift nun
eine joldje, dap, wenn wir die Jahlen irgend-
76| 3 | 2 |73 | einer Horizontalreihe oder , Beile” — 3. B. ber

e britten: 9, 6, 7, 12 — jujammenzdhlen, wir
07 | & ftets die Summe 34 erhalten. Diefelbe Sumute

6 | 7 |72 | befommen wir aber aud), wenn tvir die Jahlen
irgenbeiner Wertifalreihe oder ,Spalte” —

RN IV Y

754 7 | 3 B. vie der erften linfs: 16, 5, 9, 4 —
- abdieren. Ja, felbft die beiben Diagonalreiben,
Big- ok nimliy 16, 10, 7, 1 und ebenfo 13, 11,
6, 4, ergeben die ndmlide Summe 34. — Ulan bezeichnet folche
Sahlenguadrate, die eine fonftante Summe in allen horizontalen,
vertifalen und diagonalen Reiben ergeben, als , magifche Qua-
drate’’.!) Die in den angegebenen Reihen iibereinftimmend fich
ergebende Summe heifit die ,Konftante’ des magifchen Quadrats.
Dinfidtlid) ber in den Felbern eines jolden magijden Quadratsd
-ftebenden Bahlen twollen wir Hier ftetd porausjegen, daf fie eine
Reihe unmittelbar qufeinander folgender ganzer Bablen — in dem
Ditrerjdjen Quadrat find e3 1, 2,...16 — bilden, und zwar ol
biefe Reibe, wofern nid)td anderes gefagt ift, al3 mit 1 beginnend an=
genommen ierden. Oft ergibt fif iibrigend die Detreffende ,Ron-
ftante” nidht nur in den angegebenen Reiben, jonbern aud) nod auf
manderfei andere Weife; jo Ionnen ir 3. B. dad Diirerjhe Dua=
brat in vier BViertelquabrate, jeded alfo von -4 Felbern, jerteilern,
und jebe3 Biertel weilt alddbann fiir fih die Jahlenjumme 34 auf;
ferner ergibt a3 Quabdrat der 4 inneren Bahlen 34 und ebenfo die
4 Gdjablen gufammen; ferner bag Quabdrat ded Springer-Biererzugs )
5, 2, 12, 15 refp. 3, 8, 14, 9 ober die entfpredhenden Rhomben
16, 11, 1, 6 und 13, 10, 4, 7 ujw. Man fieht, die Cigenidaftent
biefer Bahlenquadrate find fo merfwiirhige, baf eine zu Myjtit und
1) Bgl. aud) ven lepten Paragraphen bde3 vorfergehenden RKapiteld:
+Magiide Rofeljpriinge .
2) Bgl. Kap. VII, § 3, II, in3befondere die Figuren 38, 41, 42.
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Aberglauben neigenbde Jeit fie wwoh! in Verbindung mit allerlei ,ma-
gijden” Riinjten bringen und fie fiir mandyerlei derartige Jrede ver-
werten su jollen glauben fonnte. BVon biefem Gebraudy, ber die ge:
{hidtlie Crildrung fiir ben Namen ,magifde Duadrate” gibt
werben twir in § 5 nod) zu fpredhen Haben.

§ 2. Dasd neungellige magijhe Quadrat.

Das 16-3ellige Diiveriche Duadrat ftellt nod) nidht den einfadjten
Fall magifher Quabrate dax, vielmehr gibt e3 audy
joldje von 3><3=9 Bellen, wdhrend allerdingd ma- | £ | 2 | 7
gijche Quabrate von 2 >< 2 = 4 Bellen audgejdloffen

find, wie der Lefer leidht exfennt. Wir wollen uns il il ki

sunddit die Aufgabe ftellen, ein neungzelliged magi= { # [ 5 | o
jches Quadrat zu bilden, alfo die Aufgabe, die Jah-
Yen'1,2...9 o in bie Bellen ber Fig. 45 eimju- 5ig- 45.
orbren, baB in ben angegebenen Reifjen ftetd eine und diefelbe fon-
jtante Summe fid) ergibt. Welde Summe 1ird das fein? -— fo lautet
die Borfrage, die wir unsd jundd)t vorlegen. Die Anttwort erhalten
wir am {Gnellften, wenn wir die 9 Bablen zweimal untereinanber,
jedbody in verfdhiedener Ridytung, hinjdhreiben, alfo jo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

9 8 7 6 5 4 3 2 1
e awei untereinanderftehende Bahlen ergeben ftets die Summe 10,
beide Reihen zujammen alfo 90, jede Reibe fiir fid) daher 45. 45
ift fomit dbie Summe unferer 9 Bahlen; diefe {ollen fih nun in un-
jerem meunzelligen Quabrat (Fig. 45) auf 3 Beilen refp. 3 Spalten
verteilen, jo Daf auf jede Beile refp. Spalte al3 fonjtante Summe 15
entfallt.

©3 Danbdelt fid alfo Darum, die 9 Bablen 1 bid 9 fo in die Felber
des Quabrats einjuordnen, daf diefes in 8 verfdiedenen Reijen —
3 Beilen, 3 Spalten und 2 Diagonalen — bdie ,RKonjtante” 15 quf-
weift. Man itberzeugt fidh nun leidt, daf e8 fiir die Bildung der
Summe 15 aud je 3 der Bahlen 1—9 folgende 8 Mdglichteiten,
und aud) nur diefe 8, gibt:
1,595 1,6, 8; 2,4,9; 2,5, 8;
2,6, 7; 3,4, 8; 3,5, 7; 4,5,6.

"Sn biefen 8 , Zripeln” fommt nun die Jabl 5 fHaufiger al3 irgend-
eine anbere Babl, ndmlid) viermal, vor, und daraus folgt jofort, dah
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| bie Bafhl 5 nottvendig bas Mittelfeld bes
! P su bildenben magijhen Duadratd einneh-
NS men muf; denn dag Mittelfeld gehort nidht
L eniger a8 4 folden Reiben, die die Kon-
“RTT ftante 15 ergeben follen, — e3 {ind die in
A ber Fig. 46 marfierten — an. Da nun ferner

|

1

AR 4

N unfere 8 ,Tripel” die geraben Jahlen 2, 4,
6, 8 je dretmal, die ungeraden 1, 3, 7, 9
dagegen nur je sweimal aufiweifen, jo miif-
fen die 4 Edfelber ded magijhen Quadrats,
pa fie 3 Reihen — einer Beile, eimer Spalte und einer Diago-
nale — von der Ronftanten 15 angehiven follenr, mit den 4 ge-
raben Baflen befebt twerben, twdhrend bdie iibrigen 4 Felder, bdie
Meittelrandfelder, bon den ungeraden Bafhlen 1, 8, 7, 9 eingenommen
werben. Denft man i) nun ettva dad Cdfeld oben (infs mit der
Babl 2 befest, o muB in dem Edfeld unten rehts, damit bie Dia-
gonale die Ronftante 15 ergibt, die Bahl 8 ftehen. Fiir die beidben
anderen Cdfelder bleiben Dann die Bahlen 4 und 6. Legt man diefe
feft, befest man alfo ettva das Ecfeld oben rechtsd mit 4, jo find da-
mit offenbar aud) die Jahlen der Mittelrandfelber beftimmt, und man
befommt {o ba3 magifdje Duabdrat der Fig. 47.

Man erfennt {o leicht, daf unfere Aufgabe 8 Lifungen befipt: Jebe
ber 4 Bahlen 2, 4, 6, 8 fann da3 Edfeld oben (inf3 einnehmen, two-
mit audy gugleid) die Babh! fiir bas Ecffeld unten vedhta feftgelegt ift,
todfrend fitr die Ecfe oben vedhtd dann jededmal nod) zwet Moglich-
Teitert Bejtehen. — Pean fann fic) ausd der Lojung Fig. 47 die itbrigen
7 Qbfungen auf folgende LWeife Hervorgehend denfen: Dadurdh, dap
wan fid) dag ganze Quabrat um 909, 180°, 270° gedreht dentt, er-

alt man junddit drei tveitere magijhe Quabdrate, o daB man alfo
:5t itber Deren 4 im gamgen verfiigt. Bom biefen 4 Quadraten den:
en wir und nun jeded an einer fpiegelnden Fldde, die fid) ettwva am
unteren Rande ded Luabratd befinden mag, gefpie-

7Fig. 46.

2|9 | #| gelt, und erfalten fo 4 tveitere magifhe Quabrate,
fo daf toir im gangen bie verfprodhenen 8 Haben.
1S 13| Unbererfeits ift damit aber aud) die Bahl aller er-
s | 7 [z | 108pft. Jm der Regel pilegt man foldhe mur durd
Drehungen ober Spiegelungen {id) ergebenden Figu-
Fig. 47. ren nidjt af8 tvefentlidh) verjhieden von der Stamm-
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figur angujehen, und in diefem Sinne diirfen wir jagen, daf e3 nur ein
magijded Quadrat ber Sahlen 1 big 9 gibt.

Srage 18: An der BVilla Albani in Rom Defindet fich, in Mar-
mor Hergeftellt, ein magijhesd Quabdrat von 9 >< 9 Feldern, das jomit
die Baflen 1 bi3 81 aufweift. Welded wird bdie RLonftante diefes
magifden Quadratd fein?

§ 3. Allgemeine Methode fiir Bildbung nngeradzelliger
magifder Quadrate.

Quabdrate von mehr al3 4 Bellen laffen fid) ftetd mit ben entjpre-
denden Bahlen jo ausfitllen, daf ein magijhes Quadrat entjteht, und
stoar ijt diefe ufgabe bei ungeraber Jellenzahl wefentlid) leidhter als
bei gerader. Wir wollen un3 baher mit dem erfteren Fall ndfer be-
idaftigen und eine allgenein jur Bilbung von ungeradzelligen ma-
gifdjen Quadraten antvendbare Methobe befpredhen, wobei wir unsg an
ein Deftimmties Beifpiel, dasd eined Quadratd von 5><5 Bellen, hal-
ten wollen. Die 25 Bablen, die wir in die Jellen ded Luadbratd ein-
suorbnen Haben, wollen wir zunddit in folgender Anordnung jdreiben:

,Shema‘’.
1= 1 2= 2 8= 3 4= 4 5= 5
6=1><5+41 T=1>5-+2 8=1x5+38 9=1>5+44 10=1><5-5
11=2><541 12=2><5}2 18=2><5-18 14=2><5-}+4 15=2><5-}5
16=3><5-41 17=3><5-+-2 18=3><5-}3 19=3><5-+4 20=3><5-+5
2] ==4><hF1 22=4><512 28=4><5|-3 2U=4><h-4 2=4><5+5
Untereinanber ftehen Hierbei immer diejenigen Bahlen, die bei Divi-
fion burd) 5 tenfelben Reft laffen: in der erften Spalte alle mit Reft 1,
in der zweiten alle mit Reft 2 ujw., jhlieflich in dex lebten alle mit
Reft 0, jedod) ift hier aus jpiter erfennbarven Fwedmapigleitdgriinden
jo gefcjrieben, daf 5 al8 Rejt erideint. Jn derfelben Beile jtehen
bagegen alle biejenigen Sahlen, die ein gleiched Bielfadjes von 5 auf-
toeifen: in der erften biejenigen ofrne ein joldjes Bielfacdjes, in ber jiveiten
biejenigen mit einmal 5, in ber dritten diejenigen mit dem Doppelten
pont 5, in ber bierten diejenigen mit bem Dreifachen von 5, jhlieBlid) in
ber lehten diejenigen mit dem Bierfachen von 5. Wir werden hiernad
Tpdterhin eine weitere Crlduterung ju geben nicht ndtig Haben, wenn wiv
furs von ben , Reften”’ und den , Vielfadyen” unfered ,Sdhema” fpreden.

A1 Vorftufe sur Bildung eined magifden Quadrats wollen wiv

un3 nun zunidit einmal die folgende, jehr viel leidgtere Anfgabe ftel-
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len: Die 25 Bafhlen {ind in die 25 Bellen fo einzureiben, daf alle
PHorizontalreifen (Beilen) die gleihe Summe ergeben. Diefe Summe -
mug, twie vorwegbemerkt fei, offenbar % =65 fein (ogl. die Be-
rednung auf &. 73). Unjere Teilaufgabe ift beshalb viel leidhter al3
die Hauptaufgabe, weil iiber die Summen der BVertifal- und Diagonal-
reihen jeit nidts vorgeidrieben ift und es {idh) alfo nur darum Han-
Delt, bie 25 Bablen fo auf 5 Beilen von je 5 Pligen zu verteilen,
baf fid) bie zwijden den Jahlen Deftefenden Grofenunteridiede fiiv
bie eingelnen Beilen gegenfeitig dad Gleidgewidht halten, aljo in jeder
3eile die Summe diefelbe wird. Cine jolde Berteilung erhalt man
nun, wenn man qud unjerer obigen Anordbmung ded , Sdhema" immer
ie 5 Bahlen o Jerausdgreift, daB niemalsd zwei diefer 5 Bahlen
berfelben Beile ober Spalte be3 Shema angehdren. Pan be-
fommt ndmlid), wenn zundidit die 5 gewdhlten Bahlen alle verjdie-
benen Spalten ded ,Sdema’” angehiren, jeden der 5 ,Refte”, ndm-
lig 1, 2, 3, 4, 5, gerabe einmal; die Bugehirigleit zu den verfdie-
denen Jeilen ded ,Schema” wiirde andeverjeitd zur Folge Haben, dap
jebes , Bielfache” von 5: dad Nullfache, Cinfade, Doppelte, Dreifacje,
Bierfadje, gerade einmal vorfommt. AB Beifpiel braud)t man nur die
Bablen der einen Diagonalreifie des ,Edema’ su nehuren, da diefe natiir-
{idh alle 3u verjdiedenen Beilen und Spalten'ded Shema gehiren, aljo:
1= 1 Ulle ,Bielfaden” von 5 und alle 5 ,Refte” find
T=1><5+4+2 inbiefer Gruppe vertreten, unov e3 laffen i) offen-
13=2><5+4+3 baraudallen 25 Zafhlen 5 jolde Gruppen bilben.
19=3>5+4+4 Jn der Summe der Bahlen jeber Gruppe fame al3-
25=4><5-+5 bdannjedes ,Bielfache” und jeder,, Reft”’ gerade ein-
mal vor; die 5 Bahlen jeder Gruppe ergiben alfo
ftet3 diefelbe Summe, nimlid) dbie Summe aller ,Bielfadjen” und aller
oHefte”, 0.5.(1<54+2><5+83><5+4><5)+(1+2+3
+ 4 + 5); ba3 ift aber natiirfich unjere ,KRonftante’ 65.
Eine zweite Gruppe von 5 folden Jahlen wére 3. B.
9— o Diefe Baflen enthalten jeden o __ 3
_ 3 Reft” gevabe einmal unbd ebenfo {5 __ 4. 5 +5
12 _ ; :g i 2 iebe?_,,%ietfacf)e“, und ifre Sum:- 12 =2><542
20=8><5+5 T e e et 16 =375 11
91 — inebritte, wenigeriberfidhtlih o,
H=d>=<5+1 audgewdhlite Gruppe mwive 3. B. Th==dosh ¥4
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Aud) diefe Gruppe weijt alle , BVielfadjen” und alle , Rejte” auf ober,
mit anderen Worten: von den 5 Sahlen der Gruppe gehbren nie zwei
Derfelben Beile oder Spalte ded ,Sdhema” an. — BWir fonnen nun
Teidgt aus den nod) dbrigen 10 Bahlen 2 weitere Gruppen diejer Art
Bilven und exhalten {o, wenn wir bie Bahlen einer Gruppe immer in
eine Beile jGreiben, beijpielsiveife folgende Anordbnung unferer 25 Jah-
fen nad) 5 Grupypen bzw. Jeilen:
1 7 13 19 25

2 8 14 20 21

3 10 12 16 24

4 6 15 18 22

5 9 11 17 23
Damit Haben wir ein Quadrat erbalten, dasd in beug auf die Jei=
Len ber Bedbingung der magijdGen Quadrate geniigt, ftetd die betreffende
,Sonftante’ (fiir unferen Fall 65) su ergeben. Dap die Bedingung in
Den Beilen erfiillt ift, folgt, wie wiedberholt fervorgehoben werben mag,
{ofort qud ber Tatjacdhe, dah bon den in einer Jeile zujammenitehen-
Den Bablen niemald zwei derfelben Horizontalen oder Vertifalen desd
Sdema* angehbren. Ju den Spalten dagegen iweift unfer Quadbrat
bie , Konjtante’” natiiclid) nidt auf, und e3 wird fidh dies im allge-
meinen aud) durd) Umitellen der Jahlen jeber Jeile untereinanber,
toenigftend in einfadjer Weife, nidt erreichen laffen, da wir bei Aus-
toafl ber Bahlen unferer 5 Gruppen ziemlid) unmethodijd verfahren
find. Man Idnnte jebod natiirlid) ebenfo, wie woir Bier ein Duadrat
gebilbet haben, bad in allen Feilen die Ronjtante ergibt, ein joldes
bilben, bei bem dies fiir alle Spalten gilt, und braudjten ja fbrigens
zu dem Bmede das obige nur um 90° zu drefen. — Niher unferem
jdtieBlidhen Biel, dem magijden Quadrat, gelongen wir jebod) mur,
fvenn e3 und gelingt, bie 25 Baflen fo anzuordnen, daf nidht nur in
jeber Beile, jondern zugleid aud) in jeder Spalte alle ,Refte” und
alle , Bielfadjen” vertreten find. Ju dbem Bwede tragen wir die Jahlen
be3 ,Sdema” in ein aus einem 25-zelligen Duabrat mit 4 angefepten
,Zerraflen” I—IV beftehended Feldernes o ein, wie Fig. 48 bied ver-
anfdaulidt: Die Bahlen der erften Beile des ,Schema’ (1,2,3,4,5)
fteben in Fig. 48 in bex erften von linfs nad) oben redhid verlaufenden
Jchragen Felderveibe; bann fommen entfpredjend in paralleler Felder-
reibe die Bahlen ber sweiten Jeile des ,Sdhema” (6, 7, ... 10), und
fo gebt e3 weiter fort. Dad BVerfahren befteht nun davin, dbah
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y/4 bie Zerrafjen foO
53

80

weit in da3 Quas=
brat Hineingefdh D=
4 70 ben werden, daB
ijre Bajis mit bex
3 g 75 gegeniiberliegent =
ben Quabratfeite
2 8 # 20 gufammenfd(l{.

7 T 73 79 25\ Hierdurd gelangen die

in den ZTerraffen jte=
6 12 75 24 Denden Bahlen in Die
nodj leeven Felder bed
77 77 23 Duadratd und fitllem
biefes aus. Daz ent-
16 22 ftebende Quadrat (7.
2f dig. 48. Big. 49) ift banm eim
magijdjes.

.4 Die Beilen und
Spalten ded jo gebilbeten Duabdratd geniigen unfever Forberung
deswegen, weil jebe Beile und jede Spalte bes Quadrats (Fig. 49)
alle , Refte” und alle ,Bielfacdien” aufweift. Faffen wir 3. B. in
Fig. 48 die Bablen 6, 7, 8, 9, 10 in3 Yuge, jo gehirven bavomn
7, 8, 9 den 3 oberjten Beilen bed Quabdratd der 25 Felber am,
6 fommt jpdter bei ber Zerraffenverjdiebung in die dann folgende
Beile, ndmlidy in bdie vierte, Wwdhrend die Zahl 10 qus Terrafie IT in
bie lepte Beile, bie fiinfte, gelangt. Die Babhlen 6, 7, 8, 9, 10, die bad
Semeinjame Haben, daB fie alle und fie allein in unferem ,Sdhema’’
a3 ,Cinfadie” bon 5 enthalten, verteilen fich alfo auf 5 verjhiederne
Beilen bed fertigen Quadratd der Fig. 49. Jede Jeile Hed Quadrats
erhdlt jomit bad , Cinfache” von 5 gerade einmal juerteilt. — Ehenjo
feben wir aud Fig. 48, dah die 5 Bablen 6, 7, 8, 9, 10 {ih) auf 5
verfdiedene Spalten bes Quadratd Fig. 49 verteilen (7, 8, 9 ftehen
in ben 3 erjten, 10 gelangt in die vierte, 6 dagegen bei Berjdicburng
‘bon Zerraffe I in bie lepte Spalte). 8 erhdlt jomit audy jede Spalte
bas , Einfadje” von 5 gerade einmal juerteilt. — RNatirlich hatten wixr
iebenfogut audy eine andere Reibe der Jahlen in Fig. 48 herausgreifent
itonnen, 3. B. 21, 22, 23, 24, 25, alfo die Bahlen, die famtlidh und
allein unter ollen Bafhlen in der Anordnung des , Sdema” va3 ,Bier=
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>

fade” von 5 enthalten. Wir ioiichen ald= [
7 bgnn aud Fig. 48 erfannt haben, daf aud S el Tl Bl b
biefe Bablen fih itber 5 verfdyiedene Beilen | 20 | 4

U141 2
und Spalten bes Quabdratd Fig. 49 verteilen,
fo baf jede Beile und jede Spalte des Quaz | * | &F | L2 | 20
brat3 Fig. 49 daz ,Bierfadje” von 5 gerade |, | - 5 1 | &

etnmal juerteilt exhalt. Allgemein erfennen
twir o, daf in jeder Beile und injeder Spalte |22 | % |17 |7 |23
unfjered Duabdratd jebes ,Bielfadje” gerade i 15
einmal vorfommt. — Wad aber von den

Bielfadgen” gilt, gilt aud) von bden ,Reften”. Hatten wir 3 B. in
&ig. 48 die Reife der Bahlen 2, 7,12, 17, 22, alfo die Bafhlen, die
afle und allein den ,Reft” 2 aufweifen, ind Auge gefaft, {o wilrden
wir gefehen Haben, daf fie fich gleidhfalls auf die 5 veridiedenen
Beilen und die 5 verjhiedenen Spalten ded Quadratd Fig. 49 ver-
teifen, {o DaB jede Beile und jede Spalte den ,Reft” 2 gerade ein-
mal guerteilt echift. Dies gilt offenbar allgemein, d. §. nidht nur fiir den
Hejt 2, fondern jitr jeden Reft. Jede Beile und jede Spalte des Que-
braid Fig. 49 weift jomit jeben , Reft" und jeded , Bielfadje” gerade
einmal auf; die Beilen und Spalten ergeben daher alle die geforberte
Ronftante 65 alz Summe.

@3 bleibt zu pritfen, ob aud) die beiben Diagonalen bie Konftante
ergeben: Die eine enthilt die Saflen 3, 8, 13, 18, 23 (]. Fig. 48)
und bamit alfe perjdhiedenen ,Bielfaden” je einmal. Dagegen enthalt
fie nidyt alle ,Refte”’, {ondern immer nur den Rejt 3. Nun ergibt aber
bie Sumume aller , Refte’, nimlihg 14+ 2 48 4 4- 5, genau das=
felbe, wie wenn die mittlere') Bahl, ndmlid 3, fiinfmal genommen
wirh. Diefe Diagonale mufp jomit gleidhfalls die Ronftante 65 ergeben.
Bon der anderen Diagonale gilt mutatis mutandis dasjelbe; fie ent=
Hilt alle ,Refte”, dagegen ftetd basjelbe , Bielfache”; diefes ift jedod
gerade Dad mittlere, {0 DaB i) aud) hier bie geforderte Summe 65
ergibt. — Da3 Duabrat der Fig. 49 befist fomit alle Eigenjdhaften
der magijen Duadrate.

Frage 19: Bilde nad diefer Methode ein magijdhes Duadbrat von
49 Bellen!

1) Hierbei ift wejentlih), daf die 5 eine ungerade Jafl ift; unjere
Methode ift aus diejem und anbderem, fibrigens leidht erfennbaren Grinden
nur bei ungerabzelligen QDuadraten braudbar.

ANu 170: Afhrens, WMath. Spiele. 4 Anil B
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§ 4. Geradjellige Quabdrate.

Die Bildung geradzelliger magijder Quadrate ift nidht fo einfad)
tie die ber ungeradzelligen. Wir twollen ung daher hier auf den vers
baltnismaiig einfachen Unterfall befdranten, daf die Zahl dber Felber
in jeber Reihe unfered Ouadrated nicht blof gerade, fonbdern, ivie man
fagt, ,,gerab-gerade”, 0. . durdy 4 teilbar, ift. €3 foll jid alfo nur um
Duabdrate von 4, 8, 12, 16 ... Feldern in jeber Reihe handeln. Wir
greifen af3 Beijpiel den Fall eined Duadratd ron 8 >< 8 Felbern Her:
aus und {dreiben junddit die Bahlen 1—64 in natiirlicger Ordnung,
wie Fig. 50 geigt, in die Felder hinein. Jebem Feld rejp. jeber Babl
wollen ir ung alddann ein zweited als ,gegeniiberliegenbed*’ 3uge-
orbnet denfen, und zwar joll, wenn 3 B. bad eine Feld ber dritten
Beile und vierten Spalte angehort — e3 ift 20 —, ald ,gegeniiber-
liegendes” basjenige bezeichnet twerben, da3 der drittlegten Feile und
viertlehten Spalte angehdrt, alfo 45. Die beiven Bahlen ergeben ju-
fammen 65, und 3war ergibt fidh diefe Summe fiir jedes Paar von
awei ,gegeniiberliegenden’ Bahlen. Tenn jivei, gegeniiberliegende” Fel-
ber fteben, wenn wir alle Felber in der durd) die ahlen der Fig: 50
vorgefdriebenen Reihenfolge nefmen, gleichiveit bon beidben Enben der
Reibe ab: 20 ebenjoweit von 1, wie 45 von dem anderen Enbe 64.
Wenn wir aber alle Jahlen in natiirlider Ordmmg in eine Reife
jchreiben toiirden, alfp 1, 2, 3....... 62, 63, 64, {o wiirben e,
die gleidymeit von beiden Enben abftefen, ftetd sujammen 65 geben,
wie wir bereits frither (S. 75) — an einem anderen Beifpiel — gefehen
Batten, indem wir die betreffenden

71213415678 Bablen zweimal, und zwar unter-
970|717 72173 75 einander, jedod) in verfdhiedener
ol L4 L [ v e
77118 |79 | 20|27 |22 | 23| 2%
1, 2, 3, ....... 62, 63, 64
R5|26|27|128|29|30\37 32| 64,6362, ....... 3, 2, 1
33|3%|35|36|37| 38|39/ 40 Der Bahl 1 nun legt in Fig. 50

4192|4394 |45| 46|47|48|  ,eqeniiber” bie Bapl 64, Der Bahl

10 bdie Bahl 55 ujw.; itberhaupt
2

79150\51| 32| 53| 5455|536 liegt, wenn bie eine Bc’tbt in biefer
57|58159|60|61|62|63|6% Diagonalreihe liegt, bie ,,gegen=

Fig. 50. fiberliegende” aud) darin. Fiir die
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anbere Diagonalveihe gilt gany dasfelbe: der Bahl 8 liegt , gegeniiber”
57 ufo. Danad) teilen fid) die 8 Jahlen, die in derfelben Diagonale
fteben, in 4 Paare von je zwei ,gegenitberliegenden”. Jebed Paar
gegeniiberliegenber Bahlen ergibt nun die Summe 65, wie wir jahen;
die 8 Bahlen einer Diagonale ergeben alfo bie Summe 4 >< 65 = 260.
Die3 ift nun aber, wie der Lefer leidht nadjredynet, gerade die , Kon-
ftante” des jpiteren magifden Quadrats. - Die Diagonalen geniigen
fomit bereit3 bei ber natitclihen Unorbnung der Bahlen, wie fie Fig. 50
gibt, der Forderung bed magifhen Duadrats. Dies wird ber Lefer audy
- mnidyt anber3 ertartet haben; denn, wenn wix (7. Fig. 50) die Heinfte Sahl
(1) unbd bie grifte (64) sufemmennehmen, dann wieder die zehutileinite
(10) unbd bdie zehntgrogte (55 ) ujw., o mifien fich die GroFenunterjdhiede
{o audgleidhen, daf wir im gangen gerade auf den Durdidnitt, . i.
bier offenbar die , Rounjtante” e magifhen Duadratd, fommen.

Die Jeilen und Spalten der Fig. 50 geniigen jedod) ber Forde-
rung de3 magifden Quadrats feinedwegs: die Bahlen Der erften Beile
3 B. ergeben eine viel zu eine, bie ber lepten eine viel zu grofe
Gumme. Wir founen jedod) hier leicht ausgleichend wirfen; denn eben-
foviel, wie der erften Jeile an ber geforberten Summe 4 >< 65 = 260
feblt, ebenfoviel hat die lepte Seile zuviel (beide Jeilen sufammen geben
ndmlich jebenfalls 8 >< 65 = 2 >< 260, tweil fie gerade aus 8 Paaren
.gegeniiberliegender” Bahlen beftefen). Nun betvigt der Unterjdhied
aoifden einer Bahl ber erften Beile und der gerade darvumterftehenden
der lepten fonjtant 56 ; der Unterichied der Beiden gangen Beilen wird
alfo ausgeglidhen, wenn it bier Bahlen der erften Jeile mit ben vier
darunterftefenden der lepten vertaujden, alfo 3.8B.1, 2, 8, 4 mit 57,
58, 59, 60 ober etwa 1, 2, 7, 8 mit 57, 58, 63, 64. Jjede der
beidben Beilen iweift dann Hinterher die Summe 260 auf. Jun gany
afulicher Beziehung zueinander ftefen nun die ziweite und die vorfepte
Beile; aud unter ihnen beiden fonnen iwir daber in gang entipredjen-
der Weife eine jolhe Ausgleiung bewirfen und erhalten dann fiir
beibe Beilen die Ronftante 260. Ebhenfo geht e3 paariveife bei den
iibrigen Beilen, und ir befommen affo {hlieBlid ein Quadrat, daj
in allen 8 Beilen der Forderung einer fonftanten Summe geniigt, nidt
aber in den Spalten und im allgemeinen aud) nidht mehr in den Dia-
gonalen, ba biefe, anfinglich zwar unferer Forberung gemiigend (J.
oben), bei ben vorgenommenen Bertaujdungen fidh im allgemeinen
gedndert Haben twerden.

6*
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Ungednbert geblieber bei diefen BVerfaujdungen ijt dagegen jede
Spalte, ald Ganges betvadtet; denn jede 3afl blieb bei den Bertau-
jungen in ifjrer Spalte. Wir fonnten nun fir die Spalten gany
piefelbe Cinriditung treffen wie foeben fiir die Beilen, aljo unddit die -
erfte und lepte Spalte gegeneinander ausgleiden, und fo gleidfalls
pie fonftante Summe von 260 Ffiiv beibe Derbeifiifren, ujw. Bet
piejen Vertaujdungen wiirden i die Jeilen, ald Ganged betradytet,
nidht mehr dndern, da jebe Bahl in ifjrer Beile bliebe; unfere obige
Ginvidtung fiiv die Beilen wiirde alfo nidt etiva wieder aufgehoben
werben. — Jnjolge der obigen Vertau[Gungen, die im Jnterefje dev
Beilen vorgenommen wurben, gelangte nun die Jahl 1 beifpielsmweife
an bie Stelle 57, und infolge der BVertaujdjungen, die der Spalten
wegen nbtig find, riidt fie etiva von Plah 57 weiter nad) 64, ift
panm alfo im gangen von Feld 1 gerade auf das , gegeniiberliegende”
Feld 64 gewandert. Eine Verfolgung der einzelnen Jafhlen bei diefen
jufzeffiven Umijtellungen liegt jedod) nidht in unferer AGficht; e3 ge-
niigt un3 vielmehr, an einem Beifpiel ju fehen, daf bei diefen BVer=
taujcdhungen eine Zahl auf dbas dem urfpriingliden gegeniiberliegende
Feld gelangen fann. Unbderjeitd wiffen wir, daf e bei diejen BVer-
taujdhungen auf Folgenbdes anfommt: Cinmal mup bdie Pdlfte dex
Bablen ber erften Beile in bie unterite Jeile wandern und dafiir aus
dbiefer bie getabe Darunterftefenbden in bie feeren Pldse der erften
Beile; bdabei braudt nun nid)t jede diefer erjteren Bahlen gerabe in
ven Plap direft unter ihr einjuriiden, jondern nur auf einen der leer
werdenben Plage. Wir jahen ja aud), daf 1 ohnehin infolge weiz
terer Umitellung an die Stelle 64 gelangen fomnte. Wir fonnten
alfo pon vornherein bei Normierung der Jeilen {o verfahren, daf
wir 3war aus ber erften Jeile 1, 2, 7, 8 entfermen und mit 57, 58,
63, 64 vertaujden, nun aber nidt 1 gerade mit 57, 2 mit 58 ufw.,
fondern 1 etwa mit 64, 2 mit 63, 7 mit 58, 8 mit 57, alfo jede
Babl mit ber ihr gegeniiberliegenden. Wir haben damit damn zu-
gleich Bertaujdungen vorgenommen, die fiix bdie Cinridjtung der
Spalten bedeutfam find. €3 fragt fid) hiernach: Wie ergibt fich ein ein=
faches Verfahren fo, baf die Délfte der Bafhlen der erjten Jeife mit
ber barunterjtebenden Halfte der lepten Beile taufdht, zugleidh eine
Dilfte der Jaflen ber zweiten Beile mit der davunterftehenden
Dilfte der gweitlepten eile ufw., und ferner, daf gleidgzeitig aud
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fiiv bie Sypalten die entjprecdjenden Umitelluns
gen!) borgenommen werden?

Diefen Cifeft erzielen toir nun am einfade o6 |a | 2 | 2
ften, wenn wir die folgende Vor{drift befolgen:
Man teile dad gange Quabrat in 16 |2 | e | a
Teile, wie Fig- 51 bied angibt, und fann
nun entmweder die Jahlen aller mit a
bejeidyneten Gebiete ober aber bie aller Fig. 51.
®ebiete b mit den ihnen gegeniiberliegendben vertau-
fhen. Man fieht, dak fo gleidhzeitia jede Beile und jede Spalte
bie Hiljte ihrer Bahlen mit dber sugehbrigen austanjdht. Fernmer Hat
* ber Qefer gewif bereits al8 fehr bedeutfam den Umitand ecfannt, daf
bei biefen durd) Fig. 51 angegeigten Vertaujdungen, bei denen immer
nur gegenfiberfiegenbe Bablen ihre Plise wedhfeln, eime in einer
Diagonalreife jtehende Fafl unter allen Umfitinden in derjelben ver-
bleibt. Die Tiagonalen, die bereitd in der provijorijdhen Anordnung
ber Fig. 50 die Konjtante ded magijhen Qnadrats aufiwiefen, bleiben
alfo jede al3 Gejamtheit unberdndert erbalten und geniigen daber
audy nad) Bornahme bder Bahlenumitellungen unferer Forberunmg.
Diefe ift jomit in allen Jeilen, Spalten und Diagonalen erfiillt, das
Suabdrat alfo cin magijdes. €3 fieht fitv den Fall unferes Beijpiels
(8 >< 8 Felber), wenn wir die Vertaufdungen in den Gebieten a
(Fig. 51) vornehmen, fo aus,. wie

a |? {8 la

Fig. 52 zeigt. 6716313 |4 15 |6 \58|57
Sft bie 3aff der Felder jeber ~, 72

Reibe nicht durd) 4 teilbar, fo ijt 9615577 73177 501%9
die gefamte Felderzahl aud) mnicht 17|78 (76|95 |44\ 43 |23 |24
durd) 16 teilbar, affo die Cinteilung |25126138|37136135 137132
be3 gangen QJuadratd in 16 e-

biete im Sinne der Fig. 51 nidht 33)5%|302928\|27\39/70
mbglich; unfere Wethode ift ald: |47 |42(22|27|20\19 |47 |45
dann, alfo 3. B. bet 10 >< 10 Fel+ - J

dern, nidt mefhr anivendbar. Wir 16115 |51\52|53\54 (70| 9
wollen jebod) auf diefen Fall nidt |8 |7 |99\60/6762|2 |1

Fig. 52.

_ 1) Gelbtverftindlid) wiirdbe hier nicht von untereinanderftehenden Jaglen,
jondern von foldjen in gleider Hohe zu jprechen jein.
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néber eingefen, da die Hier zu befolgenden Methoden weniger ein-
fady find.

Frage 20: @ib ein magifhes Quadrat bon 12 >< 12 = 144
Feldernt an!

§ 5. Magijhe Quadrate auf Amuletten.

Wie {on am Sdhluffe ded § 1 angefiindigt wurde, wollen wir
bier noc) fury der Nadhtfeite der magijdhen Luadrate gedenfen, dex:
fenigen, der ihr Name entjprungen ift, ihrer BVerwendbung im Dienfte
pe3 Aberglaubens.

Hier find, sumal wenn tir in erfter Linie anf abendldndijde Bor-
fommniffe unjer ugenmert ridjten, vor allem die jogenannten , Pla=
netenfiegel” zu nemmen, von denen die Aftrologie, indbejondere ded
16. und 17. Jahrhunderts, einen ausdgiebigen Sebraud) gemadyt Hat,
und auf fie wollen ivir und daher in der Hauptjade Hier befdran-
fen.!) Befanntlid) beruht bdie Aftrologie, diefe jdhon im Altertum ge-
pflegte Aftermifienidaft, auf dem Aberglauben, alles Gejdehen auf
der Crbe, alle Sdhidiale ber Menfdjen wiirben von den Sternen, ind=
befondere ben Planeten, die man fidh ald Gotter vorftellte und denen
man dafer ja aud) Gbtternamen beigelegt Hat, beftimmt und lieBen
fid auch vorher aud ben Sternen ablefen. A3 , Planeten” galten
dabet im Sinne der vorfopernifanij@en Weltanfhauung diefe fieben:
Mond, Merfur, Venuad, Sonne, Mar3, Jupiter, Saturn. Jwifden
diefen 7 Planeten einerfeitd und den magijden Ouadraten anderer-
feit3 ftellte die Uftrologie nun fefte Begiehungen fer: Dem Saturn,
bem entfernteften der 7 Planeten, tourde dasd Heinftmiglihe magifche
Duabdrat, dag der 9 Jellen, zugeordnet: e3 ift dad Quabdrat unferer
&ig. 47, bad jo zur ,Tabula Saturni”, ur Saturnstafel, wurde. Ent-
fprechend erbielt Jupiter, Der nddfte der ,oberen”’ Planeten, das
niditeinfache magifge Quadrat, dad der 16 Fellen, und i diefer
Weife ging died fort. So entftand ein Syftem, dad un3 die nad-
ftehende tabellarijhe Bujammenftellung veranj@auliden mag:

1) Gine eingefende Behandlung twird das Thema biefed Paragraphen,
mie fiberhaupt die Gejdichte und Theorie ber magijhen Ouadrate, in eimer
Monographie erfahren, die id) 3. 3. vorbereite und die pielleiht jhon im
nadften Jahre (1919) erfdeinen ivird.
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Planet % Dagiides Quadrat
: i Bellenzajl i Ronjtante

Saturn 3><3=09 i 15
Supiter 4><4=16 . 34
Mears 5><5 =25 | 65
Gonne 6><6 =236 111
Benus T><T=49 < 176
Mertur 8><8 =164 260
Moud 1 9><9 =281 369

Diefe magifhen Quadrate bradte man dann auf Planetenamuletien
an, bemen man, fe nad) der Natur ded betreffenden Rlametengottes,
bie veridiedenften magifden Wirfungen zufdrieb. Unfere beiden
Bilbertafeln (S. 88 u. 89) weifen einen vollftindigen Sap {older
Rlanetenamulette, von jeber Rategorie eind, auf. Dad Saturnamulett
ift eine Nadbildbung eined in der Wiener Mitnzen- und Diebaillen-
fammlung (Runfthiftoriide Sammiungen de3 A. . Kaiferhaufes) be
findlidgen Stiide3; bdie iibrigen Bilder {ind zwar Werfen ded 17. und
18. Jahrhunbdertd entnommen, dodh befinden fich mefrere der abge:
bilbeten Stiide nod) Heute in Sammlungsbefib, o ift 3. B. ein {oldes
Supiteramulett im Berliner Miingfabinett (Raifer Friedrich-Mufeum)
porhanden.

{lber die magifden Duabrate diefer 7 Amulette fei nod) folgen-
pe3 bemerft: Had Duadrat unfered Saturnamulettd Hat genan bie
Form unferer Fig. 47 (S. 76); umfer Jupiterquadrat geht aud
bem Quabdvat Diiverd (Fig. 44, ©. 74) hervor, wenn man dort die
Reifjenfolge der Beilen umlehrt und die beiden inneren Spalten mit-
einander vertaufdt; bas Mardquabrat tweift die Bejonderheit auf, daf
feine 13 ungeraben Bafhlen fozufagen ein Duabrat inmerhalb bes
gangen Ouadratd bilben, wihrend die 12 geraden Bahlen die drei-
edfigen Gebiete an den 4 Eden bed gangen Duadraid einnehmen. Tas
Quadrat unfered Venudamuletts ift in hebrdijhen Beidgen, die auf



Marsamulett

Sonnenamulett '

Tig. 583—56. Planetenamulette mit magijchen Quadraten.
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Amuletten iiberhaupt viel vorfommen, gegebent); der Refer, der je-
bod) unfere Frage 19 (S. 81) beantwortet hat, braudjt mur da3 dort
erhaltene Quadrat um 90° im Uhrzeigerfinne zu drehen, um eine
Ubertragung ded febraijden Safhlenquadratd in unfere Bahlzeiden su
erhalten. Qu genau derfelben Weife ergibt fih aud) daz magifdhe
Quadrat bes Mondamulettd (Fig. 59), . . aljo durd) Bildbung
eine3 magiffen Duadratd von 81 Bellen nad) dem BVorbild der
Figuren 48, 49 und anjdliefende Drefung des erfaltenen um 90°
im Ubrzeigerfinne. — Die Bildfeiten unferer 7 WUmulette, wie wir
tm ®egenfah su den ,Bahlenfeiten” fagen, weifen alle ben betreffenden
Planetengott, jogar unter qusbdriidlider Angabe feinez Namens, anf:
Saturn, dargeftellt al3 Gdrtner mit dem Spaten, einemt feiner viel
borfommenden Attribute; Jupiter in Gelefrientradit mit aufgejchla-
genem Bude in der Pand; Marsd al3 Krieger mit Schvert und Shild;
ben Sonnengott (Sol) al3 Ronig, anf dem Thron figend, mit Krone
und Szepter; Venus, unbefleidet, mit lang Herabwallenden Haaren,
einen Langen Pfeil in der Redyten Baltend, ihr jur Seite Cupidbo mit
dem Bogen; Merfur mit dem befannten Shlangenitab in ber Redjten,
mit groBen Fliigeln an Den Sdultern, fowvie mit Flitgeljut und
Slitgelihuben. Die Bilbjeite ded Mondamuletts {hlieplid) weift zivar
in der Hauptiade eine Mondfarte auf, jedbod) erfennt man in deren
Quuerm bei genauerem PHinfehen eine fleine weiblide Figur: es ift
bie Mondgdttin mit dem Halbmond in ber Redten; die MWmidrift
ber Bildfeite qibt in groBer Sdrift an: LUNA. — uf die Er-
Harung der fonftigen Bilber, Namen und Seiden miiffen wir Yier
perzidhten und toollen nur nod) eind anfilhren: Auf dem Benus-
amulett (Bildfeite) fehen wir auBer der Gbitin und dem Cupido nod
eine ,Wage” und einen ,Stier’’; gemeint find die beiden Sternbilber
bed Tierfreifes, die nady einer feltjamen Lehre der Uftrologen als
bie Beiden ,Paufer” der BVemus galten. Diefelbe Bebeutung haben
auf dbem Mardamulett , Widder" und ,,Storpion”, fowie auf dem
Sonnenamulett der , Lowe.

BWir verlaffen damit diefe Planetenamulette, und bemerfen im
iibrigen nur nod, baf magijhe Quadrate aud) auf Amuletten anberer
Arten pielfacje BVertwendung gefunden Haben. Unfere Abbildbung auf

1) Gutgegen der jonftigen Hebriifdhen Schreibweife ftehen Yier, freilid
mit einer NAusnafme, die Jehner linfs (nidht vehtd) bon den Einern.
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€. 90 mag ein erfted Bei-
fpiel biefer Urt darbieten:
e3 ijt ein UAmulett, das
bei ben mohammedanifchen
Jndern gur Austreibimg
bojer @eifter und Teufel
in neuerer Beit gebraudit
-wurde und getwif DHeute
nod) gebraudyt wird. Das
magijde Quadrat ift bas
unferer um 180° gedreh-
ten Fig. 47 (&. 76), o=
bei jedod) alle Bahlen um
W[ 540 vergrbBert find. —
| Cin 3iveites Beifpiel bie:
fer Art, ein Dofument des
Aberglanbend aus dem
Weltfrieg, bringt Fig. 61
in verfleinerter Wiebergabe
3ur Unjgauung: €3 ift ein
arabijder Sdubbrief, der
auf bden Sdladtfelbern
Franfreid)3 im Sommter
1917 Ybei einem gefalle-
nen Sdywargen, vermutlid
einem  Jnder, gefunben
turde. Der Sdupbrief,
der mnatiixlidy ald Talis-
man gegen féindlige Se-
fdhoffe hatte bienen {ollem,
toeift neben arabijfen Se-
Detzformeln, die hier nidht
interreffieren, ald Jnftru-
mente der Magie aud) drei
quadratijde Wnordbnungen
auf, bon denen da3d 9=zel=
lige @ebilde ein magifhes
Quabratim firengen Sinne
ift;in unferen Bahlzeichen
wiirde ed {o audfehen:

Big. 61. Qirubiid)én Sdiupbrief.



§ 5. Magijdye Quadrate auf Wmuletten 93

: 6, ift aljo ein Spiegelbild desd Quadratd

unferer Fig. 47 (S. 76) refp. geht ausd diefem durd) BVertaujdhung
ber erften und lepten Spalte Hervor. Bon den beiden  16-zelligen
Quadraten desd SHupbriefs weift das eine in jeder Beile und jeder
©Gpalte diejelben 4 Bafhlen, ndmlid) die 4 Fleinften geraden Sahlen:
2,4,6, 8, die eine bejonbere Rolle im Uberglauben bes Orientd
fpielen, auf, ergibt affo natitcfid) aud) in allen Beilen und Spalten

diefelbe Summe (20). Daf e fein magijhes Quadrat im jtrengen. .

Sinne ift, jondern zu einer piel einfadgeren Gattung von Bahlen=
Anordbnungen gehort, braud)t faum gefagt zu werden. Bon genau
derfelben Struftur tvie diefed leptgenannte ift aud) bas grifere
16-3ellige Quadrat, nur find an die Stelle der 4 Bahlen jest be-
ftimmie arabijhe Namen - GotteBnamen — getveten?).

Trage 21: Bergrofere alle Zahlen ded Diiverihen Quwadrats
(Big. 44, . 74) ober bed Jupiterquadrats (Fig. 54, S. 88) um ein
und biefelbe Sahl {o, daf dad neue Quadrat in jeder Beile, Spalte
und Diagonale ald Summe die fir die Menjdheitzgeididhte beifpiel-
{03 perhingnidvolle Jahredzahl 1914 aufweift! Wm wieviel find alle
Bahlen bed Quadratd zu diefem Bwede zu vergrofern?

1) Aud) an Baumwerfen, Kirden wie Profanbauten, finden fid) bismweilen
magifde Quadrate. Mitteilungen ftber joldje und dfhnlide BVorfommniffe
magijder Quadrate, insbejonbdere joldje, Ddie bisdher wenig oder gar nidyt
befannt find, nefhme id) mit lebhajtem Danfe entgegen. Das in den groRen
Bifentlichen und audy einigen privaten WMitnzjammiungen einjdlieflidy eini=
ger anderer PMujeen vorhandene Material an Umuletten mit magiichen
Duabdraten ift mir freilid) in der Hauptjacdhe bereit3 befannt infolge eimer
im Winter 1913/1914 veranfialteten und itber die widtigiten Sammlungen
pon Curopa erftredten Umirage, die, bon einigen Yusnahmen, fvie 3. B.
Rufland, abgejefen, jehr entgegenfommende Beantwortung gefunben Hat.
— Die porftehenden Worte, die aud) jdhon in der porigen Ausgabe diefes
Budjed ftanden, Haben mir, wie i) mit Dant ju bemerfen nicht unter-
laffen modhte, die Renntnid ded interefjanten arabijdjen Scdupbriefes per-
mittelt. Derr Frany Bufhl, Unteroffizier in einem bayerifden Regiment,
_ ber den Sdyupbrief ju Gejicht befam, Hatte Jogleid) die ridhtige Bermutung,
baf e3 fid um magijdhe Quadrate Handle, und fandie mir daraufhin zu-
nddft eine Kopie, jodann da3d Driginal bed Talidmans. ‘
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Rapitel IX. A
Mathematijdhe Trugidlijfe.

L Die 9alfte ift gleid) bem Gangen.
Beweid: €3 ift befanntlicy:
a?—b?=(a+Db)-(a—b).

Da diefe Forme!l fiir beliebige Werte bon a und b gilt, {o alfo audy
fiit b=a, b. B. wenn wir fiix b iiberall a jepen; tir Haben dann:
a?—a’=(a+a) (a—a).

Die linfe Seite er Gleidung fonnen wir aud) fo jgreiben: a- (a — a)

und Haben dann:

a-(a—a)=(a+ta) (a—a)

Dividiert man nun beide Seiten der Gleiung durd) den Faftor
(a—a), jo erhilt man:

a=a -+ a,
aljo: a=2a

a
pber: 5 =3

was zu bemweifen twar.

II. Jn derfelben Weife Eonnen wir bemeifen:
Alle Bahlen find untereinander gleid.

Beweis: ©3 feien a und b zwei beliebige Sahlen. Wir nehmen
. gunddijt an, daf fie ungleid) find und daf a etwa bdie grofere vou
beiden fei. Der Unter{dyied zwifden a und b fei gleid ¢, b. §.:

a—b=c¢c
ober: a=b-+ec.

Multipliziert man diefe lepte Gleihung auf beiden Seiten mit a — b,
fo erhalt man:
a®—ab=ab+ac—bi—be.

Bringt man nun in diefer Sleidung dad Glied a ¢ von der rechten
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Seite nad) ber finfen YHinitber refp. {ubtvahiert man auf beiden Sei:
ten ac, {o exhdlt man:

al—ab—ac=ab—bi—be,
eine Gleidung, die fid) aud) fo jdreiben laht:

a-(a—b—ec)=b-(a—b—c).
Auf beiben Seiten fommt der Faftor a — b — ¢ vor; dividiert man
burd) ifm, fo erhdlt man:

a=h,

f; 3ivet gau3 beliebige Grofen a und b find einander gleidy,

. 3. b

IIL. Da ber Lejer vermutlid) trop unjeres vorftehenden Beweifes
nod) nidgt fo reht an die Gleichheit aller beliebigen Saflen glaubt,
weil ihm die Ronfequengzen — Ausgleid aller Unteridiede zwifden
Biel: und Wenig, zwifden Arm und Reid), jwifden Grof und Klein
ufw. — benn dod) etwad ungehenerfid) erfdeinen mbgen, jo mag die
Ridtigleit unfered Rejultatd nod) durd ein ziweited Beweisver=
fahren erbirtet werben:

&3 feien a und b zwei Deliebige Grifen; wir nefmen gunddit
wigber an, fie feien ungleid). Alsbann gibt e jedenfalls eine Gripe,
bie genau in der Mitte zwifden a und b Legt: fiir 3 und 11 beifpiels-
weife wéare dieg bie Bahl 7: H—.—I—i—i—i—{—i—l-—l. Bezeidnen

wir bie entjpredjende Grige fir a unb b, i[;r Togencmnteé ,arithme=
tijges Mittel”, mit 4, {o ift:

a+b=2d
(fiix unfer Beifpiel: 3 +11=2-7).
Nus diefer Sleihung folgt:

b=2d—a
unb " 92d—b=a.
Multipliziert man diefe beiden Ilesten @iacﬁnngeu miteinanbder, fo
erhdlt man:

2db—Db*=2da—al
Subtrahiert man nun diefe lepte Gleidung von der Gleidhung
2= d?.'

fo befommt man:
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‘ d2—2db+b?=4d*—2da+a?
ober {d—b)2=(d—a)

Rieht man jobann auf beiden Eeiten bdiefer Gleidung die Quabdrat:
wurzel, jo ergibt fidh:

d—b=d—a,
9.9.: 06 i) b von d abziehe ober a von-d, bleibt fih gleich, alfo
b=a, .3 b 1.
éZBer iibrigens vorzieht, diefen Beweis, ftatt mit Budjtabengrifen
a, b, d, mit numerijden Werten zu fuf}ren mag io berraf)ren.
%xemanb — unbd jei er ber ungldubige Thomas in eigener Perz
fon — twird bie Ridtigleit der Gleidjung:
3—1=6—4
lengnen; ebenfo unjweifelhaft ridtig ift die durd) Multiplifation mit
(—1) bierans Hervorgehende Gleihung
. "1—3=4—6
(jede ber beiden Seiten der Gleidhung ergibt: — 2). Abdbiert man nun

auf beidben Seiten biefer Gleidhung %, fo erhédlt man:
1—342=4—6+4,
ober was genau dasdfelbe ijt:

(1=2)'~ (-3

Bieht man jobann auf beiden Seiten die Quabratwurzel, jo befommt

nan:

: 3 3
1—e=—2——

und, wenn man nunmehr auf beiben Seiten diefer Gletihung —

abbdiert, fo ergibt fi) bad Rejultat:
1=2..
Wenn aber 1 2 ift, o folgt durd) Adbdition von 1 auf beiden Seiten:
= 3, und durd) iveitere lebttwn bon 1 auf beiden Seiten:
3 = 4 uff., aljo:
1=2=3=4 ufw., womit, wie verlangt, bie Gleichheit
aller Bahlen untereinander bargetan ijt.
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- IV. Rull ift dbie grifte aller Sahlen.
Beweisd: €3 jei a eine beliehige, pofmbe epentuell jefr grofe Sahl.
a —1 ift jebenfall3 feiner af3 a, wa3 man in Form einer , Ungleihung”
befanntlid) {o ausdriicft?): '
a—1<a.
Multiplizieren wir nun diefe UngleiGung auf beiden Seiten mit (—a),
o befommen ivic:

—alta<<—3?
oder, nad) Addbition von a® auf beiben Seiten, fcb[xe‘éhd)
a<O0.

Damit haben wir bas Rejultat exhalten: JFebe beliebige, wenn
aud nod) fo grofe Bahl a ift Fleiner als Null, und dad war
e3 ja, wad wir beweifen wollten.

Jit alio a etwa dad Wermigen eines Milliondrs ober gar Milliar-
birs A, o seigt uns unfere Ungleiung, baf diefes Vermogen Heiner
ift al3 ba3 Vermbgen O eined Perrn Habenichts. Beseihnen ent
{prediend die Grofen b, ¢, d ufw. die Vermigen der Milliondre odex
Milliarddre B, C, D ufw., fo befiehen unferem Beweisverfahren ju-
folge die Ungleidungen:

a<<0;b<<0;¢<<0;d<0;. ...
und durd) Adbition aller diefer Ungleidhungen folgt:
a+b+e+d....<0.
Der Herr Habenichts bejist aljo mehr ald alle Milliondre und Miliax-
bire jujammengenommen, ein Refultat, dag freilid) trop bed ,mathe:
matifen Beweifes” faum {o viel Glauben finden wird, daf e in jo-
sialer Beziehung ver{ohnlid) zu wirfen vermddte.

V. Weuneine Jahlleinerift als eine andere, joift aud
Das Doppelte, ?Bterfarbe, <. Zehnfade, Suudertiade
ber erften Zahl immer nod) fleiner al8 Die 3weite.

Betweis: ©3 fei p eine Jafl >0, die Heiner ift ald eine zweite
Baf)I q; alfo: p<<q. Durd SRuIttp[u‘;atmn mit p auf beiden Seiten

c 1) Die l[ngfetcf)ung x <y bebeutet befanntlich: , x fleiner a3 y¥, und

umgefehri hat y > x bie Bebeutung:.,y grofer als x”. Uud) fiir die

nidften Abjdnitte ift die Belanutjdjaft mit diefer Schreibiveife erforderlid).
ANuG 170 Q{ﬁrzné Math Spiele. 4 Aufl. - 7
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ber Ungleidjung erhalten wir: p?<pq, und hievaus, durd) Subtrat:
tion von g2 quf beiben Seiten, ivieber: ,

P Lpg—q

ober +a)-p—a)<alp—a
Die Divifion durd) (p — q) ergibt darauf:
p+a9<q.

Adbiert man hierzu p < g, unfere urfpringliche Ungleichung, fo et
Balt man: 2p+q<<2q und, durd) Subiraftion von q auf beiden
€eiten: 2p <q. Uud) das Doppelte der Bahl p ift alfo unter allen
Umitanden nod) Heiner ald q. — GCbenjo, wie toir aud ber llr§=
gleidung p < q folgerten: p <2 q, finnen mwir aus p < 2 q herlei
ten: p<4q, und Hieranusd wieder: p<<8q, und jo geht died fort.
Damit ift unfere Behauptung bemwiefen.

VI. Gin Biertel ift mehr als8 ein Halbes.
Beweis!): Aud) wer der vorftehenden Thefe nidht zuftimmt, 1oird
sugeben, daf da3 Doppelte einer Grofe mehr it al3 das Cinfade.

€3 ift jomit: 2.loga >loga

pder: log a?>log a.

FWenn nun a =1/, gefest wird, fo Haben wir alfo:
» Lo log ¥/, >log %,

und, da zu bem griferen Qogarithmusd aud) der grifere Numerusd
gehort, fo folgt:
4>y 0.3 5. .

YIL @8 gibt in Wahrheit in der Mathematif feine
imagindren, joudern nur veelle Grifen.
Beweis®): Alle jogenannten imagindren Grogen loffen fidh dars
ftellen in der Form a-i, o a eine veelle Grife und i die imagindre
Ginbeit '— 1 ift. Um alfo unjere Theje, baf alle imagindren Grofen
reell find, ju bemeifen, braudjen twir diefen Beweis nur fiir dbie imagi-
ndve Cinbeit su fithren. Bu dem Enbe multiplizieren wir bie Gleidung:

_ V==—igk

1) Befauntidaft mit Logarithmen voraudgefest.
2) Belanntjdaft mit imagindren Grofen vorausgejest.
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auf beiden Seiten mit J/'— 1 und erbalten jo:
Vx=iY—x
=iGVa)
=i?Yx.
Dividiert man diefe Gleiung auf beiden Seiten durd) V'x, fo reful-
tiert: 2 =1, alfo i="1/1; i ift mithin reell, w. 3. 5. 1.

VIIL G35 gibt Dreiede mit jwei redhten uud einem
fpigen Wintel.

Betweis: Fig. 62 jtellt in /A AEF ein Gebilde der verlangten Art
dar. Die Figur ift fo entftanden, daf in zwei Kreifen, die fih in den
Punften A und B [dyneiden,
bon dem einen diefer Sdnitt:
punfte aus, ndmfid von A,
die Durdymeffer AMC und
AND gegogen find. Darauf
it die Werbindbungslinie CD
gezoge, und bie Puntte E und ;

F, in benen bie Linte CD bdie ¢ F

beiden Rreife {Greibet, fiud mit \_/

A verbunden. WAlsbann find ‘ ig. 62.

bie Winfel AFD und AEC al8 Peripheriewintel im Halbireife vedie
Winfel, und dafer find aud thre Nebentvinfel AEF und AFE febex
ein Redyter, w. 3. b. .

IX. H(le Dreiede jind gleididentlig.

Beweisd: G2 fei (]. Fig. 63) in bem Dreiet ABC die Halbierungs-
finie des Winteld bet C gezogen und fernmer in ber Mitte D der gegen-
c itberliegenden Dreiecdieite AB die Senfredte (,Mit=

telfot”) erridytet; beibe Qinten mbgen fidh in dem
Puntte N jhnetben. Falt man nun bon N bdie
Qote NE und NF auf die Seiten AC und
BC und yerbinbet N mit A und B, {o
ergibt fid) die Qongruens folgender Drei:
St LT B eddpaare: ‘

7*



100 Stap. IX. Mathematijde Trugidlifje

1) AND=BND,
weil AD=BD, ND=XD unb der emgefcf)foﬁ'ene Winfel ein Red
ter ijt.
QIL& biejer Rongrueny folgt: AN=DBN.
2) ECN~FCN,
weil L ECN = L FCN, CN=CN unb bie Wintel bei E und
Redjte find.
Auz bdiefer Kongruenz folgt: CE=CF und EN=FN.
3) . AEN=BFN,
el AN=BN (nadj 1),

EN=TFN (nad 2)
und die Winfel bei E und F Redhte find.

Aus biefer Kongrueny folgt: AE=BF.

Nad) 2 find nun die beiden (in ber Figur einmal geftrichelten
Stiide CE und CF gleid) lang und nach 3 die beiden (zweimal g
ftricgelten) Stiide AE und BF ebenfalld; alfo find aud) die gange
Qinien AC und BC gleid) {ang, d. . das beliebige Dreied ABC i
gleichidgentlig, 1. 3. b. w.

Ebenfo, wie wir die Gleihheit Der beiden Dreiecsfeiten AC un
BC betwiefen Haben, (dft {idh natitclid) aud) die Gleidgheit von At
und AB dartun, und wir exhalten alfo jdhliefli) dag Rejultat:

Ulle Dreiede find gleidfeitig.

Audy wenn der Sdnittpuntt N der Winfelfhalbierenden und be
Mittellots nicht innerhalb, jondern auBerhalb bes Treieds liegen jollf
¢ (1. Big. 64), ergibt fih nur iviede

daszfelbe Rejultat: Wir tonnen fii
den febigen Fall der Fig. 64 mi
denfelben Worten den obigent Ve
ipeidgang twiederholen, mit dem ein
sigen Unterjchiede, daB zum Sdhlu
AC nidt al3 Summe bder Stiid
FOE und EA, jondbern ald dere
Differen auftntt und die entfpre
cende Ynderung audy fitr die an
bere Dreiedsdieite u erfolgen Hu
Dad Refultat ijt jedbod) twieder

Fig. 64.
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AC=BC, b.5. bag Dreied ABC
ift gleihidentlig obder vielmehr, in

toeiterer Folge, gleidhjeitig. \
X. 65=64=63. I \ 1
Seber Scdadgipicler weif, daf \

fein ©pielbrett 64 Felber Hat: 8
Reihen von je 8 Feldern. Wir wer-

den thm Dier ein jeited Brett vor: 1
. ]

fitren, defjen Felber eingeln ebenfo Il A

grof find wiejene, bad aber 65 Felder ] IV

ahItund trosbdem nur benfelben Fla- 1
deninhalt hat toie jenes 64 feldrige.

Beweis: Man zerfhneide das
urfpriingliche Sdadibrett o, wie Fig. 65 died angibt, und lege die 4
Teile {o sufammen, wie Fig. 66-angeigt. ARdbann haben wir ein Gebiet
von 5>< 13, alfo pon 65 Feldern, dad unferen Forderungen geniigt.

Fig. 65.

\ \
\ I II \uzz

\ : \ Fig. 67. -

Jiig \ ‘ \

F7¢ \ ' wl \ |1

| &ig. 66.
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Aus der fo gewonnenen Gleidung 65 = 64 folgt, durd @ufatra?
tion von 1 auf beiden Seiten, die Gleidung 64 = 63, der zweite Teil
unferer Behauptung. Die Ridjtigleit diefer Behauptung: 64 =63,
1aBt fidh aber aud) direft ofne alle Sdywierigleit bartun: Man braudht
die 4 Feile I, IT, IIT, IV der Fig. 65 nur jo hingulegen, wie Fig. 67
angibt. Dann bilden die 4 Stiide, die anfinglic) (Fig. 65) 64 Heine
Quadrate magen, nur nod) 63 folder Quadrate, und diefe {ind ein=
seln ebenfo grof wie jeme ber urfpriinglichen Figur.

Mit ber Gleichheit von 65, 64, 63. ijt natiirlidh) die Gleidheit aller
Baflen iiberhaupt dargetan, ein Ergebnis, das fiir un3 freilid) nicht
mefr den Reiy der Neubeit bietet, uns vielmehr oben — unter Nr. 11
und IXT — Dereits entgegengetreten ivar.

X_I Die Summe der Beiden parallelen Seiten eines
Trapeges ift gleid) Null?) -

Beweid: Die beiden parallelen Seiten BC=Db und AD =a be3
Trapezes ABCD (Fig. 68) migen nad) entgegengefebten Ridtungen

B . % C a

p bin verldngert werbden,
und gwar BC um a big
F, DA um b bi3 E.
Die Cndpunfte B und
F tverben miteinander
perbunben und zudem
bie beiden Diagonalen
des Trapeze3, BD und

: CA, gesogen. Die 3 A=
jdmitte, in bie die Diagonale A C dburd) bie fie jdneidenden Rinien ge-
teilt ift, bezeidhnen tvir, twie in der Figur angegeben, mit x, y, z. Aus
rem Proportionallehriah (Strahlenfap), angewandt mit bezug aunf G
mbd H al3 Sdeitelpuntte, oder, was auf dasfelbe finausfommt, aus
ser Apnlichfeit der beiden folgenden Dreiedspaare:

1) Rad) BW. Ltepmann (und B. Trier), ,Wo ftedt der Fehler?* (Yeivzig
1913, €. 23; 2. Aujl,, 1917, . 27/28), einem Budje, bad aufer den nTrugs
jcliflen” Des erften Teild in einem zweiten, bon B. Trier verfaften Teile
cine Sammlung interefjanter und lefhrreicher, itbrigens durdjveg aus dem
wirtliden Sdulleben gefdyopfter ,Sdhiilerfehler” bietet.
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1) BHC und AHD,
2) EGA und CGF,
folgt: £= z

a x-+y
und b_ =

a y-+z

—=—0—=—"—(Gleidung I).

Wenbet man nun auf die Proportion x—j—_§=y—-x}——z bie Torrefpon-
bierenbe’ Subtraftion®) an, fo erhalt man:
A X 2z —X

x+y=y+z=x—z’
alffo ift aud) (. Gleidung I):
b z—x

& X—2

Wenn aber -2— ==—1 ift, {o bedeutet dba3: b=—a ober:b+a=0,
. 3. b. w.

XTI, Alle Kreife haben gleiden Umfang.

Beiweis: Wir denfen und ziwei feft miteinander verbundene Lreife
mit gemeiniamem Mittelpuntt (M in Fig. 69) ober mit anderen Worten:
eine freidrunde €deibe, auf der nod ein Heinerer fongentrijder freid
perzeidnet ift. Die Scheibe mag in ber Ebene langs ciner geraben

=—1.

1) Der Lefer, bem bdiefer Sap nidyt oder nicht mehr geldufig ift, erfennt
bie Richtigleit der Ummandlung leidt folgendermagen: Wenn eine Tropor-

ﬁm§=%mmnmmmmmmm@mgmmm5=£,
und aud i erfalten wir durd) Subiraition von 1 auf beiden Eeiten,

B =l i oper PP P9 ey B TP P i fomit audh:
p q 1Y q n;q q.

m P2 _BTP & tion = — 2 14§t fich af
S Ty Eine gegebene Proporiion a = 1aft fih affo aud

ftet3 in der Form %=%=§:§ jdreiben, und bdad ift genau die Um-
formung, die wir pben wmit der Proporiion _Z . pornehmen.

i+y vtz
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Qinie abrollen; dabei gelangt
fte von A nad) B, und jivax
mag diefe Strede gerabe einer
pollen Umbdrehung der Sdeibe
entfprechen, o daf alio da3
@Hid A B gleid) bem Umfang bes grofen RKreifesd ift. IJn biefer Seit,
von ber Gtellung A bi3 B, hat fich natiirlich auc) der Heine Rreis ge
rabe einmal Herumgedreht; fein jetveiliger tiefiter Runft betvegt fich
lingd der Linie CD und biefe ift daber gleid) bem Umfang des iz
nen Rreifed. Da nun aber AB und CD offendar gleid find (ABDC
ift ein Redted), jo Haben alfo beide Kreife benfelben Umfang, 1.3.5. 1.

4 Fig. 69.

XIIL ¥m Jnuerneines Kreijes gibt ed nur einen Punti,

ben Kreismittelpuntt, Alle dibrigen, {Hheinbar im In-

nern Des Kreifes gelegenen Punite liegen in Wahrheit
auf der Kreisperipferie.

Betweis): €3 fei O (Fig. 70) ein foldger, jheinbar im Jnnern des
Rueifes gelegener Puntt. Man ziehe alddann den Durdymeffer durd
C, alio AMB, und fonftruiere su A, C, B den 4. harmonifden Punft:
D. ©odann erridite man in F, der Mitte
von CD, ein Qot, Ha3 den Kreid in E {hneiz
den mag, und verbinde diefen Punft E mit
M und C. — Alsdann ift nad) einem be-

tannten Sape?):
MC-MD =MAZ
Diefe Gleidung nimmt, da L
MC=MF —CF o, 10,
und MD=MF+¥FD=MF4CF

1) %[ngégeb-en pon B. Stadel tm Ard)iv der Math. u. Phy§. (8) XII, 1907,
&. 870.

2) Der Lefex, dem diefer Sap nidht geaentvdrtig jein {ollte, itberzeugt fich bon
ber Ridhtigleit dex in Frage ftehenden Gleichung leidht folgendermafen: Wenn
A, C, B, D vier Yarmonijdye Lunfte {ind, jo bedeutet die3, daf folgende Pro-

; AC AD v 2o AM4+MC MD-+AM
portion befteht: TBE=D® anders gejdyrieben: AN —MC—MD—AM
Durd) Aniwendung forrejpondierender Addition und Subtraftion nimmt diefe

ﬂ—G=A{—§; alfo ift, wie oben fteht: A M?*

Proportion die Form an:
=MC.MD.
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ift, bie Form an: (MF — CF). (MF + CF)=MA*
ober: . MF?— CEF*=MA? (@leidung I).
Paun ift ferner: MF:LFE:=ME?
und CF*+FE*=CE?
aljo: MFE—CF*=ME:— CE?
oder: MF—CF?=MA*— CE* (Oleidung II).
Au3 den beiden Gleidhungen I und I, die in ihren linfen Seiten
pollig #hereinftimmen, folgt:
. MA®=DMA%— CE?
2. 5.: CE=0.
Der- Puntt C ift alfo mit E identifd, legt mithin auf der Rveis-
peripherie, fv. 3. b. w.

XIV. Hchilles und die Shildbfrate.

Bon dem griechijhen Philojophen Senon von Glea rithren eine
Anzahl berithmier Sophidmen Her, deren befanntefted fo loutet: Der -

{dnellfiifige Achilles ver- 4 | 558
folgt eine febr viel fangs P &
famer fi) Dewegende - wig. 71,

©dilbirite, die por ihm einen gewiffen ‘%Drﬁ)mng Hat. Wird ex die
Sdgildtrite einfholen? Benon fagt: , Nein”. Denn, wenn Achille3 von
A aqud ven anfingliden Standpuntt S ber Scdhilbfrite erreidht hat
(1. Sig. 71), wird diefe ingwifchen 63 zu einem anberen Pumufte S,
weiter gefrodjen fein; ift Adjilled audy Hierhin gefommen, {o ift die
SdyilbErite ingwifden bis 8, gelangt, und o geht dies offenbar fort:
Jebeamal, wenn Adjilfed einen von der Sdildirdte subor eingenom-
menen Standpuntt exveicht Hat, wird diefe nzwifden um ein gewifies -
Stitt eiter gefrodjen fein, und jo wird Adilles trop feiner fo viel
groferen Gefdhwindigleit die SchilbErbte nie einfolen.”)

1) Wir YHielten Hier an dem f;iftoﬁid) gegebenen Bilde von ,Adilles
und der SHhildfrdte” feft, obwofhl ein moderner Jenon permutlich ein bej-
fere3 Bild zur Jlufivierung der in dem Borgange bder Bemwegung liegenden
Yntinomien gewdhlt hatte. Man Hbrt gegen dad Sophitma im dber Form
Benond naturgemdl in der Regel die Enigeguung: ,Achilled fommt der
Sdildtcdte immer ndher und ndfher und jdlieglid) tritt er mit dbem nédy-
ften Scritt fiber fie hintweg.” Man ftellt fich daber ftait der Sdhildiriite
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XYV. Aus der Walhrideinlidfeitsrednung.

Rer nur die Anfangagriinde, die einfadhften Prinzipien, der Wabhr-
jcheintichteitdrecdhnung fennt, wird begreifen, daB fie einen beporzugten
Fummelplag fiir Fehlidliifle und Paradogien abgibt, und jo mag
wenigiten3 ein Beifpiel diefer Art hier jum Sdjlup gegeben werden,
eing, bag Francid Galton, der beriihmte Afritareifende und vielfeitige
Forjder — Unthropolog, Weeteorolog, Geograph, Urdydolog ujw. —
mitgeteilt hat.!)

Sn einer Gefellidaft exhebt jemand folgenbe Frage: Drei Altiinzen
merden ver{diedene Utale hingeworfen; in wieviel Prozent aller
$alle werden die drei AUlitngen iibereinftimmend diefelbe Seite, d. h.
alle dret die Kopfieite oder aber alle drei die Wappenfeite, seigen ?
— .06 man”, fo (Gt fid unddjt A vernehmen, ,die drei Wiingen
gleidyzeitig oder aber nadjeinander hinmwirft, ijt offenbar gleidhgiiltig,
und nur der groBeren Unjdaulidhfeit Halber ftelle iy mir vor, dap
pie Miingen eingeln — Dintereinander — hingeworfen werben. Ju-
nadit die erfte: fie zeigt Qopf- oder Wappenjeite. Nun fommt bie
soeite; in wieviel Fdllen wird fie diefelbe Seite zeigen wie bdie erfte
Mitnie? Offenbar in der Hilfte aller Falle! Wird [dlielid) aud
bie dritte Miinge hingeworfen, o wird fie diefelbe Seite wie die bei-
ben erften Miingen nad) oben fehren in der Hdlfte aller derjemigen
Falle, die vorber giinftig waren, d. h. in der Hilfte von der Halfte
aller Fille indgejamt. €po wird ba3 erwartete Bild, daf alle drei

Miingen diefelbe Seite zeigen, in % ober in 25 Progent aller Falle

eintreten.” — ) proteftiere”, jo fallt jept B ein, ,die Annahme,
bak die Miingen Yintereinander geworfen werden, entjpridht nicht der
Sragejtellung und fithrt dDaber, wie man fieht, ju einem Fehlihlusk.
Das foeben gehorte Rejultat ift ndmlic) durdyaus unridhtig, wie jehr
leidyt eingujeben ift. Man Hat die drei Miingen gleidzeitig zu werfen,

und AGill3 wohl beffer etwa zwei Lofomotiven bor, die fich beive auf
einem Edjienenftrang, ber beliebig lang fein mag, in gleicher Richtung
fortbewegen und pon demen bdie eine einen gemijfen (mdfigen) Borfprung
por ber anberen Hat; die pordere foll eine geringe, die hintere eine grofe
Gejdmindigleit haben. Nad) dem Sophidma Benon3 Holt die jdhnelle Lofo-
motive die langjame niemal3 ein.

1) Brancid Galton, ,,A plausible paradox in chances“, Nature, vol,
49, 1893/94, p. 365—366, ‘ b
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und offenbar twerden jededmal, twenn died gejdehen ift, minbejtensd
swet der brei Wiingen bdie gleide Seite nad) oben fehren. Tie Walr-
jpeinlichteit Dafilr nun, dak aud) die vritte Miinge diefelbe Seite zeigt,

ift offenbar = %— Alfo in der Hiljte oder in 50 Progent aller Fille

wird dasd erwartete Bild fid) ergeben und nidt ettva nur in 25 Progent!”
Wer Hat Redyt: A, B oder feiner von beiven?

Beantwortung der Fragen.
Kapitel L

Srage 1: B (ber stveite) fpringt von 1 auf 2 und jdreitet jobann
in Stufen von je 11 fort.

Sroge 2: B fann den Sieg erzwingen, da er mit bem erften Male
auf 9 gelangen und nun in Stufen von je 9 bi3 zu 90 fortidreiten
fanm.

Srage 3: A, ber gunddit auf 6, dann auf 24, 42, 60, 78, 96,
114, ¥32 und 150 jpringt.

Jrage 4: B, inbem er junddit auf 13 gelangt und von fier in
Stufen pon je 13 zum Jiel. — Die lepte Ctappe vor dem Siege firr
B ift 169, und jwar fommt nny died allein Hierfiir in Vetradt, nidt
etiva, twie man vielleicht denfen fonnte, neben 169 aud) wallfrei 170
und 171. Tenn, wenn B auf irgendeine Weife auf 170 oder 171
gefommen wdre, {o wiirbe 3war A das Biel mit dbem nddyjten Sprunge
nidht erreichen fdnmen; jedod) fann A aldannm bi3 180 refp. 181
gelangen, und B muf. nun — bei einer minimafen Sprungmweite von
3 Fuf — iiber bad Biel Hinausfpringen. E3 wiirde alfo — man
adte auf bie Formulierung unferer Aufgabe (&. 11) — feiner von
beiben fiegen. _

Jrage 5: Sieger ift offenbar derjenige, der zuerft auf 98 ober 99
gelangt, da der Gegner alddann — bei einem Minimum von 2 Ful
— dag Biel mit dem nddjjten Sprunge erreiden byw. itberdhreiten
muB. A wiirde alfo ben Sieg erywingen finnen, wenn er sunidit
auf 10 jpringen und dann in Stufen von fe 11 su 98 fortidreiten
tounte. Sum ift ihm aber — bei einem marimalen €prunge von
9 Jup — bdie Stufe 10 fiir da3 erfte Mal unerreihbar. Ehenio-
twenig fann A e3 erzwingen, die Stelle 99 in Stufen von je 11 zu
erreiden. Wie A daber aud) beginnt, B fann mit feinem erften Sprunge
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Iebenfallé auf 11 gelangen, worauf er in Stufen bon je 11 forts
{chreitet bis 99, um fo A sum Uber{dhrejten de3 Bield zu zwingen.
Aufper diefem %erfaf)ren ba3 B {tets befolgen fann, gibt e3 fitr ihn
nod) ein ziveited, dag freilid) nidht immer anmenbbar ift: Wenn B
mit bem erften Sprunge auf 10 fommen fann, was jedod) nidht immer
miglidh) ift, fo fann er von Yier ab, durd) Vorriiden in Stufen von
je 11 bi3 3u 98, den Sieg erzwingen, da A alsdann bag Hiel er:
rveidjen pder dberjdreiten mup. — Died jiweite BVerfahren ift offenbar -
bann und nur dann nidt ausfithrbar, fwenn A mit einem Sprunge
von 9 Fuf beginnt; das erfte Verfahren (Gft i) dagegen, wie jdhon
gejagt, unter allen Umftdnden antwenden, wie aud) A beginnen mag.

Kapitel IL

Frage 6: Die Anzah!l der Juverfionen ift 23, die Anfgabe alfo
un{babar. .
Rapitel IL

Troge 7: Die Aufgabe ift fymmetrijd) su Nr. IV in § 3 (8. 29),
woxaus fid) dag LWjungsdjdema leidht exgibt.

roge 8: Die Aufgabe ift reziprof ju Nr. XIV in § 3 (S.31).

Sroge 9: Die Aufgabe ift offenbar analog der Aufgabe Ne. X in
§ 3. Jn der Tat wird aus der Kombination 46; 18 durd) eine
Biertelbrehung im Umbdrehungsfinne des Uhrjeigerd: 64; 37, hieraus
durd) Spiegelung an ber Mittelvertifalen: 24; 57 und I)teraué durd
LBertaujdung von Anfangsds und @cﬁiuﬁ[n&; 57; 24 (M. X). —
Die geftellte Aufgabe ift alfo {ymmetrifd zu der reatprofen von M. X
in § 3.

Rapitel IV.

'_’s‘rnge 10: Fein; denn bei biefem Gemwidtdfa wird ber jdhein:
bare Borteil nur auf Roften von- Siiden getwonnen, inbem Wiagungen
bon 32 g und 97 g (82 + 65) itberfhaupt nicht moglich find.

Trage 11: Der angegebene Gewichtsia ermdglicht alle Wagun-
gen pon 1 g bi3 610 g infl.; feine 11 Gemwidyte fonnen erfest werden
durd forgenbe 10 Gewidte: 1 g, 2g,4 g, 8 g, 16 g 32 g, 64 g, .
128 g, 256 g, 512 g, und diefe ermbglihen Wigungen nod) bHis
1023 g einjdlieflich.

Frage 12: 127 Umfebungen im ganzen, davon 64 mit Sceibe 1
und 4 mit Sdjeibe 5. Die erfte Umfehung ift: ,1 von A anf C.“



Beantivortung der Fragen 109

- Rapitel V.
Srage 13: Die Unfangsjtellung, bei der alle Ringe oben jind, ijt
natiivfi) durdaus nod) nidht die ungiinftigite fiir die Trennung dex
Ringe von der Spange. Bielmehr ift die3 bei 5 Ringen?) die Stellung

4
1023 5

® 555 iveil hier nimlih zundcdft die vier lebten Ringe zu Heben
{ind, wasd ebenjopiele Umitellungen erforbert, al3 wdren die Ringe
utfpriinglich oben und erit zu fenfen: aljo 7 Umitellungen nady un-
ferer Tabelle (&. 50). Dazu fommen dann nod) die fir den Fall
der normalen Unfangsftellung erforderliden 16 Umftellungen; ind-
gefamt find e3 aljo Hier 23 Umiftellungen, die nbtig find.

Qapitel VL
Srage 14: Die , Grundzahlen” find jept 1, 2, 4, 8, 16.
7= 44+241
25 =16 + & + 13
die dritte Bah{ muf daher 16 + 8 + 4 + 2 = 30 fein, und die
entftebende ,,audgezeidnete’” Stellung it aljo: 7, 25, 30.
Trage 15: Der zweite Spieler gewinnt, weil die anfinglide
Gtellung ,,audgezeidnet” ift:
8 = 241
17 = 16 4+ 1
18 =16 + 2
grage 16: Wir Hhaben hHier offenbar einen Fall Ded in KLap. I
(, Wettipringen’’) bejprohenen Spield vor ung, und nad) den dortigen
Rusfithrungen muf bei ridtigem Spiel in diefem befonderen Falle
ber yweite Spieler fiegen: nad) feinem erften Juge werden von bem

Haufen indgefamt 5 Steine verjhwunden jein, und nad) feinen iei-
teren Biigen 10, 15, 20, 25 Steine.

Rapitel VIL
Frage 17: Die Fortlebung ergibt fich unter Anivendung der
angegebenen Regel von Feld 37 aqud unddft ungweideutig biz
 Jeld 46 jo, wie in Fig. 72 angegeben. BVon Feld 46 Hitte man der

1) Beziiglidy der entjpredenden ungiinftigiten Stellung fﬁr Pen Fall pon
4 Ringen vgl. die Ansfiihrungen auf©. 48, Feile 6 v. u. bid S. 49, 3. 7 v. 0.
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= s | =& Regel 5nfbfge, anjtatt nad
56|77 134 | 7 64|19 | 90| 3 47, ebenfogut nad) 49 jprin-

3572 |55 | 78| 33| 2 | 53| 20| gen Toumen. Wbl man,

. vie wir getan, 47, fo er-

gibt fi) die teitere Fort-
7657 32|13 |64 |57 | # |49 feung ungweidentig bis 51
7136 |75 |58 |27 |48 |27 | 52| von bBier aud ftehen 52
und 54 mit gleidgen Redten
38|37 |26 |63 |7# | 59| 46| 5 | sur Wahl. Cntjdheivet man

o fid fiir 52, fo geht e un-
5|10 |37 |28 | #7| 22 | 43| 60 jweidentig eiter big 59,

49 worauf man die Wah!{ 3wi-
30139 | 8 |23 62 il il fden 60 und 64 Hat. Hier-

9| 27|29 | 40| 7 | 4% |67 | #2 | auf exgibt fih ber Schluf
— eindeuttg. — Der o ent-
el ftehende  Mffeljprung (7.

Sig. 73) teift, obwohl er
ungefidhr su brei Fiinfteln
ber Fig. 35 entlehnt war,
nidt mehr die fhone Form
biefed Diagramms auf, wie
iiberhaupt die nad) ber ge-
dadjten Rege! gebildeten Rif-
elfpritnge meift unfdhdn find.
Dafiir hat unfere Regel uns
allerdingd biefes Mal zu
einem gefdloffenen Rbfjel-
fprung gefithrt (bie Schluf-
fette ift in ber Figur geftri-
delt geseichnet), wahrend der
Sig. 5. bon §Fig. 35 offen war.

/S
&
LY
NEkis
o

2%
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: , Rapitel VIIL. )

rage 18: Sdjreibt man die Bahlen 1 bi3 81 gtoetmal, namlid
in gwet untereinanderftehenden Reifen entfpredjend der Shreib-
weife auf &. 75, Bin, fo fieht man fofoxt, daB diefe zwei Jahlen-

reifen bie Summe 82 >« 81, eine Reihe allein alfo 82 >2< ol

ergibt;
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bavon entjdllt auf jede der 9 Reiben ded magijden Quadratd die
82 >< 81-

| % |29|72 | 37| 20|45 |28
357113679 |44|27| 3
70| 42|78 | 43|26| 2 |3%
Frage 19: |47 |77149(25|7 | 33| 9 | e
76\ 48\ 24| 7 |32| 8 |40
47123 6 |31 |1 | 39|75
2215 130|713 38| 21|76

Frage 20: Durd) Vertaujdung der Jahlen aller in Fig. 51 (S. 51)
mit b bejeicgneten Gebiete ergibt fid) das folgende magiide Luabdrat:

7| 2| 3 |##7#0/139(138|7311136|70 | 71 | 12
13 | 74| 75 129128127 |126|725| 125 22 | 23 |24

25|26\ R7T\HT 716|715 | TIHTI3T12| 37| 35 | 36
T08\707\706| 40 | 41 | 42| #3| 4% | 45|99 | 98|97
96|95 52| 53| 54|55\ 56|57| 87,86 |85

6%65|66|67\68169|75|7%|73
76\77\78|79\80|87 63| 62|67
90(9792{ 93| 57| 50|49
#2703\ 704|705\ 39 | 38|37
33 |32|37|30(29)| 28118719720
79
7

84|83
|\ 72| 77
60|59
48|47
709{710
727|722
733|734

Srage 21: Um 470.

Hig. 76.

78 |77 |76 [130737/732)
6| 5|4 |malmsins

NEHBERNEREE
x
X
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KRapitel IX.
Aufdbedung der Trugidliifie.
I. Biz jur Gleidung
a-(a—a)=(a+a) (a—a)
einicf;liei;liéf; ift ber SHlup einmwandivei. Diefe GleiGung nun befagt,
baf 3mwet Probufte, jeded ausd zwei Faftoren beftehend, einanber gleid)

find, und zwar ift je ein Faftor in beiden Produften derfelbe, nim-
fid: (a —a). Wir haben aljo eine Gleihung von der Form:

XZ=Y*%Z

Im allgemeinen folgt aus jolder Gleidung: x = y;. denn, wenn zvei
PBrodufte von je zwei Faftoren einander gleid) fein jollen und der eine
Fattor — Gier z — 1ift bei beiben derfelbe, fo mup in der Negel der
andere JFaftor aud) derfelbe fein: e8 ift 3.7 aud) nur =3 -7 und
nidyt etwa = & - 7. Wenn wir alfo beifpieldmweife die Gleidung Haben:
x-7=3-7, jo folgt baraus unbedingt: x = 3. Eine Unsnahme bif-
det jebod) der Fall, baf Der in Deiben Produften vorfommende Faftor
bie Mull ift: e3 it 3-0=15-0, ohne dag die Faftoren 3 und 5 ein=
ander gleid) find. Die Gleidung

XeZ=y"%

wirb alfo, wenn z =0 ift, jtéets befriedigt, welde Werte audh x und y
Haben, und, wie man aud der Gleihung 3-0=15,0 nicht johlies
Ben darf: 83 =25, ebenfowenig darf nian aud x-z =y.z, wemn
z=0 ijt, jhlieBen: x=y. Diefen Trugidhlug Haben wir aber be-
gangen; denn in unferer Gleidung
a-(a—a)=(a+a) (a—a)

war ber in beiden Produften vorformmende Faftor, ndmliga —a, =0,
und wir jhloflen daraus falfchlich) die Gleichheit der anderen Faftoren,
nimlid): a=a +a. BWir dividierten, wie man wohl fury fagt,
bie beiden Seiten ber Gleidung durd Nul{, eine Operation,
bie, wie wir jeht fehen, nidht erlaubt ift.

IL. %ud Bier ift, wie in I, eine Gleidung , durd) Null dividiert’”
nimlid) durd) a —b — ¢, einen Ausdrud, der infolge der Definitions-
gleiung a —b =c eben ben Wert Null Hat. g e
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Der Fehler, durd) Null zu dividieren, ift iberhaupt fiir die Kon-
ftruttion arithmetijer Trugidliifie einer der beliebteften, und es er-
jcheint daher angebradht, aud einer vor mehr al3 einem Halben Jahr-
Hunbert gebrudten und Heute gewif vollig in Bergeflenbeit geratenen
, Mathematifden Bierzeitung” einen Abjdynitt wiedersugeben, der bas
Berbot, eine Gleidhung mit Null zu dividieren, in ebenfo ireffender,
oie amiijanter Weife Dehandelt. Unter Nadahmung der Genefis,
porjiglid) Des 3. RQapitels, verfinbet die ,Biergeitung” ung fol-
gende3’):

1. Und der Herr {prad) zu Udam: Siehe, id) gebe in deine Hand basd
ganze mathematijfe Paradies.

. Du darfjt dividieren mit allen Bahlen, bie darin find.

. Wber mit Der Null darfft dbu nidt dividieren, denn fie ift ein Ge-
Jchopf ves Fiirften der Finjternis.

4. Die Sdhlange aber war liftiger alg alle Tieve auf dem Felde und
fprady zu der Cva: Sollt ihr nidht dividieren mit allen Jafhlen
de3 Paradiefes?

5. Gprad) bas Weib: Mit allen Bahlen joll mein WMann dividieren,
nur mit det Null nicht; denn fie ift ein Gefdhbpf der Finfterniz.

6. Sprad) die Shlange: fie ift mit nidten ein Sefhdpf der Fin-
fternis, jonbern, twenn ihr mit Null dividiert, werbet ihr unter-
{deiben lermen, wad ridtig und falid ift. '

. Unbd bad Weib {hauete an, daf mit Null gut zu dividieren wdre,
daf e3 eine (uftige Bahl wéve, weil fie flug made, und jprad) ju
ihrem Manne: Dividiere dod)! Siehft du benn nidht, dap die
®leidung viel einfader ivird?

8. Und Uvam fahte fid ein Hery und dividierte, ,und die Augen
gingen ijm ploplid auf und gingen ihm gleidhzeitig itber.”

. Uber der PHerr fprad zu Udam: Hajt du nidt mein Gebot
iibertreten?

_10. Darum eliminiere i did) aug dvem mathemoatijhen Parabiefe.
11. Jm Sdweife deined Ungefidhts folljt du Gleihungen redmen

und Bemweife fuden, und jolft nidhid glauben, bid du e3 be-
toiefen Bajt.

Ww

=1

o]

1) Wir Haben am Enbde ein paar Verfe geftridhen und entiprechend
die Berdzafhlen gedndert — Die unter Redaftion von TH. Berner in
Berlin erjdhienene ,Mathematijhe Bierzeitung” ift vom 28. Januar
1863 datiert.

ANuG 170 AJrend, Math. Spiele. 4. Anjl. ]
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IIL. Bis zur Gleidung (d—b)?=(d — a)* einfdlieglid ift das
Beweidverfahren eintwandirei. Uus der Gleidheit zweier Ansbriide
folgt jebod) nidht, baf aud) die Luadratwurzel aud dem eimen NAus-
orud gleid) ber ausd bem anbderen ift, vielmehr Hat die Duadratourzel
befannt(id) 3wei Werte, die fidh) durd) das BVorzeiden unierfdpeiden,
und, wenn A und B zivei einander gleide Grifen find; fo ift alfo
bie Quadratwurzel aud A nidit jdledtweg gleid der Quadratwursel
aug B, jonbern nur gleid einem der beiden Werte, die die Daradrat-
rouvzel aud B befist. Aud unferer Gleidung (d—b)® = (d — a)?
durften wir dafer nidjt, wie wir e3 taten, ofne weitered {dhliefen:
d—b=4d—a, jonbern nur: d—b ijt enttweder

=+ (d—a)
ober =—(d—a).

Belcher diefer beiden Fille befteht, erfennen twiv nun leicht: denn,
wenn von den beiden Grofen a unbd b die grifere etwa b ift, fo ift,
ba d swifden a und b fiegt, d—b negativ und d —a pofitiv; e3
fann aljo gar nidt, toie wir annahmen,

d—b=+4(d—a)
feirt, fondern nux: d—b=—(d—a),
und biefe Gleidung tvitrde und ju feinerlei paradogem Rejultat fiih-
rent, bielmehr folgt aus ihr nur:
d—b=—d+a
und eiter: 2d=a+Dh,

b. §. wir fommen nur ju der alten Gleidung fiir unfer d (§. S. 95)
suriid.

IV. Die Ungleidhung a — 1 <a, von der it audgingen, ift na-
tiirlid) unanfedjtbar. Wad aber anfedjtbar ift und iiberhaupt den
Trugidyluk -Herbeigefithrt Hat, das ift die Multiplifation der beiden
Geiten biefer Ungleidung mit einer negativen Grife (—a). Woh!
barf man eine Gleidung auf beiden Seiten mit derjelben negativen
®rdfe multiplizieren, nidjt aber ift dies bei einer Ungleichung ju-
[dfitg, wie folgenbes Beifpiel geigen mag: Aus der Ungleidung 1 < 2
wiirde durd) Multiplifation mit (— 2) folgen: — 2 < —4, eine
Ungleidjung, die offenbar unridtig ity denm (— 2) ift nidjt, wie un=
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fere Ungleiung twill, fleiner, jondern vielmehr grofer ald (— 4).
Wer nimlid) 2 WML Schulden und weiter nicht befigt, ,befist” tmmer
nod) ,mehr’’ ald jemand, deffen ganzed , BVermbgen” tn 4 ME. Sdul=
den befteht (ber Lefer, bem etia diefe Uuffafjungsiveife nidht geldu-
fig fein jollte, braudyt fih nur vorzuftellen, daf die beiben gedacdhten
Perfonen je 5 INE verdienen und nun jeder von feinem WVerdienit
feine ©djulden abtrigt; danu zeigt fich unziveifelhafjt, twer von beiden Fu-
por mehr , Bermbgen” befaR). Bei der iiblicdgen graphijdhen Darftellung
Ber pofitiven und negativen Bablen, die man fo ju geben pilegt, daf
bie Bahlen von linfs nad) redtd hin beftdndig wadfen, fieht demnadh
der ung hier intereffierende Abjdnitt der Bablenreibe o ausd:

1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(4 fomit rechts bon 2, aber — 4 Yinf von — 2). — Wenn wir alfo
die ingleidung 1 << 2 auf beiben Seiten mit (— 2) multiplizieren
wollten, jo BHatten wir gleidzeitig dad Ungleidhheitdszeichen umiehren
mitffen und Ydtten al@dann bdie ridtige Ungleifung — 2> —4 be-
fommen. Gbenjo folgt in unferem urjpriingliden Falle aus der Un=
gleidung a — 1 < a durdy Multiplitation mit (— a) nur:

—af+a>—al

pber a >0, eine Ungleidung, die nur unjere urfpriingfliche Fejt-
febung, baB a eine pofitive Grofe fein joll, wiederholt, alfo nichtd
Unermarteted ausdjagt.

V. Wihrend. in LV der Trugidluf dadurd) ermiglicht wurde, dap
eine Ungleidung ofne Umtehrung ded Ungleichheitdzeichensd mit einer
negativen @rife auf beiden Seiten multipliziert wurbe, ijt bier, wasd
natitclih auf dazfelbe hinausfommt, eine Ungleihung durd) eine ne-
gative ®roge, namlid durd p—q, dividiert (ba p<q ijt, fo ijt
p —q megativ). Die Divifion an fidy ift freilih sulaffig, jedod) hit-
ten tir dabet bas Ungleidfeitdzeihen umfehren miiffen und BHatten
aldbann erBalten: p -+ q > q, eine Ungleidung, die unzweifelhaft
ridtig it '

V1. Wir gingen bei unferem SchluBverfahren aus von der Be-
hauptung, daf a3 Doppelte einer Grofe grofer ift al3 dad Eins
fade. Diefer Sap gilt febodh mur fiir pofitive Grogen: Wenn A
opyelt Joviel wirkides Bermdgen befibt ald B, fo ift da3 Bermigen
e3. A natiiclid) grofer als ba3 von B. Befteht aber da3 ,Bermdgen”

. 8*
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beiver nur in Schulden und hat A deven doppelt {o viele al3 B, fo

jteht A nidt befler dba af3 B, jondern fdjlechter; Das ,,%Ermﬂgen“

von A ift bann alfo fleiner al3 bag von B (gl i?te Ausfiihrungen

su IV). Run ift aber log a fiir ben Wert, den wir a gaben, ndm=

lidh fitr 1, Teine pofitive, fonbern eine negative Grdfe; die Gleidung
2.loga>loga

gift afjo fiir unfer a =14 nidt, jonbern nur, wenn a>1 ijt.

VII. Der Trugihluf beruht Bier, wie bet IXT, darauf, daf von
ven 3tet Werten einer Quadrativurzel dber unviditige gewdhlt ijt. Mit
ben ridhtigen Borzeidhen der Duabdratiwurzeln verfehen, wiirde unfere
@leichung lauten: — J'x=i2V/x, oraus folgen mwiirde: i2=— 1.
— Tberhaupt find die imagindren Grdfen in bejonderem Mafe ge-
eignet, um zu unrichtigen, beabjichtigten oder unbeabiichtigten Ergeb=
uiffen zu fijren. So witd 3. B. aud) bdie Gleidung i*=1, die
natiivlidy ridgtig ift, benubt, um daraus durd) ,Rabdizieren” wieder
unfere falfge Gleidung i* =1 Yerjuleiten, twafhrend ridtigeriveife
ver anbere Wert von /1, affo — 1, mit der Folge alfo: i¥=—1,
31 nehmen wére.

VIII. Der Lefer erfennt leidht, daf die Fig. 62 gefliffentlich falich
geseidmet ift, um ben Trug{Gluf zu ermbgliden. Denft man fidh
nimlid) B mit C und D verbunben, {o fieht man, dbaf <CCB A und
ebenfo <CABD af8 Peripheriewintel im Halblreife je ein Redjter
find, <CCBD mithin ein Geftrecdter und die Linte CBD fomit eine
Gerade ift. Die Verbindbungslinie der Punfte C und D geht alfo
notwendig dburd) B, den jweiten Sdnittpuntt der Heiden Rreife.

C IX. Der Trugjdhlup beruht darauf,
daf {owohl Fig. 63, wie Fig. 64 falid)
gezeidnet find. Bunidft Fig. 63: Die
Dalbievende eined Winfelds und bdas
Mittellot qur gegeniiberliegenden Drei:
edafeite {hneiden fid) nicht, wie twir e3
gezeidynet haben, innerhalh, fondern
auBerhalb des Dreieds. Dies ergibt
fi fofort, wenn wir den Rreid durdy
die brei Eden bes Dreieds, den foge-
nannten , Wmtreis” bed Dreieds, seichnen
(1. Fig. 76). BVerlangern wic ndmlid) die
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Dalbierende des Winfeld bei C big zu diefem RKreife, fo mup fie
diefen gerade in der Mitte ded Bogend A B treffen, tweil su gleiden
Peripherieminfeln (L ACN = U B C N) aud) gleidje Rreisbogen
gehbren; Bogen AN ift alfjo=Bogen BN. Ferner muf nad) be-
fanntem Gabe dad auf der Sefjne A B in beren Mitte D ervidhtete
Qot aud) dburd) die Mitte ded zugehirigen Kreisbogens, alfo durd
N, gehen. Winfelhalbierende und Mittellot gehen fomit beide durdy
diefen Punft N und ziwar ift died, da et geradbe Linien fid) mur
in einem Punfie Gneiden, ifr eingiger Sdmittpuntt, o dap alfo ein
Sdnittpunit im Junern bed Dreiedd, mwie wir ihn in Fig. 63 an-
genommen Hatten, nidht moglich ift.

Damit ift Fig. 63 erledigt. TNun Fig. 64! Da ACBN, iie jpeben
bereit3 bemwiefen (. Fig. 76), ein Sehnenviered ift, jo betragen ein Paar
gegeniiber(iegenbe Winfel diefes, ndmlich ST CAN und <2 CBN, nad
befanntem Sage zufammen 2 R; mithin ift — abgefehen von dem be-
jonderen Falle, dap jeder diefer Winfel ein Redhter und A ABC tirk
lid) gleidhjdpentlig ift — Der eine diefer beiden Wintel jpits, Der andere
ftumpf. Somit Bnnen fie nidt beide, wie in Fig. 64 angenomuen
inar, Nebenwinfel pon redtwinfligen Dreieden fein. Bielmehr twird
nur der eine diefer beiben Wintel, der ftumpfe, — in Fig. 76 <T CAN —
~ Rebenwintel eined rediwintligen Dretedd jein, wdhrend der andere
Winkel, der fpibe, — in Fig. 76 << CBN — bem entfprechenden redjt-
winfligen Dreied FBN als Junentvinfel angehirt. Bon den Fup:
punften der Lote NF und NE liegt alio Der eine auf der betreffen-
den Dreiedsfeite felbit, ber andere aber auf deren BVerldngerung.

Wendet man nun auf die ridtiggeseidhnete Figur, alip auf Fig. 76,
dasjelbe Schluftberfahren an, wie vorher auf die unridhtigen Figuren,
fo erhdlt man war ebenjo fie zuvor:

CE=CF
unbd AE=BF,
aber der Unter{djied befteht darin, daf fid) die eine Dreiedsieite, C A,
alg Differeny biefer Streden CE und AE, die anbere Dreiedseite,
CB, dagegen al3 Summe bder entfpredenden Stiide (CF und FB)

barftellt. Wie zuvor, wiirben twir alfo jeht die Gleidung Haben:
) CF +BF = CE + AE,
aber hieraus folgt nidhgt: CB = CA, {ondern bielmefr:
(B=CA+2AE,
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Unfeve Gleidung befagt alfo, dap die beiben Dreiedsieiten CB und
CA ungleid find und die grifere von ihuen, CB, um 2ad doppelte

&titd pon AE ldnger ift al8 die Hleinere, CA. 4

X. Der Fehler liegt darin, dah, wenn man
pie Stitde I und IV der Fig. 65 {o aneinanbder:
legt, toie in Fig. 66, die jo entjtehende Linie ABC
(1. Btg. 77) Teine gerade, jondern eine gebrodene
Qinie ift, die in B einen Qnid Hat. Wire die
Linie ndmlid) gerade, fo miifte die Rroportion
befteben:

AD:BE=DC:EC
nder: 5:3=13:8,

eine Proportion, die falid ift, da aus ihr dburd
Multiplifation der Auferen und der inmeren
®lieder folgen wiirhe: 40 = 39. Gbenfo wie
mit den Stitden I und IV, ijt 3 mit I und IIL
Die Fig. 66 ift alio abjidhtlic falid gezeichnet.
Legt man die 4 Stitde I, IT, IIT, IV in ridti-
ger Wiedergabe aneinanbder, {o entfteht vielmehr
die Jig. 77, die im Junern eine Liide, dbasd lang-
geftredte Paralelogramm ABCF, aufweift. Dex
Fladeninhalt biefed ift gerade gleid) bem eine3
ber 64 Felbquabrate; e3 ift die3 dbas 65. Feld, das

\

\

\

\

\

17

\

\

Fig. 7.

wir in unfere falfde Jeihnung (Fig. 66 ) unmertlich einjmuggelten, in=
dem wir diefe in WirklichFeit beftehende , Liide” verwijdten.

Abnlic) fteht e3 mit Fig. 67. Die {ange jhriige Linie
bort tuiirde bei ridtiger Jeidhnung an jwei Stellen einen
®nid Haben. Der in Fig. 67 mit ITT begeidnete Gebiets-
teil Bat bei ridhtiger Beidnung ndmlic) dasd Ansfehen von
ABCD unferer Fig. 78, und zwar ift ADC eine ges
brodyene Linte. Daf ADC nid)t gerade fein fanm, geigt
die Unridtigleit ber Proportion 3:2 = 8: 5. Die gerade
Berbindbungalinie von A und C liegt auerhalb des Bier:
edd ADCB, und nidyt diefes, fondern bag Dreied ACB
ift fongruent dem ©titd IIT der Fig. 65. Wenn ivir
alfo dag Biered ABCD falfchlid fiir bag Dreied ABC
fepen, laffen wir da3 Dreied ADC verjdwinden, und

y:|

B

\_

\

3ig. 78

C
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3war tird biefe Unterjdlagung in Fig. 67 ziveimal begangen. Die
beidben {o fortesfamotierten Treiede haben zufammen den Fladjen:
inhalt Des 64. Feldquadratd, daz beim Ilbergang von Fig. 65 zu
Fig- 67 verjdmindet. ¢

Z—X

XI. Der Trugihiup fommt dadurd) sujtande, da ==
gefebt mwird. Freiliy ift im allgemeinen —— =—>—"— 1,

jedboch gilt died nur fo lange, ald x—z von O verfdhicden ift. it
aber x —2z—0, alfo auch 2—x =0, o ift wnfer Musbrud 2> =2,

alfo umbeftimmt (itber das Dividieren refp. ,DHeben” durd) Null vgl.
obent unter I und IT). Diefer befondere Fall fiegt nun aber hier vor,

. v » " . v Z X
Iv'te it leidt ergibt: €3 war die Proportion SR Berge:
leitet; aus ifr folgt yz + 2? =x*+xy ober x* —2 4+ xy —yz=0
oder (x+z)(x—z)+y(x—2z)=0 oder (x—z)-(x+y+12)=0.
Diefe lepte Gleidung verlangt, daf ein Produft von zwei Faltoren
— einerfeitd (x — z), anbererfeitd (x + y +2z) — Null wird. Dann
muB einer der Faftoren den Wert 0 Haben und, da x+ y + 2z, die
?inie A C unferer Figur, nicht gleig Null ift, fo mup eben x—z=10
ein

XTI. Der Trugihluf beruht natiirlih darauf, daf nur der grofe
Rreid abrollt und nidht der Heine. Rollte der feine Kreid auf der
®eraden CD ab, fo wiirde er eine volle Umbrehung echeblid) frither
al3 jesit, alfo por ber Stellung D, beenbet Haben.!) 5D o

A

XIII. %eil A, C, B, D pier harmonijcge Puntte find, ift 35 =3¢
Da nun AD>AC, fo ift BD>BC; F, die Mitte von CD, muf
alfo rechtad von B, D. 5. auferhalb ded Rreifes, liegen, und nur unfere
unridhtige Jeidnung ermiglichte den Trugidhlug.

XTV. Mehmen wir, um bequeme BVerhaltniffe su Haben, anm, daB
die Sdyilbfrdte und Achilles fidh, wie e3 {hon in Fig. 71 gegeicdynet

1) Die Bahnfurve, die ein beftimmter Punft de3 Sdheibenumiangsd bei
unferer Bemwegung madyt, ift fibrigens eine jogenannte ,gemeine Zytloide”,
und gwar ift bie Wegftrede, die dicjer Scheibenpunit von A big B juriid-
legt, gleid) dem pierfadjen CSdjeibendurdymeijer. Die Boahnfurve eined be-
frimmten PRuntted der Peripherie ded fleinen RKreifed ift eine {pgenannte
. verfiirzte Zytloive”.
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war, in gerader Qinie bewegen, und zwar ADilles mit einer Ge-
jwindigeit yon 100 m = 1 hm (@eftpmgter)r in ber Minute, die
Sdhildfrdte dagegen mit einer Gefdwindigleit, ?JIE nur '/;o DOX jener,
alfo 10 m = 1 dkm (Defameter) pro Minute betrdgt. Der cmf'anghc[)e
Borfprung der Schildfrite fei 100 m. Alsbanm gefangt Achilled be-
reitd nach 1 Minute an den anfinglidgen Standpuntt S der Edjild-
frite; Diefe ift ingwijjen um 1 dkm, bi8 S, mweiter gefrochen, gnb
UAchilled brauchgt Y/, Pinute, um aud) nad) dort ju gelangen. Jn-
swifden ift die Schildfrite jebod) um 1 m weiter gefrodjen bid S,
und Adilles braudt Y, Minute, um nad) dort gu fommen. Jn bzefgr
Beit ift die Shildfrote um 1 dem mweiter gefroden bis Ss, mofqr
Adilles dann 1,5, Minute gebraudien tviirde, und fo mweiter. Die
gange 3eitfpanne, auf die fich das Raifonnement Benos begieht, ulg‘faﬁt
affo indgejamt 1 Minute + Yy, Minute + Y39 Minute 4 1/, g0 Minute
+ Y10000 Minute und jo weiter. Innerhalb biefer Beitipanne tft_ Benod
Behauptung, dap Adilled die Edildtrbte nidht einbole, unzweifelhaft
ridhtig.- Weldes ift nun aber die Grofe diefer Jeitfpanne? Die Reihe
der Beitelemente lantet, ein wenig anderd gejdrieben, {o: 1 40,1
-+ 0,01 + 0,001 4+ 0,0001 + ... Winuten ober 1,1111 ... Minuten,
und nad) befannten Sipen iiber die periodifden Dejimalbritdhe find
bied 1%/, Minuten. Die gange Beitfpanne, auf die i) Zenod Raifonne:
ment erfivedt, umfaBt alfo nur 1%, Minuten: Jnnerhalb diefer Seit
Holt Adjillez die SHildfrote nidht ein, jedod) wird im Laufe diefer
Beit der Wbftand zvifchen beiden Eleiner und fleiner, und am Enbde
biefer Beitfpanne ift ber Ubftand fo Iein, daB er fleiner ift al8 jebe
uod o fleine Grige. Denn ber Wert unferer unendlihen Reihe der
BeitgroBen: 1Y, Minute, {chlieht audh die entfernteften, nodh fo Heinen
Beitelemente der Reife mit ein. Cin Ubftand nun, der feiner ift als
jede nod) fo fleine Grbfe, ift aber offenbar geradesu Null, d. §. nad)
1Y, Minuten at Achilles die Schildirdte eingeholt und wiirde nunm,
tvenn beide ficdh mit ifren bisherigen Gefdhwindigleiten weiter bemwegen,
im nddjten fleinjten Beitelement voranfommen?).

XYV. Die Shlupmweife von B ijt fehlerhaft; dagegen Hat A Redt:

1) Urijtofeled fudite ba8 Sophicma Jenond dadburd) zu entfriften, baj
er bemerfte, bie Rinie al83 Kontinuum diirfe nidht mit der Gefamtheit ifrer
Punite identifiziert werben; denm bei diefer Auffafjung mwitrden alle end-
liden Linien, weil fie gleid) viele, ndmlid) unendlich) viele Puntte entHhalten,
unter fih gleid) lang jein.
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Gs nnb wenn wir bies audfithrlich angeben, fo[genbe nerid)tebene
Bilber nad) einem Wurf ber drei Miingen moglid) (k = Kopfieite,
w = Wappenieite):

1) kkk 3) kwk 5) wkk 7) ka

2) kkw 4)kww 6) wkw 8) www
Bon diefen adht Fillen find nur et giinftig: der erfte und der lepte;
die Wabhrideinlichleit fiilr dad Cintreten des ertwarteten Ergebniffes

betrigt aljo: 1 = —1-- Das Shlufsverfabhren ded B nimmt an, daf

bie ungunfttgen LZ&aIIe nur ebenfo zahlreid find twie bie giinftigen, und
iiberfieht Dabei folgended: Daf beifpiel3tvetfe ztvei Miingen k zeigen,
bie dritte aber w, fommt nidht HloB in einem Falle vor, fonbdern in
breien, namlid in Fall 2, 3, 5 der obigen Jufammenftellung, indem
ndmlid) ba3 w entteder auf der dritten ober aber auf der iweiten
oder JdylieBlich auf der erften Miinge erfheint. Gany entjprechend it
e3 mit Der Rombination, die aud zwet w und einem k befteht (Fall
4,6, 7). Jm Gegenjah dagu fann der giinftige Fall kkk nur auf
einerfel Art juftande Eommen, und dazfelbe gilt fiix Den anberen
gitnjtigen Fall, nimlid w ww. Die ungiinftigen Fille find alfo drei-
mal {o Ddufig tvie bie giinftigen.

Galton madhte iibrigensd audy einen praftijfen BVerfudh und benuspte
bierfitr drei Wiirfel, toobet er fejtiehte: Die geraden Witrfelzahlen be-
peuten , Ropi”, die ungeraden ,Wappen”. Cr tat nun mit den brei
BWiirfeln 120 Wiirfe; der Fall, daf alle drei Wiirfel gerade Bahlen
ober aber alle drei ungerade Zafhlen aufwiefen, trat dabet 28 mal
ein. Der theoretijdh su ertvartende Wert todre 30.
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Mathematische Unterhaltungen.

Mathemat. Unterhaltungen u. Spiele. Von Dr. 7. 4/47ens in Rostock.
In 2 Binden. 2.,verb.Aufl. gr.8. LBd. Mit 200 Fig. [IVu.400S.] 1g10. Geb.
M.7.50. IL.Bd. Mit128Fig. [VIu.4555] 1918. Geh.M.13.—, geb.M. 14.—

Die Darstellung ist so gehalten, daB auch der Nichtmathematiker die allgemel_n%n
Auseimandersetzungen tber die Aufgaben und Spiele verstehen und aus de.m 'Buche nicht
nar die ihmen zugrunde liegenden Regeln selbst entnehmen, sondern auch in ﬂ{_re Thetzine
eindringen kann, Der Mathematiker findet in ihm eine wissen§cha_ithche Begriindung der
Probleme, die in historischer Entwicklung vnd unter Beriicksichtigung der vorha.ndepan
Literatur auch zu den allzemein wissenschaftlichen Problemen in Beziehung gebracht sind.

Scherz und Ernst in der Mathematik, Von Dr. i¥. Akrens. 2. Aufl.

[ca. 520 S.] gr. 8. (Unter der Presse 1919.) ’
Das Buch bietet eine unerschépfliche Fiille von gefligelten und ungefligelten Worten

aus dem Munde der bedeutenderen Mathematiker, Astronomen und Physiker, die auf jhre

Gewobnheiten, Anschanungen, wissenschaftlichen Bestrebungen ein helles Licht werfen.

Mathematiker-Anekdoten. Von Dr. I¥. Akrens, Mit 9 Bildnissen. [IV
u. 56 8. 8. (MPhB 18.)) Steif geh. M. 1.—

Das Biichlein bietet seinen Lesern eine Reihe interessanter oder amiisanter Vorfille aus
dem Leben hervorragender Mathematiker.

Riesen und Zwerge im Zahlenreich. Plaudereien fiir kleine und
grofe Freunde der Rechenkunst. Von Oberrealschuldir. Dr. W. Liezzrmann
m Jena. Mit 18 Fig. [IV u. 56 S.] 8. 1916. (MPhB 25.) Steif geh. M. 1.—

»0Ob es sich ums Zihlen und um Zahlsysteme, um astronomische, physikalische oder px_'ak'
tische Fragen bandelt, ob von Schach, Kriegsentschidigung, Molekiilen, Ge§c}._\onhotographlen;
Spaltpilzen usw. die Rede ist, immer herrscht eine federnde Leichtigkeit in der Darlegung
wie im Stil.« . (Frankfurter Zeitung.)
Wo steckt der Fehler? Von Oberrealschuldir. Dr. W. Lietzmann in
Jena und weil. Mag. scient. V. 77/er in Kopenhagen. z. Aufl. Mit 29 Fig.
IV u 3578] 8 1913 (MPhB 10.) Steif geh. M. 1.—

»Ein famoses kleines Biichlein voll mathematischer Schnurren und Trugschliisse, an denen
man Mathematik und Logik lernen kann.“ (Prometheus.) .
Geheimnisse der Rechenkiinstler. Von Oberrealschulprofessor Dr. .
Ménncken in Gieien. 2.Aufl. [I[Vu.48S.] 8. 1913. (MPhB 13.) Steif geh. M. 1.~

»Die verbliffend schuellen Losungen von scheinbar schwierigen Beispielen erklart Verf.
so leicht faBlich, daB es selbst ohne besondere Vorkenntnisse moglich ist, solche Beispiele
selbst schnell zu lisen.* (Osterreichische Handelsschulzeitung.)
Anfertigung mathematischer Modelle. Von Oberlehrer Dr. X. Giebe!
‘aZeitz. Mit42Fig.u. 3phot.Taf. [TVu.525 ] 8. 1915. (MPhB 16.) Steifgeh.M.1.—

wDieses kleine ,,mathematische Praktikum# diirfte den Schiilern manche Freude bereiten.

er auch fir Mathematiker der pidagogischen Seminare kann es wegen seines technisch-

wktischen Teiles empiohlen werden.“ (Die héh. Mddchenschulen.)

as chinesisch-japanische Go-Spiel. Eine systematische Darstellung
-nd Anleitung zum Spielen desselben von Hofrat Dr. L. won Prawndler,
Prof. an der Universitit Graz. Mit zahlreichen erklirenden Abbildungen.
[VIu 748] 8 1908. Geb. M. 3—

»Es diirfte kaum eine geeignetere Einfiihrung in dieses geistreiche Spiel mdglich sein.«
(Literarisches Zentralblatt fiir Deutschland.)

Auf simtliche Preise Teuerungszuschlige des Verlages und der Buchhandlungen
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Uber das Wesen der Mathematik. VonGeh.HofratDr. 4. Voss, Prof.

a.d.Univ.Miinchen. 2., verm.Aufl. [VIu. 123 S.] gr. 8. 1913. Steif geh. M. 4.—

In dieser kleinen Schrift ist der Versuch gemacht. an der Hand der historischen Entwick-
lung der Mathematik ihr Wesen in einer auch dem nicht speziell mathematisch Gebildeten
zuginglichen Form zu schildern.

Uber die mathematische Erkenntnis. Von Geh. Hofrat Dr. 4. Voss,
Prof. an der Universitit Miinchen. [VIu.148S.] Lex.-8. 1914. Geh.M. 5.—

Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart.
Von Geh. Hofrat Dr. 4. Voss, Prof. an der Universitit Miinchen. In einem
BandemitDieVerbreitung mathem.Wissensu. mathem.Auffassung.
Von Dr. H. E. Tunerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig.
[VIu 161 S] Lex-8 1914. Geh. M. 6.— (KdG III, I Nr. 1 u. 2.)

Die drei genannten Schriften aus  der ,Kultur der Gegenwart" erginzen einander: in der

ersten hebt Voss die hauptsichlichsten erkenntnis-theoretischen Gesichtspunkte hervor, unter
denen sich die Frage nach dem Wesen der mathematischen Erkenntnis betrachten 13#8t, wih-
rend die zweite Abhandlung die Beziehungen der Mathematik zur technischen und wissen-
schaftlichen Kultur untersucht. Die Schrift Timerdings entwirft ein knappes Bild der Entwick-
lung der mathematischen Kenntnisse, der heutigen Formen des mathematischen Unterrichts
and seiner Zukanftshoffnungen.
Geschichte des Problems von der Quadratur des Zirkels von
den iltesten Zeiten bis auf unsere Tage. Mit vier Abhandlungen (in deut-
scher Ubersetzung) itber die Kreismessung von Archimedes, Huygens,
Lambert, Legendre. Von Dr. F. Rudio, Prof. am Polytechnikum Ziirich. Mit
21 Fig. [VIII u. 166 S.] gr. 8. 1892. Geh. M. 4.—, geb. M. 4.80.

Die Quadratur des Kreises. Von Gymn.-Prof. E. Beute/ in Stuttgart.
Mit 15 Fig. [IVu. 75 S.] 8. 1913. (MPhB 12.) Steif geh. M. 1.—

Gedenktagebuch flir Mathematiker. Von Prof. Dr. 7. Mi//erin Dresden.
3. Aufl. Mit einem Bildnis des Verf. [IVu.121S5.] gr. 8. 1912. Steif geh.M.2.—

Fuhrer durch die mathematische Literatur mit besonderer Beriick-
sichtigung der historisch wichtigen Schriften. Von Prof. Dr. 7. Miiller in
Dresden. [X u.252 S.] gr. 8. 1909. Geh. M. 7.—, geb. M. 8.—

Bildnisse bedeutender Mathematiker.

G. H. Abel (M. 1.-). Guslay Bauer (M. 1.-). E. Beltrami (M. 1.). M. Cantor (M. 1.60).
7. Caspary (M. vr.-). A. Cledsck (M. 1.60). L. C(remona (M.x60). Leonkardnus Euler (M. 1.-).
E. Fucks (M.1.}. C. F. Gawss (M.1-). H. Grafmann (M. 1r-. W.R. Hamilion (M. 1.60).
F. C. V. Hoffmann M. 1.-). C.G.F. Facobt (M. 1.20). FE.de Fonquitres (M. 1.~). Lord Kelvin
DML 2.-) L. Kromecker (M. 2.-). P. G. Fait (M. 2.-). Franz Newmann (M. 1.-). Ernst Schrider
M. 2.). O. Schlomilek(M.1.60). F. Zannery(M.2.-). P. L. Tschebyschef (M. 1.60). H. Weber (M. 1.-).
Iaschenbuch flir Mathematiker und Physiker. Unter Mitwirkung
rambhafter Fachgenossen herausg. von Hofrat Dr. 7. Querback, Prof. in Jena,
mnd Dr. R. Rotke, Prof. in Berlin, I. Jahrg. 1909. Mit Bildnis Lord Kelvins.
X LIV u. 450S., unbedruckt 12 S.] 8. Geb, M. 6.— II. Jahrg. 1911. Mit Bildnis
d. Minkowskis. [IXu.567S.] 8. Geb.M.7.— IIL Jahrg. 1913. MitBildnis
“r. Kohlrauschs, - [X u. 463 S.] 8. Geb. M. 6,.— IV. Jahrg. [In Vorb.]

Auf simtliche Preise Teuerungszuschlige des Verlages und der Buchhandlungen

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin



o]

i

ﬁbﬁiif und Kulturentwicdlung

durdh tedhnifhe und wiffenfdhajtliche Ermweiterung
der menfdlichen Naturanlagen

Bon Geh. Hofrat Brof. Dr. Otto Wienter
Mit 72 Abb. GSeb. M. 4.90, geb. M. 5.50

Der betannte Leipziger Phififer seigt in interefjanter Weife, wie durdy
Erweiterung der Sinne mit Hilfe von RApparaten, der @etftesan[agen durd
das fiinftlihe Gedddtnis, die Biidher, und durdy abfur;enbe wiffenfdaftlide
Berfabren, und der Gliedmafen durd) Werbzenge und Wafdpinen die Wannig:
faltigfeit und der Freibeitsumfang der menfdliden Betdtigungen vergrofert
wird. Das Werf gibt eine bisher nodh nidht vorhandene tnappe Darftellung
der Leiftungen der Naturmiffenfdaft und Tednit.

RAus eigener ﬁrait

Bilder von deutidher Tednit und RArbeit
fiir die reifere Jugend
Von Diplom=Ingenieur €, Weihe
Wit 20 Abbildungen auf 10 Tafeln. Kart. WM. 8.60, geb. M. 4.60

Der durd) feine literarifhen RArbeiten in Kreifen der Tednif und In-
dujtric woblbefannte Verfaffer gibt in dem vorliegenden Buche im Rahmen
einer fpannenden Cr3dblung der deutfdhen Jugend eine Shilderung wirtlicher
Zednit wie fie bisher nod) nicht vorhanden. An Hand von Erlebniffen und
Cindriiden, die der Verfaffer durdy Kenntnis von Werkbenr unferer Srof-

" inbuftrie gefammelt bat, 3eigt er in Wort und Bild, wie die Deutfde Tednit
»aus eigener Kraft” auf den verdiedenften Gebieten vierjihriges Rusharren
ermdglidt bat, und wie fie die Wursel ift, aus der die mlebererftarfung
unferes Wirtfhaftslebens entftehen muf.

Ruf jamtlide Preije Teuerungssujdlige des BVerlages und der Budhhandlungen
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Beeidnis det bxsbere fdhienenen Banbe innetbafb et Wiffenjdajien alp )nben cbgzozimei
Uerte, die mehrere Bande umfafien, aud in einem Band gebunden erbdltliy

1. Religion, Bhilsjsshie und BigHologie.

ﬁfﬁ)etxfﬂ%on Prof. Dr. R. bugn%gn

—  infifrung in Du Geldidite der 4.
Bon Dr_ H Fohl (Bb. 602.

HAitrologie fiehe Siernglaube.

YUuigaben u. Biele d. Vlenidenlebens. %nn
Prof Dr §. Unold. 4. Aufl. (Bd 12)

: Bergion, Henri, dze Philsioph mnbcmtr
Htelig. Bon Bfarrer Dr € Ott (Bd.480.)

B?rfdm liehe Lode, Berlelen, Hime.
Biuddha. Qeben u. Lehire D. %ﬁabbn Bon
Brof. Dr. §. ‘Bifd)e{ % Aufl, burdy»

01
LT

gej. von ‘Brof. Dr. bers. Mit
1 Titelbild u. 1 Taf. (%b 1£9.)
Ealvin, ‘Kuhmn Ron Bfarrer . &o-

peur. Mit 1 Bildbnis. 2. ‘Iqu‘ (583 247
Ebtmmmm Hid der Werbdegeit Be3 Chr.
B.Brof. Dr. X Geifden 2 U (Bd.54.)

— $om Wrdiriftentum a. Qatholizigmus,

R Brof Dr 6. Frhr. b Soden, (699
~— Ghriftentum uud Beltaeididte feit ber

S?efcmzmon Bor Prof. D. Dr.

Se (Bb. 297.298.)
— fiehe Sef: 13 Muitit tm Chriftentum.
&5l Grundzige der G Mit bel Beriids

fidytigung der rddazog. EEtoBIeme 580:1

. Wentider. 397.)
= i a Yufg. u. Biele, Geruaiethtf, @ltﬂ

Lebendanidyauungen, Willensireiheit.
reimaurerel Die. %me Cinfitfhrina in ihre

nihauungivelt u. ihre @escB'd’)te Bon

Geh. Rat Dr . feller. 2.%ufl von

®ch. Ardhiorat Dr. & GdJufte . (463.)
Griedifde Yeligion [iehe Religion.
Sandidriftenbenrteilung, Die. Cine Cine

fithruna i Sie Bindiol b. f}anb}dmft.

Bon Brof . d:nexbemﬁb

g}m 51 Haudidriftennadbildb.

1%« .2.burcﬁgei u. exto. Yufl (EBb 314)
Heidentum Jiehe Mpitil
Helleniftiide Religion {iehe Religion.
Serbartd Lefiren und CeBen. Von Baitor

O Fligel 2 Hufl. Wit 1 Bilbnis

Herbarts. (Bd. 164.)
Sume fiehe Qode, Berleley, Hume.
‘Pypuotismusd und Suggeftion. Bon Dr.

€. Trdmner. 3. Auil. (Bb. 199.)

Jejuiten, Die, Cine hiftor. Blizze. BVon
Brof. Dr.H. Boehmer. 4.9ufl, (Bb.49.)
Sefus. BWaprbheit und Didtung im Ecbm
ziu Bon RKirdenrat Biarrer D.
. Mehlborn 2. 9Aufi. (Bb. !37)
— Die Bleidiniife Jrfu. Bugleidh An-
leitung gum quellenmdgigen %entanb‘
nid ber Gnangerxen Bon BVrof. D. Dr,
9. Weinel 4. AUufl, {Bb. 48.}
S\menﬁim Reli gmn fiehe Heligion.
fant, Smmunnel Darfieliung und Wiir.

u 153. f
g L bega. v. Boof, D, @ ”)

e fzgkgtx“ (2§ Bindior
timinalpipdioiogie tdislogie b. Bers
bredyers, S)nnb?d;rtftenbeurtcr[ung.
%e%tnséni??uungﬁm £ %Ithdye 8.
ode erfelen, Sume. ie grogen en I
‘Ebtio{ %an Dbexlefrer Dr. Q&Vi{%b +
181
Eg.t @runhrxi; b 8. Bon Igrhﬁzgf)
Tau g
Luther. “Sartin ¢ u.-d. deutidge ﬁhmrz
mation. BVon Prof. Dr. W, fife
2.9(ufl. Mit 1 Bilonis Luthers. (Bo. :::5)
— {. audy Bon 3u Bidmar bt. IV.
Mitedani! . Geijieslebens. Die, 23. e
Eﬂ&bigma!mt Sbu:efwt Prof.
Berworn. 4 Aufl. Wit Fig. s%b "00)
Tifiion, Die tnungehfd)c Beidyichte. A~
bettseife. Heutiger Stand. ‘Ba‘fmz
S. Baubert. 446.)
Biyiit mbmmtum u. Ghriftentum. SE Brof.
Dr. Edbn. Rebhmann. 2 Aufi. B. BVeel,
burcﬁgef Bbertes. b. Unna @runbt'

¢b. Duittenbaum. By.217.)
imnt B nmc Strmuunrkt z?sn rof Dr.
3 vonRNegelein. Aufl. (Bb. 95.)

%uturnbiinin» ie, Die mobzme B Brip.»
Doz. Dr. & M. Berwenen. (Bd.491)

‘Bulrﬂtmu und Sein: Geididite. Bon Brof.

&rth. b. Goben. 3. Aufl. Mif

2 Ratt 1 PBlan und 6 Aniidt. (Bd.6.)

. n. §. RKultur in 5 IJahrtanfenden.

Nady d. neueft WAus, tabgn 1. %}nrid;gn

bargeft. von Brof. B. TH

2., neubearb. Aufl. ED} 317 QIBE. (260.}

*) Hieru TenerungBjnidlige hes
TR VI 18, 40 T
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Pauing. Der Hpoitel, u. fein Verf. [on
Rrof Dr. & Ri (Bd. 309}
$Eilsjonhle, Die. cEmiubr i D. %‘men-
fdait, thr Tefem un. ibre Bzob[cme B.
Pberrealidulbic. H. ﬂi:cbett %ﬁuL

b. 186.)
-_— Gmfﬁhmnn fu hie BY. Eun Brof.
Dr. idt

: 4 9ufl. von WBriv~-
%oa Dr 932 Brabn. (Bb. 135.>
— fifrende Tenfer. @efcﬁtdﬂ G’m[ezt
in die Philojophie. Bon BVrof. Dr.
Cohn. 3 Hufl. Mit 6 Bildbn. (Jd, 176)
— Die FhIL 3. Se mxn. in Qtuhd’;!anb
8. Brof. Dr. ©. Kilpe. 6 urI. (41}
— Philvispyifdes Worterbudg. V. Lber-
Tefirer Dr. B. T hormeger. 3 ﬁuét)
52
Bntht Bon Dr. R. Mitiler~ u—teten-

0 3
Sfmﬁsluiz Ginfdhr. LB.‘M 3 rnf
Hiter. JMit 4 €Hh. (& blt.!")
-_ *B‘mﬁolnait a Rmhcé %t oi. Dr. R.
@aupp m. 17 %bb. (213 "I-l)
- %v:lhlc’zh B. Strbrcerrs. {Kriminal-
pindyoi.) B. Sixafanfaltsbir. Dr. med. B.
Bollig. 2. Huil. M. 5 Dicgr. (Bb. 248.)
~— (Eixflifrung in dic erperiment. Ligdhe-
Yogic. Bon sJ{!m R. Brauns-
Bauien. Wit 17UbL. 1. T. (Bd.484)
—~ {. audy Handidriftenbeurteily., Hypno-
H2mus . Gusﬁ . Mechantt b. trfteétcb.
Poetil, Sezle b. Meniden, Veranlag. u.
Bererb., Billensfreifeit; Babag. AbL. 1L
Sleformation fiehe Galdin, Quiher.
ﬁtltumu Die Stellung dey K. im Beiftesd=
{eben. Bon Konfiftorialzet Lic. Dr. B.
Salmeit 2 Aufl (Bb. 225.3
- ﬁrlig 2. Bhilsisphic int alten Trient.
Bon Brof. Dr. €. bon After. (Bd. 521.)
—_— ﬁmrihnmg in Bie alla. W.-Geididte.
Bon Brof. D. . Beth (Bd.538.)
— Dte !eri;inn Ber Brieden, Von Prof
Dr.&. € amter. M. Bilberanh. (Bd. 457}
— Helleniitiiderdm. Slmnmuésrvdl Bon
Sofpredig. Lic. ¥. Jacoby. 1Bd.58L)
— Qir Srundzige der ntne! 8%:! a;nns—

geididire. BVon ‘Brof. Fr. Giefe=
bredt 3. Uujl %on Lrof. Dr. oL
Bertholet (Bd.5H2.)

— Retigion . Raturwiffenid. in Ramp]

. Fricden. Ein gefd;xd)t{ Rid6l. Von
Rfarrer Dr. . Bianni ud;e( -Q{illﬂi

— Die relig. Stromunger der (thm-
wart. BVon 6unermtenbent D. H.
Braafd. 3.Anfl. (Bd. 66.)

—1fa §Ber fbm%ubbﬁa. @a[bm,@fmften-
tum, Lutfer.

auuffmu. Bon Prof. Dr. % }.geufcf.

2. uil. Wit 1 Bilbdnia. D. 180.)
6d;uaznlmuet Seine Peridnlidht., § Lebre,
f. Bedeutg. B. Cberreal] ulbzr Ri-
diert 3 il 9321.11231 nis. ( b.SI.)
Seele Des Dienifen, ..,l:. Bon Geh. RNat
Brof. Dr. 3. Rebhmle. 4. Aufl. (Bb. 26}
— ftehe aud)y Bigdol ogtc.
Sernalethif. Von BVrof. 6 (E Ti=
merding 592)

Sinnae d. %}mitﬁm D. 6mne§orgcmc 1833 ]
Ginnezempfinbungen. Von Hoirat Brof.
Dr. ; Qrclbxg. 3., bex:belierh
onfl. SNit 30 ABG. (Bbd. 27.

€ifrl. Qebenganidonun m b. @egerwsrt,
BVon Beh. Kirdenrat .D Rirn.
8. Unfl. burcbf-af oon %rnf D. Dr. D.
Gtepha (Bd. 177}

— i a G;‘tbtf Serualethil.

Spencer, Herbert, Von Dr. 8. Gdymuru.

it Bilbnis. D 245.)

Steat und Rirde in ihrem gegenieiii en
%erfmitm; feit der S{e’nrmmz-n
Paftor Dr. 9. Bfanntude (B 485}

Sternglaube und Gternbeutung. Die Gew
fdidte u. b. Welen der Hftrologie. Hnter
Mitw. wvon Geh. Rat Broi, Dr. &
Be;ufb bargeftellt bon @eh. PHofrat
Brof. Dr. Fr. Boll Mit 1 Sternlacte
u. 20 Ubb. (Bb. 638.)

Gnggz‘twnf Hypnotidmus.

Zeitament, Das Aite, feine Geigidite und
%c!\cutunu. Bon Broi. Dr. B
fe (Bb. 609.}

—_ ‘Rmr? Der Tert b, N. . nadi feiner
urrd}uﬁtl Entwidl.” BVon Div.-Biarree
A Bott Mit Taf. 2. Uufl. (Bbd. 134}
Theofogie. Ginfiifrung in Bie Iéfaiuese.
Bon PBajtor M. Cornild. (Bd. J47)
frdgriftentum fiefe Chriftentum.
Berantagung u. Vererdung, Beiftige,
Dr.phil.etmed. . Sommer. (Bb.512.)
Reltanidarung, Sriediide. BVon
Dr. M. Wunbdt 2. Aufl. (Bbd. 329.}
Reltanfdaunngen.D., d. roi; Rhiloiophen
Der Feugzeit. BVon Rrof. Dr. L. Buife
6. Aufl., hrag. v. @eh. Hoirat S.Bru;
RN. Galdenberg. 5&}
Weltentitebung. Cntiteh. b G’bg
nad Sage u. Enfmfrﬁuﬁ “"on‘Eru
9R. B. Weinftein. 2. Aufl. ( '3)
Beituntergang. Untergang der QBdt unh
Ber Wrde nady Sage und Wijjenidait. B
Brof. Dr. M. B. Weinitein. (Bd. 470.)
Billensfreifeit. Das ‘Brob!tm ner% Bou
Prof. Dr. 6. &

—ia Gt&x:.merban b ﬂeuteﬁlcb ,Efbcﬁol.

II. Pidagegit und Bilbungsdwefjen.
EmerifanifGes Bildungswefen fiehe Tedn. Bilhungsmﬁm D. dentide, in {. gefdidif«

Hochidulen, Univerfitdten.
Berufswabl, Bt?nbnng u. HArbeitsleiftung
m thren gegenjeitigen Beziehungen. Von

B.JRuttmann. P.7AGL. (Bd.522.) | — f aucb Bollabilbungsmwefen.
2

[ien Gntmidiung. Bon Brof. Dr. Fr.
%aul en. 3. 9Unufl. BVon Brof. Dr.
In. Bilbn. Vaulfens. (Bb. 100.1

ﬁ
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E“s!tbx!ng &. gur Arbeif. Von Prof. Dr.
ehmanmn. (Bd. 459.)
—_— Ezumﬁt & in Dans n Sdule. Bon
Seltor §. Tewsd. 3.¥ufl. (Bd. 159)
— fjiehe aud) @rofftadbipdbagogif.
Enrtbxlnungamulmmu, Dasg beutide. Bon
Dir. Dr. CSdill tng (Bb. 256.)
Ernk:l %nwnds EBnn Dr. 30 Rrii-
fer. Mit 1 FTajel (3Bd. 82_)
Gratgadtpddagogil. B. Relior 3 S:f;r; :
7
~— {iehe Grzieh., Shnulfdmpfe b Gegenm.
omwSrhnftm!:mrtuumgé Die.
fuhx tn bie § m%;ol t E:anbxcb

emﬁb
ol S)anbid; utennucbol[b Z. u linf
2., burdigef. u. erm. Unfl. (Bd.514)
Derbarts Yehren und Leben. Von Raitor
dgel. 2. 2ufl. FRit 1 Bilbnis
erbarta. {(Bd. 164.)
Hiifsidulmeien, Bem., BJon Reltor Dr B.
aennel. (Bd 73.)
%uddr&uknf Tedn. Hodfdulen u. Unin.
ugmhn?igc Bon Fortbilbungaidullel-
ter 8. Wiemann. (Bd. 434.)
Qeibesfibungen he‘“’ Abt. V.
SadGenidiule, ©. tohere, in Det utifiand,
®B. Obertebrerin M. Ttartin.  (Bd. L)
WMittelidiule &%‘ oifs. . %*t"l‘d}d’c
Pidagsgil, figemeine. Von
Th Biegler. 4 YUnfl
~ @rperimentelie P. mit Bef. &u:ﬂuﬁt
auf bie Gzzivh. burd: die Tat. %cn Dr. 8.
9. Qan. 3., perh. Aufl. E}M Iexb
abbilbungen. 224.)
~— {. Grzieh., Srofitadtpdd., &anﬁ{c{)rxf»
tenbeuttez[ung PBindel., Veranleg. u.
Bererh. AL L.

(F:me Etm g

Pritalszzl. Leben und % n. Bon Geh.
Reg.-Jtat Prof. Dr.B. N atorp. 3. Aufl
it Bilbn. u. lil*neffammxle (%b_ 230)

Rouifran. }Bsm Brof. Dr. B. benieL
2. Uufl. Mit 1 Bibnis. (:8d. 180

Sdyulr tiehe Fortbilbungs~, S)ﬂi’id;ulme{,

ZTechn. Hocdy=, Maddy.», &ﬂtsxd}ule, Ilmz.

Edyuthngiens. Von PRrof. Dr. Bu
geritein. 3 Hafl IR. 33 Fia. 121) 96.‘
5d;ulmmnft ber Gegenmart. on S}Ze tor
. Tewid. 2 Aufi. 5. 111.)
— {i be @rstequng. @msﬁab
Student, Der ":w%gzx. (T3] 1409 bis
1909, Ron Dr Brudmiller.
Rit 25 Abb. 5. 278.

(B )
atubtntmmm Geididte Deg ncuﬁd:cn St.
Yon Dr. W Brudymiller. (Bd. 477.)
Ledn. Hodyiduien in Sznrbamcr fa. Bpn
Geb. Reg.-viat Brof. S Whiler.
. zablr. Abb., Q'm::t u Lagepl. (190.)
Daiverfitdt. Qber Univeriitdten =, uni-
ntrii*dtsftub B. Broi. Dr. T Bie
ler. 9Rit 1 Bildbu. S}umeb 3. (Bd. 411‘)
~— Die amerifanifde H. B. Broj. P
€ D Werry. MPMit 22Ubs. éBb. 06)
Huterridhismeien, Das deutide, der Gegens
wart. Bon Geh. Studienrat LCherreals
idulbir. Dr. 9. fnabe.  (Bd. 299.)
Boifsbildu ngémrim, Ta3 moderne. Bon
©tadtbibl. Dr. §. Frip. Ttir 14 Ubh.
Bb. 266.)
Bolls- and Mittelidiule, ‘Iir h*:uﬁxfﬂ;:,
Cniwidiung und Jiele. Von
u. Geulrat Dr A Gadﬂe (%D 43%)
Beidsentunit. Der Veg dur 8. Cin Vit
[ein fir tbeorenfcbe u. nra!mdn 6eIBTt’

bdbun% n Dr. Weber, 2 Aufl
it 8 %[bb nnb 1 %arf);af 1585 480)

ITi. ©prade, Literntuy, Bildbeube Sunft und Mufit.

rHiteltur ﬁe!;e Bauifunft und Renaif
fanceardhiteltur.
tﬁbetitﬁ Bon Prof. Dr. K Hamann.

(Bb. 3455

~— fiefe audy Poeti? u. WEL L
Bm.tun?t Teutfde B. im  Mittelaiter,
Bon G fy Reg.-Rat Rrof. Dr. A Mat-
thaei I Lenb. 4m E’.I.x%aarg b.
roman. Bauiunit. 4 Xuf’- it 42 YUbb.
i T uoauf 1 ‘“nhbeita‘e! . Gstif n.
~Cpitaotit?. 4. YUufl. Jit 3?5[5: gbb

~ Deutfde Smmmit feit . FMittelalter
B. 3. Zusg. 3. 18. Jebrh. Renaifiance,
Barod, Sturofo Bon @eh. ?Reg -Siat Brof.
Dr. Matthaet 2. Haufl. t Ubb. u.
Zafeln. 326.)
— Dentide B. im 19. Sﬂhrb Bon Geb.
Meg -“Ebat Brof. Dr. & M uttbue14§)§'1§

= fiebe audy Renatffancearditeltur.
Beethoven fiehe Handn.

HP
¥

Bifldende Kunit, Ban und Leben der 5. &,
Bon Dir. PBrof. Dr. Bolbehr.
2. Hufl. Dt 44 ALH. (Bb. 68.)

— fjiche auc Baufunft, OGried). Sunft.
sz\re’ﬁmmzmu;, Sunft, Waier, Wa-
fere:, Stile,

B;nrninu fiehe é}bien.

Bud. Bie rm uch entiteft fiefe ABt. VI
1. audy &dyriit- u. Budiweien bt IV,
brfnmtwc Siumt des  Hitertumg, Die.

Ron Dr. §Fr. Boulfen WMit 1129UbD.

(3Bd. 454)

Deutid fiehe Baulunt, Drama, Frauen~
b\dmmg be!hcmage RKunit. Literatur,Ln-
ril, Maler, Maleret, Perionennamen, Ro»
mantik, Cnrarbe, Voltalied, EBDIEEiage_

Sbramn. ‘Dué %on Dr. 8. Buffe. Mit
3% SBbe. : Bon b. anh?‘e . franz.
.Elaffxat:mué 2. Aufl., neubmrb von

Dberl. Dr. Rieblidh, Brof. Dr.
Dfrnme[mcxmx . ‘Bmf Dr. ®lafer.

11: Bon Berfailles bia Weimar, I11: BVon

ber Romantil zur Gegenmart.

(Bb. 287/289.)
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X D. B. 19 Jahrh.
9&”&&?5&%‘%‘53 @nums.
Ti 4 Aufl. P ‘Bsibn bebbels (Bd.51.)

—_— {{Iparzer, Hauptmany,
agﬁff' s?bl?ga,gézmin Literatur, Schil»
. feipeare, eater
ib}.;rrzr aé&rc:é:t . Prof. Dr. R, in}ft-
man”. " ‘Hufi oo @eh. Req.-Rat
Rrof. Dr. Matthaei. Bit Titelh.
u. 3ablrc. ?Ibbl.bungen (Bo.97.
%ﬁi’&iﬁ‘ﬁgn};&egmﬁmu ber deutiden §F.
fziz 1800, Bon_Dr. H. Spiero. IMit
3 Bildnijien auf 1 ,.mDeI e“(‘lgby?;lgl))
Egmbmntt!u-ﬂ:e ;:n T s ‘cg-’
Gartentunit fiefe Wbt V1
8die, ©ir. B. Seh.-Nat. ZBrof
6]‘:3{;%[ g%u;t: m. 1[;115 . 9£2:;:f R
i, Die Blitteyeit der g, K.
sfgé::?:cgﬁu%:r Hleliefiarfophage. Lme
Ginf. i. . griedh. Blaif. B. Prol. D
Wadptler, 2.9 M. mé:.m% ("7 )
— fizhe aud Teforaiive
Gricdiide irugobit. Die. %on Brof. Dr.
3. & E en. Deit. 5 UBD. & Tert u. auf
i S 0
, Fra t Ma Rer
55‘?&?2" G “ﬁfeinbet M. Bilb
@udrun uebe ﬂtx&e[ungen[xeb {(Bb. o13)
Parmonielchre. Bon Dr. g

S
" " (8. 60)
sninm {. ZTafteninfirum.

gxtxgltmann Gerpari. B.Brof,Dr.C.Gul-
ger-@e unzg anit 1 Bilon. ..,garb
o e il weettenin. By Biol

. ar [$23 I3
(}tlDt‘r!m thib? Zguﬂgﬂ.}% 4551 brtz (?:rf)

11} on @el). Hoirat T

bebb:[D Eﬁtu[taéi M. 1 Bibdn, ‘7 Uufl,

408.)
eldeniage, Die germaniide. ‘Son
° f%}}rgut%t%cm (Bb. 48?)
— f{iche au olf2jage.
Somerijde Diditung, Die. BVon HRelior
Dr. . Finsler. (Bh. 496.)
SB en, Bisrnion n. i Scxfgmnhm iBnn
Brof. Dr. B. Kahle 2 Hufl.
Morgenitern. M7 Vildbn. (EBD 19‘3)
Smnrciitnmémus. Die WMa'‘er des ‘ls‘on
‘B .. B. Razar. Uit 32
fa“b. ~.a fel ( o)
Snfirumente §. Tafteninftrum., Dtcﬁetter.
Slapier fiehe Tajteninfirumente.
Somddie fiehe @ried). Komdoie.
gunit. Das BVeien der deutiden Hildens
den Bon Seh. Rat Brof. Dr.

Thobde 5.585.)
— ‘Drutf({)t im fﬁg! Lelen bxé 3um
Sdlufie b. 18, Jabrh, .

HSaendde. Mit 63 Abb. 5
— {. a. Bauk, Bild., Defor., @t!etﬁ .
Bompeii, Stile: Gartent bt

RKunitpflege in Haus und szimut ‘B
Guperint. ®. Biciner. 3, Blait Dot
29 66, (5. 77.)

4

Erijing. Bon Dr.

Ch Sdre it

einem Bildbnis. b, m 3 4%]:?-3
giteratur. Eutwidl. Der beutid; jeit
efnremg Engtﬁb ar 8 rﬁ £te 5t (59.) )
I eidyidyte cul g §. »
B.Dr. ©. Gpiero. 2ol \HolBlP

— fiche aud) rauenbxd)tung, glteriguii
ii%mne)@ung. (gho gée ;
aler, Tie altdeutiden, in Si =
lend. Von H. Nemis. it Lh?ﬁgg’ﬁt.
Sert und Biideranheng. (B/p. 164X

— 1. a. Ntidelangelo, & mnreﬁmn

Dialeret, $1c deutide, tm 19, Xafry, BVon
Ebrof .. Hamann 2BVdnpe- Ferts

%anbe mit 57 gau‘,,emge unp ¢

ﬁaln[tmhen Ask., audy in ;\bu,
m%;xtbb. =% (Bd. AL

— Qiederidndijge im 17. Ja 2319
Bl Be B furicn AL ED oo

~— fiehe au embran

g‘znglm f!“?c!'émard():en X . Bes
igelangelo ine Ginflibrus
Berjtdndni3 feiner Werle. ng h} %aé
G.Hilbebrandt. it 443ph. (392.)

be im Riede bes beut-

Pinneiang. Die Lie
hen 9Rittelalterd. BWon Dr. R
Bruinier. (Bb. 404)

?Dtnsart fiche Hapdr.

Huiil. Qie@rzmhmgm D. ‘?‘vu{unﬁ Ber=
fuch einec Lﬂf.[lluluﬂg ‘gefd). Darijtell. b
affg. Mujiftere. Von Broi. Dr. Ow
Rietich Aufl. {(Bb. 178.)

—, Mufilalifge Qompsfitionsiormen. %
S @ alfenberag. *Tw‘anb i: Die
elementar. ..,onrerbm\umzﬂu als Girinb=
lage d. Darmonielehire. Bd. I1: Kontras
punftf u. Formentehre. (Bd. 412 41‘3-)

~ Geididfe der Biniil. BVon Dr.
Cinitein. {Bd 4‘3‘3)

— WBeijpieljnmmlung sur v!terzn JRufif=
geidhidte. B. Dr. 9L G:nftetn (439.)

— Ptuiifal. Romantif, Diey »b:tcanth .
R. in mrutid;lunh Bon Dr. . Sire
Mit 1 Cilhouetie. (Bb. 239.)

— f.a .Emt;bn, Mozart, Beethoven, Tpet,
DOrdiejter, Tattentnitrunente, Wagner.

intholagie, @crmnmim: Bon Prof. Dr.
3. . Negelein. 2 Aufl. {$Bb. 95.)

— fJiche audy Bolf3iage, SEeu‘fd)

Ribelun enheh Dasg, u. . @ubmn. Bon
Brof. drner. (B5.591.)

Szxenzrlanbnd:: Dalerei {.9MNaYerei.

Rovelle fiche RNoman.

Lper, Die moderne. Bom Tode QBagnet§
bié um Weltfrieg (18% 3—1 Bon

e & Sitel. it s Bitom, (B 4985

— fiehe auct) Hapdn, Wagrner.

?84) Y

bper
82451

Drdeiter. 4, nimmmte B. O.
Dr.&r. M.60ABD. (ssb

y |— Das muherut Drmeif:r in feiner (_.uts

midlung. B. Peof. Dr. Fr. Vo [ b a dh.

PBartiturbeifp. u. Taf. 2. Aufl. (ﬂBb 398)
Orgel fiehe Iaftenmftrumentt
Perfonennamen, D.deutidh. V. Geh. Stu=

bienrat A BVahnifd. 2.9 (Bd. 296.)
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PBeripeltive, Grundziige der B. nebit Ane
fvendungen. %on Brof. Dr. €. Doefle-
mann. t 915 m.} u. 11 96D, (516.)

Bhonerif, Ehzfubr By, Wie mwic
i‘?ored)m Bon Dr (E. .Rld)tet géruitg

BhHots (ﬂgranm: Die h'mﬁxm ff;c. .\sbre Cnts
, ihre Wrobl,, ‘bre edeutg. B. Dr.
?23 ﬁEaruat 2. 1 Bilberanh. 'SBD 410.)
audy ‘an.o&wnh'e Abt. VI
i‘l“"!f 1. @riecdh umt. Micelangels.
Bo: xlx Bon Dr. R ﬁ;ler-%tetcn-

3.
8» wipeii.  Gine helleniit.
lien. 585;2:

G'abt in $toe
. Dubn

(Bb. 1143
$tsi;ttwuelcbr¢. 3In Turzer leidhiiaflicher

A.a*itexlung {. @c[b"un':rr und Sdul-
gebracich. B Seujgeul . &du b eisfy
it 208 § 564.)
ﬁ:mbrunm %on Brof. B. th ub
rmg 2. Rufl. Mit 48 Q{bb cggb"ts Ssjaf)
Bi:nuxhuncmtﬁttcrfur in Stalwu. Bou
Dr.B.5ranil 28bde 2 Taf. o
27 Tertabb. . . leb (23" 331 382)

Siﬁttnn! Ron Qelter Vrof. Dr. €. Geif-
Ter. 2. Boe. 2. Aufl. L Nidyilinicn fic |
bie Qunit de5 Epredhens. Il Teutiche
Redbefunit. Bd. 455 456.)
Sigman, Der franzdiiide Roman und die
Royelie. Jhre S:ididte v. b. %[::f‘ b.
3. @egenm. BVon ©. Flafe. (B/d. 71
Romantif, “‘c;t‘{%yt!;c B. @’:eh S:on:atISBwf

Dr. . {zel. AUufl.
%eimnfcbaunrvg 3‘3 !

i}'e E’Iﬁ’
(/d. 232
éaat itefyc Helbeniage, imry'bol ‘&JIE jage.
Giler. Von Brof. Dr. . Biegler.

Y
/

Bb. 460.) |
1Etile, Die Eutwidirngsgeid, b, St. in ber

m Ragner. Dag Kunitiver

€yrade, Die suum»zn heé meaiglid.
éymdﬁnus Bon PBref. D L Find
Pufl. 6. Proji. Dr. &. Rie er5. (268.)
— Die B:unr{:z @m’eéc ven heute. Von
Dr. Siide (B5. 475.)
— %r:mhmntttnunc. Bon Dr. @[ne
idter. (Bd.570.)
— firhe aud) $Bhonetil, }Rbetonf ebenis
Spradie u @’zmmz bt. V.
€xzmdﬁ'ammt, Die, ded Grdlreifes. &:u
Rroj. ind. 2%ufl. (BH.267.)
sbrnﬂmzifrnidmt LBon PBrof. #
Canbielb-Jenfen.

bil5. Gunit. Ben :uo;,em Dr. G. €ofn=
Wiener. 2 Bpre. 2. Mnfl. L: B. "l-
trt.um i3 zur Gotif. 2. 66 ¥bh, IL:
Bon b cz Fenaiifance bisd zur Segsemwart.
it 42 Abb. (8> 317:818.)
znszminhrummtc fiavier, Crael. Dar-
monium. Das Wefen ber Lajreninitrus
mente. B. Vrof. Dr. 0. Bie (Bd.325.}
Theater, Das. Ghaufpielhausd u, ~funit »
B riech. Altert. bid auf b. Gegenw. V. ‘Btof
r&EhrBaoebbe 2.9 18%55 (3B5.230.)
Tragsdie §. Gried. imaﬁ
|lirheberredt fiehe bt VI
‘Ballslied, Tod h:ntixﬁc fiber FWelen und
ige*ben b. beutichen %nl!égamnges Bon
r. I W. Bruinier. 5. Aufl. (Bb. 7.)
Es!!-gﬂré}tu Tad deutide B. %wn ‘Bic;zr;
230[1 iug:, Die hcntmt. ﬁberhé;t[ burgeﬁ
Dr. L. Bdd 2[ E b

7)
S uehe audh Eyelbenf

Dr. G Jitel. Bt IStfbn 2, Mufl. (330)
— fiche audy SMufital. Romanri? u Oper,
Seidentunit. Der Beg 3. 3. Ein Bitdlein

filt tbenreufcbc und prairifge Selbjtbils

T oit 1 Bildn. 8. Hufl (B>. 74.) | bung. Von (5 Reber. 2. Aufl.
EBdillers Dramen. Bon ‘Brogumnana[bt- Rit 81 AbL. 1 Farbrafel. (5. 439)
reftor G Heuiermann. (Fd 493) | — §. audh %etfbertwe ?Brolefhonélebre,

©hateipeare und foine Beit. Von Prof. Dr.
& Gieper M. 3 Wbb. 2. Aufl, (185

Geometr. Beidinen
Beitungswejen. B. Dr. H. mzea (Bb.328.1

IV. @ti@i(f)te, KulturgeiBifhte undb Geographic.

{pen, Die. Bon H. Reisdhauer. 2., neub.
Hufl. pon Dr. §.Slanar. Mit 26 Abb.
und 2 fartem. (B>. 278.)
ﬁIt:rtnm Dag, im Leben der Gegenmwart,
B. Vrov.-Sdul- u. Geh. Reg.-RNar Prof.
Dr. Cauer. 2. Auil (Bbd. 356.)
Suerifa. Geidy. b. Berein. Ctanten v, A B.

%rof. Dr. €. Daenell. 2. U {
Smerifaner, Die. B.R. M. Butler. ticb
v. Prof Dr. W. T a3zo0mws i (Bd.319.)
Univer.

merifas

—_— E’Scd}gl fcben Hodyidhulen,
i!ntdc !ertiﬁnftégnmrhtt B. Priv.-Doz.
. Reurath. Aufl. (Bd. 258.)
Sntitrs Leben nad den dgyptiiden Bapyri
Bon_Gebh. Poitrat Brof. Dr. Fr. tet-
figle. Mit 1 Tafel. ($Bd. 565.)

HArheiterbemegung §. Soziale Semegnngen.

uftratien wud Reufeeland, Land, Lcute
unb Birtigait. %on ®Brof. Dr.
Sdadiner. Tt 2 AB5. “(%85. 366)

Babylonijde Sultur, i‘}xz, i BetbreLt u. i
Sadymirtungen auf b. Gegenmw. B. Brof.
.¥.C.8ehbmann-~- .baunL (231).5‘9)
Bn!md;: Provingen. B ornius.
3.2ufl 9R. 8 AUbb. u. Zﬁatm:it (Bd. 542.)
Bauernhans. Ru!tnrncimdpt: hes Reutigen

B. Bon %auraz Dr. -.Gng. . Rand
2 Yufl. Peit 70 Abb. (23 21.)
Bauernitani. @:fd;.h btidh. B. B. %rof
Dr. . G@erbe 2., perb. ﬁaﬁ SDI
22 '%bb. i. Tert b. 320.)
Belgien. Bon Dr. B. D%ma[b 3 Hufl.
Mit 5 Karten. (Bbd. 501.)
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Bismard und feine Reif. Bon ‘Bmtei’iot

!&Salentm it einem Tielbith.
4. bu:d:ggf Sufl. (Bb. 309
Bibmen. Von Prof. Dr. R %ﬁ%ainﬂ%)

I
SBrandenburg.-preuf. B:id. 2§cn £al. ¥z~
d)wat Dr. §r. Slrael. 2 Bde I B.
b. erften %’Iqmngen b. i io 2 E nig Fr.
Wilgelms L 1740, II. Von bem Regie~
tungsaniritt Friedrids d. Gr. big zur
Gegenvart. B, 449/441)
Bulgarien. B. PBriv.-Doz. Dr. H. (@ g obtg be).
. ¢
Biirger tm Mittelalter . Stidte.
Bozant. Bharaftectdpie. Bon Dr.

. Bieteridy. i 2Bilm. (Bﬁ 244)
Galsin, ohann, Bon ‘Eiurxcr
beur. it 1 Bildnis, 2Unfl (BD --;7)
Efriftentum n. Eeltgzitﬁxmc feit ber ﬁie—

ormation. Bon Prof. D. Dr. R Sell

Bbe. " (85297298}
ﬁtnﬂtb fiehe Bauernfaus, aauuzrmza—zb

orf, Belte, %muenlcf:en BSeididge,
Handel, Handwer!, Reidy, Siaat, Sidbte,
Berfaifung. Besiaiinngsr., BollsfGmme,
VWoltstraditen, Wirfdaiidleben ufm.
Densiditum fm !ummn. Tas. vsr Jem

ﬁcltfrutr. %nn Brof. Dr. 51(. 5‘“4 gi;
D5 nas pentia s R ielte
nrg[ cuic, ?Bri&mze e

ﬁlﬂaei: si:, u:m htt aatﬁs*dmbm%:
Blenid. Bon Seh. Bergrat ~)3w; Dr.

G. Steinmann, 2. Auil. I} 24 A5~

bilbungen. (% 302)

&tb:dhnuru Das Jeitalter der & E:m
S. @iinther. 3.

zof. 1
? Bg[tfarte 26 }
$rde fiehe Menid n
Crnhuwc aua:mrme. 8 Bbe. it AbB.
¢ Frbe, ihre Bemegungen u. ibre
Etgenicﬁof'cn (maif. Geographie u. Geo-
nomie). BVon mmmmamm Brof. Dr.
€. Rofliditter. (Bb.625.) IL Die
Ytmoiphire ber Erde (ﬁItma*oquue,
meteorologxe) Bon ‘Bcci . B d;m.
d. 626.) IIL (“enmorpbv!o
R Badetinel i, o
. Bhofiogeogravhic beg @ﬁf;maﬁers
Bon Brof. 5 %amatfcﬁet (Bb. &
V. Die e, Bon Prof. Dr. & ﬂkcra
5. 629 ) VI. Die i;erbrutung ber
flanzen. Bon Dr. Brodmann-Je-
rold. (Bd. 630.) VII. Die %arbreztg b.
Siere. B. Dr. fnopfli (Bd. 63L)
VIIL Tie Berdreita, b. Tie niden auf h.
Erboberflide (ﬁntﬁtnsogeograpbm)
PBrof. Dr. N. Bb.
Extmm !Snr%cnﬁid;te E '8, %on ?Grnf-
. (B 571/572.)
Eami(uninrﬁfmng Bon
brient. n. .a,a? 2. %uﬂ. (390)
Edhbzfrm, @rofe. Bon Dlaiot
(Bo. 6‘27 "$688.)
Et&:, 9:mtm¢, u. Bellsbriudie. B. Priv.»
D03.Dr.C. Fe bz Le. T¢.30 Yb. (Bd.518.)

Tof.

Ei

[

inniand. Bon Leltor §. Qﬁ quift (7100.)

rmzaix ge Seigidre 1: %as fmaz,o'
fi onigstum. LBon Prei. Dr. K.
wemer. (Bb. 574)

iehe audy Mapoleon, %ennlnncm
Emumﬁtmegunn Die msderne, Cin ges
icbtd; m";e: ﬁ!:%tblltd. Bou Dr. &. cm é;;

%ruuen!eﬁzn. .@cﬂiilﬁ i Bendel h mﬁ)x.:-

hhnhertz on @eb. Sdulrar Dr. €bs
Otte. 3. Hufl. 12%bb. L. . 5. 45.)
Sriedrid b, Br. B. Vref. Dr. . Bigs
teranf. 2.0 . 2Bildn. (Bb.?iﬁ.)

Barienfynit. S2id4. 2. 8 . 58 a
3ng. €br. Rand 11955, 274)
ﬁzugmpme dex Enrmci. {Ba: 435205Ea’
phie). ?T{l Briv.-Dez. Dr. €. Dacaus.

( 2. 18]
Beslogie ‘nhc “orpt. V.
Serman. Deideniege 5‘ Selbenfage.
Serpanijde Kultar im Der Urgeil. Ei»:t
Biblicthelsdirz. Prof. Dr. 6. &
baufen. 3. Hufl. MWit 13 BB %b 7'.))
Seifidte, Teutide, im 19. Jafrh. 3
Feidseinieir. B. Brof. Dr. .:E.ccﬁme“
mer. 3 Bpoe. L: Bon 1800— 848.
ﬁc{fxmmtmn und Revolution. 3. Bluil
(8d. 37) IL: Von 1848—1862 %Le
Healtion unb bu neu' fro. 2. ¥ufl.
{B/d. 101) %on 362—1871. B,
und g Zﬁenﬁ Jdgl {Bd. 102.)
Brichentum. Tas @. ia feimer .,e dnd;tn
{igen Gnovidinng. Bon Brof. R
B. Scala it 48 Wbh. 'E’Sb 471)
%riaﬁiiéx: Stipte. SKalturbilder aud gr.
;. Bon B . Szebatﬂ;
2.9 TR 23Ubb.u 2 ZTajeln. (Bd. 131.)
Dandel. Seifiidhie b, Belibandels. Box
&z%lgx:ulmnafmi-%tt Dr. . G. un&bmltlbs t}:
— @eidifte de2 Beutiden DHandels fcit
B. Suegaug des Mittelalters. TLon D
Brof. . Rangenbed. 2. 9!
it 16 Eubd fen. (Bb.237)
Pandmer?, Das deutide, in feiver fulfues
gru{zir!;tl. Entmidl. BVon Gef. CSdulrat
Dtto. 4. Aufl. Wit 33 ALb. anf
18 Tafeln. (B>, 14.)
— fiche aquds Deforative Runit AL I,

28.) { Daus. Runiipflege in Dous u. Deimat. B,

%upermt. R Biariner. 3. Uufl. Tkt
(Bb. 71.)

—_ ‘{tef;e audy Bouernhaus, i‘:orf
Seldeniage, Die germaniide. BVon Dr. J.
- Bruinier Bb. 48 ]2
Sellenift.-rom. ReligionsgeiBidite I AbL
Snmmzt. %ic, i b. Belmpirtichart. B. ‘Bmf
f Rathgen 2. Auil. (BT
Stiuizm. Die. ine hift. Cn,se 80:1 %mf
Dr. . Boehmer. 4. Wull b.
Sndien. Bon Prof. Dr. @ten ﬁonotm
Sup ¢ B . (53% 614.).
ndogermanenfrage. Von xr T
oA b. .594.1

Sntcgmntianalc m:u. Das, lm Gegenw,
Bon Dr. h. c. A. H. Fried. %bl igf)
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BsSlaud, d. Lamdu. 5. soxt B. PBroj. Dr.B.
Derrmann M. Y %451)
Ratiertum und %umttnm. Bon Ervt Dr.

Hofmeifter. 578.
Sartenfunde. Bermefjungs- u. R. 8 SBbe
Wit 2AGS. 1. Geogr. Drtﬁﬁzft mmung.
Snn Prof. Shmaubder. \ﬁb 806.)
IL Grbmefjung. Bon ‘,Erof r. 0. £3-

gert. (Bd.607) Il Lan bneimng Bon
Eteuerrat Sudow. (V. 6068.) IV. ‘&u»v
gexd;uugnretbnnng Bon G:h. JHeg.~N
Dr. €. Hegemanun- (Bbd. 609)
VY. Bhotegrammetrie und Cterzunf’ot%
?mmmm:xe. Bon Diplom-Jng. H. Lit~-
der. (Bd.610) VI fartenlunde. Bon
5manarut Dr.-Jng. A Qgerex; 1. &in-
Tiibr. i . Qartenveritdnduis. 2. Karren-
ﬁcn‘teﬂnng {Sanbdesanin.). (Bb. 511 612.)
firdgr | Graat 1. H.
ﬁaiama!gtmuﬁtc Hllgemeine, BVon Prof
Dr. § fcuigen 2Bbde. Bd 040/.}46%
ﬂalnm:n Qie dentiden. (Scmb u. Leute
Dr. 2L Heilbarn. 3. Hufl Rtt
28 2bb. u. 8 Qarten. (B, 93.)
Konigstum, Franzdiiides. Von ‘me Dr.
N Chdmwemer {Bd 574)
frieg und Sieg. Tine furze Star:te('ung
Der mnb Rrizgsiunit. Von Waior a D.

€. 5. Endred. (Bb.519.)

— gn(tnrv{:ﬁu{)tz B. Rrieges. Ron Prof.
. 8 Weule, h b rrat Breof.

& Bethe, Prof. . Edmeib=

fer, Brof. Dr. 9. Qu:en ‘Brot Dr.

Herre. :)61 )

— Der Dreibigiihrige Srieg. %‘zm Dr.

&zrig Gnubres. {B5.577.)

— {. aud oelbbemn

Rriegsidiffe, Unfere. IJhre Entftehung n.
Berpendung. B ﬂJEcrr.’SBanr. 5).

G Qrieger. 2 Wuil. b. Geh.
Baur. Fr. €diiver. M. 60 YbG. (389.
Lutter. Blartin & n.h.)tme. Keformation.
on Vrof. Dr. W. §5hler. P ISBthn
Luthers. 2., perb. 515.)

u ﬁzématd

—f. auhh Bon L.
Sarr, Rarl. BVerfud) einer Cinflifrung.

Bon Prof. Dr. R. Wilbrandi (621)
SRenid u. Erde. Cfizzen . ben Wechjel~

beatcﬁnn%en 5mncbcn betben. Bon Ge

Rat B . 4 ¥nj]
(Etémext S)?enitf) ?IBLV. [(Bb.31.)
Stxtmulter. Brittelalterl an!muhrult. B.
Proi. Dr. B. Vedel. L: .be[ben[eben

II: Ritterromantil (235 2, 293.)
— . audy Gtabdte u. Biirger .‘IR.
Pisltle. B. Qaifer]. Ottoman. Majo

% C.Cnbdbres. Mit1Bilbdn ( b4la)
Mu;c Grundrif b. Mingtunde. 2. Auil

1 Die Diinge nach Vejen, @ebrauc& u. Be-
Luidgin v.
bs. IL Die
Aiinge ». Qﬂtettum b. 3. Gegenw. BVon
$ruf . 9. Budenau. {8Bb. 91,637.)
Finanzwiif., Geldbwelen AbL

3@‘&:1[ ¢ Suitur, Die. Von Brof. Dr. g.
maenn-Haupt (%B5. 581)

VL ﬁmﬁ ‘i‘ue Deutife . von 187150, 3,

,mmﬁhmz . bt L
Raboltml i Prof. Dr. £6. Bitter»
4 auf. 3. Yufl. Wit 1 S:Ibn. {Bd. 193.]
ﬁatinnnlizmng i‘in fiefe BollL
RNotur w. Menid. ﬁealgumnaim!-ﬂ}xc.
Brof. Dr. WM. ©. ecbmsbt. ‘1!%8 ?Iiéb)
45
Raturpsiler, Qic sijtige Rnltut Ber B,
B.Brof. Dr. 8 £ ‘g . 92!&5.
—ia %c[’emwb* al!g. [JB
&rugrmﬁmmub. Bon Rrof. Dr(%{ 5

en
&tuftr{uuh i. ﬁhftmhen
Crient 1. 3nb en, Paldlting, Thrki
tuzrrm{; £.3 innerr Beididie von 1848
big 189 .:s B. R.Charmas. 3., verdnd.
Auil. I Die Vorkerrihofi der Eeun hen,
1L Der flampi der Rationen. 651 652.)
— Breidiidjte der qudmdrtigen Paolitif .8
im 19 lagrhundert. B. K. Charmas.
2., verdnd. Yufl. L Bi3 zum Sinrye Nei-
termichs. IL 848—-1890 (633 '654.)
— Piterreidié innere u. dugere Balitit nau
1895—1911 B. B. Charmask.
itmarl 1. %bt. VL
Di‘itrgzbm Das. B.Prol.Dr. 8. Braun.
W. 21 ADLD. u. 1 mehri. Rarte. (Bd. ?67)
o mx:b Baltijde Provingen, Finnlanbd.
Palifiing  und feine Seifidgle. Von
Prot. Dr. . 51h. pon Schen 3. !n'!.
SRit 2 farten. 1 Plan u. 6%Unf. .)
B, n L Sultar in b Snbrmnseu)m_
Nady db. neueit. ﬂu:gDa‘b . got)fbungcn
bargeft. ton ‘E'm om{cn.
- 2, neubearh. Wadl. 31 %{b (260
Papittym § Qane*tnm.
Sapyri . Antifes Qeben.
Polarforidung. @effht:ﬁtebet@ntbed‘nngé-
reifen zum Ford- u. ESitdbpol u. u{t:g.
eiten bi3 ur @egenm . Brof. Dr,
affert %ut M. 8 fart. (V.
Polen. TRkt einem geichiditl. fberblid ﬁﬁ b
bn.ndi)-rukbezx. :ﬁg . Brof. Dr. 32.8‘
L. IR Sﬁart B17)

I\J

V.v

KaindL 2, ver
Polifif. B, Dr. 2. B abom (1. (Bb. 537)

— llmuﬁt Der Eeltnolm! B. ‘Bmi Dr.
.bn;ba en I: 1871 bis
1907 1 08——1914. 3. Auil

o 9. bDIlf- (S'rugn_ mwahr. .ere £3.
b 5337555)

— %n!itﬂiz sgc:;xtmmn ie. 2301: PBroi. Dr.

C Sddne art ng 353.)
— Palitiide Hauptiirdmungen in Eurapg
jm 19, Safrbundert. Von _ Brof.
% ﬁ:b.; Seigel. £ Huifl. von %r)
. Gn
Bembpeit, :mt &c![n;i Me Stnbt in :}ta-
lien. on Duhn.
3.%1?1. it 622{55. ‘.2'. . aur 1 Zaf.,
fomie 1 )

Blan
reukiifie Geigidte §.Brandenb.-vr. O.
g:; Ea’lﬁﬁm Igut fra §. Geid., dbeutidhe.
Reformation §. Calvin, Luther. _—
e

rd;mu: Dr. §. Sira:L B75.)

Mugm i %
7
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Reftauration und Revolution fiehe Ge-
ithichte, beutidhe.
Slevolution. G:id)xdit: Der %musfﬁ R.

B. Brof. Th Bitterani. Qluf{
Eht 8 Bil b (8. 346.)

18 8. 6 Borirdge. BVon Prof. Dr.
D Weber. 3. AUuil (Bd.53.)

Rom. tns alte Yﬁnm Bon Geh. Reg.-Rat
Rrof. Dr. . Ridhter. Dt Bilberan-
Fang n. 4 Rlinen. (Bb. 3%6.)

— Saoziale ﬁdmzxrz i alt. Rom, Es‘ Trivats
bogent Dr £ BIod. 8. Aufl. (Bd.22.) !

~— Roms ﬁamnf um bit Weltherridait, |

B.Brof Dr.J. Rromaner. (Bd. 368)
RNamer. Heididte der R, BVon ﬂ_rot Dr.
R.v. €cala 8b. 578.)

— fiehe audh Helleniit.-rdnm. Religionsge-
{hichte UbL. 1; ‘Bnmne’t Abt
ﬂu iand. Q‘?fﬂﬁlcﬁfh Staat, Ru[‘ur !hm
A ut 563.)
atbnft- und B’xt{;m-;n in alter unb :13113
Beit. Bon Prof. D . Weife 4 Auil
it zabir. AbS. (Bd- 4.)
— . a. Bud). Vie ein B. entfiehi. Abt. VL
Edoeiz. Die. Land, Voll, Staat u. *Ezrt-
thaft. Bon Feg.- n. Sidnderat Proi.
. Wetrftein. Mit 1 Karte. (Bd. 452)
Eeelrieg {. Kriegaidyiii.

Sitten und Gedbriude in _aiter und neuer !
Samter. (632.) ]
Sppiale Bewegungen unD Zheorien bis |

Beit. Bon Brof. Dr.C. S

gur modernen Arbeiterbemegung. Bon
. Maier. 5. Aufl. (Bd. 2.)
— {.a. Marr, Rom; ESoezialidm. Hot. VL
Etaat. St. u. Rirdse in ihr. gegenf Berhilt-
nid feit . }Remrmc‘mn B. Piarrer Dr.
pkil. % Pfanniude. (Bb. 485)
Stidte, Die. Geosr. berradhtet. B. Prof.
Dr. & Haffert 9 212Abh. (Bb. 163.)
— Ztide. Stidte u. Bitrger . Tittels
alter. B. Vroi. Dr.B. Heil. 3.Wufl. it
sablr. 6D u. 1 Toppeltafel (Bb.43.)
— Berfajfung u. Bermaltung d. deutiGen
@tidre. B. Dr. M. Shmid. (Bb. 466.)
— PDiftorifdle Stidtebilder uus Delland
und Shebcrbtutfrblnnh B. =Baun.
a® U Erbe M. 59 leb. ( 3b. 117.)
— 1. a. Qried). Ciddte, Rompeii, Fom.
‘Ztrmumubz und et:rnnrumng Die Ge-
{dhichte u. b. Weien b, Ujtrol DQIE Unt.
Mirwirl. v. @eb Rat %mf Dr. € %e-
5olb Da"g'ft 0. Geh. Hofr. Brof. Dr. &
Boll. M. 1Sternk. u. 20 AUBb. (Bd. 658)

unn 1409 bis

atunznt. %tt Etixa ger,
1909 %B Bru mull%:ci

qiit 25 %l

Studententum. Geidjidite b, DentjHen w;t
Bon Dr thud@mﬁlIet ( .477.)
Kirlei, Die. V. Reg.-Rat B. R Srauie.

ANir 2 ﬁarf—’n i. Tert und aui 1 Zafel,
2. Auf (Bd. 469.)
fingarn itebe iterreid.
Urzeit . german. Sultur in ber W
.l‘szrmfinng Grundziige der B Des Deuts
jden rnﬁrs Bon @eﬁ&m;at ‘Bmf Dr.
. Loning. 4. Auf 4.}
Brrfuiinngsr:d;t Smtidm! gi:ﬁitﬁt-
liger Gutwidlung. Vor :n
Subridy 2 Auil 50
Bermetfungs= u. KLartenfunde f Stm:ten!.
Bolf. Bom deutiden B. jum Staat,
Gine Geidy. d bt. %az;nnalbemu%ttems.
B Brof Dr. B Foadimien (B5.511.)
Bollerfunde, Allgemeine. I: Feuer, RNafhe
Tungsermerd, i’Buhmng. Cdinud nnd
fleibung. BVon . Heilborn M.
54 2Abb. (Bd. 487) H " TBafien u. Werle
zeuge, Jnduftrie, .banbel n. @eld, Bers
febrémitel. Bon Dr Heilborm
9. 51 %bb. (Bd. 488.) III Die attfrige
ftu[*ur der Namrvdifer. BVon Rrof.
& Th Breud. M. AL (V. 402)
Bolls bruurb:. deutide, jiehe Heite.
Botfsitdmme, Die bDenti m, und Lanbe
{darten. Von Prof. Weife
5., vdllig umgearb. Qiuﬂ ‘mtt 39 ?Ibb.
i Tert n. aui 20ZTai. u. einer Tialefts

farte Teutfdhlands. (Bb. 16.)
Bolistragten, s:undn Bon ‘Bmtret (-3
Spied. MMit Abb. b. 342.2

Bom Bund zum %[uﬁ jiehe el dncb
Bon Jena big jum Wiener ‘tongrt% %nn
Rrof. Dr. ®. Roloff. D. 455.)
230:1 Cuifer 3u Bismard. 12 CS amftet-
Bi’. a. beuticher Geidy. B. Bro
Feber. 2Bpe. 2. Aufl. (Bb. 123 124)
isvrgef(&uﬁ*: Guropas. Bon 2Brm Dr.
Bd. 71/572)
B Irgridmi;t: 1. Chriftenium.
Welthandel . Handell
Sflrnuhm 1. Bolitil.
BirtiGaftegefdidte, Antife. B. Briv.-Doz.
r.O. Neurath. 2., umgearh. A (238.)
— {.a. Unti’e3 LQeben n. b. dgypt. Bapyri.
Birtidaftsleben, Teutides. Auf geogr.

Grundl. nc& B. Prof. Dr. €hz. Gru»
befr 3.9 23 Dr@ Reinlein. (42.)
— f.aud

Y. Flathematit, %aiurmiﬁenir@aﬁzn und PMedizin.

¥berglaube, Der, in Der S}Iemam u. f. @e- | Abwehrirdfte Des §drpers, Tie. Cine Eins

PBrof. Dr.

fabr f. Befundh. u. Leben.
: (BD. 83.) |

D. b. Haniemann. ZQIur[

%!brtnmmnngsl:br: w.Darminismus, B. Pr. l 52 Abbilbungen.

r & Heife. 5.9 .40 Abb. (Bd. 39.) !

!!bitammun $= nnd %crcrbungslzbrc, Gr=

pevimentelle. 58011 Rrof. Dr. G
mann. it 26 ABL.

(5. 379

Beh= |
93|

fiihrung in bdie ommummtufe‘)re Bon

Prof. Dr. med. H. Kammerer. Mit
(Bb. 479.)

| Wlgebra [iele Arithmeiil

ﬁmmm(, Die. BVon Dr. med. H. Brunmn.
(Bbd. 601.
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anutnmu B. Tenfden, Stz B. Prof. Dr. &.
p. Barbeleben 6 Bbde. Scbe: B5.
mit ;abh: 9Abb. (|b. 418/123.) 1 Btm
unb Gewebe, Eniwidinngsgeididie. Der
gange Kdrper. 3. Yuil. I Daz Gfelett.
2 ufl. Il Dag PMuslel- u. Geidjinitem.
2 uil. IV. Die Gingereide (Tarme,
ﬂtmungé-. Hacne und GefhledhtZorgane,
SHaut). 3. Uufl. V. RNervenipitem und
Ginnegorgane. 2.9nfl. VI. Mechanil (Sta-
Hf u. Rinetil) p. menidl. (‘orbu:* (ber
Sirper in Rube u. Bewegung). 2. Auil.
— fiehe aud QBlrbelt’ere
¥auarinm, Das, Von G W, Gcf)mtbt.
9rit 15 Fig 335.)
atbntslriinmrm De3 Ttenfdien, f‘.‘u Eins
fithr. in %{rbe:t;pﬁnnmogze B, RBrof.
Dr.p Boruttau 90.14 Fig. (Bb.539.)
— Beruismabl, Begabung n. Vrbeitdlels
-ftung in i. gegeni. Weziehungen. Bon W,
Rutimann Mit 7ULL. (Bd. 522)
Stitbmetzt unud alurbra 3um w:lbftunm-
rigt. Bon Lrof. B. Cranp. 2 Binde.
I- Die Siecbnungmrten Qletdiungen
@rabed mit einer u. mefreren Unbe-
!anmen @Ieu‘bungen 2. @radbed. 5. Anfl.
9%, 9 Fig. Il.: (S}n,eufbungew, rithmet. .
geometr. Reih. Binfeszind- n. Rentene
rechn. fompl. ,Sm,Icn 8mnm Eebriat
4, Aufl. AMit 21 Fig. (Bd. 120, 265)
Srsnumittcl und Genufmittel. %nn ’Erof
O. Sdhmiedeberag. 363.)
%rat Der. Seine Stellung und i’lurgaben
im Qulturleben ber Gegenmw. Cin Leit-
faben bder fozialen Mebdizin. BWon Dr.
med. M. Fiarit. 2. Aufl (Bb. 265.)
!ﬁttnnumu. Brobleme b, mod. X. V. Vrof.
Dr.&.£ppenbeim 11&ig. (Bb.355.)
—_— Qit A. in ifjrer Vedeutun fdt has
praftifde Leben. Won PBrof. Dr.
Marcufe. Mit 26 Abb. (Bb. 3:8)
— fiehe audy Weltall, iﬁe!tfub Gonne,
Mond, Planeten; Sternglaube. Abt. I
ﬂtom: Diofefitle und mnmt B. Rrof.
Dr. . Mie. 4. Aufl. M. Fig. (Bb.58.)
— {. a. Weltdther.
Ange. Das, und die Brille. BVon ‘Brnf Dr.
SR'QID Rohr. it 84 Abb. u . 357:%?)

autébgmcbunuurerﬁnnnu fiehe Qurten!unbe

Balterien, Die, im Hanshalt und bnr Na-
tur bed IMenidhen. Won Prof. .
Gutzeit. 2 Aufl. EIth 13 Abb. (24‘2)

Die Iranfheiterregenden Balterien.
"lon ‘Brof Dr. M. 8oeh[e(§3n 39))'2,x§

{
é) ‘Xﬁmeﬁr!r&fte, Desinfeltion, Vilze,
Gchadlinge.

Bau n. Tarigleit B, menidl. Kirpers. Emi
in bie ?anhulogm b. Menfchen. B. Bro
Dr.H.Gads 4. M 34911:5 (§8b3 )

Begabung i ﬁ.rbeimuftuu

Befruditungsvorgan i)tr,?em ﬁBefen nnb

%ebeutnng G Te
fI. 9.9 9Ibb.x. 4§Dohhzltaf (§8b. 70)

Etmtgunuélcﬁrci Medyan., Ynfg. a. 5. M. L
Bisdemie. Cintiifrung in die V. in eles
mentarer Daritellung. Bon_ Prof. Dr.

. 885 Wt Fig. 2. Aufl. v. Prof.
%rtebenézbuf . 852.)

Binlngu, Hllgemeine. Ginfiibr. i b.Haupt
protleme b. organ. Natuz. B. Prof. Dr.
. Miehe 2. Auil. 52 Fig. (Vb. 130.)

—, Grperimentelle. Regeneration, Transd=
Diaman und vermandte Gebiete. RVon
Dr. Theiing. Mit 1 Za'el und
69 S:e:tabbdhungen (Bb.337.)

—_— imbe Ubltammungslelive, Baiierien,

wc&ungsnsrgang, Foripilanzung,
ebeweien, Craanismen, Gdddlinge,
ﬁ:tere, lirtiere.

Blumen. Tujere B, n. $Bilangen im
Garten. Bon Brof. Dr. U. Sammer.,

it €3 Ubh. (Bb. 360.).

— UnfBL n.Bflanzen i Jimmer. V. Brof.
Dr. . Tammer. 65 bk (Bd. 35%.)

Bilut.  Herz, Blutgefdie und Bist und
thre Griranfungen. Bon Broi. Dr E.).
Rofin. it 18 Abb. (B0. 3 ?

Botanil. V.. nratmﬁm “encné 2 ‘Bro
Dr. B. @xiebxné IM.24 Abb. (Bb.173.)

— _fiehe Blumen, Qebemwefen, Wjlanzen,
Rilze, Gmﬁblmge, TWalb; FKolonialbotax

Brille, “Sab Huge und bie Br. Box B
rille. Da ugenn ie Br. Von Brof.
Dr. . o, enbt Mmit 84
1 Ridhtdrud:afel. 2. Aujl,

Chemie. Gmmhtun%m pie ullu 66, %.
Gtubdienrat Dr.B. Bapintk 20258245:\{121)

~— Ginfithrung in die organ. Chemie: Na-
tirL u. Hinjtl Bitangen- u. Eurltone Bon
Gtubdienrat DrﬂB apinf M. 6 YUbb.
i Fert. 2. Auil. b. 187.)
— Ginfitrung i. b. unurganime G,I;cmle.
@©tudienrat Dr. B. Bavinl (098)
— Ginfigrung Lb. nnun;t Gbnm
§ Rizberg. de. b. 524, 5%)
— Die Iinitlide i\trftcuung nun !Zumr-
ftnﬁm ‘23 S&:nf C. Rilt. (Bdb. 674.)
Gh. in Kudye unh Haus. 930:1 Dr. ,;}.
ﬁ[etn 4. Aufl. 76.)
— fiehe a. Biodhemie, QEIeItrnd)emte. Suft,
Bhotods. ; ﬁgmfulmrdi @prengftnffe,
Fechnif, Chem Abt. V.
Chirurgie, Qte unjerer Seif. Von Prof.
Dr.3. Febler. Mit 52 AL, (Bb. 339)
Darminigmug, Abjtammungslebre nnd O.
!Bon Brof. Dr. R.Hefle 5 Anil. Wit
40 Tertabb. (Bb. 39.)
Desinfeltion, Cterihiatiun und RKonfer=
pierung. Von Hes. ed.-Rat Dr. L.
Golbrig. M. 2 leb i T (Bd. 401.)
Differentialrednung unter Verildjidtig. d.
pratt. Anmwendung in bder Tednit mit
zablr. Beijpielen u. Qlur%uben nerfei)cn.
Bon Gtuhzenrat Dr. inbom. 2
9R. 45 Fig. 1. Tert u. 161 Auig. (387)
~— fiehe a. Sntegrutrechnung
ﬁ)unumt! i. Medhanit, WAuig. a. b. tedm.
2. Bb., ebenfo Thermodynamil.
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Bigseit, Die,
Renid.
. Steiamann 2. Nufl, Wit 24
HBE. (Bb.
Eidtm emie. %m Prof. Dr. & le:nbt.
2. Wufl. it Sbbh. {Bb. 234.
Eicitroteduil, @rumdlagen der €. Bon
Cbcrmgcmeut A Roith 2. Auil 39321(:

Euergie. D. Lefze v, 3. & B. Dberk&:.
% Stein. 2.20 M. 13Fig. (Bd. 1)
Eutwidinngsgeididte B. !R:a{r{]cu. S Dr.

AU Heilborn. IR b. (8. 388)
&xde |. chIte‘x:‘tehung u_ -unte.gcmg
€rnddrang und Nabrungsmitiel. 3. Aujl.
pon ®eh. Reg.-Nat Prof. Dr. uE 3
kit 6 AbD. i. T. u 2 Tal. . 12)
Erperimentaiemie §. Ruit aiw.
hrttmrnxalabml i. Bhuiil
Sarten §. Lidtu %t I.a. arben ¥Wht. VL
ati

ihgfu:slri;r: i
sriptianjung. W mlb G:idgledtonnters
Qicde B. Denid@en. Cine Einflhrun m
iz Seruaiviclogie. B. ‘.B'of T. 5.
ruitauy. 2 Yufi. 34 3bb. (230’540)
Barten. Dex ﬁlemg. Bon .ne.»a't:ux of.
©dneiber. 2 Aufi. it Wbb. (188)
—_ ‘?‘tt suus% arter. Bou Bactenardyis
et TRit®bs. Bo.502)
—_— ﬁehe mnﬁ Biumen, Viicnzen: Dar-
tenfunit, Garienjtabtbemesnnp b YL
tbi§. Das menid.i§e, | . gxhianiung B
Wiiege. Bon Januarat Fr. Jdger mu
24 Abbilbungen. % b.
Geittesivanlfeiten. B. Geh. Mebd. -Sfu‘ﬁbzr-
ftabsarai Dr. . Jlberg. 2.9 {151
Senupsmitiel jiehe Urzneimitzel m. Ge-
nufmitte{; Tabaf 2UbL VL
Geugmnb'c . 96t IV.
hﬁnm. ®. 1. YUitronomie u. Erdfunde

unl der vorgeifigtiide
Bon @efi. Bergrat Bror. Dr.

-

-
—

91 t. IV.
S:moau, Hllgemeine, Bon Geheimem
Bergrat PBrof. Dr. u‘t gyteéj o Boe.

of.
(B>.207/211 u. Bd. L: Bulfane
:mrtsu%b jest. 3. ?Iut(. E{}ht Kitelbild

. 6. IL: Ge{urg bau uns Erd-
beben. 3., mcfcm‘l enw. Aufl. Wit Titels
Bild u. 57 Abb. IIl. Die Wrbeir des

fhesenben Tdajerd. Pt 56 AbL. 3. Anil
Die Booenbildbung, ﬂmﬂgebzva:-
nrmen und Hrbeit de3 Lzeansd. it
Ziteibild unb 68 UDLL. 3., wejentl.
erw. Yuil Ctﬂm*oq e, Witften und
ﬁixmu ber %orgelh it Titelbild und
9 Abb. Nuil. VL @c*f:ﬁﬂr einft
u. ‘icst. 8)2 ‘Fitelbild u. 65 WUbH. 2. Fuil.
. a. Soflen, Salzlageritd:t *hL VL
ﬁcnmztnz. Hnaiyt. &. B Gb:ne 3- Selbits
ggtztm&x Bon Prol. B. £ tunb 23215
ig 4.
— Gzamztr Beidinen. Bon Sexcf)en!eb:et
U Sdubdeisdiny {85.568.)
— i a ikaﬂ;ema*t! Rraft. M., Blanim,
PBrojeftionsl, Gereometr., Trigonometr.
Geomorphelogie I Aligem. Crdiunbde.

Gciﬁuéwmn&nm Die, o Weien, hre
Berbre: t&mpfg u. Vezhiizg. Fitr
ﬁebdbem afller Stdnbe beard. v. ne-

mlarst rsf.Dt B Shumbnzrg 4 W

it u. 1 mebrfarh. Tal. (251}

;8:?&!:&“::&:1‘7@«52 i. Forivflanzung.

i Qtfnublmtg‘cbrt Bon Obermed.-Rat Prof.

v. Gruber.

4. Hujl. Wit
28 ﬁbhxﬁmngen . 1)
— &. fir Fraues. Von Dir. Prei. Dr.
£, Baiig Mt 11 HWid. éeb 5383
— {. a. Ahtvehiririite, Baﬁztten. ibesith.
Sraph. Dariteliung Die. B. Hofrat Brof,
Dr. $uerbad. Dt 100 Wsh. (137
ocuaau firhe Balferien. Chemie, Des~
infefrien, Raturmwiilenfdiaften, Bhpiil
Poustiere. Die Siammes :ﬂﬁxétz nnznn
g. Bon Brof. Dr. €. Keller. T Figo.
3 ﬂuﬂ. {B5. )
— §.a Qleintiersudyt, Tieraiichtg. Wot. V1.
Ders. Dintgefibe and Biut and ifre €r=
fraufungen. Bor Vrof. Dr. H ?Ro\'m.
Rit 18 WhS. (58 -312.)
Pugirne { SHulbpgiene, Stimme.
Dupuatiemes uad enggtmsn. Bon Dr.
€ FTromner. 2 Hufll _ (Bd. 189.)
mmunitdtélelire §. Womebrirdite b. Kdry.
nfiniteiimairedurng. Einfifrung iu die
Bon Rrof. Dr. . Rowalewili.

2. ®efl Mt 18 Fig. (Bb. 197)
Sutegreirefnung mit axzfguimfammiuu X
B mdienzat r. M. Zindbow. 2. A
Mit Fig. {Bd. 643-)
nknha. Der. Bon  Brof . BB ¥
Wislicenus 2 ufl (Bd. 69.)
Riite, Die. Wefen, Crzeng. un. BVerivert.
Bon (Bb. 311.)

. 5. ULL 45 %! B,
Rincmetogrephic 1. bt VL
fonfervicrung fiehe Desinfeftion.
ﬁomurn n. and. gcit:irhxla Ticre, 8 Brof.
. TR ag. Wit 35 Abs. (B, 231,
snémrh! Ein furzer HEril ber a;stl den
8'rxéwneruna funbe. Born Dr. 3. Sau=
S e T ot b 18
Bebemeien. Die Begichungen der Tiere and
Tanzrn zoeinander. Won Broi. Dr.
fraepelin 2. Wufl SR 1322{55.
“Der Tiere gmeinander. I Per Bilan-
gen sueinanber u su b.Tier. (Bd. 1267 127.)
— f.a. Birlogie. DOrganidmen, SHadlinge.
Leibesibungen. Die, und ifre %ebeutung
fél bie @ejunbdheit. BVon Proi 5.
anber. 4 ﬁuﬁ m. 27’2!!36. wb. i3.)

&t Das, u, i:. %arbm. EinffijTung in
bie Lptil. ‘230:: Brof Dr. ®raed.
4. ¥uil. TMit 100 AUbh. (B, 17
Srit, Baiicr, ziét nnd Wirme. RNeun
Bozirdge qud . Gebiete b. Erperimens«
saldhemie. B Gef. Reg.-FatDr.R. Blodg=
mann 4 uafl M. 115 U66. (Bb. a.)
Elfﬂ‘nd!inff 9.. §f. Bermwertg. B. Bro
Dr.R. Raifer. 2.%(. R AbD. (%b 313.)
kt nnd ERciicu. Bon Dr. V. B
t 34 %bb. €8b. 383)

Sinterit i. Weltdther.
w0
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SRathematif. €infibrung in bu Dlathe-
matif. Bon Dberlehzer 3. Menbell-
iobn Mit 42Fig. (Bb. 503.)

— Hoth. Formeliammiung. Cin Wiedere
Bolunggbudy ber GILmemarmmbematxl
Bon Prof. Dr. S. .Jufo i (Bd.567.)

— Raturmiifenid. v, M. i ﬂllli Sut:r-
tum. iBon Brof. Dr S$08.8.9Heiberg.
it 2 Fig. (Bd. 370.)

—_— Bm!mtb: SR. Bon Etof Dr. R
RNeuendorif. I Giztwbxicbe antei[un—
gen. Berliiraled Redinen, Dad Hednen
mit Tabellen. Medhaniidhe Hedenhilis-
mittel. Saufmdnnijces Reduen i mgi
Qeben. ﬂabrid}emmﬁ feitdrechinung. 2.,
perd. A IR 29 F1g. i 2. u. 1 Taf. IL.Geom.

eidynien. ‘Brop.ftmn (. Fiadenmeiiung.
druermeifung. 330' g. (341, 526.)

e ‘Ruﬂ;e*‘mt umzlc.?E Dr. 23 Ahreus.
3. Auil. Tiielb. u. 77 Fig. (V1. 170.)

-~ f a antbmzdf Tifiereniialredinung,
@eometrie, Jnfinitefimalrechnung, JIn-
tegralrechnung, Beripeltive, Vlanimetrie,
Wrojeftionsiehre, Trigonometrie, Veftor»
Tedhnung, Wahrideinlidleitdredinung.

ﬂd;mu!. Ron Prof. Dr. bnmel 3 Bbe.

gkunbbeqnf'e ber . 1. M. D. feiten
QoTper. LI k. d. Hafi. u. qumrm
Sorper. 84/686.)

~— #ufgaben aus D. tefin. E‘ecﬁnn! I.
Rrof. N. Shmitt M. zaflr. Fia. r-
Bemegung3!. .Gmnt 156 Huf. u- 8oi.
Dynamif. 140 %Jfg u. 251 (008'559)

iehe queh Sratil

icer. Dad M., §. Ecforid. u. {. Leben., Lon
Bri.Dr.0.3 anfon.3.9 0. 40%. (85.30.)

HMenidh n. CGrde. Slizzen von den Ted-
feibeawﬁ.zrgm awiicen  beiben. Bon
Brof. Rirdhhoif 4 9 (Bd.31)

— . audy E'@acit, (&nnmdlnngége]dnd;te,
Urzeit )

~— Satur 1. Menfd {iehe Natur.

Benidl Karger. Bmxu 2angfuth .menfgl
8. Einfithr. 1. b. Riirfiol SR, B. Brof.
Dr.9.Gad 3. 4. ufl. 0. 34 %bh, (3")

. audy Anatomie, Nrbeitsleiftungen,

Yuge, Blut, Gebif, éers. Fortpilanig..

Serveninitent, Bhriiol., Sinne, Verdild.

Wifroffop, Oas. Ullgemeinverftindl. dare
gefte IL Pon Brof. Dr. W, Gdefier.
it 99 AL, 2. Aufl (Bb. 35)

ﬂnlrtul: . Atome. Von Brof. Dr.
Mie. 4. Aufl. Wit Fig- (Bd. 08)

— {. a Weltither.

Bond, Ter. &m Brof. Dr. J. an
Smit 34 955, 2. OLufL, %b

Rayrungsmittel §. Crndhrung u.

Ratur u. DNenid. V. Tirelt. x:of

dJuubL it 19 ALL. (Bd. 4;)8)

Raturichre. Dic Grundbegriffe der mo-
Dermen RN @mrul)rung tn die Phyfil
.’zon Jofmt ‘,Bror Huerbad.

Hujl. 40.,
Raturp} zlninnblt. 51: mod. B. Privatbos.
Dr. §.9R. Berwepen. 2 2. (Bb. 491.)

anmtﬁzn[gaﬂs ﬁ&!msu d;?(;b %{ én
Tiedem. Ein gei ik
B. Biarrer Dr. A Biamniude.

Bo. 141.)
— 92. und Teduil, ¥m joufenden BWeds

g’.ml 3. Seit. )I it tb. b. Wirlungen
Slaturm i

atf @ b. gel. Ruliuc-
& ﬁaunbuzbt.
!'Jlnta i, fail Ultert. B EBrrf

Dr. 3 . Peiberg. 25ig. (Bd. 370.)

Rerven, Bom FRerpenigitem, fein. Bau
fein. Beveutung fiiv Leib u Srele uu ges
fund. u. Iraxxi Sujtande. B. Brof. Dr. R
Banbder. 3. %ufl. MW,. 27 Fig. (Bd. 48.)

— Tiche aud) Yaatomie.

Optil. Die sut. JInitrumcnte. Quve, Mi-
froitop, Fernrohr, pHotogr. Dbxcf.xn u.
ifinen nermxmbtr F.}nitr. B. Broj
9. Rohr. 3 Uufl. I¢. 89 \Z{Bﬁ. (8&)

— {. a.%uge, Brifle, Qinemat., iyt u.
Farbe, Mitrofi, Epettroitopie. Strahlen.

Lrganismen. D. VWelt ». 0. JIn Entwidl
unb 5u1mmenbung bmrgeatcllt Ron
Lberftudiencat Prof. . Qampert.
qRit H2AUBS. . 2386.)

— fiehe audy Pebeweien.

Baldozoslsgic jiehe Tiere ber BVormwelf.

Qeripeitioe, Die, Frundzige d. P. nebit Una
wendg. V. Prof. Dr. 8. mnef;iemnnn.
mit 91 E'g w, 11 955 »10)

BiHanzen. Die flﬂxid}ftcﬁ BIL B. ‘l_wf
A Wagner. Tt 82 UL (B, 31-1)

— Uni. Blumen u. Til. i. Garten. 8&3:41.
Dr.u.Dammer. M. 69 Abb. (Bd. 360.)

-~ Raf. i}lumtn u.BiL L. 3immer. ¥.Prof.
Dr.Ul.Dammer. M.65ABL. (Bd 359.)

— §. aud)y Botanit, Sarten, Lebeweien,
Bilze, Schadlinge.

!Gfmnsmuhunnlauze B. Brof. Dr. b Mo=
Lifdh. Fig. (Bd>. 569.)

B&atmﬁ:mu Bon Prof. 6 fim-
me L arit 23 2AbD. 1. ?xt u.(%. 1 zaf

27.)
\Blutnnmnhzt {. 96t VI
Bhoiil. Brrhraang d. mnh Bh. B. Oberl.
Dr. . fKeller. M. ?‘zg 2. Aufl. (343.)
-_ Gwctm:nmwbuix Blridgemidgt w
Bcwrgung. Bon Ged.
Bdtnitein.
—_ mnm iu Rit
H.Cpeitiamyp. .
— Sroge Boyfifer. Bnn '.Bmf Dr.
Sdulze 2 Aufl 6 Bilbn. (324)
— i. aud) Energiz. Rntur[ahu. Optif,
Relativitdtstheorie, Widrme; ebenio
Glettrgredihif Wbt VL
Byyiislogie. Bh. 3. Meniden. B. Brivaiboz.
Dr ¥ Qipidith. 4Bbde. I: Allgem Bhy-
ﬁ_%‘ ie. I1: Bhyiiclogie d. Sts ;meé{e{a
D& b. Hrmung, Qrexﬁmurs u. d.
Ausideibung. IV: Bh. bex g
und ber Empfindungen. (Bd. 5"7—~5
— f{iehe audy HWrbeitzleiftungen, ﬁ"enfd)!.
Sdryer, Pilanzenphyiiologie.
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Bziaci Die, Bon Dr U Gidinge r. ﬂJm

tif
Dr. S Gentnerizmer. Aa ..u‘l!‘m

{ ©nggeftion, ypnotismus und v(liﬁg‘ﬂ‘“‘3

— @chensbedingungen xmi ﬁtlb’—"—““"g

a. Baiterien. 164 bb. (BVd. 334.) r B.Ur.C.Tromner. 2. Auil Bo‘ler
Planeten, Die. Vo Rrof Dr. B. "Bezer ' @ipmaifer-Blanfion, Dos. B B 1569
it é}!g 2. Yufl. von Dr. . Rau= C.3adarics 2.9 5¢Abh (BD- 196
man (B> :_‘4().? Zher mnbunumzf i. %bt. VL Dr. ©
%lummnm 3. Celbjtunterti®l. B, Prof. Ziere. X. der Vorwelt. [on Proi; o 9995
$. Crans 94 Fig 2. Mufl 340.) Ubel Wit 31 %bb. ¢3 g
Rraltiide ﬁ‘nthemnnf i. Mathemarif. f-—— ~u Tertp g{anbunp Ber T B ergb
Broirftionsiehre. Ju furzer leiiialidher . Goldigmint. Mmift <° 4 3
DLarftellung f Selbiiunterr. u. eJ ulg:br. | (BD- 2 ;’
%zg\ Bridenl. W Sdubeis ;} --8 nizcrfawaes.g Efmesthm%f)runJ 6“ e

E Trig. im Tert ] oologie. on  Privaibogernt

Sadium, Dos, b bie ‘ﬂuhwcff ini .| Sennings Wit 3¢ %bs  (BD- 14))
2, 105.) |

S‘%uﬁmmum’;mm ,uc uud bﬂ§ Elcfd;mmx

refuen.  Wen Reg.-Ha! Tivl-3ng. K.
Seng. E'Jl.ta.i‘llb (BD. 460.)
8‘1 {ativitdistheotie, miuurung in Die.
BVon Br. . Ble {Bd. 618.)

ﬁ»mgmitmnlm @, §. 1w.ijre Ynivenda. B.
Dr. med. € udy. 85 %ibb. i. T.
u. auf 4 ‘Znnln {Bo.856.) |
e:zm {ingspfirge. Won Dr. € Kobral |
afl Wit ALS. (B, 1543 §

edzummcl, ®as, und feine Rraregiicen |

Lringipien. B Dr. M.Bange. 3., peTand.

Sufl. it 2 Bidn, 1 Shadibrettaiel

u. 43 Tarft. v. ubuugsbetimc! (Bb. 281}

— Die Pauptoertreter der & dadiviels
Funit u. 3. @igenart ifrer @:mclfﬁhrung.

PBou Dr. . Bange. 8>. 531

€hadlinge, Die, im Ivr:m ‘Bfln"smrndx

i i Befdmpf. V. Geb. g
6 Fig.

Dr K. CGditein. 3.U WM
Edjulhngiene. Von Rrof. Dr L. Burger~

fteinm. 3. Wufi. Wit 43 Fig. {Bb. §6.)
erruuibxuiugu i. S-otwilansurég . Bilanzen.
Gzrualcﬁut B. Prof. Dr .umer’

5. 382)
ﬁmmh Penid., D. Cmne?srganeu Sin-

neuemnnnbungen B. Huitat BVrol. Dr.
I freibi Aufl. ‘1}2 3“?1‘1!: 27.)
émmr, Die. %on Dr. &rau ie it
4 LB, (Bb. 857,
enertmﬂnmz. BonDr. 8. Grebe. 2. A uf]
Meit Abb:iID. ( b. 284.)
‘épul i an WMathem. Soiele, SHhadhipiel.

Epredie. Cutwidiung der Spr. und Peis
fung ibrer Gebriden bei RNormalem,
Sdwadiinnigen unn Sdwerhor; grn 8.
e rer 8 Nide (Bb. 556.)

be audy ‘Rseto*ﬁ. Gyradie Asbt. 1L

emtﬂ it Cinjdink der i‘yeﬁ.gieuulchm
R, Baugemwertidulbireftor K aunt,
X ey Tt T T
— f{iche aud) Mecham}
‘erififatisn_ fiche Desinfeltion.
ditsii §. Quititidiioff.
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— fiehe audy *}}Eedyam! nfg. a.b. 9. L
Statiftif. B. Brof. Dr. &. SAHott. (442)
©trafe und Berbreden. ﬂi idhicdhte u. Oz
gam’. b. @cfungmnmef 93 crrammtm.y
ir. Dr. med. B, Boll (Bbd. 323.)
€irafenbahnen, Die ﬁiem- u, x.,hnz,,enb.
Bon  Oberingenieur a. D. DTberiejrer
A Riebmann. L& 82Ybh. (Bd. 322)
‘znhat Der, Unbau, Handel n. W“emrbezt
B Jac Woli. TR 17 AL (Vo. 418.)
Tednil, Die dmnvd): Bon Dr. ¥, Did{«
ter. 9Mit 24 AbLL (Bb. 191)
feiegraphie. Das ~e!zgmb§;cn- u. Fera=
fpredymefen, %en Saiferl. Eneruuumt
0. Giedlift. 2. Aufl (BDd. 153.)
— Felegrapfhen= und 52!!!4”1'2({,;!“’ if izl
ifbrer Guimidinng. W, Therv
6. Bric. 2 9. it 5 Ubb. (33 ’33}
- Die gun{znmcqt ‘.Is‘ ge[@gr =31
Thurn 4 Aufl. IN.51ALE. (Wo. lb'I )
~ {iche aud D"u« e u‘xh Rabel.
Feftament écrrufpmnu und Criredit. BVon
PBrof. Dr. . thartd. (Bd. 420.)
zfavrn'obmzanvf. ¢mt:vf:1;e ?1 faalen u.
“Reifpiele gur medjaniihen Wdrmelehre.
Lon Geh. Hergrat Prof. Dr. N, Vater.
E’Jht 40 Ubb. 1. Tert u. 3 Taf. (Bd.596.)
fiehe qudh Tdrmelehre.
zsrtz,ud;tuna‘ BVon Ereraucﬁt’bimfmc Dr.
Wilsborf Mit 40 ALL. im Tert
unb 12 Taf. 2. Yuil. (Bd. 869.)
— fiehe audh ﬂﬁemtte*sucﬁt
Nhr. Die. Grunbla%-n u. Iec{mif b Bett—
mefig. B. Brof
umgearh. ufl. Viit 55%(175 i E ("16
Orheberredt. Das RNedt an SArift= zmb
funitmwerien, Bon Heditsanw. Dr.
Stothes. — (Bd. 435)
— fiege aud) gemwerblidh. Redyisidus.
Berbreden. Strafe und B. Geididte u.Or»
ganifation d. @emngmémefenb B Straf-
anft.-Dir. Dr.med WP ol 5. (BH.323.)
— Moderne Kriminalijtif, % Q[miémcht«.r
DU Hellmig PR.18UBL.  (Bb.
Lerbredier. Die Pindiologic des B (5%:::
minatpindg.) B.Girafanitaltddir. Dr med.
B.Pollis. 2.2 IM.5 Diagr. (V. 248.)
-— f.a .Banbid)rzftenbeurr. Abt. 1.
I&nfmig Grunds. d cutﬂf) Reides.
C\ief)etmrat Brof. Dr. fpoening.
(Bbd. 84.)

$Weitere Bande {ind in Borbereitung.

Btrfaifg. und Eetmaltuna ber acutirhzu
tgtz Bon Dr. Sdmib. 6.)
— Deutid. %:tlnﬂgsr i. uufbidjﬂ (‘Z‘nt-
widl. B Rr.Dr.EHubrid. 2.U. (B5.80.)
ﬁtrhbrémthdlana 1. DeutiHl. 1896 Big
1900 (origef. b. 3. Gegrnmart). Bor«
frdge fiber Deutihiands Gifenbafinen 1.
ﬁmnenmamntm n und ifre Entwids
fnng und Berwaliung vie ihre Bedeis
fusg §. B, Heutige EEoiEém:t{cﬁuit. Bon

PBrof. Dr. 93. Bop. 4. Wujl. (Bd. 15.)
Beriiderungsmeien. Grundzige des B,
(Brivatperitder.). 58 Bror. Dr. phil. et
jur. Manes. Aufl.  (Bd. 105.)

Baifentedinif jiche ,bmbvcuerme:!err ;

Fald, Der Dznt(d)c B. Brof. Dr Haug»
cath. 2.4 Bildberanh u fart. (Bd.153.)

%urnr!m(tmmd}mm ,uz neueren, TVon

Bergrat Prof. R. Bater 2 f&e
(fmm’,rung in bte Theorie u. b. Vau

admajdy. 5. Auil. M. 42 AbL. (Bd 21)

seuger, Brofgasd ma.d} Dampf=

b. 4. Jfufl. 9. 43 A5, (Bd. 86.)

- fiche aud) ®raitaniagen.

Bdrmelefre, Einfiifr. i. d. tedn, (Efyer’
modonamif). Bon Geh. Bergrat Profy
B.Bater. M. 40 9Ubb. . Tegt. (Bd. 516)

— {.aud) Thermodnnamil

Baifer, Tas. BVon Geh. Teg.-Rat Dr.
YUnielmino. ‘uut 44 ‘21 b. ('Bd ’91)

— i. a. Quft, Wail., Bidht, Warme ALL V

mmisrfmftmahﬁmen Die, u. b, us nut}g.

*@uf,euram 2; fail. Gieb Req.»Rat Ul
b:}bertng 9L MM ‘2{& *8b. 228.)
Weidmer!, Tas B:utzd;e B Foritmeift. &.
uxbr. p. Nocrbenflpdt. T %ueﬂnib‘

438.)
Sdhmitthenner. 31‘1{55 Bb Sogl
Belthandel Tiefe Hanbel.
Etrnd‘urtjgennruul}w Bon Proj. Dr. &
Heibe (Bd. 633.)
Birt! c{mrtrae‘id} [. Antife M., LOitmark.
Wirtidafisleben, Dentfd. Auf geograbhe
@runbi geldy. h Brof. Dr. Chr. ru=
ber. 3.9 v. Dr. . Reinlein. (42)
— Die Entmxdﬁmg bes Brutwd:en !i‘mt:
{daftdlebens i. leBiien snI;r!; Gely.
Rea.-Rat Brof. Dr. 8. ‘Bohie. ‘2[ BT)
— Peutf [ Stellung 1i. h. eltmirtidh.
B. Broi. . Arunbt 2.2 (BH.179.)
— it Sxman»r in B. ﬂ:ltmtrt;dmft. B.
Prof. Xid?‘ S}TSutfu;rtl "‘llgg 3")
Birtidaitligen Organifaiionen, Die. Jon
Brof. Dr. €. Leberer. (Bb. 428.)
— 1. Sonjumgenoif., Mittelitandsbemeg.
Bclxﬁnen. Zedin. Bon BVrof. Dr. 5Bs)orft-

( 18.)

Smuuasmzin};t%gDr .g Siii;a %Bb 3%5 .)

ivilprogefire ag deutidfe. Bon Jus«
Bf?tla?tff Dr. M. Gtraus. b. 315.)

?Brmfmn und Weinbereitung. SBon

Drud vor B, @, Leubner tn Dredden



DIE KULTUR DER GEGENWART
IHRE ENTWICKLUNG UND IHRE ZIELE
HERAUSGEGEBEN VON PROF. PAUL HINNEBERG
VERLAG VON B.G.TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN
III. Teil. Die mathematischen, naturwissenschaftlichen und
medizinischen Kulturgebiete. [1g9 Binde.]
(* erschienen, } unter der Presse.) In Halbfranz geb. jeder Band 6 Mark mebr.

‘L.Abt. Die math.Wissenschaften.(1Bd.)
Abteilungsleiter u. Bandredakteur: F.Klein.
Bearb. v. P. Stickel, H. E, Timerding, A.Vo8,
H.G.Zeuthen, 5 Lfgn. *I Lfg. (Zeuthen) geh.
M.3.— *ILLfg. (Vo u.Timerding). geh, M. 6.—
*0l Lfg. (Vo8) geh. M 5.—

IL.Abt. DieVorgeschichteder mod.Na-

turwissenschaften u.d. Medizin.(1Bd.)

Bandredakteure: J.Ilberg u. K.Sudboff.
III.Abt. Anorg. Naturwissenschaften.
Abteilungsleiter: E, Lecher.

*Bd.1. Physik. Bandredakteur: E.Warburg.
Bearb. v. F. Auerbach, F.Braun, E.Dorm,
A. Einstein, J. Elster, F. Exner, R. Gans, E.
Gehrcke, H. Geitel, E. Gumlich, F. Hasen&hrl,
F.Henning, L. Holborn, W. Jiger, W. Kauf-
wmann, E. Lecher, H. A. Lorentz, O. Lummer,
St.Meyer. M. Planck, O.Reichenheim, F.Ri-
charz, H.Rubens, E.v.Schweidler, H. Starke,
W.Voigt, E. Warburg, E.Wiechert, M.Wien,
W. Wien,O.Wiener, P. Zeeman., M. 22.-, M. 24.-

*Bd.2. Chemie. Bandredakteur: +E.v. Meyer.
Allgem, Kristallographie u. Mineralogie.
Bandredakteur : Fr. Rinne. Bearb.v. K.Engler,
H. Immendorf, + O.Kellner, A.Kossel, M. Le
Blanc, R.Luther, +E.v. Meyer, W. Nernst, Fr.
Rinne, 0.Wallach, +0. N. Witt, L. Wdhler. Mit
Abb. M. 18.—, M. 20.—

+Bd. 3. Astronomie. Bandred.: J, Hartmaun,
Bearb. von L. Ambronn, F. Boll, A. v. Flotow,
F.K. Ginzel, K, Graff, J. Hartmann, J. v. Hep-
perger, H. Kobold, S. Oppenheim, E. Prings-
heim, +F. W, Ristenpart.

Bd.4. Geonomie. Bandredakteure: +I.B.
IL;I;-uerléhmitt‘lu. H.eliionndaf.

5. Geologle nschl. Petrographie).
Bandredakteur: A.( Raothplets, i
Bd. 6. PhyliOﬁeﬁgnphi . Bandredakteur:
E.Briickner. 1. Hilfte: Allg.Physiogeographie.
2. Hilfte: Spez. Physiogeographie.

IV.Abt. Organ, Naturwissenschaften.
Abteilungsleiter: R.v. Wettstein,

*Bd.i.Allgemeine Biologie. Bandredakteure:
#C. Chun u, W. Johannsen, u. Mitw. v. A. Giint-
hart, Bearbeitet v. E.Baur, P.Roysen-Jensen,

P.ClauBen, A.Fischel, E. Godlewski, M. Hart-
manr, W, Johannsen, E.Laqueur, +B. Lidfoc3,
W.Ostwald, O,Porsch, H. Przibram, E.Rédl,
O.Rosenberg, W.Roux, W.Schleip, G.Sem,
H.Spemann, O. zur Strassen. M. 21.—, M.23.—

*Bd.32. Zellen-und Gewebelehre, Morpho-

logie und Entwicklungsgeschichte. 1. Bo-
tan, Teil. Bandredakteur: {E. Strasburger.
Bearb. v. W.Benecke w. }E. Strasburger., Mit
Abb, M. 10.—, M.12.— 2.Zoologischer Teil.
Bandredakteur: O.Hertwig. Bearb.v.E.Gaupp,
K. Heider, O. Hertwig, R. Hertwig, ¥.Keibel,
H.Poll. M,16.—, M, 18.—
Bd. 3. Physiologie u. Okologie. *1.Bot. T.
Bandred.: G. Haberlandt. Bearb, von E. Baur,
Fr. Czapek, H. v. Guttenberg. M. 11.—, M. 13.—
2. Zoologischer Teil. Bandredakteur und
Mitarbeiter noch unbestimmt.

*Bd. 4. Abstammungslehre, Systematik,
Paliontologie, Biogeographie.Bandredak-
teure: R.Hertwig u. R.v.Wettstein. Bearb, v.
0. Abel, I. E.V. Boas, A. Brauer, A, Engler,
K.Heider, R.Hertwig, W.].Jongmans, L.Plate,
R. v. Wettstein. M. 20.—, M. 22.—

1V. Abt. Anthropologie. (1 Bd.)
Bandred.: +G.Schwalbe. Bearb. v. E. Fischer,
R. F. Graebner, M. Hoernes, Th. Molliscn,
A. Ploetz, +G.Schwalbe. ca. M. 22.-, M, 24.-
VI. Abt. Die medizin.Wissenschaften.
Abteilungsleiter: Fr.v. Miiller.

Bd. 1. Die Geschichte der mod. Medizin.
Bandred.: K. Sudhoff. Die Lehre von den
Krankheiten. Bandred.: W. His.

Bd.2. Die medizinischen Spezialfdcher.
Bandred.: Fr. v. Miiller.

Bd. 3. Beziehungen der Medizin z.Volks-
wohl., Bandredakteur: M. v. ber.

VII Abt. Naturphilosoph. u. Psychol.

*Bd.1. Naturphilosophie. Bandredakteur:
C.Stumpf. Bearb.v.E.Becher. M.14.—, M.26.—
Bd. 2. Psychologie., Bandredakteur uad
Mitarbeiter noch unbestimmt.

VIIL.Abt. Organisation der Forschung
und des Unterrichts. (I Bd.)
Bandredakteur: A. Gutzmer.

IV, Teil. Die technischen Kulturgebiete. [15 Binde.]
Abteilungsleiter: W. v. Dyck und O. Kammerer.
Bisher erschien:
Technik des Kriegswesens. Bandredakteur M. Schwarte. Bearb. v. K. Becker, O.v. Eber-
hard, L. Glatzel, A. Kersting, O. Kretschmer, O. Poppenberg, J. Schroeter, M. Schwarte,
W. Schwinning. Geheftet M. 24.—, gebunden M. 26.—. [Band 12.]
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ierbau und Tievleben
in :‘I)um Suiammeubang bst:atbtef

Dr. Ridhard Heffe

PBrofeffor der Joelogie an der Candwirts
{doaftliden Sodfdule 3u Bedin

e Dr. §tans

Profeffor der Boolnexc an bu Dniverfitdt
Steiburg 1. Bz,

Wit fiber 1200 RBBIM. fomie 30 Safeln in Shwarzsu. Buntdrud

nad) Originalen
3. Band: Das Tier als felbs
ftandiger Drganismus

befannter Kinjtler

2. Band: Das Tier als Slied
des Aaturganzen

Jeder Band in tanfil. Original-=Gonsleinenband W. 21,—, in eleg. Halbfransband W. 24,—
5 ift ein funbamentalcs Wert, das dem Sa als Wegweifer und Sundgrub
dem Eaien als mitnfdenswerte Crginzung 3u feinem grofjen oder f!einzn Brehm dienen 1 wt:b
Wiflenfdhaftlih gan; auf bzt Hobe der Jeit ftehend, fpridt es eine fo tlace Gpw:l;z un
beciibrt fo feffelnde Sragen der Tierforfdung, dof} es fiiv jeden Wert und Baltigheit é’

fidy mit Joologie Befdafeigt. (Bropplaen.

Mathemat.-Bhijitalifde Bibliothet

Gemeinoerftandlide Darftellungen aus der Elementarmathematit und -phifit
fir Sdule und Leben. lnter Witwitkung von Sadgenoffen beraus:

gegeben pon ®Dir. Dr. W. Liecsmann und Studientat Dr. R. Witting.
Mit jableeidhen Siguren. L 8. Kot, je W, 3. —

Bisher erfdicnene Béndden:

:3|ﬁcm msxﬁnnhf!mc.l D. Zablenzeidend.
Rulturoditer. B.C.E6{fler. 2.R. Bd.I.
Der Bem:iﬁb 3ubl in imw: [og. u. biftor. Ent=
idl. Von . Wieleitner. 2. R. Bd. 2.
‘Dn pithagoreiidhe Lebtjat mit einem Rus-
blidt auf das Samatjde Broblem. BVon .
Lichmann. 2. Ruflage.. Bd. 3.
‘w«btid)auliebtmsuéms nebft ‘Rnwen-
dungen.  Von O, Weifiner. Bd. 4.
Die Sd!azfeﬁe, ibre ®e[¢ubte u. ibre Bedeu-
tung, Bor H. € Timerding. Bh. S,
Ginfizbrung in die projeltive Geometrie. Bon
M. Sadatias . . .- . Bb. 6.
Die 7 Redy f inen

Sablen. . Bon H. Wieleitner Bd. 7.
ibemcbbet Planetenbemegung. 'ng B
........... . 8.
Cinfiibrung in die Snﬁnmﬁ-nal'«bnnng.
Bon R. Witting. 2 Aufl. . Bd. 9.
Wao jtect der Sebler? BVon W. u{;maun
und Y. Teier 2. Ruflage . . Bb. Jo.
Rmittumomn in begrenjter @me. Bon
B.3ablbe... . ..ok B 11
Quabdratur b.Rm.ts-'B.Si.B eutel Bd.ge.
Geheimniffe der Redentiinftler. BVon PBb.
Waennden. 2. Rul < B I8,
i)azﬁ'eﬂenbc @wmmie des &ehnbes. Bon
K Rothe. - 10 Bb. 14.
Beifpicle 3. ®ef«bxdmb Wathematit, Bon R.
Witting v, W. Gebbhardt . Bd.Js.
RAnfetigung mathematifcher ‘mobtﬂz. Bon
K. Giebel Bd. 16.

Dreht fich die Trde? N Brunner. BdI7.
Wathematiter-Ruetdoten, Von Wilhelm
Rbrens. . .. .iiieivims . 8.
'Bom petiodifden Doimatbrudy jur S3ablens
Bon A. Eeman . . Bd.I9.

’mnﬂ)emout und Waleeei. 2 Bbe.in ) Bd.
Bon &. Wolff. . . . . Bb. 90.21.

SoldatensWathematit. BVon Rlerander
Witting Bd. 22

Zheorie und nm;is bes Recsenfdriebers. 'mm
RN Robrberg . . = v s 47 Bd. 23.

Die mathem. Brundlagen der Vadations: u.
Beresbungslehee. B.BRiebefell Bd.24.

Ricfen und Zwerge im Bablenteidh. BVon
W.Lichmann, 2 Aufl. . . Bd. o5

Methoden jur Eofuug geometrifder Rufgaben.
Don B.Reekt . .. s . Bd. 26.

ﬁumnnbﬁwf' ’Bonﬁ Wolff. Bb 27

Ginfiubung in die ‘l‘lomngmpbic.

. Sugt:oﬁlelm 'Bfou ndei. Bd. ;s
ie Grundlagen unferer Seitrechnung  BVon
N Baend . - . a0 Bbd. 20,

Was ift Geld? B.W.Eiesmann. BD.30..

‘Iii%teumbiid)e Geometrie in dev Kugelebene,

o M. Died. .. oL Bd. 31,
Der Goldene Shnitt, Von H. € Timers
Ding o o . Bd. 2.

In ‘Bn:bu. : Doeblemann, WMathematit
u Reditetur. Bieifer, ﬂbnmgmmmtrx&
Eud e, Einfibrung in die Womographic.
II. Die Jeidhnung als Redenmafdine.
Mitller, Det Begenfland d. Wathematie,
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Teubners Kiinftlerfteinseidhnungen

Woblfeile farbige Originalwerte erfter deutjber Kinjtler fiirs deutfhe Hous
Gamm!uug enthilt jest Gher 200 Bilder in den Grofen 100><70 cm (FR.7.50), 75><55 cm
~—), 103<45 cm u. 60><50 cm (. 5.—), $5><42 cm (M. 4.50), 43><30 cm (WM. 3.—)
?Kabmeu aus eigener Werkftdtte in den Bildern angepafiien Rusfibrungen dufecft preiswitdig.

R W Diefenbadhs Shatienbilder

".Per aspera ad astra® +Bottlide Jugend”
ﬂ?&u g::ga 5(313 r:;;l&?abfgf 2 appen, L 2 Rafl, mit je 20 Biak

Seifbiler ols Wandfcice (32><80 cm) (@5%/><24 cm) - . . . je Wa—
je M. 5.—, (3s><38 cm) . je MW 125 Gimelbilber. . . . . . . je W, —75
Lebteren.Glas m. Seinwd. —Q'w.f jeWM. 3.— unfer Bles u, Eeinwondeinf, je W. 3.—

KRarl Bauers Federzeidunungen

Siihrer und Helden im Weltbrieg. Cinelne Blitter {28><35 cm) M.~75,
Liebhaberansgabe W, 1.25, 2 Wappea;_enthaltend je 32 Bldtter, je . . WM. 3 —
Charattertspfes. beutid)eu Bejdyidyte. Mappe, 5251, (28«36 cm) W. 6.35,
12 BL MW, 3.50, Cinzelbidtter M.—.85. Liebpaberausgabe auf Karton getlebt M. 1.25
Rus Deutihlands g:oﬁetsems;s. SuMappe, 1651 (2s><960m) 9W.4.50,
Cinzelbiatter W, —.85. Liecbpaberandgabe anf Korton geflebt . . . M. 1.25
Rabwmen su den Blittern paffend von W. 4.— bis W. 7.—

6¢b¢tenfcbmtteoou%oli‘mmﬂet

s der Nriegsyeit’’. 6 Blatter, Shetenjdnitte des Kiinftlers wicdergebend,

3. mwb des Snmzﬁrmaums. 2. Ruf der Wadt. 3. In Seuerftellung. 4. Stipatrouille.
Zrene Sameraden. 6, Am Grabe des Kameraden.

Ruf Mm.wzf@iﬁmfatb. Tonunterdrad: Cing. WM. 1.25, 6BL in Mappe M. 5.—

Unter Glas in Eeinwand-Einfaffung: WM. 4.—. Ju M«enﬂ&&&mém' B.7.—

Deutfdhe Reicgsfdheiben

Sdyeibenbiber erfter Miindener Kiinfifer wie v, ’Qeiugger, J. Die3, € GOrigner,
. 0. Habermenn, Th. Th. Heine, A, Jant, v. Jiigelu.a. Sie bringen £Gjtlich
morvolle, ;unmil auj den Nrieg Desiiglide Darflellungen, wie den grofic

miuligen Cnglander, die Entente, ' nﬁcu-aunaﬁnu“, U 23 auj be Sngb, u. a. nnb find

sut Sdicfeusbibung und als Ji

Prefs je ca, W. 1.50. Ruj Pappe mit grimem s-%rmw je ca. 'm.l.so .’kuf Bolz

mif griinem Srany je co. . 5.50. — Bei grofleren Boiigen emaﬁigm iid; die )3mie

Ris 12er Sheibden (Blatten) Stiid 35 nf., J2 Etie M.

3oft£attenausgaben

Jede Kaste 15 PBf., Reibe von 12 Karten in Umidlag M. x.so, jede Sarte onter Blas
mit fdwaner Einfoffung und Sdnue W,
Seubners Nunfﬂnitcfmtbuungm fn 33 Reiben ("nnousonzc‘[d; Wotive aud u, Blas in
ovalem Robmen je M.2.—, in edigem 501;mbm¢.}e’m.w) Bauers Siibrer u. Seldenin
2Reiben, Wintlers Eebem dnitie, 6 Kot in Umfdl. MW. -.80. Keiegsideiben-Karien
in 2 Reibhen (buie nidt mit Emiaﬂ‘ tanfl.). eutmurﬁige smm aus "Rotbimmetd).
* 12 RKarten nady Orig.~Lithograph. von K. Lobe. D baths Sdsattenbilder in 6 Reiben
(diefe and in mmmgm ober ovalen Holzrahmben 3u je M2 95 beyw. TR.2.50). Rus dem
Rinderleben, 6 Karten nady Bleiftijtzeidhn. von Hela Peters. 1. Der gute Bruder.
2. Der hn Bravec. 3. Wo driidt der Shuh? 4. Sdhmeidellagden. S. Pippden, an?btpuﬂt!
6. Grofle Wafde. In Umidl. W, —.80. SHattenriftaites ron Beda Euije Shmide:
3. Reibe: Spiel n.Tan;, Seft im ®an¢n,*81ummom!e[, Die ticine Sciferin, Belanfdtee Didter,
Rattenfanget oon Sameln. 2. Reibe: ¥Die, Stzuubt, *Der Befud, Im 6nmeu, *Reifenipiel,
Sriihlingsiteauf), ¥ Der Licbesbricf. 3. Reibe: *Des Brrief an ,Ifn”, ﬂnu&haungsnafud),
FRm Spinett, *Beim Wein, *Ein Warden, *Der Gebuntstag. Jede Refhe in Umjdl. M. -.50
* Diefe SHattenvifitarien von Gerda Euife Somidt aud) als Bilder im Jormat
20><15 cm fe M. —.50. In Mahagonirdbm2n m. Glas einjdhl. Bild je MW, 5.50

Bollft. Kat. &, tanftler. Wand[dm. m. fatb. Wiederg. v, i. 200 BL geg. Cinfendy, v. 750,
(Rusl. 85 Bf.) Rusf. Vers. d. Pofitartenausg. umjonft. Beide v. Verlag in Eeipyig, Poftite. 3.

Vetlag pon B.®. Seubner in Leipsig und Berlin
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