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INDEKSACJA PRZEPLYWOW PIENIEZNYCH
W UBEZPIECZENIACH WIELOSTANOWYCH"

Streszczenie: Artykul poswigcono zagadnieniu indeksacji $wiadczen (w konsekwencji skta-
dek i rezerw) ubezpieczeniowych odgrywajacych istotng role w konstrukcji wielostanowych
ubezpieczen odpornych na inflacj¢. Podstawa aktuarialno-finansowej analizy ubezpieczenia
jest zmodyfikowany model wielostanowy, ktorego struktura probabilistyczna jest definiowa-
na w oparciu o niejednorodny tancuch Markowa. Celem artykutu jest przedstawienie ogdlne-
g0 wzoru na wyznaczanie stopy indeksacji rezerw w przypadku ubezpieczen wielostanowych
ze stala stopa procentowa. Ponadto, by uprosci¢ zapis i obliczenia numeryczne, zapropono-
wano macierzowa reprezentacj¢ wzoru na stopy indeksacji rezerw, co pozwala na uzyskanie
elastycznego narzedzia shuzacego m.in. do analizy wielostanowej polisy ubezpieczeniowe;.
Iustracja zastosowania reprezentacji macierzowej do obliczania sktadek, rezerw i stop in-
deksacji dla rezerw jest przyktad numeryczny dotyczacy ubezpieczenia od ryzyka cigzkiej
choroby.

Stowa kluczowe: zmodyfikowany model wielostanowy, indeksacja, sktadki netto, rezerwa
prospektywna, ubezpieczenia wielostanowe.

1. Wstep

Z realizacja uméw ubezpieczen wielostanowych zwiazane sg réznego rodzaju prze-
pltywy srodkow pieni¢znych, ktore tworzg strumienie finansowe. Niniejszy artykut
poswiecony jest zagadnieniu indeksacji $wiadczen (a w konsekwencji sktadek i re-
zerw) ubezpieczeniowych, ktore majg istotng role w konstrukeji ubezpieczen odpor-
nych na inflacj¢ oraz ubezpieczen, w ktoérych wysokos$¢ swiadczen moze by¢ dosto-
sowywana do zmieniajgcych si¢ zarobkow ubezpieczonego; por. [6; 8; 9].
Strumienie przeptywow pienigznych analizowane sa z finansowego punktu wi-
dzenia przy uzyciu zmodyfikowanego modelu wielostanowego. W artykule rozwa-
zany jest przypadek, w ktorym kazdy rodzaj §wiadczenia ubezpieczeniowego, sktad-
ki oraz rezerwa prospektywna maja wtasng stope indeksacji. Zaktadamy, ze stopa
procentowa jest ustalona. Najwazniejszym celem jest jednolite i formalne ujecie

* Praca naukowa finansowana ze §rodkow na nauke w latach 2009-2011 jako projekt badawczy
nr 2293/B/H03/2009/36..
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catej zlozonej problematyki indeksacji ubezpieczen wielostanowych, w szczegdl-
nosci wyznaczenie ogolnego wzoru (ktéry mogtby by¢ wykorzystany do kazdego
typu ubezpieczenia wielostanowego) na wysokosci stop indeksacji dla rezerwy przy
zatozeniu, ze wysokosci stop indeksacji dla wszystkich typow przeptywow pieniez-
nych sa dane.

Ubezpieczeniem wielostanowym nazywa si¢ umow¢ ubezpieczenia obejmu-
jaca rozne przypadki zyciowe. Ubezpieczenia tego typu sktadaja si¢ z podstawo-
wej umowy ubezpieczenia (jest to zazwyczaj umowa ubezpieczenia na zycie) oraz
ubezpieczen dodatkowych, czyli tzw. opcji (np. umowa ubezpieczenia od ryzyka
trwatego inwalidztwa, cigzkiej choroby, niezdolnosci do pracy). Najprostsza forma
ubezpieczenia wielostanowego jest wiec ubezpieczenie na zycie. Podstawg aktu-
arialno-finansowej analizy ubezpieczenia jest skonstruowanie jego matematycznego
modelu. Pierwszym krokiem jest opis mozliwych zdarzen losowych (przypadkow
zyciowych), ktore obejmuje umowa ubezpieczenia podstawowego wraz z umowa-
mi ubezpieczen dodatkowych, a nastepnie okreslenie wszystkich mozliwych prze-
biegébw ubezpieczenia. W tym celu definiuje si¢ tzw. model wielostanowy (pkt 2)
oraz przeplywy pieniezne wynikajace z zawarcia umowy ubezpieczenia (pkt 3).
Nastepnym krokiem jest wyznaczenie wartosci aktualnej i aktuarialnej przeptywow
pienigznych, ktore z kolei stuzg do wyznaczania sktadek i rezerw netto. Naturalng
wlasnoscig modeli wielostanowych jest to, ze duza liczba zdarzen losowych obje-
tych umowg ubezpieczenia znacznie zwigksza zlozono$¢ modelu (z powodu duzej
liczby mozliwych realizacji kontraktu ubezpieczeniowego). Dzigki zastosowaniu
zmodyfikowanego modelu wielostanowego (pkt 4), w celu uproszczenia zapisu
i obliczen numerycznych, przedstawiona zostata macierzowa reprezentacja wzoru
na sktadki irezerwy (pkt 5). Umozliwito to wprowadzenie macierzowego zapisu
indeksowanych przeptywdéw pieni¢znych (pkt 6) oraz wyznaczenie macierzowego
wzoru na wysokosci stop indeksacji dla rezerw prospektywnych (pkt 7), ktory moze
by¢ wykorzystany w odniesieniu do dowolnego ubezpieczenia wielostanowego. Ilu-
stracja zastosowania reprezentacji macierzowej do obliczania sktadek, rezerw i stop
indeksacji dla rezerw jest przyktad numeryczny dotyczacy ubezpieczenia od ryzyka
cigzkiej choroby opisany w pkt 8.

2. Model wielostanowy

Kazdemu przypadkowi zyciowemu, ktorego dotyczy opcja lub umowa ubezpiecze-
nia podstawowego, odpowiada stan (lub status jak w [3]), w jakim znalazt si¢ ubez-
pieczony. Przyjmijmy, ze N (N<oo) oznacza liczb¢ wszystkich mozliwych stanow
oraz S = {1, 2, ..., N} oznacza skonczong przestrzen standw.

Ponadto niech para (i, j), gdzie i #j oraz i, j € S, oznacza bezposrednie przejscie
ze stanu 7 do stanu j. Niech T oznacza zbidr wszystkich mozliwych bezposrednich
przejs$¢ migdzy stanami.
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Para (S, 7), opisujaca wszystkie mozliwe zdarzenia zachodzace w zyciu ubez-
pieczonego w okresie objetym umowa ubezpieczenia, nazywana jest modelem wie-
lostanowym (por. [6]).

Badanie i analiza zmian standéw (ewolucji statusu ubezpieczonej osoby) od mo-
mentu zawarcia umowy ubezpieczenia jest jednym z podstawowych elementow
wplywajacych na wycene umowy ubezpieczenia.

Niech x oznacza wiek ubezpieczonego w chwili podpisywania umowy ubezpie-
czenia. Dla danej umowy ubezpieczenia, reprezentowanej przez model wielostano-
wy (S, 7), funkcja X(x,7) € S, gdzie X(x,t) € Sdlai € S, t € T, oznacza, ze w chwili ¢
(oznaczajacej czas, jaki uptynat od rozpoczecia umowy ubezpieczenia) ubezpieczo-
nego dotyczy przypadek zyciowy, ktéremu zostat przypisany stan i. Poniewaz ana-
liza dotyczy pojedynczej polisy, to dla uproszczenia zapisu pomijany bedzie wiek
wstepu ubezpieczonego, tzn. X(x,t) = X(¢).

Przyjmuje sig, ze {X(¢): t € T} jest procesem stochastycznym przyjmujagcym
wartosci ze skonczonej przestrzeni stanéow S.

W dalszych rozwazaniach zaktada sie, ze T < {0, 1, 2, 3,...}, azatem
{X(0):t e T} ={X(®):t=0,1, 2, 3,...}. Oznacza to, ze analiza dotyczy ubezpieczen,
w ktorych okres ubezpieczenia zostat podzielony na roztaczne odcinki czasu, np. dni,
miesigce lub lata. Jezeli okres ubezpieczenia zostat podzielony na lata, wowczas
dla #-tego roku trwania okresu ubezpieczenia Swiadczenia ptatne z dotu realizowane
sg w momencie ¢ trwania okresu ubezpieczenia (na koncu roku 7). Natomiast $wiad-
czenia platne z gory (np. renta platna z gory) oraz sktadki za ten rok realizowane
sa w momencie ¢ — | trwania okresu ubezpieczenia (na poczatku roku ¢).

Zaktada si¢, ze w jednej jednostce czasu proces {X(¢)} moze zmieni¢ stan tylko
jeden raz (moze zajs¢ tylko jedno zdarzenie losowe). Ponadto przyjmuje sig, ze umo-
wa ubezpieczenia zostala zawarta w momencie 0 na n jednostek czasu, gdzie n jest
okresem ubezpieczenia.

Podstawowymi wielko$ciami opisujgcymi ewolucje procesu {X(¢)} sa rozktady
skonczenie wymiarowe. W szczego6lnosci zaktada¢ bedziemy, ze {X(¢)} jest nie-
jednorodnym w czasie tancuchem Markowa. Wtedy do okreslenia jedno- i dwu-
wymiarowych rozktadow wystarczy znajomos$¢ wektora rozktadu poczatkowe-
go P(0) = (1, 0, 0..., 0)" € R" oraz ciaggu macierzy prawdopodobiefistw przejs¢

Q(0), Q(1),..., Q()...., gdzie Q(r)=(g, (1)), , natomiast
q;()=PX(+1)=j[X()=1).

3. Przeplywy pieniezne i ich wartos¢

W wyniku zawarcia umowy ubezpieczenia powstaja dwa strumienie przeptywow
pienieznych, ktorych wysoko$¢ i moment wyptaty okreslaja warunki umowy ubez-
pieczenia. Pierwszym z nich jest strumien sktadek (skierowany od ubezpieczonego
do ubezpieczyciela), a drugim — strumien $wiadczen ubezpieczeniowych, np. sumy
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ubezpieczenia wyptacane w wyniku $mierci lub dozycia, oraz réznego typu renty
(skierowany od ubezpieczyciela do ubezpieczonego).

W wyniku realizacji umowy ubezpieczenia wielostanowego moga by¢ realizo-

wane nastepujace typy przeptywdw pienieznych (por. [6; 7]):

p[1) — sktadka ptacona w momencie ¢, gdy X(¢)=/,

n/(t) — jednorazowa sktadka ptacona w ustalonym momencie ¢, jezeli X(¢)=j,
l;j(t) — renta ptacona z géory w momencie ¢, gdy X(¢)=/,

b/.(t) — renta placona z dolu w momencie ¢, gdy X(¢)=/,

dj(t) — jednorazowe $wiadczenie ptacone w ustalonym momencie ¢, jezeli X(¢)=/,
cl./.(t) — jednorazowe §wiadczenie ptacone w momencie ¢, gdy X(¢)=/, a X(¢—1)=i.

Zauwazmy, ze strumien sktadek tworzg przeptywy pieni¢zne typu pj(t) oraz 7rj(t).
W skrécie beda one oznaczane przez {p, z}. Natomiast strumien swiadczen tworzg
przeptywy pieniezne typu ];./(t)’ bj(t), a’j(t) oraz cy.(t), ktore w skrocie oznaczane beda
przez {13, b, d, c, c,,..., c,}. Zauwazmy, ze c, oznacza jednorazowe $wiadczenie
zwigzane z przejsciem procesu ze stanu i, a poniewaz wysoko$¢ swiadczenia ptaco-
nego w stanie j moze zaleze¢ od tego, w jakim stanie byl proces {X(f)} w momencie
poprzedzajacym przejscie, to w symbolicznym oznaczeniu strumienia $wiadczen
wyroznione zostaty wszystkie mozliwe wielkosci.

Niech wigc @ oznacza jeden z typow przeptywow pienieznych, tzn. o €{p, x,
b, b,d, Cpoeves

Kryterium podziatu przeptywow pienigznych, istotnym z finansowego punktu
widzenia, jest podzial na przeptywy pieni¢zne ptatne z gory (g € {p, =, b }) oraz
przeptywy pieni¢zne ptatne z dotu (o €{b, d, c ..., c,}). Okazuje sig, ze wyszcze-
go6lnienie dwoch typdw rent (platnej z gory i platnej z dotu) jest szczegodlnie wazne
w przypadku Tc {0, 1, 2,...}. Umozliwia to bowiem wtasciwe okreslenie wielkosci
aktuarialnych zwigzanych z tymi typami przeplywow pieni¢znych.

Niech u oznacza stope procentowq. Zaktadamy, ze jest ona stata podczas catego
okresu ubezpieczenia. Wowczas wielko$¢ 1 + u jest czynnikiem akumulacji, nato-
miast v = (1+u)~! jest czynnikiem dyskonta (por. [2; 3; 10]). Zaktadamy, ze kapitali-
zacja odbywa si¢ jeden raz w jednostce czasu. Wtedy dla odcinka czasu [z, k] funkcja
akumulacji ma postac r(t, k) = (1+u)*, a funkcja dyskonta v(¢, k) = (1+u) ¢,

Niech Y#/(k) bedzie aktualng w momencie ¢ wartoscia przeplywu pieniezne-
2o typu o placonego w chwili £ (0 < ¢ < k), gdy proces {X(¢)} jest w momencie k
W stanie j.

Jezeli g jestjednym z przeptywow pieni¢znych zwigzanych z pobytem procesu
{X(?)} w danym stanie, tzn. g €{p, «, b, b, d}, to:
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Ot k) oy ©,(k) dla 0<1<k
YO (k) =11y 00, (K) dla 0<r=k, 0
(k) gy 0,() dla 0<k<t

gdzie 1, oznaczany jest indykator zdarzenia, Ze proces {X(#)} jest w stanie j
w chwili £ (£ > 0).

Jezeli g jest jednym z przeplywow pieni¢znych zwigzanych ze zmiang stanu przez
proces {X(#)} tzn. o e€{c,,..., c,}, to wtedy

V(I iy inrrn €K dla i€ S\{YAO<t <k

Y (k) = Ly y-inx -y €5 (6) dla ieS\{j}A0<t=k, )
' Pk Oy yeinx - € (6)  dla ie S\{j}n0<k <t
0 dla i=j

Z (1)1 (2) wynika, ze jezeli 0 <t < kto Y/ (k) jest zdyskontowang na moment ¢
warto$cig przeplywu pieni¢znego realizowanego w momencie k. Natomiast, gdy
0<k<t to Y (k)to jest zakumulowang na moment ¢ warto$cig przeptywu pie-
nigznego realizowanego w momencie k.

4. Zmodyfikowany model wielostanowy

Niech L oznacza prospektywng stratg (prospective loss) ubezpieczyciela w chwili ¢
zdefiniowang jako réznica migdzy aktualng na moment  umowy wartoscig wszyst-
kich przysztych wyptat poniesionych przez ubezpieczyciela z tytutu zawarcia umo-
wy (tzn. $wiadczen za okres [, n]) oraz przysztych wptywow ze sktadek ptaconych
przez ubezpieczonego podczas trwania umowy ubezpieczenia (tzn. sktadek za okres
[z, n]).

Formalnie prospektywna strat¢ ubezpieczyciela mozna zapisa¢ w nastgpujacej

postaci:
n n—1
YAD DI R I OEDRIGEIDID IR I}
9etb.bd ¢ ey} jESk=14] jeS pelp.r)jeS k=t
gdzie wielkosci Y*/(k) sa zdyskontowang na moment ¢ warto$cig przeptywu pie-
ni¢znego realizowanego w momencie &, dla 0 <z < k.
Z finansowego punktu widzenia kazdy przeptyw pienigzny (¢ <{n, p,
b, b, d, C,, C,..., Cy}) jest wplata powigkszajacg fundusz strat ubezpieczycie-
la lub wyptata pomniejszajaca wielkos¢ tego funduszu. Dlatego poszczegol-
ne przeplywy pieni¢zne przyjmuja odpowiednio dodatnie lub ujemne wartosci.
Na przyktad dla funduszu okreSlajgcego catkowity strate ubezpieczyciela L = L
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wptatami (o dodatnich warto$ciach) sa Swiadczenia (tj. przeptywy pieni¢zne typu
P €{ h b, d, ... Cy)), @ wyplatami (o ujemnych wartosciach) sg sktadki (tzn.
¢ €{m, p). Biorac ten fakt po uwage, catkowitg strate ubezpieczyciela mozna zapi-
sa¢ w nastepujacy sposob:

L= ZZ(b (t)"'b (t)"'d (t)"'zcy(t){x(z =i} p](t) T; (t)J (X ()= /}U(O 1. (3)

t=0 jeS

We wzorze (3) czynnik bj O +b,(D)+d, () + Zies ¢y (t){X(t—l):i} -p,0)-m,(@)
jest wielkoscig okre$lajaca bilans wszystkich przeptywow pienieznych realizowa-
nych w momencie ¢, gdy proces {X(¢)}jest w tym momencie w stanie ;.

Niech cﬁ(t) =fy,
w momencie ¢ (t=0, 1, 2,..., n), jezeli proces {X(¢)} jest w tym momencie w stanie
jG=1,2,..,N).

Zauwazmy, ze wysoko$¢ przeptywu pienigznego w momencie ¢ zalezy od tego,
jaka warto$¢ w tym momencie przyjmie proces {X(7)}. Zatem cﬁ(t) jest zmienna
losowa, ktorej rozktad zalezy od rozktadu zmiennej losowej X(7).

Z finansowego punktu widzenia przeplyw pieni¢zny c]j(t) jest sumg wplywow
reprezentujacych wplaty, ktore zasilaja dany fundusz, oraz wydatkow, ktére po-
mniejszajg dany fundusz w momencie ¢, jezeli proces {X(¢)} jest w tym momencie
w stanie j. Poniewaz teoretycznie w momencie # moga istnie¢ niezaleznie wszystkie
typy przeptywdw pieni¢znych, to

cfj(t) Zgi(f)+b,(t)+dj(t)+ Z ng(t){X(t—1)=i} +pj(t)+n-j(t)’ (4)

ieS/{j}

_#) oznacza przeplyw pieniezny (casch flow) realizowany

gdzie dla p 6{13, b,d,c,...,c,,p, m}

_ |>0, gdy gojest wpltywem
<0, gdy g jest wydatkiem '

W tym $wietle catkowitg strat¢ ubezpieczyciela (4) mozna zapisa¢ nastepujaco:

L=22cf, (01, 00,0). )
=0 jeS

Zauwazmy, ze jezeli cf () jest suma przeptywow typu (1), (1), b (D), b(0), lub
d| (t) to dla kazdego momentu ¢ trwania umowy ubezpleczema oraz dla dowolnego

stanu J>Jezeli X(1) = j, to przeptyw pienigzny cf{(7) jest jednoznacznie okreslony.
Jezeli w wyniku realizacji umowy ubezpleczema powstajg przeptywy pieniezne
zwigzane ze zmiang stanu (4. ¢ ,..., ¢,), to przeptyw pienig¢zny cf (¢) nie moze by¢
jednoznacznie okreslony. Oznacza to ze informacja X(f) =/ nie Jest wystarczaja-
ca do jednoznacznego okreslenia wysokos$ci przeptywu pieni¢znego realizowanego
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w momencie ¢. W takiej sytuacji nie jest mozliwe bezposrednie wprowadzenie nota-
cji macierzowej.

Rozwigzaniem jest wprowadzenie rozbudowanego modelu wielostanowego
(8", T"). Sposob konstruowania (S, 7) oraz jego struktury probabilistycznej przy
zatozeniu, ze proces {X(¢)} jest niejednorodnym w czasie fancuchem Markowa zo-
stat opisany w [5]. Dalsze rozwazania dotyczy¢ beda rozbudowanego modelu wie-
lostanowego (S, T7), w ktorym S*={1,2,..., N*} i S*=5 U S*, a zbiér S* zawiera
stany dodane do przestrzeni stanow S. Natomiast 7" < {{i, j} | i #J; i, jeS"} jest
podzbiorem wszystkich mozliwych bezposrednich przejs¢ miedzy stanami naleza-
cymi do przestrzeni stanéw S”. Ponadto proces {X(¢)} (o ktérym zaktadamy, ze jest
niejednorodnym tancuchem Markowa) opisuje ewolucje zmiany stanow w modelu
S, 7.

Warunkami wprowadzenia rozbudowanego modelu wielostanowego jest przyje-
cie zatozenia, ze wysokosci przeptywow pieni¢znych typu c,(0) nie zalezg od stanu 7.
Ponadto dla kazdego stanu jeS z kazdym przejsciem do j muszg by¢ zwigzane prze-
plywy pieni¢zne typu cl_/.(t) lub z zadnym z przej$¢ do stanu j nie moga by¢ zwigzane
zadne przeptywy pienigzne typu C,-j(t)- Zalozenia te oznaczaja, ze wysokos¢ swiad-
czenia zwigzanego z przejsciem migdzy stanami moze wytacznie zaleze¢ od stanu,
w jakim jest proces {X(#)} w chwili 7.

Niech cfj* (O)=cf . (=7 (¢) oznacza przeptyw pieni¢zny realizowany w momen-
ciet(t=0,1,2,..., n). Jezeli proces {X"(¢)} jest w tym momencie w stanie j (j = 1,
2,..., NY), wtedy

. p,O)+m;()+b,)+d ()+c;(t) dla jeS”
of ()= . . (6)
PO+ ()+b,(t)+d,;(1) dla jeS
Zauwazmy, ze (S, T") = (S, T), gdy w wyniku realizacji umowy ubezpieczenia
nie ma przeptywoOw pienigznych typuc,,..., c,.

5. Macierzowa reprezentacja skladek i rezerw netto

W pierwszej kolejnosci wprowadzone zostana oznaczenia niezbedne do przedsta-
wienia sktadek i rezerw w formie macierzowe;j.

Niech S = (1, 1, 1,..., 1) € R™D, Ponadto dla kazdego ¢ = 1, 2,..., ntl
niech 1=(0,0,....1,...,0)" eR"*",adla kazdego i = 1, 2,.., N* niech

t

J=(0,0,....1,...,0 eR"".

Natomiastl dla dowolnej macierzy A= (al.j )Ml macierz Diag(A) jest macierza

Lj=

diagonalna, ktorej elementami przekatnej sa elementy przekatnej macierzy A.
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a 0 0
. a,
diag(A) = :

0o 0 ... a.

Dla dowolnej chwili ¢ niech dany bedzie nastepujacy wektor
P () = (pri" (0), prs (8), pr (O),.... pr. (1) €R"

prawdopodobienstw  bycia procesu {X'(f)} w okreSlonym stanie, gdzie
pr;(t) = P(X'(t) = i). Ponadto niech

P(0)"
P’ .
D: ( ) ER(nH)XN ‘ (7)
P(n)
Dla dowolnych chwil czasu ¢, t,e {0, 1, 2,.., n} niech macierz

Q'(t,,1,) = (q; (.1, Ny ) bedzie macierza prawdopodobienstw warunkowych, gdzie

i,j=1
Q;(tlatz) =P(X"(t,)=j| X (t)=1).

Przy zatozeniu, ze {X(¢); t =0, 1, 2,...} jest niejednorodnym w czasie tancu-
chem Markowa macierze P*(¢) oraz Q*(tl, t,) mozna wyrazi¢ za pomocg wektora
rozktadu poczatkowego P*(0) = (1, 0, 0,..., 0)" € I R¥ oraz ciagu macierzy praw-
dopodobienstw przejs¢ Q*(0), Q*(1), Q*(2),..., Q*(n — 1) okreslonych dla procesu
{X'(¢)} w nastepujacy sposob (por. [5]):

P (=P O] Q0

-1
Q*(tntz) = H Q*(t)-
t=t,
Ze stopg procentows zwigzana jest macierz A= (4, ), ., € R ktérej
clementy zawierajg czynniki dyskontujace o(z, ¢,) i akumulujace (¢, t,) = (v(z,,
t,))"". Mianowicie dla stalej stopy procentowej macierz A jest nastepujgca:

1 ) e

o=t 1 ot
A: D2 »-! D=2 A

" Uf(nf noL.. 1

gdzieo = (1 +u)™".
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Przeptywy cf; (¢) tworza nastepujaca macierz przeptywow pienieznych rozmia-
ru (n + 1) x N* okre$long w nast¢pujacy sposob:

cfy(0) cfs(0) - cfL(0)
ff (D) efs (1) = eff ()
C=|cff @) cff@) ~ cf @) |eR"™.

cfi(n) cfy(n) - cf .(n)
Dla ¢ e{b,b,d,c,,...,c,..,p, 7, } niech

C‘“ - (@i(t))izl,Z,m,N* c R(n*+1)xN*

t:0,1,4..,n*

bedzie macierzg przeptywow pienigznych typu . Wtedy dla funduszu strat ubez-
pieczyciela L mamy, ze

c= > ¢
g/JE{b,b,d,cl,...,c oD}

N
- Cz‘;’ + Z C p+ z Cxo
goe{b,d,cl W’CN*} pel{p,m}

=C.+C,+C,, =C, +C

out?

gdzie C,, = (c f;" () e R ) zawierajaca jedynie wptywy (inflows) do danego
funduszu jest sumg wptywow platnych z géry C i wplywow platnych z dotu C,, .
Natomiast C,,, = (c/7" (1)) € R"*"" zawiera jedynie wydatki (outgo) pomniejsza-
jace dany fundusz. Zauwazmy, ze
cf"(t)=b,(t)+b,(H)+d (1) +c, (),
cf () =~(p,(O)+ 7, (1))

dla funduszu strat ubezpieczyciela.

Warto$cig aktuarialng na chwile ¢ przeplywu pienigznego ¢ realizowanego
w momencie k, gdy X(k) = oraz X(¢) = i, nazywamy warunkowg warto$¢ oczekiwa-
ng EQCP (k)| X (1) = ).

Woéwezas dla
e p €lp,m, b, b, d} mamy, ze

v(t,k)g;(t. k), (k) dla 0<t<k

. R dla 0<r=k i i=j
EQX™ (k)| X(t)=i)=4"" ,
(XH®IXO=0=1, da 0<i=k i izj &
r(k,0)q,(k,)p (k) dla 0<k<t
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e p €{c,...,c,. mamy, ze

o(t,k)g, (t.k—1)q; (k—1,k)c, (k) dla  heS\{j}

oraz 0<t<k
q.(t=1,0)¢,, (1) dla  heS\{i}
EQC™ (k)| X (1) =1)= oraz 0<r=kij=i.
r(k,0)q;, (k=1,k)q’, (k,0)c,, (k) dla  heS\{j}

oraz 0<k<t

0 poza tym

W twierdzeniu 5.1 przedstawione zostaly macierzowe formuly na obliczenie
jednorazowej i okresowej sktadki netto przy zatozeniu, ze spelniona jest zasada row-
nowaznosci (wyrazona rownoscig E(L) = 0); por. [5].

Twierdzenie 5.1. Zal6zmy, Ze spelniona jest zasada rownowaznosci, a stopa pro-
centowa jest stala w catym okresie ubezpieczenia. Ponadto dla modelu wielostano-
wego (S”, T") macierz przeptywow pienieznych C, okreslona jest dla funduszu strat
ubezpieczyciela L oraz sktadki sg ptacone wtedy, gdy proces X'(z) = 1. Wowczas:

» Jednorazowa sktadka netto z ptatna na poczatku okresu ubezpieczenia jest po-
staci
n=1] A"Diag(C, D")S . 9)
e Stala okresowa sktadka netto p ptatna z gory przez pierwszych m (0 < m < n)
jednostek czasu, na jaki zostat podzielony okresu ubezpieczenia n, jest postaci

17 A"Diag(C, D")S

n+l
I/ AT[ -> 1, 1{} DJ,

1=m+1

(10)

p:

Dowdd. Dowod jest analogiczny jak w [S]. Wystarczy zauwazy¢, ze dla statej
stopy procentowej A I,=(1,0,0%,...,0")" jest wektorem funkcji dyskontujace;
w catym okresie ubezpieczenia i jest odpowiednikiem wektora M okreslonego dla
stochastycznej stopy procentowe;. .

Niech V(£) = (1), V,(0),....V . (1))" € R" bedzie wektorem rezerw prospek-
tywnych w momencie ¢ dla wszystkich standw przestrzeni stanéw S~ oraz

V()"

V(l)T c R(n+1)><N*

V=
V(n)

bedzie macierza rezerw prospektywnych okreslonych w calym okresie ubezpieczenia.
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Twierdzenie 5.2. Dla ubezpieczenia z modelem wielostanowym (S*, T ") dla
kazdego t € {0, 1,..., n} zachodzi V(t)I(CTm, ++F' (t,C)A)Im, gdzie macierz
przeplywow pienigznych C- oraz C  okreslone sg dla funduszu strat ubezpieczy-
ciela L oraz

n k-1

FT(t’C): ZH Q*(u)CT Ik+1 Ilf+l . (11)

k=t+1 u=t

Dowéd. Dowdd jest analogiczny jak w [4], trzeba jedynie uwzgledni¢ rente ptat-
na z gory oraz zalezno$¢ A I,= M.

Uwaga 5.1. W praktyce warto analizowac¢ tylko te elementy macierzy V', ktore
maja szans¢ by¢ zrealizowane. Niech

real __ real (n+1)><N*
V= [V, (t)]izl,z,..,/v* €R >

t=0,1,...,n

(12)

gdzie
J/Vi1,, dla J/D"1,>0

Vf'ealt —
0 { - da J/'D"1,=0

bedzie tablicg zawierajaca rezerwy prospektywne, ktore maja szanse by¢ zrealizo-
wane w rzeczywistosci. Tablica (12) utatwia analizg V(7), gdyz redukuje liczbg wiel-
kosci, ktore trzeba bra¢ pod uwagg.

6. Indeksacja przeplywow pieni¢znych

Niech g () bedzie stopa indeksacji (adjustment rate) przeptywu pieni¢znego  (2).
Zatozmy, ze g (¢) = 0 dla ¢ = 0 (gdyz w momencie wykupienia ubezpieczenia nie
ma jeszcze indeksacji) oraz ¢ = n (bo w momencie konczacym okres ubezpieczenia
nie ma potrzeby niczego indeksowac). Dla przeptywu pienieznego typu ¢ wpro-
wadzmy macierz stop indeksacji w calym okresie ubezpieczenia

»

0 0 0
g/’ (1) gm0 gr(D
G - g'(2) g, (2) &\ @ e R’

(13)

g'(n=1) gi(n-1) - gv.(n-1)
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Ponadto niech

of ()= > @, ()(1+ g7 (1))

pe{g,b,d,cl ,.4.,CN*,p,7T}
=d;O+ Y g0 (14)
pelb.bd.c ,A.A,EN* P}

bedzie indeksowanym przeptywem pienieznym placonym w momencie ¢, gdy
X'(t) = i, oraz niech

c/40) cfy*(0) - cf 1(0)
e efy*A) - ef (D)

Ci=|cfQ2) cfyQ2) - Cf];f(Z) e RN

) efsn) o ef )

bedzie macierzg indeksowanych przeptywow pienieznych w calym okresie ubezpie-
czenia.

W twierdzeniu 6.1 przedstawiono reprezentacje macierzowg C ¢ przy zalozeniu,
ze stopa indeksacji kazdego z typow przeptywow pienigznych jest stata przez caty
okres ubezpieczenia.

Twierdzenie 6.1. Zat6zmy, ze dla ubezpieczenia wielostanowego z modelem
wielostanowym (S”, 7') stopa indeksacji dla kazdego z typoéw przeptywow pienigz-
nych @ 6{5, b,d,c,..., c,., p, w} spetnia

g” dla t=1,2,..,n—-1
g'= .
0 dla t=0At=n

Wtedy macierz indeksowanych przeplywow pienieznych jest postaci
Ce=C+ z C, g¥, gdzie macierze przeptywow pienieznych C o okres-

@e{E,b,d,cl,...,c oD}
N

lone sa dla funduszu strat ubezpieczyciela L.
Dowdd. Z zatozenia, iz VV,_,, ,,gf(t)=g"” mamy G =g"G , gdzie

G=(S-(1+1,)) 8" (15)
Ponadto (por. (14))
of () = > 1,C, J(1+1],G, J,). (16)

Petb.bod.cp e o pY
N
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Po podstawieniu (15) w (16) otrzymujemy
o= Y ILC I (141 g7 (S—(1+1,,)-8"J,

goe{};,b,d,cl sesC s DT}
N

:JiTCTIt+1+ JIT Z C;}g‘{) It+l I;T+1( S_(Il+1n+l))' (17)

pe{g,b,d,cl NN ¥ 3]
N

T

Poniewaz I,,= 1,1,

(S—-(I+1,,)), (17) mozna zapisa¢ nastgpujaco

fft)=J'C'1, +J] > Clg” |1

getbbd.cpe .p)
N

1+l t+1

=JI| C" + > Clg” |1,

pelbbd.cunc ,pi}
N

co konczy dowod, gdyz o, (t)=3 C 1,,,.
Jesli stopa indeksacji ustalona jest na takim samym poziomie dla wszystkich ty-

poéw $wiadczen, to macierz C¢ ma prostszg forme, co zostato pokazane we wniosku
6.1 1 wniosku 6.2.

Whiosek 6.1. Zatozmy, ze dla ubezpieczenia wiclostanowego z modelem wielo-
stanowym (S”, 7") zachodzi

dla goe{l;,b,d,cl,...,cN*}At=1,2,...,n—1

gin
gl()=1g™ dla pe{p,atrt=12,.,n-1
0 dla t=0nt=n

Wtedy macierz indeksowanych przeplywow pienieznych jest postaci
C¢=C, (l1+g") + C, (1+g") gdzie macierze przeptywow pienigznych C, C  oraz
C,, okreslone s3 dla funduszu strat ubezpieczyciela L.

Dowod. Dowdd wynika bezposrednio z twierdzenia 6.1.

Whiosek 6.2. Zatozmy, ze dla ubezpieczenia wielostanowego z modelem wielo-
stanowym (S”, T*) zachodzi
g dla ¢t=1,2,..,n-1

o(6)=
&0 {O dla t=0At=n
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dla kazdego typu przeptywu pienieznego @ €{b , b, d, Cpsevns Cyu s Py . Wiedy ma-

cierz indeksowanych przeptywow pienigznych jest postaci C¢ = C (I1+g), gdzie ma-

cierz przeptywow pienigznych C okreslona jest dla funduszu strat ubezpieczyciela L.
Dowod. Dowod wynika bezposrednio z twierdzenia 6.1.

7. Indeksacja rezerw prospektywnych

Przejdzmy obecnie do indeksacji rezerw. Niech g/ (#) bedzie stopa indeksacji re-
zerwy V(). Analogicznie do wprowadzonych w (13) macierzy stop indeksacji prze-
ptywow pienigznych wprowadzmy macierz G, stop indeksacji rezerw w catym okre-
sie ubezpieczenia.

Ponadto niech Ve (t) V(z)(l +g/ (1) bedzie indeksowana rezerwa realizowang
w momencie ¢, gdy be (H=1i.

Wysokosci stop procentowych g¥(¢) dlap e {b,b,d +ClaeensC s D n}oraz g/ (¢)
okresla si¢ w ten sposdb, aby spetniona byta zasada rownowaznosc1 ktora z twier-
dzenia 5.2 jest postaci

JN(CE+C + FI(1,C*) A)1

out _JTVT It+l(1+JzTGz- Iz‘+l). (18)

Lewa strona réwnosci (18) zalezy od stop indeksacji okreslonych dla sktadek
i $wiadczen. Natomiast prawa strona rownosci (18) zalezy wylacznie od stopy in-
deksacji rezerw. Rownosc¢ (18) umozliwia okreslenie stopy indeksacji dla wybrane-
go typu przeptywu pieni¢znego ¢ lub rezerwy przy zatozeniu, ze wysokos$ci stop

indeksacji dla pozostatych typoéw przeplywow pienieznych sa dane.

t+1

Twierdzenie 7.1. Zak')Zmy, ze dla ubezpieczenia wielostanowego z modelem
wielostanowym (S”,T") stopy indeksacji g¥(¢) dla kazdego z typow przeptywow
pienigznych ¢ € {b, b d,c,...,c o p.7} sg ustalone w calym okresie ubezpieczenia.
Jezeli g/ () okreslone jest nastqpujqco

JI(CE +CE+ FT(1,C5) A) T
g 0=1 JN(C! +CL+F'(t,C) A)I

0 dla t=0At=n

a macierze przeptywow pienigznych C, C,_, oraz C, okreslone sg dla funduszu
strat ubezpieczyciela L, to spetniona jest zasada rownowaznosci (18).
Dowéd. Dowod wynika bezposrednio z (18) oraz twierdzenia 5.2.

1+1

-1 dla ¢=1,2,..,n-1

t+1 ?

Whiosek 7.1. Zatézmy, ze dla ubezpieczenia wielostanowego z modelem wie-
lostanowym (S*,T7)

g" dla goe{l;,b,d,cl,...,cN*}/\t=1,2,...,n—1
g'()=4g™ dla pe{pnirt=1,2,.,n-1
0 dla t=0At=n
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i spetniona jest zasada réwnowaznosci (18). Wtedy stopa indeksacji dla rezerwy
g/ (t) jest postaci

J (g™ (F'(t,C,)A)+g"(CL + F'(t,C,)A)I

g ()= J(Cl, + C% +F'(t,C)A)I

0 dlat=0At=n

L dlar=12,...n—1

t+1

gdzie macierze przeptywow pienigznych C, C,,,, C-- oraz C, okreslone sg dla fundu-
szu strat ubezpieczyciela L.

Dowéd. Dowodd wynika bezposrednio z twierdzenia 7.1 oraz z wniosku 6.1,

a takze z wlasnoséci addytywnosci macierzy F(7,C) (w szczegolnosci mamy, ze
F@tC)=F(t,C )+ F(,C,)+ F(t,C,,)).

Zauwazmy, ze mimo iz stopa indeksacji g” dla kazdego typu $wiadczenia jest
stata oraz stopa indeksacji g” dla kazdego typu sktadki jest stata, to stopa indeksacji
dlarezerwy g/ (¢) zalezy od czasu trwania ubezpieczenia. Dopiero gdy g"=g =g,
to stopa indeksacji dla rezerwy nie zalezy od czasu trwania ubezpieczenia i dla ¢ # 0
oraz t#n mamy, ze g, ({)=g.

Whiosek 7.2. Zal6zmy, ze dla ubezpieczenia wielostanowego z modelem wie-
lostanowym (S*,T") dla kazdego typu przeptywu pienigznego ¢ € {5, b,d,c,,...,
Cor P> T

(1) = {g dlar=12,...n—1
Odlazr=0At=n

i spelniona jest zasada rownowaznosci (18). Wtedy g/ (1) = g% ().
Dowéd. Dowod wynika bezposrednio z twierdzenia 7.1 oraz z wniosku 6.2.

W twierdzeniu 7.1 oraz we wnioskach z niego wynikajacych przedstawione zo-
staly wzory na wyznaczenie wysokosci stopy indeksacji dla rezerwy przy zalozeniu,
ze wysokosci stop indeksacji dla wszystkich typow przeptywow pienieznych sg dane.
W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ wysokosci stop indeksacji dla wybranego
typu przeptywu pienigznego @ przy zatozeniu, ze wysokosci stop indeksacji dla
pozostatych typow przeptywow pienigznych oraz rezerwy sa z gory ustalone.

8. Przyklady numeryczne

Rozwazmy n-letnie ubezpieczenie od ryzyka cigzkiej choroby, w wyniku ktérego
chory w razie okreslonej choroby otrzymuje statg rente. Raty renty sg wyptacane
przez okres choroby ubezpieczonego, jednak nie dluzej niz do konca okresu ubez-
pieczenia n. Takiej umowie ubezpieczenia odpowiada przestrzen standw z nastepu-
jacymi elementami:
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1 — ubezpieczony znajduje si¢ w dobrym zdrowiu,

2 — ubezpieczony jest chory,

3 — ubezpieczony nie zyje.

W modelu wielostanowym uwzgledniono fakt, ze przedtuzajaca si¢ choro-
ba znaczaco zmniejsza szans¢ wyzdrowienia, co oznacza, Ze czas pobytu proce-
su {X(¢)} w stanie 2 ma istotny wpltyw na prawdopodobienstwo powrotu procesu
{X(¥)} do stanu 1. Stato si¢ to motywacja do rozszerzenia przestrzeni stanow przez
odpowiedni podziat stanu 2. Stan 2 moze by¢ podzielony na 7 (0 < < n) stanow
20,2 . 20 odzie stan 2% oznacza, ze ubezpieczony jest chory A-ty rok, a stan
20 oznacza, ze ubezpieczony jest chory co najmniej # lat. Tlustracjg graficzng roz-
szerzonej przestrzeni stanow i mozliwych przej$s¢ miedzy nimi w tym przypadku
jestrys. 1.

Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego dla ubezpieczenia od ryzyka cigzkiej choroby

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Rozwazmy ubezpieczenie odryzyka ciezkiej choroby dla osoby
40-letniej na okres n = 10 lat. Model wielostanowy tego ubezpieczenia przedstawio-
ny jest narys. 1 dla = 10.

Dane okreslajace poszczegolne elementy macierzy D danej wzorem (7) zostaty
podane na podstawie badan statystycznych prowadzonych przez prywatnego ubez-
pieczyciela w Szwecji; por. [1].

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.9978 0.0012 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0011
0.9957 0.0013 0.0008 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0022
0.9937 0.0014 0.0008 0.0006 0 0 0 0 0 0 0 0.0034
0.9916 0.0016 0.0010 0.0007 0.0006 0 0 0 0 0 0 0.0046

D=|0.9893 0.0018 0.0011 0.0008 0.0007 0.0006 0 0 0 0 0 0.0059 |.
0.9868 0.0020 0.0012 0.0009 0.0008 0.0006 0.0005 0 0 0 0 0.0072
0.9843 0.0022 0.0014 0.0010 0.0008 0.0007 0.0006 0.0005 0 0 0 0.0085
0.9815 0.0024 0.0015 0.0011 0.0010 0.0008 0.0007 0.0006 0.0005 0 0 0.0099
0.9785 0.0027 0.0017 0.0013 0.0011 0.0009 0.0008 0.0006 0.0005 0.0004 0 0.0114
0.9753 0.0030 0.0019 0.0015 0.0012 0.0010 0.0009 0.0007 0.0006 0.0005 0.0004 0.0129

Zatozmy, ze w razie okreslonej w umowie choroby ubezpieczony otrzymuje
stalg rente w wysokosci 1 jednostki. Raty renty wyptacane sg przez okres choroby
ubezpieczonego, jednak nie dluzej niz do konca okresu ubezpieczenia n = 10 lat. Po-
sta¢ macierzy przeplywow pienigznych zawierajacej swiadczenia jest nastepujaca:

000000O0O0OO0O0O
01 00000O0O0O0O00O
011000000000
01 1100000000
01 1110000000
C,=C,=|01 111100000 0|
011111100000
011111110000
011111111000
011111111100
0111111111710

Zatdzmy, ze roczna stopa procentowa jest rowna 4% i jest stata w trakcie calego
okresu ubezpieczenia. Wowczas macierz A jest postaci (v = 0,9615)
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1 o' v? v’ - v
o' 1 v v? o "
o> o 1 v . P
A=l v* P v 1 e Y
(19)
n-1 Un—z Un—3 Ul‘l—4 . U—l
o' L™ L™ Lt . |

Na podstawie twierdzenia 5.1 okresowa sktadka netto ptacona przez pierwszych
8 lat okres ubezpieczenia (m = 8) jest rowna p = 0,0064 oraz

~0.0064 00 00000000 O
~0.0064 00 0 00 0000 0 O
~0.0064 00 00000000 O
~0.0064 00 0 0000000 O
~0.0064 0 0 0 00 00000 O

C,=|-00064 0 0 00000000 O]
~0.0064 00 0 0000000 O
~0.0064 00 0 00 00000 O
0 000000O0O0GO0GO0O
0 0000000O0GO0GO0DO
0 0000000O0GO0O0O

Po skorzystaniu z twierdzenia 5.2 dla sktadki okresowej otrzymujemy, ze ma-
cierz rezerw prospektywnych (uwzgledniajac uwage 5.1) jest postaci

0 _ _ _ _ — _ _ _ - —
0.0014 3.517 - - - - - - - - -
0.0025 3.321 4.667 -
0.0033 3.089 4.278 4.900 - - - - - - -
0.0040 2.817 3.843 4.382 4.380 - - - - - -
v =10.0045 2.501 3.358 3.813 3.811 3.809 - - - - -
0.0051 2.136 2.819 3.187 3.185 3.184 3.183 - - - -
0.0059 1.717 2220 2.498 2.497 2497 2496 2.495 -
0.0073 1.236 1.554 1.742 1.741 1.741 1.741 1.740 1.740 - -
0.0029 0.689 0.817 0912 0911 0911 0911 0911 0911 0911 -

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(20)

O O O O O O o o o O
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Dodatnie warto$ci w pierwszej kolumnie tablicy (20) sa rezerwami sktadki netto.
Poniewaz zobowiazanie ubezpieczyciela jest aktywem dla ubezpieczonego, mozna
powiedzie¢, ze V (?) jest warto$cig netto umowy, ktéra moze by¢ podstawa zmiany
warunkow (w tym przypadku wykupu ubezpieczenia). Natomiast rezerwy w kolum-
nach od 2 do 10 sa liczone, gdy ubezpieczony jest chory, a wiec odpowiadaja wiel-
kosci funduszu, jaki powinien odlozy¢ ubezpieczyciel, aby zagwarantowa¢ wyplate
$wiadczen ubezpieczonemu. Ostatni wiersz zawiera jedynie zera, gdyz odpowiada
momentowi wygasniecia umowy ubezpieczenia. Ostatnia kolumna odpowiada sy-
tuacji $mierci osoby ubezpieczonej, co rowniez jest rownoznaczne z zakonczeniem
umowy ubezpieczenia.

Zatoézmy, ze stopy indeksacji dla sktadek i $wiadczen sg stale

0.06 dla gp=bAt=1,2,..,9
gf()=40.05 dla p=par=12,.,9

0 poza tym

oraz spetniona jest zasada réwnowaznosci (18). Wtedy, zgodnie z wnioskiem 7.1,
macierz G stop indeksacji dla rezerw jest postaci

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.35 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.20 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.15 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.12 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
G,=[0.10 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.08 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.07 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

21

S O O O O O o o O o o

Zauwazmy, ze mimo iz stopa indeksacji g” = 0.06 jest stata dla kazdego typu
$wiadczenia oraz stopa indeksacji g*“= 0.05 jest stala dla kazdego typu sktadki,
to stopa indeksacji dla rezerwy sktadki netto g, (¢), dlar=1, 2, ..., 8 zalezy od czasu
trwania ubezpieczenia. Dla pozostatych elementéw macierzy (21) mamy g’ () = g”,
gdyz indeksacja dotyczy jedynie $wiadczen.
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Tabela 1. Indeksacja rezerwy sktadki netto (dla x = 35 lat i n = 10 lat oraz m = 8§ lat)
g, 0.05 0.05 0.05 0
Lo 0.05 0.03 0 0.03
2/(0) 0 0 0 0
g/ (D) 0.050 0.625 1.488 —0.863
2/(2) 0.050 0.330 0.751 —0.420
g/(3) 0.050 0.228 0.494 —0.267
g'4) 0.050 0.171 0.354 —-0.182
g/ (5) 0.050 0.132 0.254 —-0.123
g/(6) 0.050 0.099 0.173 —-0.074
g/(7) 0.050 0.072 0.104 —-0.032
2/(8) 0.050 0.050 0.050 0.000
2/(9) 0.050 0.050 0.050 0.000
2/ (10) 0 0 0 0

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 1 zawiera rezerwy sktadki netto przy réznych wariantach stop indeksacji
swiadczen i sktadek. Zauwazmy, ze gdy g = g = 0.05, stopa indeksacji dla re-
zerwy nie zalezy od czasu trwania ubezpieczenia. W przypadku, gdy indeksowane
sa jedynie $wiadczenia, indeksacja rezerw musi by¢ bardzo wysoka. Gdy indekso-
wane s3 jedynie sktadki, zgromadzone rezerwy sa za duze w stosunku do zobowig-

zan i mozna je zmniejszy¢, o czym $wiadcza ujemne stopy indeksacji dla rezerw.
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INDEXING CASH FLOWS
IN MULTISTATE INSURANCE CONTRACTS

Summary: This paper deals with the problem of indexing benefits, premiums and prospective
reserves in multiple insurance contracts. From a financial point of view, the fixed, non-
stochastic interest rates are considered. From a modelling point of view, the indexing problem is
embedded in a non-homogenous Markov multiple-state framework. A time-discrete approach
is adopted. The aim of this paper is to give a general formula for the reserve adjustment rate,
which is a weighted mean of the rates of amendment of the benefits and of the premiums
for multistateinsurance contracts. In order to simplify the form of the derived expression,
we use matrix notation. This approach enables us to give a flexible tool for the analysis of
indexing cash flows connected with a multistate insurance contracts and makes the numerical
procedures to be implemented easier. Numerical illustration for the illness insurance contract
is provided.

Keywords: modified multistate model, indexing, an adjustment rate, net premium, prospective
reserve, multistate insurance contracts.



