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Stanistaw Heilpern
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

WYZNACZANIE WIELKOSCI RENTY W ZALEZNYCH
GRUPOWYCH UBEZPIECZENIACH NA ZYCIE

Streszczenie: W artykule rozpatrywane sa zalezne ubezpieczenia grupowe dotyczace mat-
zonkow. W odrdéznieniu od podejscia klasycznego opartego na niezaleznosci dtugosci zycia
malzonkéw dopuszcza si¢ bardzie realistyczne zatozenie méwiace o ich zaleznosci. Rozpa-
truje si¢ dwa modele: Markowa i oparty na archimedesowych funkcjach taczacych. W oby-
dwu modelach wyznacza si¢ aktuarialne wartosci trzech rodzajow rent. Na podstawie danych
empirycznych dotyczacych Polski zbadano réznice miedzy wielko$ciami poszczegdlnych
rent w wariancie opartym na niezaleznosci i dopuszczajacym zaleznosci.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia grupowe, model Markowa, funkcja taczaca, renta.

1. Wstep

W klasycznych podejsciach do ubezpieczen grupowych zaktada si¢ niezaleznosé
dtugosci zycia cztonkow grupy ubezpieczonych [1]. Nie jest to jednak zatozenie re-
alistyczne. Czlonkowie grupy moga by¢ narazeni na wspoélne ryzyko powodujace
zaleznos$¢ dlugosci ich przysztego zycia. W pracy rozpatrywane sg ubezpieczenia
grupowe dotyczace matzonkow. W tym przypadku mozna tez zaobserwowacé wplyw
$mierci jednego z matzonkow na dlugo$¢ zycia drugiego. Moze wystgpowad
tu tzw. syndrom ztamanego serca.

W artykule rozpatruje si¢ dwa modele dopuszczajace zaleznos¢ dhugosci zy-
cia malzonkow: Markowa i oparty na funkcjach taczacych. W obydwu przypad-
kach wyznacza si¢ wartosci aktuarialne trzech rent: wdowiej a,.a,,. ., oraz a ..
W pierwszym modelu cztery mozliwe stany cywilne matzonkdéw opisane sg proce-
sem Markowa, a w drugim przyjmuje sie¢, ze struktura zalezno$ci dtugosci zycia po-
szczegolnych malzonkéw opisana jest archimedesowa funkcja taczaca (copula).

Praca opiera si¢ na artykule [2], w ktorym autorzy badali wptyw zaleznosci
na wielkosci powyzszych rent, bazujac na danych pochodzacych z Belgii. W ni-
niejszym opracowaniu wartosci aktuarialne rent zostalty wyznaczone na podstawie
danych empirycznych dotyczacych naszego kraju. Dla modelu Markowa wykorzy-
stano dane z Gtéwnego Urzedu Statystycznego [10], a w drugim przypadku — dane
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zebrane z dwoch wroctawskich cmentarzy. W obydwu przypadkach zbadano rézni-
c¢ wartosci rent miedzy wariantami opartymi na niezalezno$ci a dopuszczajacymi
zaleznos¢.

2. Ogolne zalozenia

W prezentowanej pracy interesowac nas bedg wzajemne zaleznosci migdzy dalszym
trwaniem zycia matzonkow. Zmienne losowe 7., T oznacza¢ beda dalsze trwanie
zycia x-letniego meza oraz y-letniej zony. Zakladamy przy tym, ze zmienne te
sg ograniczone. To znaczy, ze ich wartosci naleze¢ begda z prawdopodobienstwem
wynoszacym jeden odpowiednio do przedziatow [0, w'] oraz [0, wf].

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze x-letni maz przezyje jeszcze t lat oznaczane
bedzie symbolem , p*' oraz okreslone jest wzorem

.y =PI} >0)=1- g,

gdzie qy jest prawdopodobienstwem zgonu x-letniego meza. , p' jest wiec warto-
$cig funkcji przezycia, a , ¢ — wartoécig dystrybuanty zmiennej losowej 7. Prawdo-
podobiefistwo , p!' mozna tez wyrazi¢ za pomocg intensywnosci zgonu u ':

Y =exp[—f/«eﬁst]. (1)
0

W podobny sposob wyznaczamy prawdopodobienstwa przezycia pyK izgonu g }K
y-letniej zony.
Chcac zbada¢ zalezno$é zmiennych losowych 7 ,T}K musimy zna¢ ich rozktad

taczny. W szczegoblnosci prawdopodobienstwo, ze oboje matzonkowie przezyja
jeszcze t-lat:

Py = P(TxM > t’TyK > t): 1- 1 Dy»
gdy maz ma x-lat, a zona y lat, lub prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedno
z nich przezyje t-lat:

M K
Py =Pmax{T " T} >0)=1-, q_.

Jesli znamy prawdopodobienstwa brzegowe oraz jedno ztych prawdopodo-
bienstw tacznych, mozemy obliczy¢ drugie, korzystajac ze wzoru:

M K
tpg = tpx + tpy _tpxy'
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Ponadto otrzymujemy
— : M K _ M K
/4, = P(min{T", T} <t)=P(T." <tlubT; <t),
(G = P(max{T" TS} <1)= P(T" <t,Tf <1) ,
Prawdopodobienstwa tgczne |, p  oraz , p_ mozemy oszacowac z dotu i z gory,
t xy t Xy
wykorzystujgc ograniczenia Frecheta [2; 7]. Klasg Frecheta R (F|, F,) nazywamy

zbior wszystkich dwuwymiarowych zmiennych losowych X = (X, X)) o tym samym
rozktadzie brzegowym okreslonym dystrybuantami

F.(x) =P (X <x).
Wtedy dystrybuanta taczna
F(x,x)=PX <x,X,<x)

dwuwymiarowej zmiennej losowej nalezacej do klasy R (£, F)) jest ograniczona
z dohu 1 z gory przez dystrybuanty

M (x,,x))=max {F (x)+F, (x,)—1,0},
W (x,, x,) = min {F, (x)), F, (x,)},
tzn. zachodza nieréwnosci
M(x,x)<F(x,x)<W(x,x,).

Zmienne losowe o dystrybuantach M (x,, x,) oraz W (x , x,) naleza do klasy Fre-
cheta R (F, F,), a dystrybuanty te nazywamy odpowiednio dolnym i gérnym ogra-
niczeniem Frecheta.

Laczng funkcje¢ przetrwania

F(x,x,)=P(X,>x,X,>x,)

roOwniez mozemy oszacowaé z dotu i z gory, stosujac ograniczenia Frecheta oparte
na brzegowych funkcjach przetrwania. Zachodzi bowiem zalezno$¢

F(x,%,) = F(x,x,) + F1i(x) + Fa(x,) -1,
z ktorej po prostych przeksztatceniach wynika, ze

max {F(x) + B (x,) = 1,0} < F(x,,x,) < min{F,(x,), £, (x,)}.

Korzystajac z powyzszych rozwazan, mozemy oszacowac tgczne prawdopodo-
bienstwa przetrwania:

max{p, +,p, —LOY< p <min{ p), p;},
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l—min{tqi”,tqf}s P Sl—max{tqiu +ﬂf —1,0}.

Moéwimy, ze zmienne losowe X , X sg dodatnio zalezne ¢wiartkowo (positivequ-
adrant dependent — PQD), jesli [6]

F(x,%,)2 F(x)F(x,)

dla kazdych x,, x,. Powyzszy warunek mozna, korzystajgc z podstawowych wilasno-
sci prawdopodobienstwa, w sposob rownowazny zapisa¢ w jezyku dystrybuant:

F(x,x,)=F (x)F, (x,).

Wartosci tacznej funkcji przezycia (dystrybuanty) sa wtedy niemniejsze od war-
todci tacznej funkcji przezycia (dystrybuanty) dla zmiennych losowych niezalez-
nych. Duze (mate) wartosci jednej zmiennej brzegowej pociagaja za sobg rowniez
duze (mate) warto$ci drugiej zmienne;j.

Latwo zauwazyé, ze gdy zmienne losowe 7. ,T}K opisujace dalsze trwanie zycia
matzonkéw sg PQD, to zachodzi relacja

M K
tpxyzlpx z‘py.

3. Renty

W artykule bedziemy rozpatrywac trzy rodzaje rent, badajac wptyw wzajemnej za-
leznosci dhugosci zycia na ich warto$¢ aktuarialng. Zaczniemy od renty wdowie;j.
Gwarantuje ona y-letniej wdowie po $mierci x-letniego m¢za wyplate statej renty az
do jej $mierci. Jesli $wiadczenie to wynosi¢ bedzie jedng jednostke pieni¢zna,
to wartos$¢ aktuarialna renty wdowiej jest rOwna:

axw = ay— axy,
gdZie wk wi Awk
N\, k K _ Sk
a,= ViPys dy = Z V ok Pyo
k=1 k=1

v=(1+¢) ", acjest techniczng stopg zwrotu.
Drugim przyktadem jest renta wyptacana matzenstwu, gdy oboje zyja przez n
lat. Jej warto$¢ aktuarialna wynosi

n
_ k
axy;ﬁ\ - v kpxy'
k=1
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Natomiast warto$¢ aktuarialna renty placonej przez n lat, gdy przynajmniej je-
den wspodtmatzonek zyje, jest rowna:

n
_ k
Ugm = 2V iPw-
k=1

Wartosci aktuarialne tych rent mozemy oszacowac z dotu oraz z gory, korzysta-
jac z ograniczen Frecheta. Dla renty wdowiej oszacowania te przyjmuja postac [2]:

min

aﬂy

<a, <a™
x‘y

Xy 2

gdzie

W)',< 1&[}“Awf
min __ k K ks M K
ay =2Vupy = 2 vmindplapy
k=1 k=1

MK
Wy AWy

K
Wy
max __ k K k M K
ay —Zv Dy — Z vimax{, p," +,p, —1,0}.
k=1

k=1

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ oszacowania dla dwoch pozostatych rent [2]:

min < < max
Aoy = Ay = Aoy,
a™ <q__ <™
xysa| = Yxyia) = TUxyial,

gdzie
i ok M K
min __
axy;m - ZV max {k D, + kpy 30}:
k=1

n
max __ k__: M K
Ay = Zv min {k PP, },
k=1
n
min __ k : M K
A5 = ZV (1 —min {k q. >4, })7
k=1

axfyf% = kZZ;Vk (1 —max {k qi” + kqf,o}),

Zatozmy teraz, ze zmienne losowe 7., T yK przedstawiajgce dalsze trwanie zycia
poszczegdlnych matzonkéw sg PQD. W tej sytuacji wartosci aktuarialne tych rent
mozemy porownac z wartosciami rent w przypadku, gdy zmienne te sg niezalezne.
Zachodza wtedy nastepujace relacje [2]:

1 €
a—- =

a, <aj, >
x‘y x‘y xy;n X|y;n

L
=y >

a

xyin|
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gdzie ajly, a;ﬂ‘ , ajy 52 warto$ciami odpowiednich rent dla niezaleznych zmiennych
losowych. Widzimy, ze przyjmujac klasyczng metod¢ wyznaczania wartosci atu-
arialnej rent zakladajaca niezalezno$¢ zmiennych T XM,TyK, mozemy przeszacowac
lub niedoszacowac¢ t¢ wartos¢. Drugi przypadek zachodzi dla renty wyptacanej, gdy
zyje zarowno maz, jak i zona, czylidlaa, .

|

4. Model Markowa

4.1. Ogoélne zalozenia

Chcac wyznaczy¢ wartosci aktuarialne powyzszych rent, mozemy postuzy¢ si¢ pro-
cesem Markowa. W tym przypadku mamy cztery stany: stan 0 — maz i Zona zyja,
stan 1 — maz zmarl, Zona zyje, stan 2 — maz zyje, zona zmarla oraz stan 3 — maz
i zona nie zyja. Model ten wraz z mozliwymi przej$ciami miedzy stanami przedsta-
wiony jest na rys. 1.

maz i zona zyje 0

L T

maz umart 1 zona umarta 2

\/

maz i zona nie zyja 3
Rys. 1. Przestrzen standw modelu Markowa

Zrédto: [2].

Oznaczmy symbolem p, (¢, 5), gdzie i, j =0, 1, 2, 3, prawdopodobiefistwo przej-
$cia ze stanu i, gdy proces jest w tym stanie w momencie ¢, do stanu j w momencie
s. Intensywnos¢ przejscia 1 (f) ze stanu i do stanu j w momencie ¢ wyraza si¢ Wzo-
rem Af)

1y (1) = tim 118D,
At—0 At

Prawdopodobienstwa pozostania w danym stanie mozemy przestawic¢ za pomocg in-
tensywnosci w nastgpujacy sposob [2]:

Puo(t,5) = eXP(—j(um (1) + o, (u))duj,

t
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P, (1.5)= exp(_jﬂB (u )duj,

gdzie i = 1, 2. Natomiast korzystajac z rozniczkowych réwnan Kotmogorowa, praw-
dopodobienstwa przejscia ze stanu 0 okresla si¢ wzorami

Do (1,8) = J.poo (ta“):um (u)pii (u,s)du ’

gdziei=1, 2.
Jesli znane sg prawdopodobienstwa pozostania w stanie 0, mozemy wyznaczy¢
prawdopodobiefistwo taczne zmiennych losowych 7" oraz le stosujac wzor (2).

Poo (O,S) + Poo (O,t)p01 (t,s) 0<t<s

P(TY >t,T* >5)=
( ' ' S) {pOO(O’t)"'poo(oas)poz(s,l‘) 0<s<t (2)

oraz prawdopodobienstwa brzegowe:
P(TY >1)=py (0,)+ py, (0,2),

P(T," >1)=Ppy (0,2)+ py, (0,1).

Norberg w pracy [9] pokazal, ze zmienne 7" oraz T}K sa niezalezne wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy intensywnosci dotyczace $mierci poszczegdlnych wspotmatzonkow
sg rowne, tzn. zachodzg zaleznosci (2).

U, (D) = 1,,(D), p1,(0) = (D).

Ponadto, gdy zmienne te sa PQD, otrzymujemy:

U, () < gy (O), 11, (0) < a5 (D).

Wtedy intensywnos¢ zwigzana ze Smiercig m¢za (zony) jest wicksza, gdy zona (maz)
juz nie zyje.

Autorzy pracy [2] przyjeli upraszczajace zalozenie, ze dla ustalonego wieku
wspotmatzonkow x, y intensywnosci przejscia sg proporcjonalne do intensywnosci
zgondw w nastepujacy sposob:

luol (t):(l _a()l)luﬁt 1u23 (t):(l +a23)lu)jf-t s (3)
Uy ()= (1 =) ,u_:i, ;=1 +a) ﬂ,‘lfif )
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W prezentowanym artykule rowniez zastosujemy to zatozenie. Wtedy znajac
prawdopodobiefistwa brzegowe , p' pf, state a1 korzystajac ze wzorow (1)1 (3),
mozemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo taczne:

Doy = Poo(0.0) = exp(—J (o (1) + (“))d”J

() )

4.2. Estymacja parametrow

Na podstawie powyzszych rozwazan widzimy, ze chcac zastosowaé w praktyce po-
wyzszy model Markowa do wyznaczenia warto$ci aktuarialnej sktadki, wystarczy
oszacowa¢ stale o oraz a, Natomiast prawdopodobienstwa brzegowe , pY,
i, pX mozemy wyznaczy¢ na podstawie tablic trwania zycia.

Estymacje parametrow @, &, mozemy przeprowadzi¢, korzystajgc z estymato-
ra Nelsona-Aalena opartego na funkcji kumulacyjnej [5; 2]

1
Q,(t)= I”z/ (s)ds.
0
Estymator ten minimalizuje sumg kwadratow roéznic migdzy przyrostem funkcji ku-
mulacyjnej AQ, a jej estymatorem A€, czyli wyrazenie
L)

Z[Aﬁy(k)—jﬂy (k+t)dtj :

k=t

Korzystajac z (3), otrzymujemy
1 1
[ty e+ 2)de = [ (1= o ety dt = (1= iny Y,
0 0

Pozostate catki dla x, obliczamy w analogiczny sposob. Rozwigzania powyzszego
zadania optymalizacyjnego przyjmujg nastepujgcg postac:

Hho A Ho A
) 2 AQ (D), pl, o AQ (0N, pl,
do =1+ f M N2 o =1+ f K \2
>r (npl) >0 npl)
1 A I A
Q. - k:,]AQB(k)lnlprik . X zk:tlAQB(k)lnlpﬁk
23 T ) 3= —1.

t o)
2 (npl) 2 (npl,)
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Natomiast estymatory Af!,.j obliczamy, stosujac formute [2]:
L, (k+1)-L, (k)
L(k+1)-L (k)

AQy (k) = (InZ,(k+1)-InL (k)),

L, (k) jest liczbg przej$¢ ze stanu i do stanu j o okresie [0, k], a L, (k) liczbg mal-
zenstw w stanie i w wieku k. Dokladniejszg interpretacje L, (k) oraz L, (k) podano
W nastepnym punkcie.

4.3. Wyniki

Badanie zostato przeprowadzone dla matzenstw zamieszkatych w Polsce. Za rok ba-
zowy przyjeto rok 2002, poniewaz w roku tym zostal przeprowadzony Spis Po-
wszechny 1 mozna bylo skorzysta¢ z wigkszej liczby danych. Do estymacji parame-
trow a,, oraz a,, potrzebnych do wyznaczenia prawdopodobienstwa facznego , p,,
wykorzystano nastepujace dane dotyczace matzonkéw [10]:
e L, (k+1)-L, (k): liczba k-letnich mg¢zow zmartych w 2002 r.,
e L, (k): ogolna liczba k-letnich mg¢zéw w 2002 .,
e L, (k+1): ogolna liczba (k + 1)-letnich m¢zoéw w roku 2003
dla a, a dla &, zamiast mgzOw nalezy wzig¢ liczbg zon. W roku 2002, czyli roku
Spisu Powszechnego, dostepna jest ogdlna liczba zardowno mezow, jak i zon. Jednak
w nastepnych latach nie jest ona dana. Aby jg otrzymac, nalezy ja oszacowac, wyko-
rzystujac liczbe k-letnich mezezyzn (kobiet), ktorzy sie ozenili w 2002 r. (kobiet,
ktore wyszlty za maz), liczbe me¢zow (zon) zmartych w tym roku, liczbe mezow
(zon), ktorzy si¢ rozwiedli, oraz ktérym zmarla Zona (maz). Kolejng przeszkode
stanowity pogrupowane dane wedtug wieku w klasy o szerokosci 5 lat. Aby otrzy-
mac¢ dane dotyczace liczby oséb w wieku doktadnie k lat, klasy 5-letnie zostaty row-
nomiernie roztozone na roczne okresy.

Do wyznaczenia parametrow a wykorzystano, podobnie jak w pracy [2], dane
dotyczace 0sob w wieku od 30 do 80 lat, tzn. ¢, = 30, £, = 80. W wyniku przeprowa-
dzonej estymacji parametrow @, otrzymano nastgpujace wartosci:

a, = 0,0706 a,=0,1155 a,=-0,0212 a, =0,2817.

ey . . . . . K . . . , ;.
Wyniki te wskazuja, ze zmienne , p' i, p, sa PQD, poniewaz zachodzg nierownosci

f () =0,9294 115, < 12817 1., = o,y (1),
L, (1) = 0,8845 4,5, < 0,9788 My =y, (0).

Dla poréwnania: w badaniu przeprowadzonym w Belgii w roku bazowym 1991 [2]
otrzymano nastepujace wartosci parametrow @,

a4, =0,0929 @, =0,1217 a,=0,0413 a, =0,2410.

Wyniki te nieznacznie r6znig si¢ od otrzymanych przez autora niniejszego tekstu.
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Przejdzmy teraz do wyznaczenia wartos$ci aktuarialnych wybranych rent. W dal-
szych rozwazaniach przyjmujemy, ze techniczna stopa zwrotu wynosi ¢ = 0,03. Za-
czniemy od renty wdowiej ay, przyjmujac, ze matzonkowie sa w tym samym wieku
x = y. Wartosci tej renty dla ograniczen Frecheta, wersji niezaleznej oraz modelu
Markowa, podane sg narys. 2. Natomiast tab. 1 zawiera wzgledne wartosci renty
w stosunku do przypadku niezalezno$ci. Wersja niezalezna przyjmuje wtedy war-
tos¢ 1 dla kazdej wartosci x.

Tabela 1. Wzgledne wartosci renty wdowiej w stosunku do wersji niezaleznej

X 30 40 50 60 70 80 90
Min 0,662 0,653 0,640 0,614 0,517 0,332 0,069
Markow 0,914 0,914 0,915 0,916 0,911 0,901 0,886
Max 1,203 1,217 1,237 1,265 1,314 1,378 1,451

Zrodto: opracowanie wiasne.

7 ]
ity

Markow

o

25 30 35 40 a5 50 55 60 65 70 75 30 85 90

Rys. 2. Wartosci renty wdowiej dla roznych modeli

Zrodto: opracowanie wiasne.

Widzimy, ze wyznaczajac aktuarialng warto$¢ renty metoda klasyczng zakta-
dajaca niezalezno$¢ w przypadku, gdy prawdziwy jest model Markowa, przesza-
cowujemy warto$¢ renty przecigtnie o 9%. Wraz ze wzrostem wieku matzonkow
przeszacowanie wzrasta. Podobna zalezno$¢ zachodzi dla prawdziwych wariantow
opartych na ograniczeniach Frecheta. Jednak w tym przypadku przeszacowania lub
niedoszacowania sa o wiele wigksze, zwlaszcza dla dolnej granicy i duzej wartosci
wieku x.
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Rys. 3. Wartos$ci renty a il dla r6znych modeli

Zrodto: opracowanie wiasne.

5 g

xy;n|

20

Y

0 5 1o 15 20 25 3 35 40 45 50
Rys. 4. Wartodci renty a ., dla r6znych modeli

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Na rysunkach 3 i 4 podane sg wartosci odpowiednio rent @, oraz a,; i rowne-

go wieku matzonkow x =y = 50. W pierwszym przypadku wariant klasyczny niedo-
szacowuje rent¢ wzgledem modelu Markowa, a w drugim ja przeszacowuje. Istotne

roznice mozemy zauwazy¢ dlarenty @, dopiero po 20 latach, a dla renty a.; po 25

xyi|
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latach. Nastepnie po 30 latach w pierwszym przypadku i po 35 latach w drugim sy-
tuacja si¢ stabilizuje. Niedoszacowanie wynosi wtedy 2,7%, a przeszacowanie 2%.
Roéwniez dla skrajnych wariantdw roznice te sg znacznie mniejsze i wynosza odpo-
wiednio 12,1 1 5,5% dla maksymalnej granicy oraz 8 i 8,3% dla minimalne;.

5. Funkcje laczace

5.1. Podstawowe wiadomosci

Innym sposobem modelowania zaleznosci sa funkcje faczace (copula). Funkcja ta-
czaca C jest facznikiem migdzy dystrybuantami brzegowymi a dystrybuantg taczna
[7]. W naszym przypadku bedziemy si¢ stara¢ wyznaczy¢ funkcje taczaca opisujaca
zalezno$¢ migdzy dlugosciami zycia matzonkow. Spetnia¢ ona bedzie zaleznos¢:

P(TY <6, <s)=C(P(1," <t),P(T}" <5)).

Jednak aby obliczy¢ wartosci aktuarialne rent, potrzebna bedzie znajomo$¢ prawdo-
podobienstw tgcznych | P, czyli tacznej funkcji przetrwania, a nie dystrybuanty.
Sprowadza si¢ to do wyznaczenia taczacej funkcji przetrwania C* opisanej zalezno$-
cig:

P(LY >4,1) >5)=C"(P(1," >1),P(T, >5)).

Migdzy tymi funkcjami zachodzi relacja:
Cuv)y=ut+tv-1+C{0-u,1-v).

Laczaca funkcja przezycia spetnia wszystkie wlasnosci charakteryzujace funkcje 1a-
czaca. Ponadto otrzymujemy:

C (i Py e PO)
M K X+t 70 dy+t £0
Dy =P >tT) >t)=

C*(xp(])w7y p(f) '
W prezentowanej pracy do opisu struktury zaleznosci dlugosci zycia matzon-

koéw stosowane beda jedynie archimedesowe funkcje taczace. Sa to proste funkcje
laczace opisane wzorem [7]:

Cu,v)=¢ "' (p W)+ (),

gdzie ¢: [0, 1] — R, jest malejaca, ciagla funkcja, nazywang generatorem, spetnia-
jaca warunek ¢ (1) = 0. Archimedesowe funkcje taczace tworza zwykle rodziny
funkcji charakteryzowane parametrem opisujacym stopien zaleznosci. Znajac gene-
rator ¢, mozemy wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji Kendalla z, stosujac wzor

1
T=1+4jwdt.
0

¢'(1)
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5.2. Wybér funkcji laczacej

Procedura wyboru archimedesowej funkcji taczacej ,,najlepiej dopasowane;j” do da-
nych empirycznych jest nastepujaca [3; 4]:

1) ustalamy rodziny archimedesowych funkcji taczacych;

ii) na podstawie danych empirycznych wyznaczamy wspotczynnik korelacji
Kendalla t;

iii) z kazdej rodziny wybieramy funkcje taczaca odpowiadajaca wspotczynni-
kowi t;

iv) stosujac odpowiednie kryterium, wybieramy optymalng funkcje taczaca.

Autorzy w pracy [3] zaproponowali kryterium oparte na funkcji Kendalla. Funk-
cja ta okreslona jest wzorem:

K(t)=P(F(1".1))<t).
W przypadku archimedesowych funkcji taczacych przyjmuje on prostg postac:
K(t)=t- M.

¢'(¢)

Kryterium wyboru funkcji taczacej polega na minimalizacji odlegtosci empi-
rycznej funkcji Kendalla K (¢) wynikajgcej z n-elementowej proby oraz teoretycznej
funkcji Kendalla K . (7) opartej na funkcji faczacej C. Odlegtos¢ ta moze by¢ okreslo-
na przyktadowo formuta:

5, [N (k.0 &0 dk.0)

Wyboér odpowiedniej funkceji taczacej moze tez by¢ dokonany na podstawie wy-
kresu opartego na funkcji A (f) =¢ — K (f). Wybieramy wtedy wykres funkcji 4 (7)
najlepiej dopasowanej do jej empirycznej wersji.

5.3. Wyniki

W tym przypadku, w odréznieniu od estymacji modelu Markowa, potrzebne sg dane
szczegdlowe dotyczace dlugosci zycia obydwu matzonkow. Nie da si¢ ich osiggnac
na podstawie danych pochodzacych z urzedow statystycznych. W pracy [2] dane zo-
staty zabrane z czterech cmentarzy brukselskich. W prezentowanej pracy postgpo-
wano w podobny sposob. Proba liczyta n = 447 elementow i zostata zebrana losowo
z dwoch cmentarzy wroctawskich: duzego Grabiszynskiego (337) oraz mniejszego,
zlokalizowanego na Klecinie (100). Zawierata pary przedstawiajace liczbe lat prze-
zytych przez obydwu matzonkdéw. Oczywiscie autor zdaje sobie sprawe, ze proba nie
jest reprezentatywna. Stuzy przede wszystkim do ilustracji przedstawionej metody.
Sredni wiek mezczyzn (M) i kobiet (K) oraz pozostale parametry brzegowych
rozktadow: odchylenia standardowe, kwantyle i median¢ uzyskane z uzyskanych
447 par matzonkow przedstawione zostaty w tab. 2. Histogramy tych rozktadow
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zawarte sg na rys. 5. Widzimy, ze zony przeci¢tnie zyly troche dtuzej od swoich me-
z6w. Rysunek 6 zawiera wykres korelacyjny.

Tabela 2. Podstawowe parametry rozkladow brzegowych

Srednia

Odch. st. 01 Mediana 03
M 70,870 12,017 62 72 80
K 74,969 12,780 67 77 84
Zrédto: opracowanie wiasne.
80 s 80 1 K
60 - 60 -
40 - 40 -
20 - 20
0 - 0 -
[ ™ = T e R ' e R T = I~ == " ]
S2R228RR8824883 SRRBEIRREBINESE
Rys. 5. Histogramy rozktadoéw brzegowych
Zrédto: opracowanie whasne.
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Rys. 6. Wykres korelacyjny

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Na podstawie proby wyznaczono wspodtczynnik korelacji Kendalla 7 = 0,156.
Jest on troche wigkszy niz uzyskany na podstawie danych z Brukseli, gdzie r = 0,092
[2]. Natomiast wspotczynnik korelacji Pearsona wyniost » = 0,275.

Tabela 3. Charakterystyki wybranych rodzin archimedesowych funkcji taczacych

9 (1) T o S
Clayton re—1 o 0,371 0,1694
o+2
Gumbel (-In)« L 1,185 0,1875
o
Frank or _ 4 ~1,436 0,1382
rn e 1-2(D,(-a)-1)
e’ —1 a
— — 2
AMH il afl 1) | 2@+(a=D'In (- o) 0,588 0,0667
30’

Zrodto: opracowanie wiasne.

-0,05

-0,15

+ dane

-0,25 —Clayton
Gumbel
0,3 -
Frank
—AMH
035 1 A

Rys. 7. Wykresy funkcji A(7)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Sposrdéd  czterech rodzin archimedesowych funkcji taczacych: Clayto-
na, Gumbela, Franka i AMH, wybrano rodzing AMH opisang funkcja tacza-
uv

I-a(I-u)(1-v)

ca C, (u,v)= oraz jej reprezentanta z parametrem o = 0,5879.



Wyznaczanie wielko$ci renty w zaleznych grupowych ubezpieczeniach na zycie 45

Warto$¢ odleglosci S| byta w tym przypadku najmniejsza, wynosita S = 0,0667.
W tabeli 3 podana jest dla kazdej rodziny posta¢ generatora ¢ (f), wzor umozliwia-
jacy wyznaczenie teoretycznego wspotczynnika Kendalla, warto$¢ parametru repre-
zentanta rodziny odpowiadajgcemu wspotczynnikowi z oraz wartos¢ odlegtosci S .

17 ¢ _ ) , . ,
D, (x)=;jmdl‘ jest funkcja Debye’a wykorzystywana do wyznaczania wspol-
0

czynnika Kendalla dla rodziny Franka.

Na rysunku 7 podane sg wykresy funkcji 4 (¢) dla wybranych rodzin archime-
desowych funkcji taczacych. Widzimy, ze wykres odpowiadajacy rodzinie AMH
w miar¢ dobrze dopasowany jest do danych empirycznych.

Wyznaczymy teraz wzglgdne wartosci aktuarialne renty wdowiej oraz renty a,,,
dla x = y = 50 w stosunku do wariantu opartego na niezalezno$ci. Wyniki podane
sawtab.415.

Tabela 4. Wzgledne warto$ci renty wdowiej

X 40 50 60 70 80 90
Min 0,653 0,640 0,614 0,517 0,332 0,069
AMH 0,915 0,904 0,893 0,884 0,902 0,963
Max 1,217 1,237 1,265 1,314 1,378 1,451
Zrédto: opracowanie whasne.
Tabela 5. Wzgledne wartosci renty a,
n 10 20 30 40 50
Min 0,998 0,985 0,940 0,921 0,920
AMH 1,005 1,014 1,025 1,031 1,031
Max 1,024 1,054 1,090 1,116 1,121

Zrodto: opracowanie wiasne.

W tym przypadku sytuacja jest troche inna niz dla modelu Markowa. Tutaj row-
niez, przyjmujac wariant niezalezny, przeszacowujemy rent¢ wdowig. Maksymalne
przeszacowanie rz¢du 12% wystepuje dla me¢za zmartego w wieku x = 70 lat, ale
wraz ze wzrostem x wigkszym niz 70 lat nastepuje wyrazny spadek przeszacowa-
nia. Natomiast dla renty a , ; mamy nieznaczne niedoszacowanie dochodzace do 3%
1 stabilizujace si¢ powyzej n = 30. Warto$ci aktuarialne tych rent podane sg rowniez
narys. 819.
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Rys. 8. Wartosci renty wdowiej

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 9. Wartodci renty a, .-

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 10. Wartosci renty wdowiej dla réznych modeli

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Rysunek 10 przedstawia zbiorczy wykres warto$ci aktuarialnych renty wdowiej
wyznaczonych dla r6znych modeli opartych na rodzinach archimedesowych funkcji
taczacych, jak i dla modelu Markowa. Mozna na nim zauwazy¢, ze istotne réznice
warto$ci renty zachodzg dopiero, gdy wiek x przekracza 60 lat. Wczesniej roznice
sg niewielkie. Ponadto model oparty na funkcjach taczacych Gumbela wyraznie od-
staje od pozostatych. Wybierajac wiec pozostate rodziny funkcji taczacych, niewiele
si¢ pomylimy, chyba ze prawdziwy bedzie model zwigzany z rodzing Gumbela.
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CALCULATION OF PENSIONS
IN THE MULTIPLE LIFE INSURANCES

Summary: The paper is devoted to the dependent multiple life insurance of married couples.
A more realistic assumption of dependent lifetime of spouses is investigated as distinct
from classical, which assumes the independence. Two models: Markov and based on the
Archimedean copulas are studied. The actuarial values of three cases of pensions are calculated
in these models. The differences between the values of pensions in the classical model and
models based on the dependences are studied using the empirical data from Poland.

Keywords: group insurances, Markov model, copula, annuity.



