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Roman Huptas
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

METODY SZACOWANIA

WEWNATRZDZIENNEJ SEZONOWOSCI

W ANALIZIE DANYCH FINANSOWYCH
POCHODZACYCH Z POJEDYNCZYCH TRANSAKCJI

Streszczenie: Celem artykutu jest krotkie omowienie cech charakterystycznych dla danych
finansowych o ultrawysokiej czgstotliwosci oraz prezentacja metod modelowania i szaco-
wania wewnatrzdziennej sezonowosci aktywno$ci transakcyjnej. W ramach tych metod
przedstawione zostana dwa podejscia: interpolacja za pomoca kubicznych funkcji skleja-
nych oraz estymacja jadrowa.

W danych finansowych UHF wyznaczana jest kubiczna funkcja sklejana z weztami
umieszczonymi w kazdej pelnej godzinie trwania sesji. Weztom odpowiadaja srednie czasy
trwania mi¢dzy zdarzeniami procesu transakcyjnego dla kolejnych godzin sesji. W przypad-
ku estymacji jadrowej odwzorowanie wewnatrzdziennej sezonowosci jest szacowane jako
estymator jadrowy Nadaraya-Watsona funkcji regresji czaséw trwania pomigdzy zdarze-
niami procesu transakcyjnego wzgledem odpowiadajacych im sekund w ciagu dnia.

Stowa kluczowe: dane finansowe UHF, wewnatrzdzienna sezonowos$¢, kubiczne funkcje
sklejane, estymator jadrowy Nadaraya-Watsona.

1. Wstep

W ciagu ostatnich lat w ekonometrii finansowej na $wiecie obserwuje si¢ wzrost
zainteresowania analiza mikrostruktury rynkow finansowych. Badania mikrostruk-
tury rynkéw finansowych dotycza wyjasniania procesu ksztattowania si¢ cen in-
strumentow finansowych oraz analizy pojedynczych zdarzen procesu transakcyj-
nego. Wpltyw rdéznych czynnikow i mechanizméw transakcyjnych na sposob
ksztaltowania cen instrumentow ujeto w tzw. teoretycznych modelach mikrostruk-
tury. Przeglad teoretycznych modeli mikrostruktury oraz wielu probleméw okres-
lanych wspolna nazwa efektow mikrostruktury rynku prezentowany jest szczego-
lowo w pracach [O’Hara 1995; Dacorogna i in. 2001] (por. [Bien 2006; Doman,
Doman 2004]). Do szczegdétowych aspektéw mikrostruktury naleza: ptynnosc,
koszty transakcyjne, zmienno$¢ cen, stopien odzwierciedlenia informacji przez
ceny, asymetria informacji, intensywno$¢ procesu naptywu informacji, wplyw
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dziatan animatoréw rynku, niesynchroniczny handel oraz zyski transakcyjne (zob.
[Doman, Doman 2004]).

Analiza procesow zachodzacych na rynkach finansowych oraz empiryczna we-
ryfikacja hipotez wynikajacych z teoretycznych modeli mikrostruktury mozliwa
jest w ostatnich dekadach dzigki dostgpowi do baz danych transakcyjnych. Bazy
transakcyjne to zbiory danych zawierajace szczegoétowe informacje dotyczace po-
jedynczych transakcji i zlecen na rynku finansowym (zob. [Hautsch 2004]). Bazy
danych transakcyjnych sa zrodtem specyficznych finansowych szeregéw czaso-
wych ze wzgledu na to, ze obserwacje rejestrowane sa w miar¢ ich pojawiania sie,
czyli niesynchronicznie wzgledem jednostek czasu. Takie szeregi czasowe okresla
si¢ jako ,,dane o ultrawysokiej czgstotliwosci” (ultra-high-frequency data) lub ,,da-
ne tikowe” (tick-by-tick data) (zob. [Bien 2006; Engle 2000]).

Dostep do szeregéw danych finansowych o ultrawysokiej czgstotliwosci przy-
czynit si¢ do rozwoju w ekonometrii finansowej nowego obszaru badan nauko-
wych. Nowe narzgdzia modelowania finansowych szeregéw czasowych wychodza
naprzeciw specyficznym wlasno$ciom danych transakcyjnych. Naleza do nich
przede wszystkim niesynchroniczne rozmieszczenie obserwacji wzgledem jedno-
stek czasu oraz dyskretne zmiany cen. Ponadto poszczegdlne zdarzenia procesu
transakcyjnego wystepuja z rézna czestotliwoscia w roznych porach dnia. Dlatego
tez efektem tego moze by¢ wystgpowanie pewnego powtarzalnego dla kazdego
dnia schematu intensywno$ci zawierania transakcji. Jest on w literaturze przedmio-
tu okre$lany nazwa ,,wewnatrzdziennej sezonowosci” (intraday seasonality) cza-
SOW trwania, przy czym ,.czasy trwania” (durations) lub ,.czasy oczekiwania”
(waiting times) to odstgpy czasu migdzy zdarzeniami procesu transakcyjnego. Po-
wyzsze wilasnosci danych tikowych wymagaja zastosowania do badan specjali-
stycznych narzedzi ekonometrycznych (m.in. modeli ACD — modeli autoregresyj-
nego warunkowego czasu trwania; modeli ACD-GARCH, SCD itp.). Zanim jednak
w analizie szeregow czasowych o ultrawysokiej czgstotliwosci wykorzysta sig
ekonometryczne modele w czasie transakcyjnym, nalezy wyeliminowaé z tych
szeregOw zaobserwowana silng wewnatrzdzienna sezonowo$¢. Do szacowania
wewnatrzdziennej sezonowosci stosuje si¢ najczgsciej wybrane nieparametryczne
metody statystyczne.

Celem tego opracowania jest krotkie przedstawienie cech charakterystycznych
dla danych finansowych o ultrawysokiej czgstotliwosci oraz prezentacja metod
modelowania i szacowania czynnika wewnatrzdziennej sezonowosci aktywnosci
transakcyjnej. W ramach tych metod przedstawione zostana: interpolacja za pomo-
ca kubicznych funkcji sklejanych oraz estymacja jadrowa funkcji regresji.

2. Wlasnosci danych finansowych o ultrawysokiej cz¢stotliwosci
Do pewnego czasu w literaturze zwiazanej z finansami i ekonometrig finansowa

pojawiato si¢ jedynie pojecie szeregdw czasowych o wysokiej czestotliwosci. Sze-
regi danych o wysokiej czgstotliwos$ci to szeregi czasowe obserwacji synchronicz-
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nie rejestrowanych wzgledem malych przedziatéw czasu (dni, minut, wielokrotno-
sci minut). Od kilku lat zaczeto takze funkcjonowaé nowe okreslenie — ,,dane
o ultrawysokiej czestotliwosci”, inaczej ,,dane tikowe” lub ,,dane transakcyjne”. Sa
to szeregi czasowe zbudowane z charakterystyk zdarzen procesu transakcyjnego
z przyporzadkowanym doktadnym czasem ich pojawienia sig. Zatem obserwacje sa
tu rejestrowane niesynchronicznie wzgledem jednostek czasu. Dane finansowe
o ultrawysokiej czgstotliwo$ci majq kilka charakterystycznych wlasnos$ci, ktore nie
pojawiaja si¢ w przypadku nizszych czgstotliwosci.

Do charakterystycznych cech szeregow czasowych danych transakcyjnych na-
leza (por. [Tsay 2002, s. 212]):

1) niesynchroniczne rozmieszczenie obserwacji wzglgdem jednostek czasu,

2) dyskretne wartosci cen akcji i dyskretne zmiany cen,

3) wystepowanie wielu transakcji w ciagu jednej sekundy,

4) odbicie bid-ask w przypadku cen transakcyjnych,

5) wystepowanie wewnatrzdziennej sezonowosci (transakcje wykazuja dzienny
sktadnik periodyczny).

Jedna z najwazniejszych cech danych finansowych o ultrawysokiej czgstotli-
wosci jest niesynchroniczne (nieregularne) rozmieszczenie obserwacji wzgledem
jednostek czasu. Tego typu dane mozna np. zagregowac, tak aby odpowiadaly ko-
lejnym rownym jednostkom czasu (wielokrotno$ciom minut, godzinom, dniom)
i skorzysta¢ w analizie z szerokiej gamy modeli GARCH. Jednak tego typu agre-
gacja danych transakcyjnych i ich analiza jako obserwacji pobieranych w réwnych
odstepach czasu wiaze si¢ z utrata informacji, jaka niesie proces transakcyjny (por.
[Hautsch 2004]). Transakcje czy tez zmiany ceny akcji nie zachodza w réwnych
odstepach czasu. Zatem dlugosci czasOw trwania migdzy transakcjami dotyczacy-
mi akcji spotki moga by¢ wazna informacja na temat intensywnosci ich obrotow.

Przyjmowanie wigc zatozenia, ze zmiany cen albo transakcje sa roéwnoodlegle
w czasie moze prowadzi¢ do btednych wnioskow. Gdy handel odbywa si¢ w nierow-
nych odstgpach czasu, a obserwacje sa czynione w odstgpach réwnych, rozktady
zwrotdw obserwowanych moga mie¢ zupehie inne wlasnosci niz rozklady ,,praw-
dziwych” zwrotow. Efektem nieregularnosci handlu moga by¢ pozorne korelacje
rzedu pierwszego migdzy stopami zwrotu z réznych akcji, autokorelacje rzedu
pierwszego zwrotow portfela i, w niektorych przypadkach, ujemne autokorelacje
rzedu pierwszego w szeregach zwrotoéw poszczegdlnych akcji (zob. [Tsay 2002];
por. [Doman, Doman 2004; Osinska 2006]). Problem niesynchronicznosci transak-
cyjnej (nonsynchronous trading) wraz z odpowiednimi przyktadami jest szerzej po-
ruszany w [Tsay 2002, s. 207] (por. [Doman, Doman 2004; Osinska 2006]).

Alternatywnym sposobem analizy danych finansowych niesynchronicznie roz-
mieszczonych wzgledem jednostek czasu jest wykorzystanie tzw. modeli w czasie
transakcyjnym (rodzina modeli ACD — autoregresyjnego warunkowego czasu
trwania, modele ACD-GARCH, SCD itp.). W tym przypadku analizie poddawane
sa surowe dane, ktore nie ulegly Zadnej agregacji ani transformacji. Badane sa dtu-
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gosci czasOw trwania migdzy wybranymi zdarzeniami procesu transakcyjnego.
Analiza czaséw trwania dostarczy¢ nam moze informacji na temat mikrostruktury
rynku finansowego, pozwalajac na doktadniejszy wglad w réznego rodzaju zalez-
nosci wystepujace na rynku. W literaturze przedmiotu do najczesciej modelowa-
nych czasow trwania mig¢dzy zdarzeniami procesu transakcyjnego naleza (zob.
[Engle, Russell 1997, s. 114; Hautsch 2004]):

— transakcyjne czasy trwania (trade durations),

— cenowe czasy trwania (price durations),

— wolumenowe czasy trwania (volume durations).

Transakcyjnymi czasami trwania nazywamy dlugosci czasu uptywajacego po-
migdzy kolejnymi transakcjami. Dzigki ich analizie mozna bada¢ intensywnosc¢
procesu transakcyjnego (por. [Hautsch 2004, s. 32]). Cenowe czasy trwania to od-
stepy czasu potrzebne do zarejestrowania wzrostu lub spadku ceny instrumentu

finansowego o warto$¢ réwna co najmniej ¢, (¢, > 0). Warto$¢ ¢, jest ustalana

arbitralnie 1 jest ona wielokrotnoscia tiku cenowego (wynika to z faktu, ze ceny
akcji majq charakter dyskretny). W praktyce zaré6wno transakcyjne czasy trwania,
jak 1 cenowe czasy trwania wykorzystuje si¢ do tworzenia tzw. miar wewnatrz-
dziennych chwilowych zmiennosci cen transakcyjnych (zob. [Engle 2000; Giot
2005]). Wolumenowe czasy trwania to przedzialy czasu pomigdzy zdarzeniami

procesu transakcyjnego, w ktorych dokonano obrotu co najmniej ¢, akcjami. War-

tos¢ ¢, (¢, > 0) jest ustalana arbitralnie przez badacza. W praktyce wolumenowe

czasy trwania shuza do badania ptynnosci rynku (por. [Hautsch 2004, s. 33-34]).

Kolejng istotna cecha danych transakcyjnych sa dyskretne zmiany cen transak-
cyjnych. Ceny akcji maja charakter wartosci dyskretnych i zmieniaja si¢ w sposob
dyskretny. Minimalng warto$ciag dozwolonej zmiany ceny transakcyjnej jest tzw.
tik cenowy (tick). Ceny transakcji przyjmuja zatem wartosci bgdace wielokrotno-
sciami pojedynczego tiku cenowego. Na gieldach amerykanskich od 29 stycznia
2001 r. ceny akcji mozna wyznacza¢ z doktadnos$cia do jednego centa (zob. [Tsay
2002]). Jesli chodzi o gietde europejska Euronext i Gietdg¢ Papierow Wartoscio-
wych w Warszawie, to wielkos¢ tiku cenowego uzalezniona jest od wartosci akcji.
Okazuje sig, ze wielko$¢ tiku cenowego ma duzy wplyw na funkcjonowanie rynku.
Zmniejszenie wielkosci tiku redukuje bowiem rozpigtos¢ spreadu bid-ask. Nie-
wielki spread wplywa na sptycenie rynku, czyli na zmniejszenie liczby akcji ofe-
rowanych przez dealera.

Kolejna istotna cecha danych transakcyjnych zwiazana jest ze spreadem bid-
-ask 1 obecnos$cia na rynku finansowym animatoréw rynku (dealeréw). Na niekto-
rych gieldach animatorzy rynku odgrywaja wazna role w ,,utatwianiu i usprawnia-
niu” handlu instrumentami finansowymi. Ich obowiazkiem jest podtrzymywanie
ptynnosci rynku, tzn. stoja w gotowosci do kupna badz sprzedazy akcji w zalezno-
sci od zlecen, jakie naptywaja na rynek. Poprzez ptynno$¢ rynku rozumie si¢ zdol-
no$¢ do kupna lub sprzedazy odpowiedniej ilosci instrumentu: szybko, anonimowo
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i bez ingerencji w ceng¢. W zamian za to animatorzy rynku maja prawo do ustalania
réznych cen kupna i sprzedazy danego instrumentu, tzn. skupuja po tzw. cenie zaku-
pu B, (bid) i sprzedaja po cenie wyzszej, tzw. cenie sprzedazy P, (ask). R6znica mig-
dzy tymi cenami P, — F, jest nazywana spreadem bid-ask. W praktyce spread bid-

-ask jest niewielki, tzn. rzgdu kilku tikow cenowych. Efektem istnienia spreadu moze
by¢ pozorna ujemna autokorelacja rzedu pierwszego zmian cen transakcyjnych, na-
wet jezeli podstawowa, fundamentalna wartos¢ instrumentu finansowego nie ulega
zmianie. Zjawisko to jest w literaturze przedmiotu nazywane odbiciem bid-ask (zob.
[Roll 1984; Fantazzini 2004, s. 146]; por. [Tsay 2002, s. 212]). Ogodlnie ceny trans-
akcyjne nieustannie wahaja si¢ pomigdzy cenami bid i ask w zaleznos$ci od naptywa-
jacych zlecen. Transakcje, ktore sq inicjowane przez naplywajace zlecenia sprzedazy
(przez strong podazy), zawierane sa po cenie zakupu (cenie bid), a te, ktdre inicjo-
wane sa przez naptywajace zlecenia kupna (przez strong popytu), zawierane sg po
cenie sprzedazy (cenie ask).

W przypadku danych obserwowanych w czasie transakcyjnym nie mozna za-
pomnie¢ o jeszcze jednej bardzo waznej wiasnosci — obecno$ci sktadnika perio-
dycznego. W normalnych warunkach gospodarczych transakcje wykazuja dzienny
sktadnik sezonowy. Okazuje sig, ze transakcji jest wigeej tuz po otwarciu oraz tuz
przed zamknigciem sesji (wtedy odstepy czasu miedzy transakcjami sg najkrotsze),
natomiast zdecydowanie mniej w godzinach potudniowych, czyli w $rodku sesji
(wowczas czasy trwania migdzy transakcjami sa najdtuzsze). Efektem tego jest
zatem wystepowanie pewnego powtarzalnego dla kazdego dnia schematu inten-
sywnos$ci transakcyjnej. Zjawisko to okreslane jest mianem ,,wewnatrzdziennej
sezonowosci” (intraday seasonality) czasOw trwania. W zwiazku z tym sugeruje
si¢ wyeliminowanie z danych efektu deterministycznego, wynikajacego z dziennej
sezonowosci procesu transakcyjnego. W literaturze przedmiotu (zob. [Engle, Rus-
sell 1997]) proponuje si¢ wigc transformowac dane w nastgpujacy sposob:

L X
o(t;)
gdzie: x, =1, —t_,— czas trwania miedzy transakcjami z chwil tit,,
X, — czas trwania pozbawiony efektu sezonowosci,
o(t) — multiplikatywny czynnik wewnatrzdziennej sezonowo$ci w
chwili ¢,.

Czynnik sezonowy ¢(t;) jest rozumiany jako Sredni czas trwania dla kazdej

jednostki czasu, w ktorym zaobserwowali§my dane, najczeSciej $redni czas trwania
dla kazdej sekundy (por. [Osinska 2006]). Wykres odwzorowujacy wewnatrz-
dzienna sezonowos$¢ (intraday seasonality pattern, diurnal pattern, daily periodic
pattern, time-of-day function) ma najcz¢sciej ksztalt odwrocone;j litery U. Do esty-
macji odwzorowania wewnatrzdziennej sezonowosci stosuje si¢ w literaturze
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przedmiotu wybrane metody statystyczne. W wigkszosci prac dotyczacych mode-
lowania czaséw trwania wykorzystuje si¢ do tego kubiczne funkcje sklejane albo
estymacje jadrowa.

3. Interpolacja za pomocg funkcji sklejanych
w modelowaniu wewngtrzdziennej sezonowosci

Do estymacji odwzorowania wewnatrzdziennej sezonowosci mozna wykorzystac¢
kubiczne funkcje sklejane (splajny kubiczne). Podejscie to jest jednym z najcze-
sciej stosowanych w literaturze przedmiotu (zob. [Engle, Russell 1997; Giot
2005]). Przeanalizujmy krétko, na czym polega idea interpolacji za pomoca funkcji
sklejanych i w jaki sposob mozna oszacowac parametry takich splajnow (zob.
[Stoer 1979]).

Interpolacji za pomoca funkcji sklejanych uzywa si¢ gléwnie w tym celu, aby
potaczy¢ dane punkty krzywa ,,mozliwie gtadka” (zob. [Stoer 1979]). Niech przez
A={a=x,<x, <...<x,=b} bedzie dany podziat przedziatu [a,bD].

Definicja. Przez kubicznq funkcje sklejanq odpowiadajgcq podziatowi A,
gdzie x, (i=0,1,...,n) nagywajq si¢ wezlami, rozumiemy funkcje rzeczywistq
S, :[a,b] > R majqcq wlasnosci:

1) S, € C’[a,b]: S, mana [a,b] ciagta pochodna rzedu drugiego,

2) w kazdym podprzedziale [x;,x,,,] (i=0,1,...,n—1) S, jest wielomianem

stopnia trzeciego.
Funkcja sklejana jest zatem kawatkami ztozona z n wielomiandéw stopnia trze-
ciego tak, ze sama funkcja S, 1 jej obydwie (tzn. pierwsza i druga) pochodne nie

maja w punktach x; (i=1, ..., n—1) punktéw nieciagtosci.

Niech Y :={y,,»,..., y,} jest zbiorem n +1 liczb rzeczywistych, odpowiada-
jacych wartosciom x; (i=0,1,...,n), czyli weztom. Oznaczmy funkcje¢ sklejang
S, , dla ktorej zachodzi dodatkowo S, (Y;x,) =y, (i=0,L,...,n), przez S,(Y;").
Dalej mowi¢ bedziemy o tzw. naturalnych splajnach kubicznych, tzn. funkcjach
sklejanych, ktore maja nastgpujaca wlasnosé: Sy (Y;x,) =S (Y;x,)=0.

Niech %, =x,,—x; (j=0,1,...,n—1). Jako momenty M;, M, :=S;(¥;x,)
(j=0,1,...,n) oznaczmy druga pochodna szukanej funkcji sklejanej S,(Y;-) w
punktach x; € A. Momenty M ; mozna obliczy¢ jako rozwiazanie uktadu réwnan

liniowych i za pomoca M ; mozna fatwo poda¢ sama interesujaca nas funkcjg skle-
jana S, (Y;-).
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Zauwazmy, ze S,(Y;-) w kazdym przedziale [x;,x,,] (j=0,1,...,n-1)
jest funkcja stopnia trzeciego, wigc S (Y;-) jest funkcja liniowa, ktora mozna

opisa¢ za pomoca M ;:

. Xjy =X X=X,
SA(Y;x):Mjh—+M4 7 dla xe[x;,x,,,].

J+l
Jj+l Jj+l

Dla §,(Y;-) mamy zatem po odpowiednich obliczeniach nastgpujace przed-

stawienie:

SA(Y;x)zaj+ﬂj(x—xj)+7j(x—xj)2 +5j(x—xj)3 dla xe[x,,x,,],

Zatem S, (Y;-) jest wyrazone za pomoca M; i pozostaje jeszcze tylko kwestia
obliczenia M; (j=0,1,...,n). Wykorzystujac ciaglos¢ S,(Y;:) w punktach
x=x; (j=1...,n-1), otrzymujemy po odpowiednich przeksztatceniach ukfad
rownan liniowych dla M;:

M, =0,

aM, +2M,+bM,,=d, j=1,..,n-1,

J

M, =0,

hj hj+1 d = 6 (yjﬂ_yj_yj_yjl\].
" hi+hy, h., h,

Do estymacji wielomianowej funkcji sklejanej mozna takze podejs¢ w troche
inny sposob. Krotko opisany zostanie sposdb estymacji wielomianowej funkcji
sklejanej ztozonej z wielomianow stopnia ¢. Przyjmuje sig, ze estymator bgdacy
wielomianowga funkcja sklejana mozna zapisa¢ jako kombinacj¢ liniowa jego funk-
cji bazowych postaci (zob. [Cwik, Koronacki 2005; Gatnar, Walesiak 2009; Hastie,
Tibshirani, Friedman 2001]):

; n—l1

1, {xj }[,]:9 {(x_‘xi)Z-}i:O ’
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gdzie: x,, i=0,1,..., n —wezly funkcji sklejane;j,

a, a=>0
a, =
0, a<O.

Splajn ma zatem nast¢pujaca postac:

n—1

F@ =Y e+ 3 A=)

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze lokalnie dopasowywany jest tylko wyraz w
potedze ¢. Skladniki wielomianu o nizszych potggach sa dopasowywane ,.global-
nie”.

Wybdr wartoéci n, czyli liczby przedziatow oraz weztdéw, moze odbywac sig
adaptacyjnie, np. na drodze kroswalidacyjnej albo jest ustalany przez badacza. Dla
zadanych weztow x,,i=0,1, ..., n,pozostate parametry funkcji sklejanej szacuje

si¢ metoda najmniejszych kwadratow, minimalizujac sume:

20— F @), (1)
i=0
gdzie y,,i=0,1,...,n sa wartoSciami odpowiadajacymi poszczegdlnym warto-
sciom x,,i=0,1, ..., n,czyli wgzlom. Ostatecznie otrzymujemy regresyjna funkcje

sklejana.

W literaturze znalez¢ mozna takze pojecie wygladzonej funkcji sklejanej (zob.
[Cwik, Koronacki 2005; Gatnar, Walesiak 2009]). Zamiast rozwiazywa¢ zadanie
(1) najczesciej minimalizuje si¢ kryterium kwadratowe z uwzglednieniem kary za
oscylacyjnos¢ estymatora,

> 0= T + A [/ F s,

gdzie A jest nieujemnym wspoélczynnikiem kary, nazywanym tez wspoélczynni-
kiem wygladzajacym, a f"(-) jest druga pochodna funkcji 7 (-). Oczywiscie cal-
ka z kwadratu drugiej pochodnej funkcji ]7() jest tym wigksza, im bardziej oscy-
lacyjny jest przebieg tej funkcji. Ogdlnie wyrazenie ﬂ,J.R [j?"(x)]zdx jest karg za
niegtadko$¢ estymatora, czyli za gwattowne, oscylacyjne zmiany jego wartosci.
Powyzsza kara za niegladko$¢ okreslana jest mianem regularyzacji estymatora.
Taka regularyzacja ma za zadanie wygladzenie estymatora, a otrzymany w ten

sposOb estymator nazywany jest wygladzona funkcja sklejana. Najczgsciej
przyjmuje sig, ze stopien wielomianéw funkcji sklejanej wynosi g = 3.



Metody szacowania wewnatrzdziennej sezonowosci... 91

Wyznaczanie odwzorowania wewnatrzdziennej sezonowosci za pomoca funk-
cji sklejanych jest w literaturze podej$ciem najbardziej powszechnym. Oczywiscie
dzigki tej metodzie nastgpuje wygtadzenie Srednich czasdéw trwania pomigdzy zda-
rzeniami dla kolejnych okresow. Na poczatek nastgpuje usrednienie wszystkich
czasOw trwania ze wszystkich dni z kolejnych godzin sesji. Nastepnie wyznaczana
jest kubiczna funkcja sklejana z weztami umieszczonymi w kazdej pelnej godzinie
trwania sesji. Weztom odpowiadaja oczywiscie wyznaczone wczesniej usrednione
czasy trwania. Taka wersja aproksymacji dziennego czynnika periodycznego zosta-
la zaprezentowana w pracy [Engle, Russell 1997]. W celu uzyskania lepszej ela-
stycznosci autorzy dodatkowo umiescili wezet w potowie ostatniej godziny trwania
sesji ze wzgledu na szybko rosnaca aktywnos$¢ transakcyjna przed zamknigciem
gietdy. Troche inne podejscie w ramach aproksymacji splajnami kubicznymi moz-
na zobaczy¢é w pracy [Bauwens, Giot 2000, s. 135]. Autorzy zwracaja uwage, ze
czynnik wewnatrzdziennej sezonowosci moze by¢ rdézny dla réznych dni tygodnia,
tzn. inaczej moze ksztattowac si¢ odwzorowanie sktadnika periodycznego dla po-
niedziatku, a inaczej dla wtorku itd. Zatem oszacowanie funkcji wewnatrzdzienne;j
sezonowosci przeprowadzono osobno dla kazdego dnia tygodnia, aby uwzglednic¢
ewentualng okresowo$¢ wynikajaca z aktywnosci transakcyjnej rowniez w okresie
tygodniowym. W pierwszym kroku usredniono czasy trwania z kolejnych potowek
godzin sesji dla kazdego dnia tygodnia osobno, a potem oszacowano parametry
splajnow kubicznych z we¢ztami umieszczonymi w kazdej godzinie i potdowce go-
dzin. Z kolei w pracy [Strickland, Forbes, Martin 2003] wykorzystano do estymacji
odwzorowania wewnatrzdziennej sezonowosci wygtadzone kubiczne funkcje skle-
jane (cubic smoothing splines), gdzie wspotczynnik kary za niegtadkos$¢ estymatora
wyznaczono metoda uogoélnionej kroswalidacji.

4. Estymacja jadrowa
w modelowaniu wewngtrzdziennej sezonowosci

Alternatywna i druga najczesciej stosowana w praktyce metoda szacowania funkcji
wewnatrzdziennej sezonowosci jest metoda estymacji jadrowej. Estymacja jadrowa
nalezy do nieparametrycznych metod statystycznych.

W pkt 2 wspomnieli$my, ze multiplikatywny czynnik wewnatrzdziennej sezo-
nowosci ¢(t;) jest rozumiany jako $redni czas trwania dla kazdej jednostki czasu,

w ktoérym zaobserwowalismy dane (najcze$ciej $redni czas trwania dla kazdej se-
kundy). Interesuje nas zatem wyznaczenie funkcji regresji. Jezeli przynajmniej
przyblizona (ogo6lna) posta¢ modelu regresyjnego opisujacego interesujace badacza
zjawisko nie jest znana a priori (oczywiscie tak jest w naszym przypadku), mozna
odwota¢ si¢ do pomocy jednego z wielu podej$¢ nieparametrycznych, czyli takich,
gdzie o estymowanej funkcji nie zaktadamy, zZe jest znana z doktadnos$cia do skon-
czenie wielu (estymowanych) parametrow. Chcemy jedynie, by estymowana funk-
cja byla ciagta. Formalnie estymatorem funkcji regresji (nieparametrycznym) jest
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wielomianowa funkcja sklejana, zwana splajnem. Teraz zajmiemy si¢ jednak esty-
matorem jadrowym funkcji regresji.

W XX wieku niezaleznie od siebie Nadaraya i Watson zaproponowali taki sam
nieparametryczny estymator funkcji regresji przy zatozeniu, ze oprocz zmiennej
objasnianej réwniez i zmienne obJasnla]qce sa losowe. Estymatorem Nadaraya-
-Watsona wartosci funkcji regresji #(x) (funkcji regresji pierwszego rodzaju)
zmiennej losowej ¥ wzgledem zmiennej losowej X jest zmienna losowa postaci
(zob. [Domanski, Pruska 2000], por. [Cwik, Koronacki 2005]):

n _ y -
r,(x) = ZKVA&] -

gdzie A, jest pewnym ciagiem liczb dodatnich nazywanym wspélczynnikiem wy-
gladzajacym, a funkcja K(¢), zwana jadrem, jest funkcja spetniajaca warunki:
sup K(t)<oo,

—00<f <0

lim | K(1)=0.
K(0)=K(-0)

[PK@dt <o

Estymator Nadaraya-Watsona taczy w sobie idee lokalnego wygtadzania i es-
tymacji jadrowej. Zauwazmy, ze estymacja opiera si¢ w tym przypadku tylko i
wylacznie na wygtadzaniu obserwowanych wartosci y, za pomoca funkcji jadra,
bez lokalnej aproksymacji estymowanej funkcji regresji wielomianem lub inna
prosta funkcja (tak jak to ma miejsce w przypadku kubicznej funkcji sklejane;j).

Przyjrzyjmy si¢ teraz, jak w literaturze przedmiotu wykorzystywany jest esty-
mator jadrowy do wyznaczenia dziennego sktadnika periodycznego dla czasow
trwania. Odwzorowanie wewnatrzdziennej sezonowosci jest szacowane jako esty-
mator jadrowy funkcji regresji czaséw trwania wzgledem odpowiadajacych im
sekund w ciagu dnia (zob. [Bauwens, Veredas 2004, s. 398]):
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gdzie: ¢t — liczba sekund od poétnocy kazdego dnia (ewentualnie od poczatku sesji),
x,— czasy trwania odpowiadajace momentom ¢, (x, jest zmienng zalezng),

¢t. — liczba sekund od poénocy kazdego dnia (ewentualnie od poczatku sesji)
" do momentu wystapienia danej transakc;ji,

K — funkcja jadra,

h,— wspotczynnik wygtadzania (bandwidth),

s — odchylenie standardowe wartosci ¢,,
n — liczba obserwacji.

Jesli chodzi o funkcje jadra, to w pracy [Bauwens, Veredas 2004, s. 398] uzyto
jadra quartic (z optymalnym wspodlczynnikiem wygladzania rownym 2,78sn™"'%)
postaci:

=(1-x*), dl <1
K(x)= e —x), dla x|

b

0, dla [x[>1

a w pracy [Bauwens, Giot 2002, s. 13] postuzono si¢ funkcja jadra gamma.

W przypadku pracy [Bauwens, Veredas 2004, s. 398] oszacowanie funkcji we-
whnatrzdziennej sezonowosci przeprowadzono osobno dla kazdego dnia tygodnia,
aby uwzgledni¢ ewentualna sezonowo$¢ wynikajaca z okresowosci transakcyjnej
rowniez w okresie tygodniowym. Zastosowano wigc analogiczne podejscie jak w
pracy [Bauwens, Giot 2000].

5. Uwagi koncowe

Celem pracy bylo omowienie najwazniejszych wlasnosci finansowych danych
transakcyjnych oraz prezentacja metod modelowania i oszacowywania czynnika
wewnatrzdziennej sezonowos$ci aktywnosci transakcyjnej. W praktyce istnieje wie-
le mozliwosci estymacji odwzorowania wewnatrzdziennej sezonowosci, ale zadna
z nich nie dominuje nad innymi w sensie wlasnosci statystycznych. Dwa najczg-
Sciej stosowane podejscia to estymacja kubicznymi funkcjami sklejanymi (ewentu-
alnie kubicznymi wygltadzonymi funkcjami sklejanymi) oraz estymacja jadrowa.
Obie te metody szczegotowo zostalty omowione w opracowaniu. Oprocz tych po-
dejs¢ w literaturze przedmiotu do szacowania dziennego skladnika periodycznego
proponuje si¢ zastosowanie aproksymacji szeregami Fouriera (interpolacji trygo-
nometrycznej). Deterministyczny czynnik wewnatrzdziennej sezonowosci przyj-
muje woéwczas postaé (zob. [Fantazzini 2004, s. 168]):

Y
Pt )=0-t + Z[Sm -cos(t; -27q) + 0, , -sin(t; -27q)],
gq=1
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gdzie: 1" €[0,1] - liczba sekund od otwarcia sesji az do momentu pojawienia sig
i-tej transakcji podzielona przez czas trwania sesji w sekun-
dach,
5,0, o J, . parametry do oszacowania,
0 — stopien wielomianu.

Jeszcze inne podejscie mozna znalez¢ u Tsaya w pracy [Tsay 2002]. Wykorzy-
stuje si¢ tam funkcje kwadratowe 1 funkcje charakterystyczne zbiorow (zob. [Tsay
2002, s. 225]). Autor proponuje, aby multiplikatywny czynnik wewnatrzdziennej
sezonowosci wyznaczy¢ nastgpujaco:

#(t) =expd(v)),  d(t) =B+ 2B 1),

gdzie: f£,(1), f,(t,), 1,(¢,), f,(t,) — proste funkcje kwadratowe okreslone przez bada-
cza po wstepnej analizie danych,
1) — funkcja charakterystyczna zbioru dla pierwszych
5 minut po otwarciu sesji ( f;(-) =1 wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ jest w pierwszych 5 minutach po
otwarciu sesji),

(@) — funkcja charakterystyczna zbioru dla drugich 5
minut po otwarciu sesji,
(@) — funkcja charakterystyczna zbioru dla ostatnich 30

minut trwania sesji.

Wspotczynniki S, 5, ..., B, sa estymowane metoda najmniejszych kwadra-
tow dla postaci liniowe;j

In(Az,) = 4, +Z7:/ijj(ti)+gf'

Widzimy wiec, ze jest kilka propozycji estymacji odwzorowania wewnatrz-
dziennej sezonowosci. Jesli chodzi o podejscia szczegdtowo omdwione w opraco-
waniu, to w przypadku zastosowania funkcji sklejanych pewnym mankamentem
moze by¢ poczatkowe usrednianie czasow trwania pomig¢dzy zdarzeniami dla ko-
lejnych godzin lub polowek godzin. Stopien agregacji danych oraz elastycznosc¢
estymowanej funkcji mozna minimalizowa¢ przez zwigkszenie liczby weztow dla
splajnu. Z kolei w przypadku estymacji jadrowej funkcji regresji problemem moze
by¢ odpowiedni dobor funkceji jadra, ktore wptywa na stopien wygladzenia czasow
trwania, oraz wyznaczenie optymalnej warto§ci wspotczynnika wygtadzania. Wy-
daje sig, ze naturalnym krokiem jest wiaczenie modeli wewnatrzdziennej sezono-
wosci (zwlaszcza parametrycznych) do modeli podstawowych, zamiast uprzednie-
go filtrowania danych.
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Ponizsza praca ma charakter teoretyczny. Empiryczna weryfikacja prezento-
wanych metod na podstawie danych z polskiego rynku gietdowego bedzie prezen-
towana w kolejnych pracach i badaniach autora. W czgséci empirycznej oba prezen-
towane podejscia beda poréwnane pod wzgledem skutecznosci eliminacji wptywu
zjawiska sezonowosci na autokorelacj¢ czasow trwania oraz z punktu widzenia
ztozonosci obliczeniowe;j.
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ESTIMATION METHODS OF INTRADAY SEASONALITY
IN TRANSACTION FINANCIAL DATA ANALYSIS

Summary: The aim of this article is to present special characteristics of the ultra-high-
frequency financial data and the estimation methods of intraday seasonality of trading activi-
ty. Ultra-high-frequency financial data (transactions data or tick-by-tick data) are defined as
a full record of transactions and their associated characteristics. In this case we study the
transaction arrival times and accompanying measures.

Ultra-high-frequency data have some unique characteristics that do not appear in lower
frequencies. In particular, the author discusses unequally spaced time intervals, discrete
price changes and the existence of intraday seasonality of time duration between transac-
tions. The author presents two main estimation methods of intraday seasonality: natural cu-
bic splines and kernel estimation.

In case spline smoothing diurnal factor is determined by first averaging the durations
between transactions over 30 minute or 60 minute intervals for each day and then fitting
a cubic splines with nodes at each half-hour or an hour. In the second case a Nadaraya-
Watson kernel estimator of regression of the raw duration on the time of day is used.
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