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Antoni Smoluk
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu

O ZASADZIE DUALNOSCI
W PROGRAMOWANIU LINIOWYM

Streszczenie: W artykule podano zasad¢ dualno$ci wraz z kréotkim i elementarnym jej do-
wodem. Program liniowy jest trojka (p*, A, q); szuka si¢ maksimum funkcji f{x) = px przy
ograniczeniach Ax < g oraz x > 0. Symbolem R(A4, ¢g) oznacza sig¢ zbidr rozwiazan dopusz-
czalnych {x € R": Ax < ¢, x > 0}, natomiast v(p", 4, q) jest warto$cia optymalna sup {px:
x € R(4, q)}. Jezeli program (p*, -4, ¢) jest zadaniem prymarnym, to problem (-¢", 4", —p)
jest do niego dualny, gdzie gwiazdka jest sprz¢zeniem, czyli transpozycja macierzy.

Zasada dualno$ci. Jezeli zbiory R(—A, q) i R(A", —p) nie sq puste, to ismieje para decy-
zji optymalnych (u, w) € R" x (R™)" i ponadio pu=v(p", -4, q) =—wv(—q", A", — p) = qw .

Stowa kluczowe: nierownos$¢ liniowa sprzeczna, program liniowy, zasada dualnosci.

1. Pojecie dualno$ci w matematyce jest silnie eksploatowane. Najwazniejsze sa
dwie odmiany rzeczy dwoistych. Po pierwsze dwoisto$¢ oznacza pewna symetri¢
w zbiorze aksjomatow ze wzgledu na niektdre pojecia pierwotne. Jesli dokona sig
permutacji tych obiektow, to uktad aksjomatéw nie zmieni si¢ — moze zmieni¢ si¢
tylko ich kolejno$¢. Tak jest z dualnoscia w algebrach Boole’a. Przyktadami praw
dualnych sa prawa de Morgana. Prawo negacji alternatywy jest dualne do prawa
negacji koniunkcji. Aksjomaty plaskiej geometrii rzutowej sa takze symetryczne.
Kazde dwie proste wyznaczaja jeden punkt (rys. 1) i dualnie kazde dwa punkty
— jedna prosta (rys. 2); proste rownolegte generuja punkt w nieskonczonosci — kie-
runek.

Rys. 1. Zasada dualnosci — proste
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A B a

Rys. 2. Zasada dualnosci — punkty

Dualno$¢ w programowaniu liniowym zwiazana jest z teoria przestrzeni linio-
wych. Jest to inna — catkowicie odmienna — dualnos¢. Wektor jest koszykiem dobr,
a obiektem dualnym jest funkcjonat liniowy, czyli cena. Naturalnie przestrzen funk-
cjonatow liniowych, przestrzen dualna, jest takze przestrzenia liniowa, a wigc spetnia
te same aksjomaty. Zasada dualnosci jest korona programowania liniowego.

Dualno$¢ liniowa ma swoj analogon w teorii grup. Grupy dualne, grupy cha-
rakterow sa niezwykle pigkna i gleboka nauka majaca wazne interpretacje w Swie-
cie fizycznym. Cata analiza Fouriera jest wlasnie teoria dualnosci.

2. Przygodg z programowaniem liniowym rozpoczatem w 1961 r. od studium
pierwszej pewnie ksiazki z tego zakresu w jezyku polskim — zgrabnie opracowane-
go przez profesora Zbigniewa Czerwinskiego skryptu [Czerwinski 1961]. Do tej
problematyki pragne powroci¢ i przypomnie¢ [Yaglom i in. 1975] prosty i pigkny
drobiazg, znany w programowaniu liniowym pod nazwa zasady dualnosci —wynik
podstawowy zarowno dla ekonomii, jak i dla matematyki. Z programowaniem
liniowym bytem luzno zwiazany przez cale swe zycie zawodowe. Na starcie roz-
poczatem od studium wspomnianej ksiazki Czerwinskiego i zaraz — w tym samym
roku — zainicjowalem prace nad komputerowa realizacja algorytmu simplex.
W roku 1962 bylem w czasie wakacji na miesigcznym stazu naukowym w Instytu-
cie Elektrotechniki w Migdzylesiu koto Warszawy, gdzie weryfikowatem ten algo-
rytm na angielskiej elektronicznej maszynie cyfrowej — tak to si¢ wtedy mowito —
Elliott. Nawet dzi$ jeszcze wydaje si¢ to dziwne, ze w ciagu miesigca sam jeden
zrobitem tak duzo: schemat blokowy algorytmu Dantziga i ten schemat blokowy
zapisatem w jezyku MARK. Nie byt to tatwy program komputerowy. Nosnikami
informacji byly ta§my perforowane; mdj program mierzyt kilka, moze nawet kilka-
nascie, metrow dtugosci. Dziatat sprawnie, chociaz sprawdzatem go tylko na wy-
myslonych — akademickich — przyktadach, z natury do$¢ prostych. Pozniej — krot-
ko — prowadzitem zajecia z tego przedmiotu. Do programowania liniowego wroci-
lem w 1971 r., gdy bylem na rocznym stazu naukowym w Warszawie u profesora
Jerzego Losia. Byl to w zasadzie semestr — przeciagnigty do roku szkolnego — po-
$wigcony ekonomii matematycznej i wypuktosci. Czas spedzony w Centrum Ma-
tematycznym imienia Stefana Banacha przy ulicy Mokotowskiej wykorzystalem
gltownie na przygotowanie rozprawy habilitacyjnej, a ubocznie zajmowatem si¢ —
obok opracowywania innych tematéw seminaryjnych — takze programowaniem
liniowym. W tym czasie powstata idea programu liniowego jako trojki, ktorg pre-
zentuje dalej w tym artykule. Jednak wtedy sprawy nie doprowadzitem do konca.
Kolejny 1 ostatni powrdét do programowania liniowego nastapil na zakonczenie
pracy zawodowej: aby zilustrowaé wage porzadkéw liniowych w ekonomii, sfor-
mutowatem zasade dualnosci. Byto to na kursowym wykladzie algebry liniowe;j
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w ramach przedmiotu matematyka. Okazuje si¢, ze stozki i kliny znajduja si¢
w ognisku badan ekonomicznych — obja$niaja wiry gospodarcze i stanowia pod-
stawg teorii rownowagi. Do seminarium profesora Losia wracalem czgsto mysla
z powodu niezwyklej atmosfery tam panujacej, poruszanej tematyki oraz ludzi
w nim uczestniczacych — byto to towarzystwo migdzynarodowe, okoto 25 osdb,
a wérod nich takie nazwiska, jak: Koopmans — przyszty noblista, Czestaw Olech,
E.G. Golstein z Moskwy, Rubinow senior z Nowosybirska, R.T. Rockafellar ze
Stanow Zjednoczonych, nie mowiac o profesorze Jerzym tosiu oraz plejadzie
mtodych z Polski i $wiata, jak: Andrzej Wieczorek, Emil Panek, Jan Sztaudynger,
Jan Gajda i inni rownie wielcy i stawni. Koopmans byt z Zona; skromny i zyczliwy,
wszystkim oferowat swe ustugi. Jedno seminarium — kazdy z uczestnikow byt od-
powiedzialny za jakie$§ seminarium i miat na nim referat, oczywiscie po angielsku
— zorganizowal zgodnie z przyjetym zwyczajem Koopmans. Jego spotkanie wbito
mi si¢ w pamig¢ z powodu przemeblowania calej sali seminaryjnej. W specjalny
sposob ustawit stoliki, by mie¢ swobodny dostep do kazdego uczestnika i by wszy-
scy wzajemnie mogli si¢ tatwo komunikowaé. Seminarium profesora Losia byto
wspanialg szkota zespotowej pracy naukowej. Przerwa kawowa — coffee break —
byta pora niezwykla. Kawe fundowali kolejno uczestnicy; czasem byly jeszcze
i paczki. Odswiezenie umyshu, ciag dalszy dyskusji seminaryjnej, kontrprzyktady
na kontrprzyklady — oto zajecia podczas tej przerwy; jaka$ tworcza aura byla w
patacyku mieszczacym Centrum Banacha. Wszyscy byli przyjaciétmi, a taczyta
nas wspolna pasja — jak budowle naukowa uczyni¢ doskonata. Krytyka byta czyms
naturalnym i koniecznym, nikt si¢ nie obrazat. Usunigcie stabych punktow wzmac-
nia i poprawia przeciez wyniki. W dyskusji teori¢ szlifowano jak najlepszy krysz-
tal; pomyst przechodzit przez kolejne proby ogniowe, badano takze wytrzymatos¢
na obalajace przyklady, aby w koncu mogt zablysna¢ wewngtrznym $wiatlem dia-
mentu. Referat np. Andrzeja Wieczorka — obecnego profesora — byt pickny i cie-
kawy, ale koledzy zauwazyli, ze pewna funkcja nie jest mierzalna, z tego powodu
gltowny wynik upadl. Jednakowoz juz na nastgpnym seminarium referent dowod
zmienil 1 upro$cil; wynik pozostal, a nawet zyskat na ogolnosci. W takiej wilasnie
atmosferze powrodcitlem do programowania liniowego i zasady dualnosci. Chwilami
bylem pewny, ze znalaztem wlasciwy sposob ujgcia, ale pozniej przychodzily
zwatpienia i kontrprzyktady. Blizsza mi byla teoria aproksymacji w przestrzeniach
liniowych. Zajatem si¢ oddzielaniem zbioréw wypuktych przez funkcjonaty linio-
we. Tej wlasnie tematyce poswigcilem swoje seminaryjne wystapienie. Profesor
Lo$ byl nawet trochg niezadowolony, ze tematyki wystapienia nie uzgodnilem
Z nim.

Profesora Losia spotkalem jeszcze kilka razy na réznych konferencjach,
a ostatni raz w 1995 r. w Hagen na uroczystosci nadania mu tytutu doktora honoris
causa przez tamtejszy uniwersytet; sam rowniez zostatem przy tej okazji wyroz-
niony, bo profesor Lo§ uznat mnie za swego ucznia.
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Zasada dualnosci jest ekonomicznym odpowiednikiem fizycznej zasady zacho-
wania masy i energii; w $wiecie organicznym obowiazuje analogiczna zasada za-
chowania energii zyciowej — biologicznej. W naturze wszystko si¢ bilansuje: wptyw
do systemu jest w rownowadze z wyptywem, materia zmienia tylko swa formeg — ani
znika, ani si¢ tworzy. Programowanie liniowe jako nauka powstato w latach 1941-
-1951. W roku 1941 Hitchcock sformutowat problem transportowy, ktéry w nastep-
nym roku niezaleznie podat takze Kantorowicz. W zwiazku z wojna i racjonalizacja
wyzywienia Stiegler w 1945 r. wyr6znit matematyczny problem diety. W 1949 r.
Dantzig wprowadzil termin ,,programowanie liniowe” oraz sformulowat zagadnienie
ogolne obejmujace transport i diete, a w roku 1951 zaproponowat algorytm simplex;
w tymze 1951 r. sformutowano i udowodniono takze zasad¢ dualnosci. Zasada ta
znana byla juz ok. roku 1947 von Neumannowi; jej dowod wynalezli Gale, Kuhn
i Tacker. Przy okazji warto przypomnie¢, ze w pierwszym okresie przyznawania
nagréd imienia Alfreda Nobla z ekonomii jej laureatami byli gtdéwnie tworcy pro-
gramowania liniowego 1 liniowej ekonomii: Samuelson w 1970 r., Arrow w 1972 r.,
Leontiew w 1973 r., Kantorowicz i Koopmans w 1975 r., Stiegler w 1982 1.

Artykut ten — dedykowany profesorowi Andrzejowi Barczakowi — jest nieco
zmieniona wersja pracy [Smoluk 2008].

3. Twierdzenie o dualnosci w optymalizacji liniowej dowodzi si¢ przewaznie
dlugo i tym samym nieprzejrzyscie. Juz nawet samo sformutowanie tej pigknej
zasady moze stwarza¢ trudno$ci interpretacyjne. Problem liniowy — zwany dalej
krotko programem lub problemem — jest uporzadkowana trojka (', 4, q), gdzie p~
jest funkcjonatem liniowym, czyli ukladem cen, 4 — macierza wspotczynnikow
technologicznych, czyli operatorem liniowym z przestrzeni koszykow R" w prze-
strzen potrzebnych surowcoOw R”, natomiast wektor ¢ € R™ oznacza dostgpne za-
soby surowcowe. Szuka si¢ maksimum funkcjonatu fix) = p’x na zbiorze dopusz-
czalnych rozwiazan R(4, q) = {x € K,: Ax < q}, gdzie K, jest stozkiem wektorow
nieujemnych w przestrzeni R". Badaniem tego typu zadan zajmuje si¢ programo-
wanie liniowe. Program jest niesprzeczny, gdy zbior dopuszczalnych rozwiazan nie
jest pusty. Z definicji problemu liniowego wynika, ze zawsze poszukuje si¢ koszy-
ka maksymalizujacego funkcje celu. Oczywiscie przez zmiang znaku mozna mo-
wi¢ o minimalizacji. Tutaj przyjmujemy jednak konwencje, ze z kazdym proble-
mem liniowym kojarzymy jego najwigksza wartos¢.

Rownowaga ekonomiczna taczy produkcje z rynkiem, stad dwa problemy li-
niowe: prymarny (p°, -A, q) i dualny (—q", A", —p), gdzie gwiazdka oznacza sprze-
zenie, czyli operacje¢ transponowania macierzy. Wektor jest macierza. Jezeli p € R"
jest koszykiem débr, to wektor sprzezony p- € (R")" jest funkcjonatem liniowym,
czyli cena. Operator sprzezony A" jest macierza transponowana: jesli 4 € M,,,(R),
czyli jest macierza o m wierszach i n kolumnach, to A" € M,,(R). Jezeli wektor jest
wierszem, to jego sprzgzenie jest kolumna i odwrotnie; w dalszym ciagu, ze
wzgledow czysto technicznych, nie bedziemy rygorystycznie odrézniaé wektorow
wierszowych od kolumnowych. Naturalnie program dualny do programu dualnego
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jest programem prymarnym. Program prymarny odnosi si¢ do sfery produkcji,
a dualny do obiegu, czyli rynku. Operator liniowy 4" odwzorowuje przestrzen du-
alng do R", czyli przestrzen cen surowcoéOw w przestrzen dualng do R" — przestrzen
cen towarow rynkowych. Szuka si¢ tak samo jak w programie prymarnym maksi-
mum funkcji g(y) = —¢ 'y, przy warunkach ograniczajacych: 4y < —p oraz y > 0.
W ten sposob otrzymuje sig petna skosng symetri¢ pomigdzy zadaniem prymarnym
i dualnym. Rozwiazania dopuszczalne bedziemy nazywac takze planami mozli-
wymi. Wielko$¢ sup{p'x : x € R(4, q)}, nalezaca do rozszerzonej prostej R + {oo_,
0.}, nazywa sig warto$cia programu (p°, 4, g) i oznacza symbolem v(p", 4, q).

Lemat. Jezeli programy prymarny i dualny nie sq sprzeczne, to dla kazdego
koszyka débr x € R(-A, q) i kazdego ukladu ceny € R(A", —p) prawdziwa jest nie-
rownosé

pPX=qy.
Dowod lematu jest niezwykle prosty, poniewaz
Ax+q>0 oraz Ay+p<0,
wiec
yAx +yg>0 i xAy+xp<0.

Z symetrii iloczynu skalarnego xp = px oraz réwnosci ydx = xA'y wynika teza
lematu.

Whiosek. Jezeli programy prymarny (p", —A, q) i dualny (-q", A", —p) nie sq
sprzeczne, to wartosci tych programow sq skonczone; istniejq ponadto decyzje
optymalne u € R(-A, q) oraz w € R( A", —p) takie, ze:

V=pu=v(p',~4,q)<-v(~q, 4", -p)=inflgy:y € RA", p)} =qw=V".

Liczbg V' nazywa sig tradycyjnie warto$cia programu dualnego, bo program du-
alny definiuje si¢ inaczej — szuka si¢ minimum, a wtedy program dualny nie jest
programem liniowym zgodnie z 0gélna podana tu definicja. Traci si¢ takze symetrig i
podobienstwo: w obu zadaniach maksymalizuje si¢ funkcje celu, a uktady ograniczen
sa analogiczne. Jezeli jeden z dwu programow — program prymarny albo dualny —
ma rozwigzanie optymalne, to takze drugi ma rozwiazanie optymalne.

Uwaga. Jezeli dla kazdego funkcjonalu liniowego p* € (R") istnieje decyzja
optymalna w € R (A4, q), to zbior rozwiqzan dopuszczalnych jest niepusty i ograni-
czony.

4. Lemat fundamentalny. Jezeli nierownos¢ macierzowa Ax > q jest sprzecz-
na, to istnieje kombinacja liniowa wierszy rowniez bedqca nierownosciq sprzecznq,
0 = 1. Jesli nierownos¢ px = a. jest sprzeczna, to p =01 o> 0.

Ten prosty lemat zatatwia wszystko, z niego wtasnie wynika zasada dualnosci.
Pomnozenie nieréwnosci przez liczbe ujemna zmienia oczywiscie jej zwrot; doda-
wac¢ mozna nierownosci jednakowego zwrotu.
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Trzy nierownosci: x; = 0, x, > 0, —x; — x > 1, w formie macierzowej zapisuja
sie naturalnie

0
0 1 2101;
-1 -1 1

jest to uktad sprzeczny, wigc zgodnie z lematem fundamentalnym istnieje kombi-
nacja liniowa bedaca nieréwnos$cia sprzeczna. Kazda nierowno$¢ wystarczy po-
mnozy¢ przez 1, a nastgpnie wszystkie doda¢. Otrzyma si¢ jedna sprzeczng nie-
réownos¢ 0 > 1. Jest to uniwersalna sprzeczna nier6wnos$¢ — czysty falsz.

Dowod lematu fundamentalnego jest indukcyjny ze wzgledu na liczbg niewia-
domych n. Jezeli jest m nieréwnosci i jedna zmienna xi, to tatwo si¢ zauwaza, ze
sprzeczny uktad nierdéwnosci jest rOwnowazny tylko dwom nieréwno$ciom x; > a
1x, < b, gdzie a > b. Stad juz prosto otrzymuje si¢ odpowiednia kombinacj¢ linio-
wa. Jezeli lemat jest prawdziwy dla n zmiennych, to jego prawdziwos¢ dla n + 1
zmiennych wykazuje si¢ przez eliminacj¢ ostatniej zmiennej. Jezeli poduktad nie-
rownosci, w ktorych wspotczynnik przy x,.; jest zerem, jest sprzeczny, to indukcja
przechodzi. Mozna wigc przyjac, ze istnieja nierownosci z roznym od zera wspol-
czynnikiem przy ostatniej zmiennej. Jezeli te rézne od zera wspolczynniki sa jed-
nego znaku — silnie dodatnie lub silnie ujemne, to uktad nie jest sprzeczny. Wynika
stad, ze czg$¢ z nich jest silnie dodatnia, cze$¢ silnie ujemna. Uklad jest wigc row-
nowazny uktadowi nierdwnosci: typu F

Fxy, .oy Xn) £ Xn1s
typu G
Gty ooy X)) £ — Xyt
i ewentualnie typu H
H(xy, ...,x,) <0,

gdzie funkcje F, G, H sa wielomianami stopnia pierwszego zmiennych (xy, ... , X,).
Dodajac wzajemnie nierownos$ci typu F i G, na wszystkie mozliwe sposoby,
otrzymujemy tak samo sprzeczny uktad nieréwnosci', ale tylko # zmiennych. Mo-
zemy wigc powola¢ si¢ na zatozenie indukcyjne. Nieréwnosci typow F, G, H oraz

! Pons asinorum. Bryk ten ma ufatwi¢ akceptacje tej tezy. Jesli ukfad nie jest sprzeczny, to row-
niez wczesniejszy uktad jest niesprzeczny. Jesli wektor x = (xy, ..., x,,) spelnia zredukowane nierow-
nosci, to istnieje wektor spetniajacy pelny uktad; wystarczy przyjaé: x,.; = max F, wtedy

max G+ max F=max G + x,+; <0=Xx,11 —X,+1,
czyli
G(X1, onvy Xp) £ — Xyt
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ewentualnie ich sumy powstaja z nierownosci poczatkowych przez operacje linio-
we. Uwaga ta konczy dowod lematu.

Whiosek. Jezeli uktad Ax + q > 0 jest sprzeczny przy dodatkowym warunku
x >0, to istnieje kombinacja liniowa

ax1+...+tax,+tc=>0,
tylko pierwszych m nierownosci
ap X1+ ...t amx,tqi =0,

k=1, ..., m — wszystkich nierownosci jest tu wtasciwie m + n — taka, ze a; < 0,
i=1,...,n,¢c<0,lub— co jest rownowazne, ze

ax +...tax,>1

oraza;<0,i=1, ..., n.

Uwaga. W R" uniwersalna jedna nieréwnosé¢ sprzeczna jest postaci 0 > 1, na-
tomiast w K,, — postaci a\x, + ... + a,x, > 1, gdzie a; < 0. Naturalnie ukiad nierow-
nosci sprzeczny w R" jest tym bardziej sprzeczny w K,, ale nie odwrotnie.

Za}ssada dualno$ci. Jezeli programy dualny i prymarny nie sq sprzeczne, to
V="r.

Zasada dualnosci jest prawem rownowagi. Jezeli teoretyczny wektor cen su-
rowcow jest wigkszy od empirycznego wektora cen, to produkcja jest wskazana —
jest oplacalna; jesli jest mniejszy, to nalezy zaniecha¢ produkcji i sprzedaé posia-
dane surowce, zyska si¢ wtedy wigcej. Zasada dualnosci jest wigc prawem nauki
utatwiajacym podejmowanie korzystnych decyzji. Wiedza procentuje. Program
dualny jest rynkowa weryfikacja przedsigwzigcia.

Dowdd zasady dualnosci jest prostym powolaniem si¢ na wniosek z lematu
fundamentalnego. Nalezy jedynie pokazaé, ze uklad m +n + 1 nierdwnosci:
Ax+q> 0,4y +p<0, px —qy > 0 nie jest sprzeczny, gdy x> 01y > 0; liczac te
ostatnie, mamy tu w istocie 2m + 2n + 1 nierdwnosci. Jego rozwiazaniem jest para
decyzji optymalnych (u, w) € R" x (R™)". Przyjmijmy, ze ten uklad jest sprzeczny.
Whniosek z lematu fundamentalnego upowaznia nas do stwierdzenia, ze istnieje
kombinacja liniowa pierwszych m + n + 1 nierdwno$ci spetniajaca odpowiednie
warunki. Programy prymarny i dualny nie sa jednak sprzeczne; oznacza to, ze licz-
ba a — przez ktéra mnozymy ostatnia nierownos¢ px — gy > 0 — jest silnie dodatnia.
Jezeli nierownos¢

ap X1t ...t amx, tqi=0

pomnozymy przez wy > 0, k=1, ..., m, za$ nier6wnos¢
— A Y1 = oo = s Y — Ps =0
przez u; > 0, s = 1, ..., n, to otrzymamy kombinacj¢ liniowa m + n + 1 nieré6w-

nosci
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2 agw rap)x, =3 (X a,u +aq)y, + D qw — D pu, >0
k=1 j=1 s=1 k=1

i=1 = i s=1

m n
taka, ze Zakiwarapi <0,i=1, ..., n, Zajsus+aqj >0, j=1, ..., m oraz
k=1 s=1

gw—pu <0.
Wynika stad, ze wektor x = a'(uy, ..., u,) jest rozwiazaniem zadania prymar-
nego, natomiast y = a '(wy, ..., w,,) — zadania dualnego, ale jednoczesnie gy < px

wbrew lematowi udowodnionemu w punkcie 3. Sprzeczno$¢ konczy dowod zasady
dualnosci.

5. W ksiazce czterech autorow, I. Yagloma, B. Trakhtenbrota, E. Ventsel,
A. Solodovnikova [1975], zasada dualnosci jest sformutowana nie tyle biednie, co
mylaco. Si le probleme initial possede une solution, le probleme dual a aussi une
solution. Przez rozwiazanie nalezy tu rozumie¢ rozwiazanie optymalne. Jezeli pro-
gram prymarny nie jest sprzeczny, to stad nie wynika niesprzeczno$¢ programu
dualnego. Gdy program dualny jest sprzeczny, jak w podanym ponizej przyktadzie,
wtedy nie ma decyzji optymalnych, chociaz rownos$¢ V' = V* da si¢ utrzymac. Prak-
tyczna warto$¢ tego wyniku jest naturalnie Zadna; jest to rownosc¢ typu oo, = oo, lub
co_ = oo_, CO oznacza, ze zadanie jest zle postawione. Program liniowy ma wigc
walor empiryczny jedynie wtedy, gdy zadania prymarne i dualne nie sa sprzeczne.
Zwiazek pomigdzy nieograniczonoscig zbioru rozwiazan dopuszczalnych zadania
prymarnego i sprzeczno$cig problemu dualnego wida¢ na prostym przyktadzie.
W programie prymarnym ((1, 0), (0 1), (1)) szuka si¢ maksimum funkcji f{x, x) = x;
przy ograniczeniach: x, < 1, x; > 0, x, > 0. Zbidr rozwiazan dopuszczalnych jest
tutaj nieograniczonym paskiem (rys. 3); sytuacja ta jest oczywiscie sztuczna, bo
zasoby naturalne zawsze sg ograniczone.

X2

X1

Rys. 3. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych

Program nie jest sprzeczny, ale decyzji optymalnej nie ma. Warto§¢ programu
jest nieskonczonoscia, V' = co,. Program dualny jest w tym wypadku trdjka

NEANEN
((_)v _19 O)a

szuka si¢ maksimum funkcji g(y1) = - przy ograniczeniach
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0 -1

Ograniczenia te sa jednak sprzeczne, bo 0 < —1. Supremum zbioru pustego jest
oo_, a infimum oo, wigc V* = co,; rOwWno$¢ V' = V* naturalnie zachodzi.

6. Chociaz rownowaga dynamiczna w przyrodzie i gospodarce jest zawsze,
o idealna rownowage statyczng trudno. Ideat nie jest stabilny. Incidis in Scyllam
cupiens vitare Charybdim — osiadasz na rafie bezrobocia, gdy pragniesz uniknaé
wirdéw inflacji. Ceny optymalne surowcow obliczone przez rozwigzanie problemu
dualnego nigdy nie sa zgodne z danymi empirycznymi. Zawsze albo korzystniej
produkowac, albo sprzeda¢ posiadane zasoby. Stan idealny jest mozliwy, jest tylko
mozliwy. Natura karmi si¢ tolerancja gwarantujaca stabilnos¢ systemu. Program
prymarny pozwala wyliczy¢ plan produkcji dajacy maksymalny przychod ze
sprzedazy wyrobow, natomiast zadanie dualne pokazuje, jakie ceny surowcow
gwarantuja minimalne koszty. Te dwie wielkosci sa rowne. Wynika to z zasady
dualnosci. Maksymalny przychod ze sprzedazy wytworzonych dobr jest rowny
minimalnym kosztom zuzytych w produkcji zasobow. Jest to stan rownowagi ide-
alnej. Rozwiazanie problemu dualnego jest zawsze korzystne — pomaga podjaé
wlasciwa decyzj¢: produkowaé, czy sprzedaé¢ surowce? Produkowac, bo ceny ryn-
kowe surowcow sa nizsze niz te wyliczone; sprzedac¢ surowce, bo jest odwrotnie —
obserwowane na rynku ceny surowcow sa wyzsze od teoretycznych. Informacja
ma swa wartos¢.
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ON DUAL PRINCIPLE OF LINEAR PROGRAMMING

Summary: The article gives the dual principle of linear programming together with an ele-
mentary and short proof of it. Linear programme is defined as usual; it is an ordered triple
(", 4, q), where p” is a linear functional from the space of baskets of goods R" into real line
R, matrix A4 represents a technology — linear operator from R" into R", and vector g € R"
says about materials — resources we have in stock. We are seeking the maximum of the
function f{x) = px under conditions 4x < g and x > 0. Let symbol R(4, ¢) denote the set {x €
R" Ax < ¢, x > 0} of all feasible solutions, while v(p", 4, ¢) designates the optimal value
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sup{px: x € R(A, q)} of the programme (p°, 4, ¢). If a programme (p", —4, ) is primary,
than the programme (—¢", 4", —p) is dual to it, where the asterisk means conjugations or sim-
ply the transposition of a matrix.

Principle of duality. If primary and dual programmes are consistent, the sets of feasi-
ble solutions R(~A, q) and R(A", —p) are not empty, then there is a pair of optimal solutions
(u, w) € R" x (R™)" and moreover

pu=v(p',~4,q) = (¢, 4", ~p) = qw,
so we have equilibrium v(p , -4, q) +v(—q , A ,—p)=0.
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