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Andrzej Wojcik

Akademia Ekonomiczna w Katowicach

WYKORZYSTANIE MODELI
WEKTOROWO-AUTOREGRESYJNYCH
DO MODELOWANIA GOSPODARKI POLSKI

Streszczenie: Modele wektorowo-autoregresyjne (VAR) wydaja si¢ dobra alternatywa dla
klasycznych modeli wielordéwnaniowych, zwlaszcza w prognozowaniu zjawisk makroeko-
nomicznych.

Zbadano wzajemny wptyw wybranych zmiennych makroekonomicznych za pomoca
modeli wektorowo-autoregresyjnych. Przedstawiono kolejne etapy budowy modelu VAR
oraz jego weryfikacji, poczawszy od ustalenia rz¢du opdznien autoregresyjnych dla wektora
zmiennych na podstawie wybranego kryterium, przez estymacj¢ parametréw modelu, az do
analizy reszt poszczegdlnych rownan modelu.

Koncowym etapem badania byto postawienie prognoz wybranych zmiennych oraz po-
réwnanie ich z rzeczywistymi wartosciami badanych zmiennych.

Artykut jest pierwszym etapem budowy wigkszego mikromodelu gospodarki Polski dla
danych kwartalnych, zatem nastgpnymi etapami budowy modelu bedzie wprowadzanie ko-
lejnych zmiennych.

Stowa kluczowe: model wektorowo-autoregresyjny VAR, modelowanie makroekonomicz-
ne, prognozowanie.

1. Wstep

W niniejszym opracowaniu autor proponuje zastosowanie modeli wektorowo-
-autoregresyjnych VAR do modelowania gospodarki Polski. Modele wektorowo-
-autoregresyjne sa dobra alternatywa dla tradycyjnych modeli wieloréwnaniowych.

Zmiennymi uzytymi do analizy sa place realne brutto oraz inflacja. Dane po-
chodza z okresu od I kwartatu 2001 r. do III kwartatu roku 2008. Zostaty przedsta-
wione w postaci indeksé6w zmian procentowych: dany kwartat biezacego roku do
tego samego kwartatu roku poprzedniego minus 1. Przyjeto wlasnie taka postaé
danych, aby zostaly uwzglednione zmiany sezonowe ptac oraz inflacji. Niestety,
z powodu zbyt krotkiego szeregu czasowego nie uwzgledniono w pracy cykli ko-
niunkturalnych. Wszystkie dane pochodza ze strony internetowej Banku Zachod-
niego WBK [Internet 1].

Autor pokazal kolejne etapy budowy oraz weryfikacji modeli wektorowo-auto-
regresyjnych, poczawszy od zbadania stacjonarnosci zmiennych, przez estymacje
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parametréw modelu, weryfikacj¢ reszt, az do obliczenia prognoz i ich zweryfikowa-
nia. Wszystkie obliczenia i wnioski beda wyciagane dla poziomu istotnosci o = 0,05.

2. Wstep do modeli wektorowo-autoregresyjnych VAR

Podstawy modelowania wektorowo-autoregresyjnego zaproponowat w 1980 r.
C.A. Sims [1980] w pracy Macroeconomics and Reality. Zasady modelowania
proponowane przez tego autora roznig si¢ od zasad sformutowanych przez komisje
Cowlesa. Wsrdad glownych réznic nalezy wyrdzni¢ [Charemza, Deadman 1997]:

— brak podziatu a priori na zmienne endogeniczne i egzogeniczne,

—  brak warunkéw zerowych,

— brak teorii ekonomicznej, ktora stanowitaby podstawe modelu.

Poniewaz w modelach wektorowo-autoregresyjnych kazda zmienna jest zmien-
na objasniana (w modelach VAR jest tyle rownan, ile zmiennych uzyto do bada-
nia), a opdznienia wszystkich zmiennych sa zmiennymi objasniajacymi, dlatego
nie ma podziatu na zmienne endogeniczne i egzogeniczne.

Z pierwszej zasady wynika rowniez, Zze nie ma potrzeby naktadania warunkow
zerowych, poniewaz tak naprawdg jest to model prosty i problem identyfikacji
modelu nie wystegpuje.

Jezeli nie ma zadnych zmiennych endogenicznych wyrdéznionych z réwnan
modelu i jesli Zadnej zmiennej nie mozna nazwac egzogeniczna, to wszystko jest
przyczyna wszystkiego i nie ma miejsca na naktadanie jakichkolwiek hipotez, poza
bardzo og6lnymi, przyjmowanymi jako punkt poczatkowy [Kusidet 2000].

Klasyczna posta¢ modelu wektorowo-autoregresyjnego zaproponowana przez
C.A. Simsa przedstawia si¢ nastepujaco:

Z=YAZ. +é

gdzie: Z, — wektor obserwacji biezacych wartosci wszystkich #» zmiennych modelu,

A; — macierz autoregresyjnych operatoré6w poszczegdlnych procesow, w kto-
rych a priori nie zaktada si¢ zadnych elementéw zerowych,

& — wektor procesow resztkowych, w odniesieniu do ktérego przyjmuje sig,
ze poszczegblne sktadowe sa jednoczesnie skorelowane ze soba, ale nie
zawieraja autokorelacji,

k —rzad modelu VAR.

Kontynuatorzy prac C.A. Simsa zmodyfikowali posta¢ klasyczna modelu
VAR, dodajac do niego sktadnik zawierajacy $rednia procesu, deterministyczny
trend oraz deterministyczna sezonowosc.

Zmodyfikowany model wektorowo-autoregresyjny mozemy zapisa¢ w postaci:

7, = AOD[+§AI-Z,7,-+8,,

gdzie: D, — wektor deterministycznych sktadnikow réwnan.



Wykorzystanie modeli wektorowo-autoregresyjnych... 211

3. Estymacja parametrow modelu wektorowo-autoregresyjnego
VAR

Istotnym warunkiem stawianym zmiennym uzytym do modelowania wektorowo-
-autoregresyjnego jest ich stacjonarno$¢, dlatego pierwszym krokiem do oszaco-
wania parametrow modelu VAR jest zbadanie stacjonarno$ci zmiennych. Jezeli
zmienne sa stacjonarne (wzglednie trendostacjonarne), to nalezy wybra¢ rzad op6z-
nien zmiennych. Dopiero gdy znamy rzad op6znien wektora zmiennych, mozemy
przystapi¢ do estymacji parametréw modelu. Parametry mozemy oszacowac kla-
syczna metoda najmniejszych kwadratow.

Kolejnym waznym krokiem jest zbadanie reszt poszczegdlnych rownan — resz-
ty nie moga wykazywac autokorelacji oraz musza mie¢ rozktad normalny.

Jezeli model przeszedl pozytywnie weryfikacjg, to mozemy postuzy¢ si¢ nim
do wyznaczenia prognoz.

3.1. Badanie stacjonarno$ci zmiennych

Na rysunkul przedstawiono ksztaltowanie si¢ badanych zmiennych w okresie od
I kwartatu 2001 r. do II kwartatu 2008 r. Dane za III kwartat 2008 r. postuzyty do
zweryfikowania obliczonych prognoz.
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Rys. 1. Place realne brutto oraz inflacja r/r (%)

Zrodto: obliczenia wlasne.

Do zbadania stacjonarno$ci poszczegdlnych zmiennych postuzono si¢ rozsze-
rzonym testem Dickeya-Fullera, ktory szerzej jest opisany np. w pracy G.S. Mad-
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dali Ekonometria [2006]. Zbadano stacjonarnos¢ zmiennych do drugiego rzedu
wlacznie. Okazalo si¢, ze zmienne sa stacjonarne dopiero po uwzglednieniu trendu
wielomianowego 4. stopnia.
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Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rys. 3. Inflacja z uwzglgdnieniem trendu wielomianowego 4. stopnia

Zrodto: obliczenia wlasne.

Wykresy przedstawione na rys. 2 oraz 3 wskazuja na to, ze badane zmienne sa
trendostacjonarne. Do zbadania stacjonarno$ci zmiennych uzyto rozszerzonego
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testu Dickeya-Fullera. Warto$ci zmiennej p mowiacej o mozliwosci przyjgcia badz
tez odrzucenia hipotezy zerowej dla testu Dickeya-Fullera po uwzglednieniu tren-
déw w badanych szeregach czasowych zamieszczono w tab. 1.

Tabela 1. Wartosci p dla testu Dickeya-Fullera

. Wartos¢ p

Opdznienia dla testu ADF place realne brutto inflacja
0 0,0013 0,013
) 0,0005 0,003

Zrodto: obliczenia wlasne.

Hipoteza zerowa w teScie ADF wyglada nastepujaco: HO: wystepuje pierwia-
stek jednostkowy. Poniewaz wszystkie warto$ci p sa mniejsze od przyjetego po-
ziomu istotno$ci 0,05, mozemy twierdzi¢, ze badane zmienne sa stacjonarne.

3.2. Wybor rzedu opdéZnien zmiennych

Kolejnym krokiem jest wybor rzedu opdznien badanych zmiennych na podstawie
wybranego kryterium:
o kryterium informacyjnego Akaikego AIC
2n’k
T b

AIC(k) = 1n\ik\ +

o kryterium informacyjnego Schwarza BIC

2
BIC(k)=Mn[%.,| +”k#,

o kryterium informacyjnego Hannana-Quinna (HQC)

2
HQC(k):ln‘ik‘Jr—zn ’;IHT,

gdzie ‘i k‘ jest wyznacznikiem estymatora macierzy 2 dla stacjonarnego modelu
VAR(K).

Do modelu wybieramy ten rzad opdznien, dla ktérego warto$¢ wybranego kry-
terium jest najmniejsza, poniewaz oznacza to, ze utrata informacji jest najmniejsza.

Wyniki obliczen zamieszczone w tab. 2 wskazuja na to, ze kryterium informa-
cyjne Schwarza wskazuje na rzad op6znien rowny 1, pozostate kryteria wskazuja
na ostatni rzad opdznien. Gdy zwigkszono maksymalny rzad opoznien, wowczas
kryteria AIC oraz HQC nadal wskazywaly ostatni mozliwy rzad op6znien, a wigc
te dwa kryteria nie wskazuja jednoznacznie na konkretny rzad op6znien.
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Tabela 2. Wybor rzedu opdznien dla modelu VAR

Rzad opdznien AIC BIC HQC
1 4,747670 5,419585* 4,947465
2 4,653320 5,517211 4,910200
3 4,571081%* 5,626948 4,885046*

Gwiazdka (*) wskazuje najlepsza (to jest minimalna) warto$¢ dla odpowiednich kryteriow
informacyjnych, AIC = kryterium Akaikego, BIC = kryterium Schwarza-Bayesiana i HQC = kryte-
rium Hannana-Quinna

Zrodto: obliczenia wlasne.

Kierujac si¢ wskazaniem kryterium Schwarza-Bayesiana, w kolejnym kroku
oszacowano parametry modelu wektorowo-autoregresyjnego z opéznieniami rz¢du 1.

3.3. Estymacja parametréw modelu VAR(1)

Parametry modelu VAR(1) oszacowano klasyczna metoda najmniejszych kwadra-
tow. W tabelach 3 oraz 4 przedstawiono parametry modelu wraz ze statystykami

opisowymi.

Tabela 3. Parametry rownania dla zmiennej zaleznej: Ptace realne brutto

, . Btad Statystyka o

Wspolezynnik standa?dowy t—StZde};lta Wartos¢ p
Stala 4,1647 1,3575 3,068 0,0054 ***
Place realne ¢ -1 0,2351 0,1971 1,193 0,2451
Inflacja ¢ — 1 —0,4732 0,1858 —2,547 0,0180 **
r —0,0532 0,0209 -2,537 0,0184**
r 0,0037 0,0015 2,426 0,0235**
7 —5,93E-05 2,85E-05 -2,075 0,0493**
Wsp. determinacji R-kwadrat = 0,854
Statystyka F (5, 23) = 26,8368 (warto$¢ p < 0,00001)

Zrodto: obliczenia whasne.
Tabela 4. Parametry rownania dla zmiennej zaleznej: Inflacja
, . Btad Statystyka o

Wspolezynnik standardowy t-Stl}llde};lta Wartos¢ p
Stala —2,3180 0,6841 3,388 0,0025%**
Place realne 7 —1 0,3835 0,0993 3,861 0,0008***
Inflacja ¢ — 1 1,0752 0,0936 11,48 5,31E-Q11%**

0,0361 0,0106 3,415 0,0024***

£ —-0,0025 0,0008 —3,241 0,0036 ***
I 4,24E-05 1,44E-05 2,947 0,0072%**

Wsp. determinacji R-kwadrat = 0,895

Statystyka F (5, 23) = 39,1763 (wartos¢ p < 0,00001)

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Zmienna ¢ w modelu oznacza czas; poniewaz czas nie wywieral istotnego
wpltywu na badane zmienne, zostal on usunig¢ty z modelu, pozostal jedynie czas
podniesiony do potegi 2, 3 oraz 4. Gwiazdki w poszczegolnych rownaniach ozna-
czaja istotno$§¢ wpltywu poszczegdlnych zmiennych objasniajacych na zmienna
objasniana — dwie gwiazdki oznaczaja istotno$¢ na poziomie o = 0,05, a trzy
gwiazdki oznaczaja istotno$¢ danego parametru na poziomie a = 0,01.

Oba roéwnania cechuja si¢ dobrym dopasowaniem do danych, na co wskazuje
wysoka warto$¢ wspolczynnika determinacji 85,4% oraz 89,5%. Statystyka F Fi-
schera dowodzi istotnego wpltywu wszystkich zmiennych objasniajacych tacznie na
zmienne objasniane.

Z tabel 3 i1 4 wynika, ze ptace realne brutto nie zaleza od plac realnych brutto w
poprzednim okresie, zaleza jedynie od inflacji oraz od trendu. Z kolei inflacja
oproécz tego, ze zalezy od trendu, zalezy rowniez od plac realnych brutto oraz od
inflacji z poprzedniego okresu.

3.4. Weryfikacja reszt modelu

Nastgpnym krokiem jest zweryfikowanie reszt poszczegédlnych rownan modelu
VAR(1). Reszty nie moga wykazywac autokorelacji oraz musza mie¢ rozktad nor-
malny.

Badanie autokorelacji reszt przeprowadzono testem Ljunga-Boksa [Kufel
2004] dla kazdego réwnania modelu VAR(1) oddzielnie. Sprawdzono autokorela-
cje reszt rzedu 1-4, poniewaz dane sa kwartalne.

Tabela 5. Badanie autokorelacji sktadnika losowego

Roéwnanie 1 Roéwnanie 2

Test na autokorelacjg rzgdu
statystyka testu Ljunga-Boksa z wartoscia p

I Q=038 p=0,54 0'=0,025 p=0,88
1 0 =1,664 p=044 0 =0,667 p=0717

I 0 =3,197 p=037 0’ =1,061 p=0,79

v 0 =8729 p=0,07 0’ =5098 p=0277

Zrodto: obliczenia whasne.

Obliczenia znajdujace si¢ w tab. 5 wskazuja na brak autokorelacji sktadnika lo-
sowego rzedu 1-4.

Statystyka testu Doornika-Hansena Chi-square(4) = 1,44123 z wartoscia
p = 0,837 pozwala na przyjecie hipotezy zerowej mowiacej o wielowymiarowym
rozktadzie normalnym reszt.

Po zweryfikowaniu reszt modelu mozemy przej$¢ do obliczenia prognoz ptac
realnych brutto oraz inflacji na III kwartat 2008 r.
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3.5. Prognozowanie na podstawie modelu VAR(1)

Ostatnim etapem budowy modelu jest wyznaczenie prognoz oraz zestawienie ich
z rzeczywistymi obserwacjami plac realnych brutto oraz inflacja w III kwartale

2008 r.
10 — T T T T T T
Place_realne_br
wart, teoretyczne oraz prognoza
95 procentowy przedziat ufnosci —k—

8 |

6

ES 4

2008 2005.5 2006 2006.5 2007 2007.5 2008 2008.5
Rys. 4. Prognoza ptac realnych brutto na III kwartat 2008 r.
Zrodto: obliczenia wlasne.
7
j j j Inlflacja T j ! !
war, teoretyczne oraz prognoza prognoza
95 procentowy przedziat ufnosci —k—
6l ]
s ]
4 i
=
sl ]
2 i
L ]
2005 2005.5 2006 2006.5 2007 2007.5 200¢€ 2008.5

Rys. 5. Prognoza inflacji na III kwartat 2008 r.

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 6. Prognoza ptac realnych brutto oraz inflacji wraz z warto$ciami rzeczywistymi
badanych zmiennych

Prognoza | Blad ex ante 93-procentowy Wartos¢
przedzial prognozy rzeczywista
Ptace realne brutto 7,8 1 5,7-9,9 5,6
Inflacja 5.3 0,5 4,2-6,3 4,7

Zrodto: obliczenia whasne.

Wykresy na rys. 4 oraz 5 przedstawiaja warto$ci rzeczywiste, teoretyczne oraz
prognozy badanych zmiennych. Jest rowniez pokazany 95-procentowy przedziat
ufnosci prognozy.

Z tabeli 6 wynika, ze prognoza ptac realnych brutto byta zbyt optymistyczna
i nawet 95-procentowy przedzial prognozy nie pokryt rzeczywistej wartosci w
II kwartale 2008 r. Réwniez prognoza inflacji byta zbyt wysoka, jednak w tym
przypadku warto$¢ rzeczywista inflacji wpadla do 95-procentowego przedzialu
prognozy. Bledy ex ante postawionych prognoz sa stosunkowo duze, a mimo to
warto$¢ rzeczywista ptac realnych brutto nie wpadta do 95-procentowego przedzia-
tu ufnosci prognozy.

Znacznie nizszy wzrost ptac realnych brutto, niz wynika to z prognozy, moze
by¢ skutkiem kryzysu zarowno na rynkach $wiatowych, jak i w Polsce.

4. Podsumowanie

Zaprezentowany w niniejszym opracowaniu model jest dobra alternatywa dla tra-
dycyjnych modeli wielorownaniowych. Zastosowanie modeli VAR do prognozo-
wania podstawowych wskaznikow makroekonomicznych wydaje si¢ zasadne, po-
niewaz wszystkie wskazniki makroekonomiczne sa ze soba w jaki$ sposob powia-
zane. Gtowna wada modeli VAR jest konieczno$¢ posiadania bardzo duzej liczby
obserwacji, dlatego specyfikacja modelu VAR zalecana jest dla danych miesigcz-
nych [Kufel 2004], a nie wszystkie dane sa publikowane w cyklu miesigcznym.
Niniejszy przyktad jest proba oszacowania modelu wektorowo-autoregresyjnego
dla danych kwartalnych, a doktadnie dla wskaznikéw mierzonych w cyklu kwartat
do kwartatu.

Przedstawiony przyktad pokazal, ze mozna w prosty sposob prognozowac pta-
ce realne brutto oraz inflacje, jednak nie nalezy traktowac tego modelu jako kon-
cowego etapu badania gldéwnych wskaznikoéw makroekonomicznych Polski. Dalsze
prace nad budowa wigkszego modelu gospodarki Polski beda przebiega¢ w trzech
kierunkach:

1) rozbudowa modelu o indeksy kolejnych zmiennych,

2) przejscie z indeksow na warto$ci zmiennych,

3) budowa modelu VAR dla danych miesigcznych i rezygnacja z umieszczenia
w modelu zmiennych niemierzonych w cyklu miesigcznym (np. PKB).
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USING VECTOR-AUTOREGRESSIVE MODELS TO
MODELLING ECONOMY OF POLAND

Summary: Vector-autoregressive models (VAR) seem to be a good alternative for classic
multiequation models, especially in forecasting macroeconomic variables.

The author examines the mutual influence of chosen macroeconomic variables with the
help of vector-autoregressive models. The article presents next stages of building VAR
models and their verification as early as from the establishement of line autoregressive de-
lays for vector of variables based on a chosen criterion through the estimation of parameters
of'a model to the analysis of the rest of individual equations of the model.

The final stage of the investigation was putting the prognoses forward of chosen va-
riables as well as comparing them with real values of studied variables.

The article is the first stage of building the larger micromodel of economy of Poland for
quarterly data so the next stages of model building will be introducing next variables.
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