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Katarzyna Zeug-Zebro

Akademia Ekonomiczna w Katowicach

REKONSTRUKCJA PRZESTRZENI STANOW
NA PODSTAWIE WIELOWYMIAROWYCH
SZEREGOW CZASOWYCH

Streszczenie: Jednym z narz¢dzi matematycznych potrzebnych do opisu szeregéw czaso-
wych jest metoda rekonstrukcji. Umozliwia ona rekonstrukcje przestrzeni stanéw wielowy-
miarowych systeméw dynamicznych na podstawie jednowymiarowego szeregu obserwacji.
Otrzymana w ten sposob przestrzen begdzie w pewnym sensie rownowazna z ,,oryginalng”
przestrzenia. W ostatnich latach pojawito si¢ wiele prac przedstawiajacych réozne metody re-
konstrukcji przestrzeni standw, m.in. metod¢ op6znien, ktéra bazuje na twierdzeniu Takensa
0 zanurzaniu.

Celem pracy jest przedstawienie jednej z metod wyznaczania wymiaru zanurzenia, tj.
metody najblizszego falszywego sasiada oraz jej zmodyfikowanej postaci w przypadku wie-
lowymiarowych szeregow czasowych. Testowano trzy metody wyznaczania optymalnego
wymiaru zanurzenia, korzystajac z symulacji otrzymanych za pomoca metody Monte Carlo.

Stowa kluczowe: rekonstrukcja przestrzeni stanow, szeregi czasowe, atraktor, wymiar zanu-
rzenia.

1. Wstep

Wazna rolg¢ w prognozie nieliniowych systemow dynamicznych odgrywa rekon-
strukcja przestrzeni stanow. Pozwala ona na konstrukcje przestrzeni, ktora bedzie
W pewnym sensie rownowazna z ,,oryginalna” przestrzenia. Jedna z metod rekon-
strukcji, zwana metoda opdznien, jest oparta na twierdzeniu o zanurzaniu F. Ta-
kensa [1981]. Stosujac t¢ metodg, mozna skonstruowac zbidér d zmiennych za po-
moca jednowymiarowego szeregu czasowego. Zmienne te otrzymujemy, przesu-
wajac ,,oryginalny” szereg czasowy o stale op6znienie 7. Niestety glownym pro-
blemem rekonstrukcji przestrzeni standéw jest wilasciwy doboér parametrow:
d — wymiaru zanurzenia [Abarbanel, Brown, Kennel 1992] i 7 — czasu opdznienia
[Kim, Eykholt, Salas 1999].

Celem ponizszej pracy jest przedstawienie jednej z metod wyznaczania wymia-
ru zanurzenia, tj. metody najblizszego falszywego sasiada oraz jej zmodyfikowane;j
postaci w przypadku wielowymiarowych szeregow czasowych. Metody te postuzy-
ly do analizy wybranych nieliniowych systemow dynamicznych: odwzorowania
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Henona i odwzorowania Ikedy. Badania przeprowadzono przy uzyciu programow
napisanych przez autorke w jezyku programowania Visual Basic oraz programu
Statistica.

2. Rekonstrukcja przestrzeni stanow — metoda opoznien

Niech stan pewnego systemu dynamicznego w chwili ¢ bedzie przedstawiony przez
wektor y, € Y < R™ oraz zwiazek pomigdzy stanami w kolejnych momentach

czasu opisuje rownanie roznicowe pierwszego rzedu
yt+l:f(yt)’ t:0’132’35 cees (1)

gdzie y, =(¥,1: V20 > Vo) Oraz f:Y =Y jest nieznana rozniczkowalna funkcja
nieliniowa. Przypusé¢my rowniez, ze jedyna informacja, jaka mamy o danym sys-
temie, jest jednowymiarowy ciag obserwacji x,, gdzie x, =h(y,) i h:R" — R jest
nieznanym odwzorowaniem. Mimo ze mamy tak niewiele informacji na temat ba-
danego uktadu dynamicznego, mozemy scharakteryzowac jego stan w przestrzeni
wielowymiarowej, tj. zrekonstruowa¢ atraktor badanego systemu, obliczy¢ jego
wymiar, oszacowac¢ wykladniki Lapunowa czy tez entropie Kotmogorowa.

W 1981 1. F. Takens przedstawit twierdzenie o zanurzaniu, z ktorego wynika,
ze atraktor moze by¢ zrekonstruowany bez znajomosci natury jego zmiennych czy
postaci rownania réznicowego.

Twierdzenie (o zanurzeniu) [Zawadzki 1996]: Niech M bedzie zwarta, a m
wymiarowa rozmaitocia rozniczkowa. Dla par (f,h), feDiff*(M,M),
heC’ (M s R) jest wlasnoscia generyczna taka, ze odwzorowanie ®: M — R*™*!
okreslone wzorem

1 4y = B A (9D s B (1)) @)

jest zanurzeniem, tj. dyfeomorfizmem klasy C' odwzorowujacym M na D, (M)
Przestrzen zawierajaca obraz odwzorowania (D( ) bedziemy nazywac prze-
strzenig zanurzenia R? (embeding space), a jej wymiar d wymiarem zanurzenia.
F. Takens udowodnil, ze dla

d>2m+1, 3)

gdzie m jest wymiarem atraktora, przestrzen stanow rozpigta przez zbior d zmien-
nych bedzie topologicznie rownowazna z ,,oryginalng” przestrzenia.

Stosujac metode opdznien, mozna skonstruowac zbior d zmiennych za pomoca
jednowymiarowego szeregu czasowego. Zmienne te otrzymuje sig, przesuwajac
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dany szereg czasowy o stale op6znienie 7,7 € N, w wyniku czego rekonstrukcja
przestrzeni stanow wyglada nastgpujaco:

X, = (xt—(d—l)r’xt—(d—Z)r’ s Xy ) (4)

3. Metoda najblizszego falszywego sasiada (MNFS)
[Abarbanel 1996; Nowinski 2007]

Zalozmy, ze X, bedzie r-tym najblizszym  sasiadem  punktu
(x,,xm, s Xy H)T) W d-wymiarowej przestrzeni.

1. Obliczmy odlegtos¢ pomigdzy punktami x; i x,

d-1
\/ [ Xvkr — t+kr:| > (5)

k=0

gdzie R,(t,r) jest odlegloscia euklidesowa.
2. W kolejnym kroku obliczmy odlegto$¢ R,,, (t, r) w d + l-wymiarowej

przestrzeni

2
R;H (t’ l") = Razl (t’ V) + [der - xtr+dr] . (6)

3.Jesli R,,, (¢, r) znacznie przewyzsza R, (t,r), wtedy punkty x; i x, nie sq
najblizszymi sasiadami i sg tzw. falszywymi sasiadami.

4. Istnieja dwa kryteria wyznaczania wymiaru zanurzenia. Po pierwsze dobie-
ramy warto$¢ progowa R, (zwykle przyjmuje si¢ warto§¢ R, =15[Abarbanel
1996]) 1 wykrywamy falszywego sasiada pewnego punktu przez sprawdzenie wa-
runku

p— xr

X t+dt

t+dr

R, (t, r)

{Rjﬂ (t.r)—Ra (1. r)r _ R, (7)

Rd2 (t, r)

5. Powyzsze kryterium nie jest wystarczajace, aby jednoznacznie wyznaczy¢
wlasciwy wymiar zanurzenia. Dla matych, zaszumionych zbioréw danych najblizsi
sasiedzi danego punktu moga wcale nie znajdowac sig blisko w przestrzeni stanow,
dlatego drugim warunkiem, jaki musi by¢ spetniony, jest nierdwnos¢

Rd+1 (t) > A

R T (8)

A
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gdzie

n

;:l;x(t),

A, —pewne ograniczenie (zwykle przyjmuje si¢ warto$¢ 4, =2 [Abarbanel 1996].
6. Jesli zachodza kryteria z punktow 4 i 5, wtedy punkty x; i x, sa falszywymi
sasiadami.

4. Wielowymiarowa metoda op6znien
oraz metoda najblizszego falszywego sasiada
w przypadku wielowymiarowym [Vlachos, Kugiumtzis 2008]

Zat6zmy, ze danych jest n szeregdw czasowych x," , gdzie i=1,2, ..., n,otrzyma-
nych w wyniku symulacji tego samego systemu dynamicznego y, €Y < R", gdzie
x;=h(y,) 1k :R" — R sanieznanymi odwzorowaniami.

Stosujac metodg opoznien, ktora zostata opisana powyzej, mozna skonstruowac
zbiodr D zmiennych:

x =(x! x! X, x x? x7 x) 9)
t T\ Mt=(dy )2 Ti=(d=2)7 2 0 2 Ti—(dy 1)z, 0 Ti—(dy=2)z, 0 v Tt 2t N )

gdzie D=Yd, jest catkowitym wymiarem zanurzenia, d=[d,,d,,..,d,] jest

i=1
wektorem wymiaru zanurzeniai 7 = [r] 2Ty, ...,Tn] jest wektorem czasu opoznienia

odpowiadajacym kazdemu i-temu szeregowi.

Korzystajac ze wspomnianego algorytmu wyboru wiasciwego wymiaru zanu-
rzenia, tj. metody najblizszego falszywego sasiada, przedstawimy jej zmodyfiko-
wang posta¢ w przypadku wielowymiarowym.

o MNFSI - rozpatrzmy przypadek, w ktorym dla kazdego szeregu xf wymiar

zanurzenia przyjmuje taka sama wartosc, tj.
d=[d.d, ...d].

W celu sprawdzenia, ktory wymiar jest wlasciwy, sprawdzamy kryteria (7) 1 (8)
dla nastepujacych wektorow zanurzenia: [d +1,d, ..., d], [d, d+1, ..., d],

v [d, d, .., d+1],np.
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d=1 [1,1,1]

<N

[2,1,11 [1,2,1] [1,1,2]

d=2 (2,2, 2]

NEEE B

3,2,2] [2,3,2] [2,2,3]
o MNFS2 — rozpatrzmy przypadek, w ktorym dla kazdego szeregu xf wymiar
zanurzenia przyjmuje r6zng wartosé, tj.
d=[d,, d,,...d,]

Postgpujemy jak w metodzie MNFSI, tzn. sprawdzamy kryteria wyboru wy-
miaru zanurzenia dla [d, +1,d,, ... d, ], [d,, d, +1,...d,], ..., [d,, d,, ... d, +1],

gdzieD =Y d, , np.
i=1

D=1 [1,0] [0, 1]
D=2 [2, 0] [1,1] [0, 2]
D=3 (3, 0] (2, 1] [1, 2] [0, 3].

5. Znormalizowany blad Ssredniokwadratowy — NRMSE

Jednym ze wskaznikoéw, ktory pozwala wybra¢ lepsza metode wyznaczania wy-
miaru zanurzenia, tzn. wskazuje wymiar zanurzenia, dla ktérego (na podstawie
rekonstrukcji przestrzeni standw) otrzymamy lepsza prognozg, jest znormalizowa-
ny btad sredniokwadratowy:

— thl—fct],...,x,”—)%f’u 0
- Zx:—)_cl,...,xt”—)_c” ’ (10
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gdzie x! jest warto$cia prognozowana, a X' jest wartoscia $rednia xf, gdzie
i=12,..,n. Immniejsza warto$¢ powyzszego wskaznika, tym wybrana metoda
wyboru wymiaru opdznienia jest lepsza.

6. Badania empiryczne

Interesujacego i waznego z praktycznego punktu widzenia materiatu badawczego
dostarcza nam analiza szeregdw czasowych zwiazanych z systemami dynamicz-
nymi z ,,dziwnymi atraktorami”. W ponizszych rozwazaniach rozpatrywano dwa
takie systemy: atraktor Henona i atraktor Ikedy.

W badaniach testujemy trzy metody wyznaczania optymalnego wymiaru zanu-
rzenia — MNFS, MNFS1 i MNFS2 — korzystajac z symulacji otrzymanych za po-
moca metody Monte Carlo (Statistica). Sposroéd 100 réznych realizacji kazdego
uktadu dynamicznego — Ikeda, Henon — wybieramy wektory wymiaru zanurzenia
i badamy te, ktore powtarzaja si¢ najczesciej. Dodatkowo dla kazdej realizacji
i wybranych wektorow zanurzenia, dla kazdej metody, obliczamy znormalizowany
btad sredniokwadratowy NRMSE.

W celu wyznaczenia wymiaru zanurzenia z wykorzystaniem MNFS i wektorow
zanurzenia (metodami MNFS1 i MNFS2) wybieramy trzy czwarte poczatkowych
elementéw szeregu N, =3 N, a dla pozostatych (N —Nl) elementow obliczamy
wskaznik NRMSE. Tak zastosowany podziat szeregu oparto na badaniach 1. Vlachos i
D. Kugiumtzisa. Wyniki przeprowadzonych analiz zostaty przedstawione w tab. 11 2.

System dynamiczny opisany za pomoca roOwnania Henona ma nastgpujaca po-
stac (rys. 1):

2
{xt+1:1_ax[ +yl (11)
yt+1:bxt
0,5 1
“WM" 0.4 1
W:’,gfk&..‘.., .
0,2 1 *
, A3
0.1 1 *‘go:{::‘\'

-0, é, gt
02 oo OO .o o 90
awe  * Ll eewe?
o 000 ®
- o 0,4
0,5 -

Rys. 1. Atraktor Henona

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 1. Warto$¢ wskaznika NRMSE — odwzorowanie Henona

N Wymiary zanurzenia NRMSE
MNFS MNES 1 MNFS 2 MNFS MNEFS 1 MNES 2
500 2 [2,2] [2,2][1,2] 0,33 0,19 0,196
2000 2 [2,2] [2,2] 0,187 0,093 0,093
8000 2 [2,2] [2,2] 0,11 0,051 0,051

Zrbdto: opracowanie wiasne.

System dynamiczny opisany za pomoca rownania Ikedy jest postaci (rys. 2):

gdzie a =6,

x(t+1)

Rys. 2. Atraktor Ikedy

X, =7+ p(x, cos g~ y, sing)

yn+l = /’l(xn Sin¢ - yn COS¢)

¢

Zrodto: opracowanie wlasne.

(24
2 27
1+xn +yn

£=04, y=1, u4=0,9.

Tabela 2. Warto$¢ wskaznika NRMSE — odwzorowanie Tkedy

(12)

N Wymiary zanurzenia NRMSE
MNFS MNEFS 1 MNEFS 2 MNFS MNFS 1 MNEFS 2
500 2 [1,1] [1,1] 0,13 0,051 0,051
2000 2 [1,1] [1,1] 0,1 0,028 0,028
8000 2 [1,1] [1,1] 0,07 0,013 0,013

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Powyzsze wyniki wskazuja na przydatnos¢ wykorzystanych metod (przypadek
wielowymiarowy) — warto$§¢ wskaznika NRMSE dla metod MNFS1 i MNFS2 jest
zdecydowanie nizsza niz w przypadku zastosowania tradycyjnej metody najbliz-
szego falszywego sasiada. Mozna rowniez zauwazy¢, ze warto§¢ NRMSE maleje
w miare wzrostu liczby elementow szeregu czasowego, a dla metody MNFSI1 i
MNFS2 przyjmuje te same wartosci.

7. Podsumowanie

Wyboru wymiaru zanurzenia d zwykle dokonuje si¢ metoda prob i bledow lub tez
za pomoca wymiaru korelacyjnego. Wspomniane metody niezbyt dokladnie wy-
znaczaja wymiar d, dlatego w opracowaniu postuzono si¢ metoda fatszywych naj-
blizszych sasiadow. Metoda ta polega na testowaniu wartosci d podczas obserwacji

zachowan sasiednich punktow z przedziatu <d, d+ 1>.

Ze wzgledu na to, ze dla sygnatéw losowych mozemy otrzymaé pewne niepra-
widtowos$ci przy szacowaniu wymiaru zanurzenia metoda fatszywych najblizszych
sasiadow, podjeto proby udoskonalenia algorytmu tej metody. Jedna z modyfikacji
tej procedury polega na szacowaniu przecigtnych odleglosci migdzy wektorami
op6znionymi czasowo [Cao 1997]. Inna zmiang jest szacowanie wymiaru zanurzenia
w przypadku wielowymiarowym (MNFS1 i MNFS2). Wtedy rekonstrukcja prze-
strzeni stan6w na podstawie metody op6znien w przypadku wielowymiarowym daje
lepsze wyniki przy kryterium opartym na mierze dopasowania (NRMSE).

Zwazywszy na to, ze w powyzszych rozwazaniach rozpatrywane byly tylko
dwa, dobrze znane z literatury, systemy dynamiczne, w dalszej czgsci prac badaw-
czych autorka przewiduje adaptacj¢ metody do zastosowan ekonomicznych (eko-
nomiczne szeregi czasowe).
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STATE SPACE RECONSTRUCTION
FROM MULTIVARIATE TIME SERIES

Summary: State space reconstruction is one of the tools necessary for the description of
time series. This method allows state space reconstruction of multidimensional dynamic sys-
tems based on one-dimensional observation series. The space obtained will be, in a way,
equivalent to the “original” space. In recent years, many papers have presented different me-
thods of state space reconstruction among other things the delays method which is based on
the Takens Embedding Theorem.

In this paper we focus on the state space reconstruction from multivariate time series.
For this, we adjust well-known approaches used for univariate time series, i.e. the false
nearest neighbour.
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