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ANALIZA LOGARYTMICZNO-LINIOWA W BADANIU
PRZYCZYN UMIERALNOSCI W KRAJACH UE

Streszczenie: Analiza logarytmiczno-liniowa jest metoda badania niezalezno$ci zmiennych
niemetrycznych, ktora pozwala na analiz¢ dowolnej liczby zmiennych przy jednoczesnym
uwzglednieniu interakcji zachodzacych pomig¢dzy nimi. Modele, ktére budowane sa hierar-
chicznie, oceniane sa za pomoca statystyki chi-kwadrat, ilorazu wiarygodnosci oraz kryte-
rium informacyjnego AIC [Akaike 1973] oraz BIC [Raftery 1986]. W niniejszym artykule
zaprezentowane zostanie takze kryterium Aitkina. Spos$rod wszystkich modeli wybrany zo-
staje model o najmniejszej zlozonosci, ktdry jest dobrze dopasowany do danych. W progra-
mie R analiza logarytmiczno-liniowa dostgpna jest dzigki funkcji 1oglm w pakiecie MASS.
W niniejszym artykule analiza ta zaprezentowana zostanie do analizy przyczyn umieralnosci
w krajach UE.

Stowa kluczowe: analiza logarytmiczno-liniowa, modele logarytmiczno-liniowe, analiza
niezaleznos$ci zmiennych niemetrycznych.

1. Wstep

Analiza logarytmiczno-liniowa jest metoda statystyki wielowymiarowej wykorzy-
stywana do modelowania liczebno$ci w poszczegolnych komorkach tablicy kontyn-
gencji oraz do zaprezentowania struktury powiazan pomigdzy zmiennymi dyskret-
nymi o rozktadzie Poissona. W analizie tej model logarytmiczno-liniowy zdefinio-

wany jest jako wyrazenie liczebno$ci oczekiwanych (7, ) w postaci funkeji parame-

trow reprezentujacych charakterystyki zmiennych dyskretnych oraz zachodzacych
pomigdzy nimi relacji (interakcji). Modele budowane sa wedtug zasady hierarchicz-
no$ci, nastepnie kazdy z nich jest oceniany za pomoca miernikéw oceny jako$ci
dopasowania (iloraz wiarygodnos$ci, kryteria informacyjne AIC oraz BIC, metoda
Aitkina). Celem analizy logarytmiczno-liniowej jest wybor modelu o jak najmniej-
szej liczbie parametrdéw, ktory jednoczesnie jest modelem dobrze dopasowanym do
danych. Dopasowanie modelu do danych rozumiane jest jako rdznica pomigdzy war-
to$ciami empirycznymi a teoretycznymi, przy czym im rdéznica jest mniejsza, tym
dopasowanie modelu do danych lepsze. Modelem doskonale dopasowanym do da-
nych (tj. ktorego liczebnosci empiryczne sa rowne liczebnosciom teoretycznym) jest
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model pelny uwzgledniajacy wszystkie zmienne i mozliwe migdzy nimi interakcje.
W praktyce jednak model ten jest bezuzyteczny, natomiast modelem pozadanym jest
model zredukowany, tj. zawierajacy jak najmniejsza liczbg zmiennych.

Atutem analizy logarytmiczno-liniowej jest fakt, iz pozwala ona na uwzglednie-
nie dowolnej liczny zmiennych niemetrycznych, a takze interakcji migdzy nimi,
dzigki czemu mozliwa jest analiza réznych rodzajow niezaleznosci (niezaleznos$¢
calkowita, warunkowa, czgSciowa, homogeniczna). Staje si¢ to niezwykle uzyteczne
wowczas, gdy liczba wymiarow tablicy kontyngencji jest duza, a klasyczne metody
analizy nie potrafig poradzi¢ sobie z duza liczba wymiarow.

Celem niniejszej pracy jest prezentacja analizy logarytmiczno-liniowej, ktora
wykorzystana zostata w badaniu demograficznym do analizy niezaleznosci pomiedzy
przyczynami umieralnosci w krajach Unii Europejskiej. Przyktad ten pokazuje, iz
jest to tylko niewielki obszar zastosowania modeli, ktore sa praktycznym i skutecz-
nym narzedziem analizy zaleznosci zmiennych jakosciowych w dowolnym obszarze
zainteresowan. Metoda ta jest szczegélnie uzyteczna, gdy analizie poddanych jest
wiele zmiennych mierzonych na skali nominalnej, dzigki czemu mozliwe jest wyod-
rebnienie interakcji wyzszych rzedow wptywajacych na rodzaj zalezno$ci. Weryfika-
cje wynikdw umozliwiaja inne metody statystycznej analizy wielowymiarowej, takie
jak analiza korespondencji oraz metody taksonomiczne.

2. Analiza logarytmiczno-liniowa

Niech X 1 Y beda zmiennymi dyskretnymi o liczebnosciach empirycznych n,, w
h-tym wierszu 1 j-tej kolumnie (h=1,.. H, j=1,...,J). Model addytywny dla
dwoch zmiennych, uwzgledniajacy wszystkie mozliwe efekty pojedyncze oraz inter-
akcje pomiedzy zmiennymi jest modelem o réwnaniu:

In(m, )=A+4" +2 +4)7, (1)

gdzie: A — $rednia arytmetyczna zlogarytmowanych liczebnosci czastko-
wych z tablicy kontyngencji,
25, ,1; — efekty zmiennej Xi Y,

ﬂf‘y — efekt interakcji pomigdzy zmiennymi XY.
y

Model pelny (1) zawiera wszystkie mozliwe interakcje pomigdzy zmiennymi
1 jest modelem, ktory w peni odtwarza liczebnosci zaobserwowane, tzn. n,, =m,, .
Ze wzgledu na jego ztozono$¢ jest to model bezuzyteczny, stad konieczno$¢ zbudo-
wania i oceny modeli prostszych. Kazdemu modelowi odpowiada liczba stopni swo-

body df, zalezna od liczby parametréw do oszacowania, definiowana jako [Everitt
1977; Agresti 2002]:

df = liczba komorek w tablicy kontyngencji — liczba wolnych parametrow.  (2)
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Liczba wolnych parametrow wynika z natozonych na rdwnanie modelu ograni-
czen:

H J H J
DAL= A=Y AT =D 4T =0. (3)
h=1 j=1 h=1 j=1

Jesli dana jest dwuwymiarowa tablica kontyngencji H x.J, wowczas istnieje je-

den wolny parametr 4, H —1 wolnych parametrow A", J —1 wolnych parame-

XY
U/

, Y I

trow A; oraz (H —1)J —1) wolnych parametrow A

Liczebnosci teoretyczne modeli wyznaczane sa za pomoca algorytmu iteracyjno-
-proporcjonalnego (iterative proportional fiting) [Deming, Stephan 1940], ktory po-
zwala na wyznaczenie parametréw modelu bedacych estymatorami najwigkszej wia-
rygodnosci (MLE) [Bishop, Fienberg, Holland 1975; Christensen 1997; Mair 2006].

Hierarchiczne modele logarytmiczno-liniowe wybierane sa wedtug jednej z pro-
cedur krokowych (stepwise procedures), tj. selekcji w przod (forward selection) lub
eliminacji wstecznej (backward elimination). Oznacza to, ze analiz¢ rozpoczyna si¢
od modelu wyjsciowego (model zerowy, model pelny), dodajac lub usuwajac kolejne
elementy wedtug zasady hierarchicznosci.

Podstawowa statystyka oceny jakosci dopasowania modelu logarytmiczno-
-liniowego do danych jest statystyka chi-kwadrat postaci:

. :ii(nhi_mh/) )

oraz iloraz wiarygodnosci:

G233 n,In (%J 5)

h=1 j=1 hj

Innymi kryteriami pozwalajacymi na ocen¢ jakosci modelu s kryteria informa-
cyjne AIC [Akaike 1973] oraz BIC [Raftery 1986] zdefiniowane jako:

AIC =G* -2df, (6)
BIC=G*—df -Inn. (7)

Mierniki te sa wyznaczane dla kazdego modelu, natomiast ich najmniejsza war-
to$¢ wskazuje na model najlepiej dopasowany do danych.

Wybdér modelu koncowego odbywa sig¢ w dwoch etapach. W etapie pierwszym
testowana jest hipoteza o réwnosci liczebnosci empirycznych z oczekiwanymi, tj.
H, :n,, =m,;. Modelem pozadanym jest model, ktorego réznice migdzy tymi liczeb-

nosciami sg jak najmniejsze. W etapie drugim natomiast wybrane poprzednio modele
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sa porownywane wzgledem siebie i badana jest rznica migdzy ilorazami wiarygod-
nosci (dewiancjami). Hipoteza zerowa glosi wowczas, iz réznica ta wynosi zero, tj.
H,:AG? =0, przy czym liczba stopni swobody dla tego testu jest réznica migdzy
liczba stopni swobody porownywanych modeli, tj. Adf = df, —df,.

W zaprezentowanej analizie logarytmiczno-liniowej sposob definiowania hipotez
Hj jest odmienny od standardowego i dazy si¢ do sytuacji, by decyzja byt brak pod-
staw do ich odrzucenia. Wzrasta wowczas ryzyko popehienia bledu II rodzaju
1 w tym celu poziom istotnosci ustalany jest na poziomie wyzszym, tj. [0,1;0,35]
[Bishop 1975].

3. Analiza logarytmiczno-liniowa w badaniu przyczyn
umieralnosci w krajach UE

W programie R analiza logarytmiczno-liniowa dostgpna jest w pakiecie MASS (funk-
cja 1oglm) oraz w pakiecie stats (funkcja glm). Zbior danych wykorzystany do
zaprezentowania algorytmu analizy logarytmiczno-liniowej pochodzi z Europejskie-
go Urzedu Statystycznego i dotyczy przyczyn umieralnosci w Unii Europejskiej
w 2009 r.

Analizie poddano dwie zmienne o charakterze dyskretnym: ,,Kraj” (C) (32
kraje europejskie) oraz ,,Przyczyna =zgondw” (D) ("Cancer", "He-
art", "Nervous", "Pneumonia", "Liver", "Diabetes", "Ac-
cidents", "Suicide", "Alcohol", "Homicide", "AIDS",
"Drug"). Zbudowano dwa modele: model pelny (saturated model) i model nieza-
leznosci (independence model), a nastgpnie oceniono je za pomoca ilorazu wiary-
godnosci G* z odpowiadajaca mu liczba stopni swobody df, poziomem p-value
oraz kryterium informacyjnym A/C.

Tabela 1. Kryteria oceny jako$ci modelu

s Model G? df. p-value AIC
2 |[CD] 0 0 1 3935
I [[CIID] 152 400 341 0 155 600

Zré6dto: opracowanie wiasne w R.

Z informacji zawartych w tab. 1 wida¢, iz sposrdéd zbudowanych modeli tylko
model pelny [CD] jest modelem dopasowanym do danych, poniewaz jedynie dla
tego modelu warto$¢ prawdopodobienstwa testowego przekracza 0,15. Jednoczes$nie
warto§¢ kryterium informacyjnego 4/C dla tego modelu jest najmniejsza, mozna
zatem uzna¢, ze model jest dopasowany do danych. Z wlasnosci modelu pelnego
wiadomo rowniez, ze liczebno$ci empiryczne w idealny sposob odzwierciedlaja teo-
retyczne i dopasowanie takiego modelu jest doskonale, jednak z praktycznego punk-
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tu widzenia model ten zawiera wszystkie parametry wptywu i interakcje, zatem jest
modelem bardzo zlozonym. Ze wzgledu na brak innego modelu akceptowalnego
model ten zostanie wybrany jako najlepszy. W roéwnaniu modelu pelnego wystepuja
parametry wplywu zmiennej wierszowej, kolumnowej oraz interakcja pomigdzy
nimi. Oznacza to, ze na zalezno$¢ pomigdzy krajem a przyczyna $mierci wplywaja
zar6wno same zmienne, jak i interakcja pomigdzy nimi. Model pelny w tym przy-
padku przedstawi¢ mozna jako réwnanie postaci:

In(m,) = A+ A0 + 2 + 25, 8)

Parametry modelu estymowane sa metoda najwigkszej wiarygodno$ci z wyko-
rzystaniem algorytmu dopasowania iteracyjno-proporcjonalnego (IPF) i moéwia
o kierunku i charakterze zalezno$ci pomigdzy zmiennymi. Wigksze warto$ci parame-
tréw z interakcja zaobserwowano dla krajow i przyczyn umieralnosci, ktore sa poto-
zone dalej od siebie, a mniejsze dla tych, ktore leza blize;.

W przypadku analizy zmiennych dyskretnych dzigki analizie korespondencji
mozliwa jest graficzna prezentacja wynikow w postaci mapy percepcji. Wspotwyste-
powanie pomigdzy kategoriami badanych zmiennych pozwoli zaobserwowac charak-
ter i rodzaj zalezno$ci. Do weryfikacji otrzymanych wynikéw, tj. modelu pelnego
w analizie logarytmiczno-liniowej w postaci graficznej, wykorzysta¢ mozna zar6wno
mape percepcji, ktora jest rezultatem analizy korespondencji, jak i metody taksono-
miczne, ktore pozwalaja na graficzna prezentacj¢ wynikow w postaci dendrogramu.
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Rys. 1. Mapa percepcji oraz dendrogram ilustrujacy wynik analizy taksonomicznej metoda Warda

Zrbdto: opracowanie wlasne w R.

Aby poprawnie okresli¢ liczbg klas, zbadano wartos¢ indeksu Silhouette dla
trzech, czterech, pigciu i szesciu klas, a nastgpnie dokonano oceny jakosci klasyfi-
kacji. Maksymalna warto§¢ indeksu Silhouette uzyskana jest dla trzech klas
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(S(u) = 0,45), co oznacza, ze podzial obiektow na trzy klasy jest najlepszy. Po za-
stosowaniu funkcji cutree otrzymano przynaleznos¢ kazdego obiektu do danej
klasy i pierwsza grupe krajow stanowia takie kraje, jak: Belgia, Dania, Niemcy,
Grecja, Hiszpania, Francja, Wtochy, Luksemburg, Austria, Polska, Stowenia, Fin-
landia, Szwajcaria, Wielka Brytania, Islandia, Szwecja i Norwegia, w ktorych
przyczyna umieralno$ci sa choroby nerwowe, nowotworowe, samobojstwa oraz
alkoholowe. Grupg druga tworza: Bulgaria, Czechy, Irlandia, Cypr, Malta, Holan-
dia, Portugalia, Chorwacja, Macedonia, w ktérych dominujaca przyczyna umieral-
nosci jest cukrzyca, AIDS oraz narkotyki. Pozostate kraje naleza do klasy trzeciej,
w ktorej gldéwnymi przyczynami umieralnosci sa choroby serca, wypadki i bez-
domnos¢. Podziat ten potwierdza takze metoda taksonomiczna, ktorej graficznym
wynikiem jest dendrogram.

4. Podsumowanie

Analiza logarytmiczno-liniowa pozwala na oceng zalezno$ci pomig¢dzy dowolnag
liczba zmiennych dyskretnych, uwzgledniajac interakcje pomigdzy zmiennymi
w dowolnych konfiguracjach. Metoda ta pozwala takze na wyodrgbnienie zmiennych
wplywajacych na charakter zaleznosci. Liczne statystyki oceny jako$ci modelu oraz
kryteria informacyjne pozwalaja na wybor modelu o jak najprostszej postaci, ktory
jest zarazem w wystarczajacy sposob dopasowany do danych. Taki model cechuje
sig tym, iz jego liczebno$ci empiryczne sa zblizone do teoretycznych.

Modele logarytmiczno-liniowe sa technika analityczna, ktora z powodzeniem
wykorzystywana jest w badaniach demograficznych, marketingowych, spotecznych,
psychologicznych, socjologicznych oraz medycznych. W niniejszym artykule meto-
da ta zostata wykorzystana do badania o charakterze demograficznym, ktérego celem
bylo zbadanie zalezno$ci pomigdzy przyczynami umieralnosci w 27 krajach Unii
Europejskiej i okreslenie charakteru tej zaleznosci. Dla dwuwymiarowej tablicy kon-
tyngencji zbudowane zostaty modele: pelny oraz model niezalezno$ci. Kryteria oce-
ny modelu pozwolity na wybdr modelu dopasowanego do danych, ktorym okazat si¢
model pelny zawierajacy parametry wptywu pojedynczych zmiennych, a takze inter-
akcj¢ pomigdzy nimi. Do graficznej prezentacji wynikow analizy logarytmiczno-
-liniowej wykorzystano analize korespondencji, ktorej rezultatem jest mapa oraz
dendrogram powstaly w wyniku zastosowania analizy taksonomicznej metoda War-
da. Z przeprowadzonej analizy mozna zaobserwowac, iz widoczne sa trzy grupy ze
wzgledu na kilka przyczyn umieralnosci, ktore sa identyczne zar6wno na mapie per-
cepcji, jak 1 na dendrogramie. Pierwsza grupe stanowia kraje, w ktorych dominuja
choroby nerwowe, nowotworowe, samobodjstwa oraz alkoholowe. W grupie drugiej
dominuje cukrzyca, AIDS oraz narkotyki. Klasg trzecia stanowia choroby serca,
wypadki i bezdomnos¢.

Analiza logarytmiczno-liniowa, ktdra zaprezentowano w niniejszym artykule,
pozwolila na analiz¢ zalezno$ci pomigedzy zmiennymi: kraj i przyczyna umieralnosci.
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Model pehy, ktéry za pomoca metody eliminacji wstecznej zostat wybrany jako
najlepiej dopasowany do danych, wskazuje, iz istotna role¢ w modelu odgrywa inter-
akcja pomiedzy zmiennymi. Metoda ta jest szczegdlnie uzyteczna w sytuacjach, gdy
badaniu poddanych jest wiele zmiennych, dzigki czemu mozna zaobserwowac
wplyw poszczegdlnych zmiennych w rdznych konfiguracjach (interakcje wyzszych
rzedow) na zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi.
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LOG-LINEAR ANALYSIS IN THE STUDY OF MORTALITY IN EU

Summary: Log-linear models are a widely used tool for modeling qualitative data in con-
tingency table. Hierarchical log-linear models include lower order terms implied by any
higher order ones. The fit of log-linear model can be assessed with the Pearson or likeli-
hood-ratio chi-square, as well as information criteria: A/C [Akaike 1973], BIC [Raftery
1986] and Aitkin's method. Identifying the simplest model with the fewest parameters is the
main goal of the analysis. Log-linear analysis is available in R software with the use of
loglm function in library MASS. The empirical use of log-linear analysis is based on Eu-
ropean Union countries mortality dataset.

Keywords: log-linear analysis, log-linear models, independence of categorical variable.





