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Przedmowa

Praca niniejsza powstata w ciagu ostatnich czterech lat mojej pracy na Wydziale
Architektury Politechniki Wroctawskiej. Powodem, dla ktérego wybratem taki
wiasnie temat, jest z jednej strony nieustajaca fascynacja zrédlami inspiracji,
jakich dostarcza otaczajaca nas przyroda, a z drugiej — poczucie, ze wypracowane
przez stulecia i wcigz stosowane metody ksztattowania form konstrukcyjnych
staja si¢ w ostatnim okresie niewystarczajace jako platforma wspotpracy pomig-
dzy architektem a konstruktorem. Nowe trendy estetyczne, nowy sposéb myslenia
kolejnych pokolen architektow wymagaja, aby konstruktorzy aktywnie uczestni-
czyli juz w poczatkowym, najbardziej tworczym i determinujacym pozniejsze
— etapie. Aby proponowali takie rozwiazania, ktore nie tylko spetnia swoje pod-
stawowe zadanie zapewnienia bezpieczenstwa obiektu, ale réwniez beda pomocne
w ksztaltowaniu jego formy. Jest to, w pewnym sensie, powro6t do czasow, kiedy
architekt byl jednoczesnie konstruktorem.

Pierwsza wstegpna redakcja pracy byta gotowa juz w 2009 roku, jednak ilo$§¢
zebranego materialu wymagala uwaznej, czasochlonnej selekcji. Manuskrypt
udostepnitem kilku osobom i jestem glgboko wdzigczny tym, ktorzy zechcieli
wyrazi¢ swoja opini¢ na jego temat. Dzigkuje wszystkim, ktérzy mnie wspierali
w mojej pracy. Recenzentom dzigkuj¢ za wnikliwe uwagi, ktore pomogty nadaé
pracy koncowy ksztatt. Dzigkuje réwniez mojej Rodzinie za wyrozumialosé
i cierpliwo$¢ w tym okresie.

Romuald Tarczewski
Wroclaw, czerwiec 2011






Rozdzial 1. Wprowadzenie

Ostatniq rzeczq, jakq sie odkrywa
ukladajqc dzielo, jest to, co nalezy
umiescic¢ na poczqtku.

Blazej Pascal'

Funkcja i forma budynku byly ze soba zawsze tradycyjnie zwigzane poprzez
okreslone rozwiazania materiatowe, przestrzenne i inne. Juz Witruwisz zauwazal, ze
,przy budowie nalezy uwzglednia¢: trwatosé, celowo$¢ i pigkno™. Louis Sullivan,
amerykanski architekt przetomu XIX i XX w., podkreslal t¢ wspotzaleznose, twier-
dzac, ze: ,,forma zawsze wynika z funkcji™®. Dwudziestowieczni modernisci zawe-
zali z kolei funkcje jedynie do jej aspektow uzytkowych. W pdzniejszym okresie
Mircea Eliade dostrzegl sakralny charakter rytuatu ksztattowania form architekto-
nicznych, ktory ,,...z amorficznej przestrzeni wydziela jej czes¢ strukturalna,
prawdziwa’™.

Co jest w takim razie wyznacznikiem ksztaltowania formy obiektu, a zwtasz-
cza jego formy strukturalnej? Jaka jest ,logika” systemu konstrukcyjnego?
Dotychczas byta ona rozumiana jako przejrzysty sposob przekazywania obcigzen
i efektywnos$¢ konstrukcyjna elementdéw, ale takze jako swoista symbioza formy
architektonicznej 1 systemu konstrukcyjnego. Jest widoczne w obiektach roéznia-
cych sig nieraz znacznie skala i estetyka (rys. 1.1).

Ogolne trendy w kulturze ostatniego okresu niekiedy okreslane jako jej ,,pop-
kulturowa infantylizacja™, cechuje kreowanie catkowicie sztucznej rzeczywisto-
$ci, ktora, wzorem gier komputerowych, tylko udaje realno$¢. Na tym gruncie
powstal nowy paradygmat estetyki w projektowaniu architektonicznym. Mozna go
opisac jako zbior tendencji, okreslanych czgsto wspdlna nazwa free-form design.
Architekei, ktorzy ten paradygmat przyjeli, kieruja si¢ — podobnie jak ich po-

! Blazej Pascal, Mysli, Krakow 2004.

2 Witruwiusz, O architekturze ksiqg dziesiec, Proszynski i S-ka, Warszawa (1999), s. 32.
3 Form ever follows function” — cytat za [106, s. 7].

* Mircea Eliade, Sacrum, mit, historia, PIW, Warszawa (1970), s. 61.

3 Patrz: B. Wildstein, W gabinecie osobliwosci, UwazamRze, 9/2011, s. 58.
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przednicy w okresie secesji — przede wszystkim dazeniem do uzyskania okreslo-
nego wrazenia wizualnego. System konstrukcyjny moze si¢ spoza tej ,,maski”
w ogole nie ujawnic.

b)

Rys. 1.1. Jedno$¢ formy architektonicznej i systemu konstrukcyjnego:
a) sklepienie w klasztorze Hieronimitow w Belém (Lizbona),
b) konstrukcja krypty kosciota w Colonia Giiell, Santa Coloma de Cervell6 k. Barcelony

Konsekwencja takiego stanowiska jest czgsto wymuszanie skomplikowanych
uktadéw konstrukcyjnych, dalekich od wszelkich tradycyjnych regut, niejedno-
krotnie tak bardzo, ze wywolujac podziw odbiorcy, jednocze$nie wzbudzaja
w nim podswiadomy niepokdj o bezpieczenstwo catosci®.

S Taki zarzut mozna na przyklad sformulowaé w stosunku do wielu projektow Satniago
Calatravy, takich jak Auditorio de Tenerife, czy niektore obiekty w Ciudad de las Artes y las
Ciencias w Walencji.
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Poniewaz swoboda ksztattowania formy wymaga stalego zasilania nowymi
pomystami, mozna zauwazy¢ wielki deficyt nowych koncepcji — brak (dostatecz-
nie dowolnych) zrédet inspiracji, a takze ich swoista inflacj¢ — to, co byto nowe
wczoraj, dzi$ juz staje si¢ banalne i przebrzmiate. Niektorzy tworcy otwarcie
przyznaja sig, ze ich projekty nasladuja ,,cokolwiek”. Przyktadem moze by¢ roz-
budowa budynku centrum kongresowego targow mediolanskich, MIC — Milano
Convention Center (rys. 1.2a)’. Autor projektu® powoluje si¢ na inspiracje wstaz-
kami makaronu pappardelle (rys. 1.2b).

a)
Rys. 1.2. Rozbudowa budynku Milano Convention Center: a) koncepcja architektoniczna,
b) inspiracja formy — wstazki makaronu pappardelle

Systemem konstrukcyjnym, charakterystycznym dla XX w., sa przestrzenne
struktury pretowe. Od czasu eksperymentéw Aleksandra Grahama Bella z czwo-
ro$ciennymi modelami latawcow, w ostatnich latach XIX w., a nastgpnie poprzez
wiele lat nieprzerwanego rozwoju, staly si¢ one powszechnie akceptowana forma
konstrukcyjna. Wykazaly swoja efektywnos$¢, a w pewnym okresie — rowniez
atrakcyjnos¢ wizualna. Ich konfiguracje, oparte na ukltadach przestrzennych wie-
lo$cianéw, mialy walor niebanalnej regularnosci, podobnej do spotykanej
w krysztatach réznych mineratdéw. Nazwiska mistrzow ksztaltowania struktur
przestrzennych, takich jak Max Mengeringhausen, Zygmunt Makowski, Stefan
du Chateau czy Robert le Ricolais — wyznaczaja kolejne etapy rozwoju ich formy.
Jednak w rezultacie wielkiej skali stosowania i uprzemystowienia produkcji prefe-
rowane byly konfiguracje proste, dramatycznie ograniczajace liczbg dostgpnych
form. Juz w latach sze$¢dziesiatych XX w. formy oparte na szescianie miaty
swoich krytykow, ktorzy starali si¢ popularyzowaé bardziej ztozone, wielo$cienne
konfiguracje do zastosowan architektonicznych, ale w tym przypadku, trudnosci
ksztaltowania i analizy obliczeniowej stworzyly nieprzekraczalna barierg.

Zastosowanie przestrzennych konstrukcji prgtowych, w ktorych regularnosé
jest immanentna cecha, do form wykreowanych na bazie przypadkowych inspira-

7 Rysunek koncepeyjny ze strony autorskiej projektanta (patrz: zrodta ilustracji, na koncu pracy).
¥ Autorem projektu architektonicznego jest Mario Bellini.
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cji, prowadzi czgsto do swoistej patologii w ksztattowaniu systemu konstrukcyj-
nego. Na rysunku 1.3 przedstawiono widok fragmentu konstrukcji zaprojektowa-
nej dla wspomnianego uprzednio budynku MIC, gdzie liczba i uktad przestrzenny
pretow byly wyzwaniem zaréwno dla projektanta’, jak i dla wykonawcy.

Rys. 1.3. Rozbudowa budynku Milano Convention Center
— fragment konstrukcji

Przedstawiony przyklad sygnalizuje pojawiajacg sig¢ obecnie potrzebg wypracowa-
nia odpowiednich metod ksztattowania form strukturalnych. Musza one nie tylko by¢
dostosowane do nowych tendencji estetycznych, ale same powinny dostarcza¢ inspira-
cji do ksztaltowania formy calego obiektu. Potrzebne jest wypracowanie metod,
umozliwiajacych przywrdcenie wezesniejszej symbiozy formy i konstrukeji.

Najwazniejszym wyzwaniem w tym zakresie jest opracowanie metod wstgpnego
formowania konstrukcji. Konieczno$¢ wstgpnego ustalenia jej ksztattu, znalezie-
nia relacji pomigdzy tworzacymi ja elementami, jest najwazniejszym etapem pro-
cesu ksztaltowania form strukturalnych. Kolejne etapy sa jego konsekwencja.
Niestety, etap ksztattowania formy czgsto degeneruje si¢ tylko do forsownej analizy
obliczeniowe;j.

Zozono$¢ modeli stosowanych wspotczesnie w analizie i ciagle zwigkszajace
si¢ wyrafinowanie numerycznych narzg¢dzi obliczeniowych prowadza do obserwo-
wanej czgsto obliczeniowej obsesji projektowania. Dewiza Eugeéne Freyssineta:
»--.najpierw projektuje, a potem obliczam; jesli obliczenia nie potwierdzaja zalozen
— powtarzam je”'°, zostata w ostatnim czasie nieco zapomniana [174, s. 355-357].

° Autorem projektu konstrukeji jest Massimo Majowiecki.
' Albert Einstein ujat to: ,,Przy fantastycznym rozwoju mozliwosci, obserwujemy brak wy-
tycznych” [174, s. 357].



13

Z drugiej strony ztozone modele obliczeniowe z trudno$cia moga by¢ swiadomie
kontrolowane przez jedna odpowiedzialng osobg — projektanta.

Wieloletni rozwdj przestrzennych konstrukcji pretowych umozliwil ugrunto-
wanie geometrycznych zasad ich ksztattowania. Glowna przeszkoda utrudniajaca
ich efektywne stosowanie w obiektach free-form, wydaje si¢ obecnie by¢ brak
koncepcji takiego doboru wstepnej konfiguracji, aby mogty one stwarza¢ wizualne
wrazenie przypadkowosci i nieuporzadkowania. Nie chodzi tutaj o jakie$ konkret-
ne nowe formy, ale raczej o sposéb ich generowania.

Jak zauwazyl Magnus Weinninger: ,,...zadaniem badacza nie powinno by¢
mnozenie form, lecz dojscie do lezacej glebiej teorii matematycznej, ktora unifi-
kuje i systematyzuje caly zbior form” [159, s. xi].

Nowych narzedzi ksztattowania formy dostarcza dziat matematyki — topologia.
Jest to najbardziej podstawowy poziom reprezentacji geometrycznej. Problemy
rozpatrywane na tym poziomie nie zaleza od doktadnego ksztaltu rozpatrywanych
obicktow, ale raczej od sposobu ich zorganizowania. Maja charakter jakoSciowy,
a nie ilosciowy. Ze wzgledu na morfologi¢ form obiekty topologiczne sa swego
rodzaju ,,zgrubnym szkicem” konstrukcji. Na tym etapie nie ma znaczenia, czy
linie sa proste, czy sa do siebie prostopadte lub rownolegle. Miary dlugosci nie
majg znaczenia.

Formy architektoniczne powinny by¢ najpierw syntezowane jako obiekty to-
pologiczne, ktore potem moga by¢ sukcesywnie wzbogacane poprzez dodawanie
elementdw umozliwiajacych nadanie im wilasciwosci projekcyjnych, nastgpnie
afinicznych i — na koncu — metrycznych. Architekt musi podejmowaé swoje klu-
czowe decyzje na poziomie geometrii projekcyjnej [33, s. 29].

Jezykiem topologii jest matematyczna teoria grafow. Grafy stanowia topolo-
giczng reprezentacjg obiektdw réznego stopnia: wieloScianow, wielokatow i linii.
Dlatego mozemy ja zastosowac do opisu siatkowych konstrukcji przestrzennych.
Co wigcej, mozna zastosowac ja rowniez do rozpatrywania konstrukcji zawieraja-
cych elementy plytowo-tarczowe, korzystajac z ich dualno$ci w stosunku do kon-
strukcji pretowych. Grafy zachowuja zwiazki geometryczne migdzy elementami
sktadowymi w ich najbardziej podstawowym poziomie. Uniwersalnos¢ tej teorii
polega m.in. na jej przydatnos$ci do modelowania wzoréw wystepujacych w natu-
rze, struktur ,,wymyslonych” przez czlowieka, a takze wielu innych abstrakcyj-
nych koncepcji. Ptaskimi modelami teorii graféow mozna operowac stosunkowo
fatwo. Swobodne uktady linii i weztdw moga by¢ stosowane do studiowania kon-
strukcji nawet bardzo ztoZonych.

Intuicja tworcza czlowicka odnosita si¢ zawsze do otaczajacego go $rodowi-
ska. W sztuce, ale jeszcze bardziej w technice, Natura byta punktem odniesienia,
zrodlem inspiracji i ostateczna weryfikacja jego dziatan. Obserwacja bardzo pod-
stawowych, czgsto przypadkowych wzordw, pojawiajacych si¢ powszechnie
w naturze pozwolita zauwazy¢, ze wystgpuja one we wszystkich mozliwych ska-
lach: od systeméw planetarnych do wiruséw, od lodowcow po muszle morskie,
od systemow rzecznych po budowe lisci itd. [112, 162, 171]. Te archetypy mor-
fologiczne czasami wykazuja pewne wlasciwosci strukturalne, a czasami nie,
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ale ich jednolitos¢ w roznorodnosci jest glgboko inspirujaca dla ,,morfologow”
konstrukeji i wszystkich innych badaczy formy [86, s. 44—45]. Czgsto obserwo-
wane wzory pojawiaja si¢ w ,,dualnej” materializacji, ktéra ujawnia zasadniczo
odmienne rodzaje oddziatywan konstrukcyjnych. Kontrolowana przypadkowosc,
jako generator optymalnych form i podstawa tworczej inspiracji, jest odpowiedzia
na zachwianie tradycyjnego rozumienia ,,logiki” systemoéw konstrukcyjnych.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie podstawowych probleméw wiaza-
cych sie z topologiczna'' analiza architektonicznych struktur przestrzennych.
Omowienie najwazniejszych elementéw matematycznego jezyka form wystepu-
jacych obiektow i zwiazkoéw pomigdzy nimi. Skrétowo przedstawiono wybrane
zagadnienia z teorii graféw. Szczegblng uwage zwrocono na relacje modeli topo-
logicznych z naturalnymi prototypami form i na mozliwos$ci przestrzennej rekon-
strukcji ptaskich modeli topologicznych. Wprowadzenie w pewnym zakresie
odpowiedniego aparatu matematycznego bylo konieczne, ale nie stanowito to
samoistnego celu pracy. Mozna raczej powtorzy¢é za Hermannem Weylem, ze
»...praca nie wystrzega si¢ matematyki (mijatoby si¢ to z jej celem), ale szczegd-
lowe omdwienie wigkszo$ci poruszanych zagadnien, a zwlaszcza ich pelne ujgcie
matematyczne nie lezalo w jej planie” [163, wyd. pol., s. 7].

" Termin topologia jest tutaj zastosowany w szerszym niz tradycyjne, $cisle matematyczne
znaczenie.



Rozdzial 2. Matematyczny jezyk formy

Ksiega natury pisana jest w mate-
matycznym  jezyku, jej znakami
pisarskimi sq trojkqty, kola i inne
figury geometryczne, bez ktorych
pomocy ani stowa z niej zrozu-
mie¢ niepodobna.

Galileusz"?

Spor o koncepcje istnienia przestrzeni toczyt si¢ dawno temu'’. Nasza per-
cepcja otaczajacego $wiata jest jego wynikiem — przestrzen jawi si¢ w codzien-
nym odbiorze jako samoistna, zdefiniowana i niezalezna od znajdujacych si¢
w niej obiektéw. Stosunkowo niedawno obserwacje struktur wystgpujacych
w naturze, takich jak tkanka kostna, muszle, szkielety radiolarii itp. oraz niektore
pomysly w dziedzinie ksztaltowania konstrukcji umozliwity powroét do koncepcji
definiowania przestrzeni poprzez wypelniajace ja obiekty'.

Rzeczywiscie, jezeli rozpatrujemy przestrzen ze wzgledu na znajdujace sig
w niej elementy strukturalne, to bez tych obiektow jest ona niedefiniowalna —
musi by¢ wypetiona. Wzgledne lub wzajemne usytuowanie elementéw nastepu-

12 Galileo Galilei: Two new sciences [47].

' Na przetomie XVII i XVII w. rywalizowaly ze soba dwie odmienne koncepcje przestrzeni.
Wedlug pierwszej, nawiazujacej do Platona (p6zniej Eudema), ktora reprezentowal Newton,
przestrzen istnieje niezaleznie od znajdujacych si¢ w niej obiektow; wedhlug drugiej, reprezento-
wanej przez Leibniza, ktory podazal za Arystotelesem w interpretacji Teofrasta, samodzielnymi
bytami moga by¢ jedynie ciata lub obiekty fizyczne, przestrzen za$ jest sposobem ich uporzad-
kowania lub organizacji (forma nie moze istnie¢ w oderwaniu od materii). W dalszym rozwoju
nauki, zwlaszcza fizyki, zwycigzyt oczywiscie poglad Newtona, jednak koncepcja konkurencyjna
jest nadal istotna i atrakcyjna, np. w rozpatrywaniu zagadnien ksztaltowania struktur przestrzen-
nych [69, 101, 142, 171].

' Znaczacymi pozycjami w zakresic opisu form strukturalnych w naturze byly prace
E. Haeckela [143] i D.W. Thompsona [59]. Koncepcje opisu konstrukcji prgtowych za pomoca
wielo$cianow przedstawit juz A.F. Mobius [104], ale dopiero dzigki publikacjom O. Mohra,
m.in. Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. Z. Architekt. u. Ing. Verlag,
Hannover (1874), staly si¢ one szerzej znane. Nastapito to mniej wigcej w tym samym czasie,
co badania Haeckela [146].
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jace wedtug okreslonego porzadku, definiuje samo przez si¢ przestrzen geome-
tryczng [45]. Mozna sobie zatem wyobraziC, ze przestrzen, a wlasciwie jej czgsc,
ktéra nazwiemy konstrukcja lub bardziej ogdlnie — struktura, jest podzielona (albo
wypehiona) obiektami geometrycznymi réznego stopnia”, a jedynie niektore
z nich sa zmaterializowane.

Szukajac porzadku definiujacego sposoby zapehniania przestrzeni obiektami
materialnymi, nalezy zauwazy¢, ze w istocie mozemy mowi¢ o dwoch porzad-
kach: porzadku konkretow (obiektow materialnych) i porzadku abstrakcji (relacji
pomigdzy obiektami) [41]. Poniewaz obydwa te porzadki i ich wzajemne oddzia-
lywania sa stosunkowo trwate, tworza one system, ktory w tym wypadku nazy-
wamy systemem konstrukcyjnym.

System, zgodnie z metodologia nauk empirycznych, jest charakteryzowany
poprzez jego sktadniki, taczaca je teorie'’, otoczenie systemu i relacje migdzy
systemem a otoczeniem [94, 76]. Liczba charakterystyk moze by¢ nieskonczenie
duza, praktycznie jednak jest ona ograniczona z powoddéw zaréwno fizycznych,
jak i metodologicznych. Z jednej strony bowiem nasze mozliwosci poznawcze sa
ograniczone do skonczonego i przeliczalnego zbioru wielkosci. Z drugiej za$
strony teorie moga obejmowac nieskonczong liczbe charakterystyk tylko wtedy,
gdy daja si¢ one sprowadzi¢ do niewielkiej liczby charakterystyk od siebie nieza-
leznych — teorie nie moga by¢ nieskonczona wyliczanka charakterystyk [94].

Obiekty opisywane przez skonczong liczbg niezaleznych od siebie charaktery-
styk nie sa konkretne, lecz abstrakcyjne [94]. Opisujac zatem konkretne obiekty
wchodzace w sktad systemu moéwimy w rzeczywistosci nie o nich, lecz o ich abs-
trakcyjnych modelach, zbudowanych wedtug przyjetych teorii, ktérym te charakte-
rystyki nadajemy. Odwracajac ten porzadek, mozna powiedzie¢, ze jezeli w ra-
mach jakiej$ teorii operujemy obiektami abstrakcyjnymi, to moga one mie¢ swoje
egzemplifikacje (materializacje) zawarte w realnych obiektach'”.

Otoczenie systemu ma nan istotny wptyw, dostarczajac nowych struktur lub
wykazujac ograniczenia. Samo przeksztalcanie jego struktur wewngtrznych nie
moze doprowadzi¢ do zbudowania dostatecznie bogatej i ztozonej teorii'®, ko-
nieczne jest odwolanie si¢ do szerszego kontekstu. Dla systemow konstrukcyjnych
otoczeniem takim jest matematyka. Stanowi ona metasystem'®, dostarczajacy im
swoistego jezyka formy, za pomoca ktorego moga by¢ formutowane nowe, abs-

% Pojecie stopnia albo klasy obicktu geometrycznego wyjasniono w rozdz. 2.2.1.

' Teoria systemu oznacza relacje miedzy jego skladnikami i wiasciwosciami tych relacji
[41, 94].

'7 Jest to jeden z warunkow prawdziwosci teorii empirycznej. Drugim warunkiem praw-
dziwosci jest zgodnos$¢ konkretu z otoczeniem powodujaca, ze mozliwe jest osiagnigeie celu,
dla ktérego zbudowana zostata teoria [94, s. 40].

'"® W sensie metodologicznym wynika to z twierdzen K. Gédela o niezupetnosci i nie-
sprzecznosci oraz z twierdzenia A. Tarskiego o niedefiniowalnosci.

' Matematyka ma rowniez swoja ,.skladnic jezyka” w postaci metamatematyki, abstrakcyj-
nego systemu, wymyslonego przez D. Hilberta, w celu uzyskania efektywnej metody ujgcia
pewnych zagadnien metodologii matematyki [79, s. 17-18].
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trakcyjne modele, dla ktorych nalezy szuka¢ mozliwosci materializacji w postaci
konkretnych konstrukcji®’.

2.1. Uwagi ogodlne

Matematyczny jezyk formy*', rozumiany jako srodowisko, w ktorym znajduja
si¢ systemy konstrukcyjne, stanowi narz¢dzie formulowania i wymiany powstaja-
cych w tych systemach informacji. Jest to jezyk hierarchiczny, operujacy wlasny-
mi pojeciami i regutami ich uzywania®. Nie obejmuje on matematyki rozumianej
jako ,,cato$¢” tej dziedziny nauki, lecz korzysta z dorobku niektérych jej dziatow,
poruszajac si¢ przede wszystkim w obszarze poj¢¢ geometrycznych.

Projektowanie, szczegdlnie w dziedzinie architektury, jest usytuowane na po-
graniczu sztuki i nauki. Z jednej strony dzieta architektoniczne wyrdzniaja si¢
przez swoja niepowtarzalno$¢ i jednostkowy, czgsto tworczy charakter, a z drugiej
— musi je w pewnym zakresie cechowac powtarzalnos¢ uzyskiwanych rezultatow,
aby mogly respektowac istniejace, powtarzalne w dziataniu prawa przyrody.
Powtarzalnos$¢ rezultatow jest konieczna w dzialaniach naukowych, gdyz inaczej
nauka jest bezplodna.

Projektowanie, rozumiane w wezszym znaczeniu, jako poszukiwanie formy,
jest czgsto nacechowane takim ,,rozdarciem” migdzy indywidualizacja a powta-
rzalno$cig, opieraniem si¢ jedynie na intuicji a korzystaniem z usystematyzowa-
nych narzedzi matematycznych.

Nie jest trudno zrozumie¢ dlaczego wprowadzenie matematyki do najbardziej
tworczej fazy projektowania spotyka si¢ z pewna niechgcia projektantéw. Mate-
matyka — w popularnym rozumieniu — operuje wielko$ciami, a obliczanie wielko-
éci ma jedynie ograniczona przydatno$¢ w poszukiwaniu formy>. Dlatego po-
wszechny jest wérod projektantéw sceptycyzm co do mozliwos$ci oparcia tego
procesu na metodach matematycznych.

2 Takie podejécie jest wlasciwe cywilizacji zachodniej. Arystotelesowskie ,,natura niczego
nie czyni bez powodu”, stanowito podstawg do uznania, ze natura ma wlasny, wewngtrzny,
wyzszy porzadek ukryty poza tym, co jest dostgpne obserwacji. A to prowadzito bezposrednio
do jej analizowania za pomoca narzedzi matematycznych.

! Koncepcja jezyka formy pojawia si¢ m.in. w pracach C. Bragdona [16], R. Williamsa
[171], A. Loeba [87, 88] i T. Westera [161].

2 A. Loeb zauwaza, ze tak jak gramatyka muzyki sklada si¢ z harmonii, kontrapunktow
i form (takich jak sonata czy rondo), tak struktury przestrzenne maja swoja gramatyke, na ktora
sktadaja sig takie parametry, jak symetria, proporcje, spojnosé¢, walentnos¢ itd. [88, s. 1].

3 Przestrzen sama przez si¢ — nie ma wymiarow a priori. Wymiar jest tworem sztucznym,
ulatwiajacym zapis zjawisk w ogélnej przestrzeni, ktora inaczej nie daje si¢ odczué (okreslic).
To konkrety (obiekty), a takze ich polozenie sa rzeczywiscie postrzegane. L. Wittgenstein
stwierdza: ,,Kazda rzecz jest niejako w przestrzeni mozliwych standw rzeczy. Przestrzen t¢ mogg
pomysle¢ sobie jako pusta, ale nie mogg sobie pomysle¢ przestrzeni bez rzeczy” (Tractatus
Logico-Philosophicus, PWN, Warszawa 1970, teza 2.013).
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Wspotczesna matematyka zajmuje si¢ zagadnieniami porzadku i relacji w ta-
kim samym stopniu, jak kwestiami wielkosci. I chociaz nawet ten ,,jakoSciowy”
(topologiczny), a nie ,,ilosciowy” (metryczny) rodzaj matematyki bywa nieco
mniej przydatny w opisie fizycznych wtasciwosci form, to moze by¢ z powodze-
niem zastosowany do badania wzorcow i zaleznosci pojeciowych?, ktore staja
przed projektantem [1].

Nalezy zauwazyC, ze sposob zorganizowania podstawowych elementow
ksztattujacych forme konstrukcji pozostat bardzo prosty, a wrecz prymitywny od
czasu, kiedy ludzie zaczgli konstruowa¢ swoje siedziby. Dominuja proste ztozenia
podstawowych form, najczgSciej w plaskich, dwuwymiarowych uktadach. Po-
szczegblne elementy wspotpracuja, ale nie tworza nowej jakosci — nie wystepuje
efekt synergii. Nowe jakosciowo uktady konstrukcyjne moga powstawac na bazie
spojnego systemu wielowymiarowych form geometrycznych. Formy te pehnia
w przestrzeni rolg reperéw (punktow odniesienia), wzgledem ktorych definiuje si¢
elementy konstrukcji — ,,notuje” ich potozenie w przestrzeni.

W morfologicznym projektowaniu konstrukeji topologia jest rownie wazna jak
ksztalt geometryczny. Topologia jest zazwyczaj zwigzana z typem konstrukcji lub
jej klasa i redundancja, podczas gdy ksztalt geometryczny jest zwiazany ze zdol-
noscia przenoszenia obcigzen i1 wielko$cia sit wewnetrznych. W matematycznym
jezyku formy zasadnicze znaczenie maja intuicje geometryczne. Jerzy Geresz
zauwaza, z¢ ,,...aparat algebraiczny jest jedynie $rodkiem, a nie celem, stanowiac
wylacznie narzedzie warsztatowe do rozwiazywania probleméw, nie odgrywajac
roli w ich formutowaniu” [48, s. 4].

Mozna wyrdzni¢ trzy poziomy zorganizowania matematycznego jezyka formy?
[171,s.17]:

— pojeciowy,

— znaczeniowy,

— symboliczny.

Na poziomie pojeciowym nastepuje wyrdznienie wszystkich, najmniejszych
rozroznialnych elementéw (sktadnikdéw) jezyka i ich podstawowych wlasciwosci.
Sa to najmniejsze ,,cegietki” — elementy kombinatoryczne jezyka i reguly kombi-
nacji (gramatyka). Elementami moga by¢ obiekty geometryczne i ich algebraiczne

* Poglady o nieprzydatno$ci narzedzi matematycznych w procesie poszukiwania formy wy-
nikaja w duzej mierze z niedostrzegania korespondencyjnego charakteru zwiazkow pomigdzy
jezykiem matematyki i rzeczywistymi obiektami. Bez odpowiedniej teorii korespondencji nie
mozna przenosi¢ twierdzen matematycznych na zagadnienia empiryczne [50, s. 35-38]. Teoria
taka moze za$ ustanawia¢ relacje zar6wno na poziomie metrycznym, jak i topologicznym.

¥ Klasyczny podzial na trzy poziomy ogladu abstrakcyjnego ustalit Arystoteles w Anality-
kach, Fizyce i w pismach zoologicznych. Wedlug tego podziatu, najnizszy poziom odpowiada
poznaniu przedmiotu przez umyst za posrednictwem zmystow i z zachowaniem ich specyfiki.
Nastepny poziom to reprezentacja postrzeganej zmystowo rzeczywistosci za pomoca abstrakcji
matematycznej. Najwyzszy poziom w porzadku wiedzy, wolny od odniesien do percepcji zmy-
stowej 1 wyobrazen matematycznych jest przedmiotem metafizyki [50, s. 65-68]. Organizacja
matematycznego jezyka formy pozostaje niewatpliwie w relacji do koncepcji Stagiryty.
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reprezentacje, jak np. linie, wielokaty, grafy. Zasady kombinacji dotycza tworze-
nia obiektow wyzszego rzedu przez grupowanie obiektdw nizszego rzedu, np.
wielokatéw z wierzchotkdw i krawedzi itd.

Na poziomie znaczeniowym obicktom sa przypisywane wlasciwosci zwiaza-
ne z usytuowaniem ich w konkretnym systemie konstrukcyjnym. Znaczenia nie
przypisuje si¢ poszczegdlnym obiektom, ale ich kombinacjom, podobnie jak
W muzyce znaczenie majq nie tyle pojedyncze nuty, co ich sekwencja [171]. I tak,
wielokaty moga w jednym systemie konstrukcyjnym stanowi¢ elementy po-
wierzchniowe, interpretowane jako ptyty lub tarcze, a w innym — moga by¢ fase-
tami wielo$cianow, na ktorych siatce jest zbudowana przestrzenna konstrukcja
pretowa. Elementy ulegaja ukonkretnieniu i maja okre$lone charakterystyki
(rodzaj materiatu, ksztalt przekroju poprzecznego itp.) Reguty kombinacji na tym
poziomie sa odniesieniem do relacji projektant—uzytkownik. Dotycza funkcji
obiektu — warunkow, w ktorych bedzie wykorzystywany. Sposob taczenia pod-
stawowych elementéw jezyka formy staje si¢ stylem projektowania (architekto-
nicznego, konstrukcyjnego).

Poziom symboliczny obejmuje przypisanie uksztattowanym strukturom do-
datkowych cech i znaczen. Moze to dotyczy¢ zardéwno cech dajacych si¢ opisaé
wymiernymi charakterystykami, jak i zupetnie niewymiernych, czgsto subiektyw-
nych. Przyktadem pierwszej grupy moze by¢ ocena konstrukcji ze wzgledu na
przyjete kryteria optymalizacyjne. Na poziomie symbolicznym oznacza to przypi-
sanie rozwiazaniu lepiej spelniajacemu dane kryterium wyzszej oceny i prefero-
wanie go dla okreslonej klasy konstrukeji. Druga grupa cech dotyczy znaczen
czysto subiektywnych, czgsto o ztozonym kontekscie psychologicznym, przypi-
sywanych zaprojektowanym formom. Na przyktad ksztatt kopuly jest powszech-
nie uznawany za odpowiedni dla obiektow sakralnych (w wielu kulturach trady-
cyjnie symbolizuje niebo w znaczeniu religijnym) czy sportowych, ale dla
mieszkan juz nie, pomimo istniejacych zrealizowanych obiektow tego typu. Przy-
pisanie znaczen symbolicznych nastgpuje czgsto poza zamierzonymi intencjami
projektanta i uzytkownika.

Bogactwo $rodkow wyrazu, ktorymi dysponuje projektant podczas ksztatto-
wania systemow konstrukcyjnych uzewnetrznia si¢ przede wszystkim na dwoch
pierwszych poziomach organizacji matematycznego jgzyka formy.

Jezyk formy determinuje mozliwo$ci wyrazu nadawcy informacji i jej percep-
cje przez odbiorce™. Projektant operujacy bogactwem srodkow, szerokim ,,stow-
nikiem” form, moze swo0j zamiar zrealizowaé w sposdb pelny i interesujacy,
nie bedac krgpowany przez ubdstwo srodkow.

* Matematyczna aparatura pojeciowa wyznacza zakres i sposob interpretacji zagadnief em-
pirycznych. L. Wittgenstein pisze: ,,...granice mojego jezyka oznaczaja granice mojego $wiata”
(op.cit., teza 5.6). M. Heidegger zauwaza za$, Ze ,,...slowa i jezyk nie s zadnymi gilzami,
w ktore rzeczy pakuje si¢ tylko w celu porozumienia si¢ w mowie i piSmie. Dopiero w stowie,
w jezyku rzeczy staja si¢ i sa.” [64, s. 19]. W myslach tych mozna zauwazy¢ zbiezno$¢ z pogla-
dem Arystotelesa (hilemorfizmem), ze forma i materia nie istnieja samodzielnie, lecz jedynie
w postaci konkretnych zespolow, tworzac razem substancje [142, s. 112].
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2.2. Elementy jezyka formy

Dla projektanta naturalnym $rodowiskiem, w ktérym tworzy jest przestrzen
euklidesowa i zwigzana z nig geometria euklidesowa. Chociaz w wielu zastoso-
waniach przydatne sa rdwniez inne rodzaje geometrii (rys. 2.1), to dla potrzeb
ksztattowania formy konstrukcji ograniczenie do przestrzeni euklidesowej wydaje
si¢ uzasadnione.

a) b) c)

Rys. 2.1. Poréwnanie obiektu w geometrii: a) euklidesowej, b) hiperbolicznej, c) eliptycznej

Na poziomie pojeciowym wyrdzniane sa podstawowe elementy matematycz-
nego jezyka formy. Formy geometryczne sg redukowane do najmniejszych roz-
réznialnych komponentdéw i ich agregacji. Uzyskane w ten sposob obiekty geo-
metryczne sa przedstawiane w najprostszym mozliwym opisie.

2.2.1. Obiekty i ich klasa

Przestrzen euklidesowa moze by¢ opisywana za pomoca wspotrzednych karte-
zjanskich xy, x,,..., x,. W zalezno$ci od ich liczby moéwimy, ze jest ona odpowied-
nio 1-wymiarowa, 2-wymiarowa,..., n-wymiarowa. Moze ona by¢ rowniez rozpa-
trywana jako przestrzen z metryka euklidesowa nad ciatem R liczb rzeczywistych,
odpowiednio: 1-wymiarowa (R'), 2-wymiarowa (Rz),..., n-wymiarowa (R") [3, 31,
43,52, 65,117, 1711%.

2 W rozdziale 2.2.1 i w nastepnych zastosowano sposob opisu i oznaczenia powszechnie
przyjgte w literaturze dotyczacej kombinatoryki i — szerzej — matematyki dyskretnej, ujednoli-
cajac je na podstawie cytowanych pozycji bibliografii.



21

Obiekty geometryczne, ktorymi bgdziemy operowac, czyli punkty, odcinki,
krzywe, powierzchnie itd., moga by¢ interpretowane jako przestrzenie modelowa-
ne w przestrzeni euklidesowej, okreslane ogolna nazwa rozmaitosci. Sa to zbiory
punktow™, dla ktérych istnieje ciagle i wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie
(homeomorfizm, a nawet dyfeomorfizm), przeksztalcajace ich podzbiory na zbio-
ry otwarte przestrzeni R°, przy czym wymiar przestrzeni, k, jest najnizszym
z mozliwych®. Przeksztalcenie takie nazywamy mapowaniem. Jezeli mapowanie
przeksztalca w sposob ciagly pewne krzywe zamknigte z jednej rozmaitosci na
odpowiednie krzywe zamknigte w drugiej rozmaitosci, to jest homotopijne’".

Na rysunku 2.2a przedstawiono przyklad mapowania pewnej krzywej S, leza-
cej w R” na odcinek P \P; lezacy w R”. Krzywa S i odcinek P Pz sa zatem topolo-
gicznie réwnowazne’ Podobnle powierzchnia " lezaca w R’ jest mapowana
na prostokat I lezqcwa (rys. 2.2b) [70, s. 642], [43, s. 358-388], [117, s. 25].

v
v

a) | b)

Rys. 2.2. Przyktady mapowania obiektow: a) na przestrzen R], b) na przestrzen R’

Mapowanie homotopijne umozliwia wprowadzenie pojecia klasy obiektu.
W zbiorze wszystkich obiektéw wprowadzamy nastgpujaca relacje rownowaznosci:
dwa obiekty k£ i / sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, kiedy daja si¢ mapowaé

® Doktadniej — przestrzenie topologiczne, patrz pkt 2.2.5.

¥ Obiekty, dla ktorych istnieje takie przeksztalcenie nazywane sa rozmaitosciami réznicz-
kowalnymi klasy £.

3% przeksztalcane otwarte podzbiory przestrzeni topologicznej wraz z opisanym przeksztal-
cenlem (mapowaniem) sa nazywane mapami.

3! Dotyczy to rodzm krzywych homotopijnych — patrz pkt 2.2.5, patrz tez [70, s. 642].

32 Przestrzen R' jest wystarczajaca dla wzajemnej jednoznaczno$ci przeksztalcenia krzywej

S'w odcinek PP, ale R™ juz nie.
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na przestrzen R" o tym samym wymiarze. Relacja rownowaznosci rozbija zbior
obiektow na klasy abstrakcji (lub klasy rownowaznosci, klasy homotopii), w ra-
mach ktorych obiekty sa tego samego Wymlaru czyli sa topologicznie rownowaz-
ne. Jezeli obiekt daje si¢ mapowac na R' , mowimy, ze jest klasy 1 (lub wymiaru
1) itd. Oba obiekty przedstawione na rysunku 2.2, zaré6wno krzywa S jak i odcinek
PP, sa klasy 1. Przyktady obiektow roznej klasy n przedstawiono na rysunku 2.3.
Dla n =0 jest to punkt, dla n = 1 — odcinek i fragment krzywej, dla n = 2 — prosto-
kat, dla n =3 — szeScian, dla n =4 — odpowiednik sze$cianu w 4 Wymiarach33
[171]. Wymiar (klasa) obiektu wiaze si¢ rowniez z pojeciem stopni swobody™
[87,s.29].

xﬁ -
. —_—
x,'
X
ayn=0 byn=1 c)n=2
%5
X,
— X, 2
x; X,
X3
dyn=3 eyn=4

Rys. 2.3. Przyktady obiektow geometrycznych roznej klasy, w przestrzeni euklidesowej dla:
ayn=0,byn=1,c)n=2,d)yn=3,e)n=4

Obiekty klasy od 0 do 3 sa bezposrednio zwiazane z naturalna percepcja
otaczajacej nas przestrzeni®. Niektore z nich, zwlaszcza odcinki, wielokaty
i wielo$ciany od dawna byty traktowane jako abstrakty umozliwiajace idealizacjg

3 Odpowiedniki szescianu w przestrzeni d-wymiarowej nazywa sie d-kostka (ang. d-cube)
lub d-wymiarowym hiperszeScianem. Dla hipersze$cianu czterowymiarowego uzywana jest
rowniez nazwa fesserakt. Na rys. 2.3 bryla ta jest przedstawiona w rzucie na przestrzen
3-wymiarowa.

** Patrz pkt 2.2.12.

** Mozna dostrzec interesujaca analogie pomiedzy pojeciem klasy obiektu a symbolika
liczb wprowadzona przez pitagorejczykdéw. Liczba 1 oznaczata u nich punkt, 2 — linig,
3 — figurg geometryczna, 4 — ciato geometryczne, 5 — wlasciwosci ciat fizycznych itd. [142,
s. 57].
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form strukturalnych® — stad ich szczegélne znaczenie w rozwazaniach nad mor-
fologia tych form. Dla analogicznych obiektow wyzszych klas uzywane jest okre-
$lenie wielotop™, np. n-wielotop lub wielotop klasy 7.

Wielotopy mozna réwniez rozpatrywac jako podzbiory przestrzeni, w ktdrych
sa okreslone®®, zgodnie z definicja 2.1 [65, s. 355].

Definicja 2.1. Wielotop P w przestrzeni R Jjest podzbiorem P < R ktory mo-
ze by¢ przedstawiony jako V-wielotop lub H-wielotop, gdzie:

a) V-wielotop jest otoczkq wypukla’ skorczonego zbioru V = WiseeesVy |
punktow w przestrzeni R:

P = conv(V) = {Z";ziv,. 142032 :1} @1
i=1 i=1

b) H-wielotop jest okreslony przez zbior wspolnych rozwiqzan skoriczonego

uktadu nierownosci liniowych

P=Pla,b)={xecR|a/x<b, dla1<i<m| 2.2)

. d . . . . T . .
gdzie A€ R™“ jest macierzq rzeczywistq o wierszach a; i beR" jest wektorem
rzeczywistym o wyrazach b, .

* Definicja wieloécianéw byla, na przestrzeni wiek6w, réznie formutowana. Euklides defi-
niowat szescian, o$mioscian i inne bryly, ale terminu ,,wielo$cian” — nie, chociaz go uzywal.
Wedlug definicji A.M. Legendre’a, podanej w pracy Eléments de géométrie (1794) (podobnej
do definicji L. Eulera — patrz pkt 2.3.1) ,,...wielo$cianem nazywa si¢ bryla ograniczona ptasz-
czyznami, czyli $cianami ptaskimi”. Podobnie E. de Jonquicres, w pracy Note sur le théoréme
d’Euler dans la théorie des polyédres (1890) stwierdza, ze ,,...wielo$cian to powierzchnia, ktora
tworzy uktad wielokatow”. Z kolei A.F. Mobius, w Uber die bestimmung des inhaltes eines
Polyeders (1865) zada, aby ,,...w kazdej krawedzi stykaty si¢ dwa i tylko dwa wielokaty” [79,
s. 39—40]. Patrz rowniez uwagi w pkcie 2.2.4.

37 Jest to odpowiednik angielskiego terminu polytope, oznaczajacego uogdlnienie pojecia
wieloboku w drugim i wielo$cianu w trzecim wymiarze (spopularyzowanego przez Alicjg Bool
Stott ok. roku 1904). W pismiennictwie polskim, zwlaszcza starszym, stosowane jest bardzo
czgsto okreslenie wielokomorka (np. w [31, s. 421-428]). Spotykane sa rowniez okreslenia:
n-wymiarowy wielokat, wielokat o wspotrzegdnych wymiernych oraz — do$¢ nieszczgsliwe —
politop (to ostatnie np. w [79, s. 169]). Zdecydowano sig tutaj uzywac dalej okreslenia wielotop,
a nie wielokomoérka, gdyz to drugie silniej nawiazuje do geometrycznej reprezentacji obiektu
niz do jego postaci topologicznej (patrz pkt 2.2.4).

® Zazwyczaj przyjmuje sig, z pewna strata dla ogélnosci rozwazan, ze wielotopy sa pelno-
wymiarowe, tzn. ze d okre$la zarbwno wymiar wielotopu, jak 1 wymiar przestrzeni, w ktorej si¢
on znajduje. Przyktadem wielotopu, ktory nie jest pelnowymiarowy, jest wielokat (d=2)
W przestrzeni R’ [175,s. 5]

% Otoczka wypukla (afiniczna) zbioru S w przestrzeni R” jest najmniejszym zbiorem afinicz-
nym zawierajacym S. Zbior afiniczny mozna opisaé w uproszczeniu jako podprzestrzen wekto-
rowa bez okreslonego punktu poczatkowego. Liczby 4; sa nazywane wspohrzednymi barycen-
trycznymi punktow wielotopu [70, s. 654]. Sposob okreslania otoczki wypuktej zbioru, zawarty
w réwnaniu (2.1) jest oparty na twierdzeniu Carathéodory’ego, por. [52, s. 15].



24

Definicja 2.1 okresla dwa sposoby przedstawiania polytopéw. V-wielotop jest
zdefiniowany poprzez wyznaczenie otoczki wypuktej skonczonego zbioru punk-
tow (wierzchotkow)*’, podczas gdy H-wielotop — poprzez przecigcie m domknig-
tych polprzestrzeni w RY okreslonych przez $ciany (fasety) — twierdzenie 2.1 [52,
s. 31], [175, s. 4]. W pewnym uproszczeniu mozna zatem powiedzie¢, ze mamy
definicj¢ wierzchotkowa (V) i fasetowa () wielotopéw. Na rysunku 2.4 przed-
stawiono schematycznie obydwa sposoby definiowania. Sa one rownowazne na
podstawie tzw. gltéwnego twierdzenia teorii wielotopow (twierdzenie 2.2) [65,
s. 356], [175,s. 5, 29].

Twierdzenie 2.1. Kazdy d-wielotop P zawarty w R? Jjest przecieciem skonczo-
nej rodziny domknietych polprzestrzeni; najmniejsza taka rodzina skiada sie z tych
domknietych poiprzestrzeni zawierajqcych P, ktorych granice sq afinicznymi
otoczkami faset wielotopu P.

a) b)

Rys. 2.4. Definiowanie wielotopow jako: a) V-wielotopow, b) H-wielotopow

Twierdzenie 2.2. Definicje V-wielotopow i H-wielotopow sq rownowazne, tzn.
kazdy wielotop moze by¢ przedstawiony jako V-wielotop (wypukia otoczka skon-
czonego zbioru punktow — wierzchotkow) lub jako H-wielotop (przeciecie skon-
czonego zbioru polprzestrzeni, opisane poprzez skonczony ukiad nieréownosci).

Rownowaznosé definicji, wedtug gldéwnego twierdzenia teorii wielotopow ma
charakter matematyczny, lecz nie algorytmiczny [175, s. 4]. Pewne wlasciwosci sa
fatwe do zauwazenia i rozpatrywania na podstawie definicji V-wielotopow, ale nie
na podstawie definicji H-wielotopéw i odwrotnie®'.

“W definicji 2.1 i w nastepnych zaklada si¢ milczaco, ze punkty znajduja sie w tzw.
potozeniu ogolnym tzn., ze zadne d + 1 punktéw w R nie lezy na jednej hiperptaszczyznie.

*! Przyktady ilustrujace glowne twierdzenie teorii wielotopdw mozna znalezé np. w pracy
[65].
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2.2.2. Hierarchia

Jak tatwo zauwazy¢, w kazdym wiclotopie klasy » mozna wyrdzni¢é pewna
liczbg wielotopow nizszych klas £k <n — 1. W ogoélnym przypadku przyjmuje si¢
nastgpujaca notacje: dla wielotopu P klasy n, liczbg zawartych w nim wielotopow
(obiektow) klasy 0 oznaczamy przez N, liczbg wielotopow klasy 1 przez Ny,...,
liczbg wielotopow klasy n — 1 przez N, ;.

Dla szczegdlnego przypadku wielotopu P klasy 3 (wieloécianu) przyjmuje
si¢ nastgpujace oznaczenia: liczbg¢ obiektow klasy 0, 1 i 2 (wierzchotkow,
krawegdzi, $cian) oznaczamy odpowiednio przez v =v(P), e =e(P) oraz
/=AP).

Dwa przyktadowe, przedstawione® na rysunku 2.5, 3-wielotopy, to o$mio-
$cian 1 szescian, dla ktorych odpowiednio v=06, e=12, f=8 oraz v==6, e =12,
f=8. W ramach danej klasy moga wystgpowac rézne obiekty. Przyktadem jest
przedstawiony na rysunku 2.6 wielo$cian, ktorego $ciany sa trojkatami i czworo-
katami®.

Nalezy zauwazy¢, ze wielotopy nizszych klas stanowia okonturowanie wielo-
topow klas wyzszych: punkty wyznaczaja krawedzie, ktore wyznaczaja fasety*
(Sciany), a te z kolei wyznaczaja komorki. Z drugiej strony wielotopy nizszych
klas sa generowane przez przecigcia okreslonej liczby wielotopow klas wyzszych.
Mowi o tym twierdzenie (2.3) [52, s. 35].

* Po raz pierwszy wieloéciany zostaly przedstawione jako konstrukcje siatkowe, tzn.
z pokazanymi jedynie krawgdziami — podczas gdy powierzchnie $cian i wnetrze wieloscia-
noéw byly puste — przez Leonardo da Vinci w jego ilustracjach do traktatu Luca Pacioli
De Divina Proportione (1497). Formalnie okres$lenia ,krawedzie” (tac. acies), zastgpujac
uzywane wczesniej okreslenie ,,bok” (latus), uzyt Leonard Euler w liScie do Goldbacha
z 14 listopada 1750 r. (w publikacji — w 1752 r., patrz pkt 2.3.1) [177, s. 186]. Poniewaz
w tej samej pracy sformutowal rowniez swoje stynne réwnanie wiazace ze soba liczbe
wierzchotkow, krawedzi i $cian wieloscianow (patrz pkt 2.3.1), wydaje sig, ze wprowadze-
nie nowego terminu miato podkresli¢ nowatorstwo jego aparatu pojgciowego i rewolucyjne
przejscie do myslenia w kategoriach obiektow zerowymiarowych wierzchotkow, jednowy-
miarowych krawedzi i dwuwymiarowych $cian. Jednoczesnie niekonsekwencja byto pozo-
stawienie dotychczasowego okre$lenie wierzchotka (Yac. angulus solidus) [79, s. 27-28].
Pierwsze ,,wykroje”, czyli rozwinigcia $cian wielo$cianOw na plaszczyznie w sposob
umozliwiajacy zbudowanie ich papierowego modelu przedstawit Albrecht Diirer w IV
czgsci swojego Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit (1525) [148,
s. 14], [200, s. 126—128].

# Jest to wicloscian powstaly przez obrét polowy kuboktaedru (szescio-osmioscianu)
(patrz przypis do pkt 2.2.3.3) wokot osi przechodzacej przez jego srodek, o kat /3 [171,
s. 99].

* Okreslenie faseta oraz $ciana sa czesto stosowane zamiennie. W rozpatrywaniu wie-
lotopow wyzszych rzedoéw, termin ten jest uzywany na okreslenie elementéw klasy n — 1,
stanowiacych okonturowanie n-wielotopu. Kazda zatem faseta (n-wielotopu) klasy n — 1
ma fasety klasy n — 2 itd. Uzywane sa rowniez okreslenia k-Sciana i k-faseta. Wystgpuje tu
pewna analogia do definiowania powierzchni w przestrzeni R”, ktora jest zwykle rozumiana
jako obiekt klasy n — 1.



26

-
(]

b)

Rys. 2.5. Struktura wieloscianéw: a) os$mioscianu foremnego, b) szescianu

Rys. 2.6. Wieloscian, ktorego $ciany sa trojkatami i czworokatami

Twierdzenie 2.3. Jezeli — 1 <h <k <d -1 ijezeli P jest d-wielotopem, kazda
h-faseta P jest przecieciem rodziny (zawierajqcej co najmniej k—h + 1 elemen-
t6w) k-faset P zawierajqcych jq*.

BW sformutowaniu twierdzenia 2.3 uzywa si¢ (za [52, s. 35]) okre§lenia h-§ciana lub
k-$ciana na okre$lenie wielotopow nizszej klasy, stanowigcych okonturowanie d-wielotopu P.
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Jezeli bedziemy rozpatrywaé zaleznosci tylko pomigdzy elementami naleza-
cymi do kolejnych klas, to twierdzenie 2.3 mozna uprosci¢ do twierdzenia 2.4 [52,
s. 34].

Twierdzenie 2.4. Jezeli P jest d-wielotopem, to kazda (d — 2)-faseta F wielo-
topu P jest zawarta dokladnie w dwoch fasetach F; i F, wielotopu P takich,
ze F=FNF,.

Tustracja twierdzenia 2.4 dla n = 3 moga by¢ krawedzie wieloscianéw, powstate
jako przecigcia dwoch $cian. Twierdzenia 2.3 1 2.4 usuwaja jednoczesnie pewne
niejednoznacznoséci w definiowaniu wielotopow™.

Okreslenie faseta stosuje sig¢ czgsto w rozumieniu uogdlnionym. Wielotop jest
trywialng faseta dla samego siebie, a zbidr pusty jest faseta kazdego wielotopu —
wszystkie pozostate fasety sa fasetami wlasciwymi. Fasetami wlasciwymi sa zatem
wierzchotki, krawedzie itd. Sciany, rozumiane jako obickty klasy nizszej o jeden
od klasy samego wielotopu, sa maksymalnymi fasetami wlasciwymi.

Wielotopy klas k& < d, ktore mozemy wyrozni¢ w kazdym d-wielotopie, tworza
szkielety tego wielotopu, zgodnie z definicja 2.2 [175, s. 64].

Definicja 2.2. Suma k-wymiarowych faset wielotopu stanowi jego k-szkielet.

Tak wigc, 0-szkieletem jest suma wierzchotkéw wielotopu, 1-szkieletem — suma
krawedzi, 2-szkieletem — suma $cian itd. Operowanie szkieletami roznych klas
jest istotne w rozpatrywaniu reprezentacji geometrycznej obiektow’’. Kazdy
d-wielotop ma d szkieletow, o klasach 0 <k <d — 1.

Wsrod obiektow kazdej klasy mozna wyr6zni¢ pewne pierwsze i najprostsze
formy. Dla d = 2 (wielokaty) jest to trojkat, dla d = 3 (wicloSciany) — czworo$cian
itd. Obiekty takie nazywamy d-simpleksami i oznaczamy T°. Ogolnie, dla obiek-
tow klasy d, jest to obiekt okreslony definicja 2.2. [175, s.7].

Definicja 2.3. d-simpleks T jest otoczkq wypuklq dowolnych d + 1 afinicznie
niezaleznych punktow w R" (n > d).

d-simpleks 77 jest zatem wielotopem klasy d, o d + 1 wierzchotkach. Mozna
go roéwniez rozpatrywac jako przecigcie d + 1 domknigtych polprzestrzeni, okre-
$lajacych d + 1 $cian klasy (d — 1)**. Inaczej méwiac, jest to najmniejsza otoczka
wypukta, zawierajaca d + 1 punktow. Simpleksy sa wielotopami regularnymi®.
Wiasciwoscia d-simpleksow jest to, ze wszystkie tworzace je obiekty sa rowniez
simpleksami, odpowiednio nizszej klasy, np. §cianami czworo$cianu sa trojkaty.
Ponadto, kazdy wierzcholek d-simpleksu jest incydentny z d fasetami’’, np.

* Por. np. warunek Mébiusa w przypisie nt. sposobow definiowania wielosciandw w pkeie 2.2.1.

7 Porownaj pkt 2.2.4.

* Na przyktad czworoécian jest 3-simpleksem (d = 3), ktéry ma (d + 1) =4 cian, ktére sa
klasy (d —1) = 2 (plaszczyzny dwuwymiarowe).

* Patrz pkt 2.2.10.

%0 Tzn. w kazdym wierzchotku zbiega sig d-faset, poréwnaj pkt 2.2.6.
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w kazdym wierzchotku czworo$cianu zbiegaja si¢ trzy Sciany. Z tego wynika, ze
dowolnie wybrane d — 1 wierzchotkéw d-simpleksu, zawsze wyznacza jego $cia-
n¢. Analogicznie, dowolnie wybrane d — 2 wierzchotkdéw $ciany, zawsze wyzna-
cza jej krawed?’" itd. Jedynie simpleksy maja te wlasciwo$é. Mozna to z tatwoscia
zauwazy¢ poréwnujac np. czworoscian (3-simpleks) z sze$cianem (3-wielotop,
lecz nie 3-simpleks). Latwo jest rowniez zauwazy¢, ze dowolne dwa d-simpleksy
sa afinicznie izomorficzne, tzn. maja ten sam typ kombinatoryczny™>. Wiasciwosci
te wynikaja z twierdzenia 2.5 [52, s. 53], ktore jednocze$nie okresla liczbg uogol-
nionych faset d-simpleksu™.

Twierdzenie 2.5. Wszystkie k-fasety, 0<k<d-—1, d-simpleksu T® sq k-sim-
pleksami i kazde k + 1 wierzchotkow T okresla k-fasete T°. Liczba k-faset T°

) ) 4 d+1 )
Jjest zatem dana jako f, (T ) =l ka1 dla wszystkich k.
+

Dla kazdej klasy obiektow d, istnieje tylko jeden d-simpleks. Jednak istnieja
obiekty tej samej klasy, niebgdace wprawdzie d-simpleksami, ale majace tylko
jedna z podanych wyzej whasciwosci charakteryzujacych d-sim-pleksy.

Jezeli wszystkie Sciany d-wielotopu sa (d 1) 1)-simpleksami, ale wierzchotki
sa incydentne z inng liczba faset niz d, to wielotop taki nazywamy simplicjal-
nym. Przyktadem dla d =3 moze by¢ dwudziesto$cian, ktorego $cianami sg
trojkaty (2-simpleksy), ale wierzcholki sa incydentne z pigcioma S$cianami.
Innym przyktadem jest o$mioScian. Jezeli natomiast, wierzchotki d-wielotopu
spetniaja warunek incydentno$ci z d Scianami, lecz $ciany te nie sa (d 2)
1)-simpleksami, to wielotop taki nazywamy prostym™. Przyktadem moze byé
dwunastos$cian foremny, ktorego wierzchotki sa incydentne z trzema Scianami
pigciokatnymi. Innym przykladem wielotopu prostego jest prostopadio$cian,
w ktorego wierzchotkach zbiegaja si¢ trzy czworokaty. Wielotopy proste i wie-
lotopy simplicjalne sa ze soba powiazane koncepcja dualnosci®, a jedynie
simpleksy naleza jednocze$nie do obu rodzajow wielotopow [175, s. 8], [52,
s. 57-59].

Kazdy obiekt jest zarowno otoczeniem (przestrzenig realizacji) dla obiektow
nizszego poziomu, jak i podsystemem dla obiektow wyzszego poziomu. Tworzy
to uktad hierarchiczny, w ktorym wymiar przestrzeni d jest jednoczes$nie indeksem
poziomu w hierarchii [168, s. 138].

*! Termin ,,krawedz” zostat tu uzyty na okreslenie obiektu o klasie o jeden rzad nizszej niz
klasa $ciany.
2 Typ kombinatoryczny — patrz pkt 2.2.4.

d+1
3 W twierdzeniu 2.5 wyrazZenie (k IJ oznacza symbol Newtona.
+

* Wielotopy proste moga byé réwniez zdefiniowane za pomoca figur wierzchotkowych
(patrz ponizej) jako wieloscian, ktorego wszystkie figury wierzchotkowe sa simpleksami
[65,s.361].

% Patrz pkt 2.2.11.
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2.2.3. Notacja

Dla utatwienia jednoznacznego okres$lania wielotopow stosowanych jest wicle
skrotowych form zapisu ich cech geometrycznych. Najczeséciej stosowane sa trzy
z nich, oméwione ponizej. Sa to: symbol Schilfliego 1 jego rozszerzone wersje —
notacja konfiguracji wierzchotkow 1 notacja konfiguracji scian. Oparte sa one na
ksztalcie i liczbie faset zbiegajacych si¢ w wierzchotkach wielotopu. Stosowane sa
rowniez: symbol Wythoffa i diagram Coxetera-Dynkina. Te rodzaje notacji korzy-
staja z konstrukcji kalejdoskopowej, w ktorej wielosciany sa przedstawiane jako
podziaty powierzchni sfery, ptaszczyzny Euklidesowej lub ptaszczyzny hiperbo-
licznej. Ostatnio stosowana jest rowniez notacja, ktora symbolicznie opisuje wia-
Sciwosci symetrii obiektu lub uktadu obiektow. Sa to tzw. sygnatury, ktore zostana
omoéwione w rozdz. 2.2.13.3.

Wazna charakterystyka wielotopow, ktdra jest wykorzystywana do ich symbo-
licznego oznaczania, jest figura wierzchotkowa [65, s. 361].

Definicja 2.4. Jezeli v jest wierzchotkiem wielotopu P, to figura wierzcholko-
wa P w wierzchotku v jest wielotopem utworzonym przez przeciecie P hiperplasz-
czyznqg H w taki sposob, ze wierzcholek v znajduje sie po jednej stronie H,
a wszystkie pozostate wierzchotki znajdujq sie po drugiej stronie: P/v=PNH .

Rys. 2.7. Przyktad figury wierzchotkowej dla dwudziestoscianu foremnego

Dla d =3, figura wierzchotkowa jest wiclokatem, ktorego wierzcholki leza na
krawedziach schodzacych si¢ w danym wierzchotku wielo$cianu [175, s. 54]. Na
przyktad, w dwudziestoscianie foremnym wszystkie figury wierzchotkowe sa
pigciokatami (rys. 2.7).



30

2.2.3.1. Symbol Schifliego

Dla wielokatow foremnych (klasy 2) symbol Schéfliego ma posta¢ {n}, gdzie
n oznacza liczbg krawedzi [29, s. 69], np. {5} jest zapisem pigciokata foremnego
(rys. 2.8.a). Wielokaty gwiazdziste™ sa zapisywane w postaci {n/k}, gdzie n jest
liczba wierzchotkdéw, natomiast k oznacza, ze kazdy wierzcholek jest potaczony
z kolejnym, A-tym nastgpnym wierzchotkiem, zgodnie z ruchem wskazowek zegara®’.
Zapis {5/2} oznacza pentagram (rys. 2.8b). Ten sam zapis jest tez stosowany dla
wielokatow uogélnionych®®. Dla wieloscianow foremnych (d = 3) symbol Schlifliego

O

a) {5 b) {52}

Rys. 2.8. Przyktad zapisu obiektow dla d = 2 za pomoca symboli Schléfliego:
a) pigciokat foremny, b) pigciokat gwiazdzisty (pentagram)

a) {5,3} b) {512, 5}

Rys. 2.9. Przyktad zapisu obiektow dla d = 3 za pomoca symboli Schléfliego:
a) dwunastos$cian foremny, b) dwunastoscian gwiazdzisty

%% Wielokaty gwiazdziste sa definiowane za pomoca wiasciwosci wypuklosci — patrz pkt 2.2.7.

*’Dla k> 1. W przypadku k=1 symbol Schlifliego oznacza wiclokat foremny. Symbol
{5/1} jest zatem rownowazny {5}. Ten drugi jest stosowany dla prostoty, ale w przypadku
wielokatow uogélnionych (patrz pkt 2.2.4) zachowywany jest pelny zapis.

> Patrz pkt 2.2.4.
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ma postac {p,q}, gdzie p oznacza, ze $ciany wieloScianu sa stopnia p, a w kazdym
wierzchotku zbiega si¢ ¢ $cian (wierzchotek jest g-walentny®®). Dwunasto$cian
foremny jest zapisywany w postaci {5,3} (rys. 2.9a). Zapis {5/2,5} oznacza maty
dwunasto$cian gwiazdzisty® (rys. 2.9b).

2.2.3.2. Notacja konfiguracji wierzcholkow

Notacja konfiguracji wierzcholkow umozliwia zapis wielo$cianow, ktore sa
zbudowane ze $cian be¢dacych réoznymi wielokatami [171, s. 37], [52]. W swojej
podstawowej wersji moze by¢ stosowana do wieloscianow izogonalnych (tj. ta-
kich, ktore maja wszystkie wierzchotki jednakowe)®'. Konfiguracja wierzchotkow
jest zapisywana jako sekwencja liczb reprezentujacych liczbg krawgdzi $cian
otaczajacych wierzchotek. Ma posta¢ typu a.b.c. co oznacza, ze w wierzchotku
schodza si¢ trzy $ciany, odpowiednio stopnia a, b i c¢. Jezeli ktora§ ze Scian
lub kilka z nich wystgpuje wielokrotnie, zapisuje si¢ to poprzez podanie w wy-
kladniku liczby powtorzen. Ponizej przedstawiono szescio-o$mioscian® (3.4)°
(rys. 2.10a) i szescio-osmioscian rombowy wielki 4.6.8 (rys. 2.10b).

Konfiguracja wierzchotka moze by¢ rowniez przedstawiana graficznie jako
figura wierzchotkowa, sktadajaca si¢ ze §cian wokot wierzchotka (rys. 2.13d).
Figura wierzchotkowa ma strukturg trojwymiarowa, poniewaz $ciany wielo$cianu
nie leza w tej samej ptaszczyznie. Jednak dla wieloscianéw izogonalnych wszystkie
sasiadujace wierzcholki sg takie same, co umozliwia plaskie przedstawienie figury
wierzchotkowej (rys. 2.7).

a) (3.4)° b) 4.6.8

Rys. 2.10. Przyktady zapisu wielo$cianow w notacji konfiguracji wierzchotkow:
a) szescio-o$mioscian, b) sze§cio-osmioscian rombowy wielki

* Patrz pkt 2.2.6.

% Jeden z czterech wieloscianow Keplera—Poinsota, patrz pkt 2.2.4.

! patrz pkt 2.2.4.

2W literaturze polskojezycznej mozna spotkaé si¢ réwniez z dawniej stosowanym okresle-
niem kubooktaedr [131, s. 200] [39, s. 7].
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2.2.3.3. Notacja konfiguracji §cian

Notacja podobna do konfiguracji wierzchotkéw, lecz stosowana do zapisu
wieloscianow izohedralnych (4. takich, ktore maja wszystkie $ciany jednakowe)™
jest notacja konfiguracji scian. Konfiguracja $cian jest zapisywana jako sekwencja
liczb reprezentujacych liczbeg $cian w kolejnych wierzchotkach dowolnej $ciany
wieloscianu [171, s. 37] [52]. Ma postac typu Va.b.c.d. Litera V stosowana jest dla
odroznienia zapisu od notacji konfiguracji wierzchotkow. Dalsza czg$¢ zapisu
oznacza, ze $ciana ma cztery wierzchotki, w pierwszym wierzchotku $Sciany scho-
dzi si¢ a $cian sasiednich, w drugim — b $cian sasiednich, w kolejnym — ¢ $cian
sasiednich itd. Zapis V3.4.3.4 lub V(3.4)* oznacza dwunasto$cian rombowy
(rys. 2.16.a). Dla wiclo$cianéw siodlowych wprowadza si¢ dodatkowo literg s na
poczatku symbolu, np. sV(3.4)* (rys. 2.16.b).

2.2.4. Reprezentacja obiektu

Obiekty moga by¢ rozpatrywane jako pewne abstrakcyjne struktury kombina-
toryczne, nazywane obiektami abstrakcyjnymi. Poprzez mapowanie tych obiektow
mozna uzyska¢ obraz nazywany obiektem geometrycznym lub w skrdcie po prostu
obiektem. 1 tak na przyktad, wieloscian jest obrazem wieloscianu abstrakcyjnego
powstalym przez mapowanie, w ktérym wierzcholki staja si¢ punktami, krawedzie
odcinkami, a $ciany — wielokatami. Méwimy, ze wieloscian jest realizacjq bazo-
wego wieloscianu abstrakcyjnego. Wielosciany, powstate z tego samego wielo-
Scianu bazowego sa nazywane kombinatorycznie rownowaznymi lub majacymi ten
sam #yp kombinatoryczny. W ogbélnym przypadku dotyczy to nie tylko wielo$cia-
néw, ale réwniez obiektéw innych klas. Rozroznienie pomigdzy struktura kombi-
natoryczna obiektu a jej geometryczna realizacja tworzy podstawy do najbardziej
ogolnego, obejmujacego rézne przypadki, opisu obiektow.

2.2.4.1. Obiekty abstrakcyjne

Wielokat (zwlaszcza n-kat, dla pewnego n > 3) jest cyklicznie zorientowana
sekwencja dowolnie wybranych punktow vy, vs, ..., v, (wierzchotkow wielokata)
i odcinkdw e; okreslonych przez pary wierzchotkdw v;, v;y; sasiadujacych w cyklicz-
nym porzadku (krawedzi wielokata). Kazdy wierzchotek v; jest incydentny tylko
z krawedziami e; 1 ;1.

Taka definicja wielokata® jest bardzo szeroka [53, s. 469]. Dopuszcza ona
na przyktad mozliwos$¢ reprezentowania dwoch roznych wierzchotkow wielo-

5 Patrz pkt 2.2.4.

5 Po raz pierwszy rozpatrywal wiclokaty w tak uogélniony sposob A.L.F. Meister w pracy
Generalia de genesi figurarum planarum et inde pendentibus earum affectionibus. Novi Comm.
Soc. Reg. Scient. Gotting. 1, 5.144-180 (1769/70). Praca ta zostata na niemal dwiescie lat zapo-
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Scianu przez ten sam punkt. Mozliwe jest wystgpowanie krawedzi o dlugosci
rownej zero, krawedzi wielokrotnych (stycznych lub niestycznych)®. Réow-
niez reprezentacja geometryczna moze mie¢ rozna postaé. Na rysunku 2.11
przedstawiono przyktady roéznych realizacji abstrakcyjnego szes$ciokata, spet-
niajacych podana definicj¢ (punkty reprezentujace kolejne wierzchotki oznaczono
liczbami).

5 4 5 4 2.6 3.4 6 3 6 3 6 3
6 3
& 3 5 4
5 4
5 4
1 2 1 2 1.2 2 1 2 1 2 1

Rys. 2.11. Przyktady roznych realizacji geometrycznych abstrakcyjnego sze$ciokata

Dla tatwiejszego operowania tak zdefiniowanymi wielokatami (liczba mozli-
wych, r6znych realizacji geometrycznych wzrasta bardzo szybko wraz ze wzro-
stem 7) konieczne jest ich rozpatrywanie ze wzgledu na wybrane wspdlne cechy.
Sa one definiowane przez whasciwosci jego grupy symetrii®. Wielokat jest nazy-
wany izogonalnym, jezeli jego wierzchotki sa jednakowe®. Jezeli ten sam waru-
nek jest spelniony dla krawedzi wielokata, to jest on izotoksalny, a jesli dla flag
(flaga jest para skladajaca si¢ z wierzchotka i jednej z krawedzi incydentnych
z nim) — to jest to wielokat regularny. Okreslenia te stosuja si¢ rowniez do wielo-
Scianow, dla ktorych dodatkowo definiuje si¢ wielosciany izohedralne, tzn. o jedna-
kowych $cianach.

Zgodnie z przedstawiona definicja, dla kazdej pary liczb catkowitych n i d,
takich ze 0 <d < n/2, istnieje regularny n-kat, oznaczany symbolem Schléfliego
{n/d}. Wielokat taki mozna skonstruowac, przyjmujac dowolny punkt na jednost-
kowym okrggu jako pierwszy wierzcholek, a nastgpnie obracajac go o kat 2nd/n.
Oczywiscie, w zaleznosci od wartosci n i d niektore wierzchotki posrednie moga
si¢ naktadac¢, jednak ich ,,tozsamo$¢” jest okre§lona przez liczbg krokow prowa-
dzacych do ich utworzenia. Na rysunku 2.12 przedstawiono przyktady szescioka-
tow regularnych, skonstruowanych w opisany sposob. Koincydencja wierzchot-
kéw, taka jak na rys. 2.12b, ¢ nie wystepuje wtedy 1 tylko wtedy, gdy n i d>0
sa wzglednie pierwsze [53, s. 466].

mniana [44, s. 1237]. Pozniejsi autorzy w swoich sformutowaniach definicji wielokata podawali
réznego rodzaju dodatkowe ograniczenia [53, s. 461].

% 'Nie jest mozliwe natomiast zdefiniowanie wielokata o zerowej liczbie wierzchotkow
— przykladem jest okrag, ktérego nie uwazamy za wielokat. Podobnie jest w przypadku wielo-
$cianow — sfera nie jest wielo§cianem.

% Patrz pkt 2.2.13.

%7 Scislej — tworza jedna orbite w jego grupie symetrii (patrz pkt 2.2.13.). Dla uproszczenia,
w dalszej czgsci bedzie uzywane okreslenie ,,sa jednakowe”.
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2,5

1,35 246

1.4 36
2
a) {6/1} b) {6/2} 0) {6/3}

Rys. 2.12. Przyktady realizacji abstrakcyjnego sze$ciokata regularnego
o réznie okreslonych grupach symetrii: a), b) izogonalnych, c) izotoksalnych

Abstrakcyjny wielo$cian jest struktura zdefiniowana na zbiorach obiektow
spetniajacych pewne aksjomaty, ktore sa interpretowane jako wierzchotki,
krawgdzie, $ciany. Warunki, ktorych spetnienie pozwala traktowaé te zbiory
jako abstrakcyjne wieloéciany, chociaz sa formutowane w rédzny sposob, zaw-
sze obejmuja relacje incydencji i przylegania. Jedno z najprostszych, a jedno-
czes$nie bardzo uzytecznych sformutowan definicji wieloSciandéw jest naste-
pujace:®®

Definicja 2.5. Wieloscian jest skonczonym zbiorem wielokqtow, takich, ze kazda
krawedz kazdego z nich nalezy do dokiadnie jednego z pozostalych, z zastrzeze-
niem, ze zaden podzbior tego zbioru nie ma takiej samej wlasciwosci.

Definicja ta ma jednak pewne wady, ktore nie pozwalaja na jej stosowanie do
najbardziej ogolnych przypadkéw. Nie dopuszcza na przyktad mozliwosci repre-
zentowania dwoch wierzchotkéw przez jeden punkt i krawedzi o dlugosci zerowej
[44,s. 1237].

W pracy Crapo i Whiteleya [35] definicje wielo$cianu sformutowano, korzy-
stajac z warunkow incydencji 1 przystawania, z zastosowaniem konstrukcji po-
mocniczej. W kazdej ze $cian wstawiany jest dodatkowy punkt, polaczony
z wierzchotkami dodatkowymi krawegdziami dzielacymi $ciany na pola trojkat-
ne. Te nowe pola tworza wokot wierzchotkéw $Sciezki, ktorych wiasciwosci
pozwalaja zdefiniowaé wielo$cian. Ten, pozornie skomplikowany, sposéb defi-
niowania jest bardzo uzyteczny w odniesieniu do wielo§cianow abstrakcyjnych
zorientowanych®.

5 Definicja ta zostata sformutowana w pracy: H.S.M. Coxeter, M.S. Longuet-Higgins, J.C.P.
Miller Uniform polyhedra, Philos. Trans. Roy. Soc. London. Ser. A. 246, s. 401-450 (1954).
Podano za [44, s. 1237].

% Definicja podana w pracy H. Crapo i W. Whiteleya [35, s. 63] ma zwiazek z okre$laniem
wlasciwosci konstrukcji pretowych na podstawie wlasciwoscei figur powstatych przez rzutowanie
siatek wielo$cianow na plaszczyzng.
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Najbardziej ogdlne sformutowanie warunkéw, ktdore musza spetniaé zbiory
tworzace wieloéciany abstrakcyjne przedstawia, definicja 2.6 [53, s. 467—468],
[35,s. 63].

Definicja 2.6. Abstrakcyjny wieloscian sklada sie ze skonczonego zbioru
wierzchotkow (abstrakcyjnych punktow) V={v,,...v,,}, skorczonego zbioru krawe-
dzi E={e, ...,e,} i skorniczonego zbioru Scian F={f,,...f,}, takich Ze:

a) Kazda krawedz jest incydentna z dokladnie dwoma roznymi wierzchotkami
i z dwiema réznymi scianami. Kazdy z dwoch wierzchotkow jest incydentny (po-
przez sciane) z kazda z dwoch Scian. Wierzcholki incydentne poprzez krawedz sq
nazywane przyleglymi; podobnie dwie Sciany polaczone poprzez krawedz sq
nazywane przyleglymi (rys. 2.13a).

b) Dla kazdej krawedzi oraz wierzcholka i sciany incydentnych z niq jest
dokladnie jedna, inna krawedz incydentna z tym samym wierzchotkiem i Scianq.
Jest ona nazywana przylegla do krawedzi poczqtkowej (rys. 2.13b).

¢) Dla kazdej sSciany istnieje catkowite k, takie ze krawedzie incydentne z tq
Scianq i wierzcholki incydentne z niq poprzez krawedzie tworzq cykl w tym sensie,
ze mogq by¢ oznaczone jako viei vy ey vies ... Vi e viep vy, gdzie kazda krawedz
e; jest incydentna z wierzchotkami v; i vii1 i przylegajqca do krawedzi e;_1 i e;1.
Wszystkie krawedzie i wszystkie wierzcholki cyklu sq rézne, wszystkie indeksy
sq wziete mod k, gdzie k>3 (rys. 2.13c).

d) Dla kazdego wierzcholka istnieje calkowite j, takie ze krawedzie incydentne
z tym wierzchotkiem i sciany incydentne z nim poprzez krawedzie tworzq cykl
w tym sensie, ze mogq byc¢ oznaczone fie fre,fses ... fiiei1fiefi, gdzie kaida
krawedz e; jest incydentna ze Scianami f; i fi+1 i przylegajqca do krawedzi e;_ i ;4.
Wszystkie krawedzie i wszystkie wierzcholki cyklu sq rézne, wszystkie indeksy
sq wziete mod j, gdzie™® j >3 (rys. 2.13d).

e) Jesli dwie krawedzie sq incydentne z tymi samymi dwoma wierzchotkami
(Scianami), to cztery Sciany (wierzcholki) incydentne z tymi dwiema krawedziami
sq rozne (rys. 2.13e).

f) Kazda para scian f, f* jest polqczona dla pewnego j poprzez skonczony ciqg
fieifesfses ... fiiei 1 f; incydentnych krawedzi i Scian, gdzie f,=f oraz f;=f*
(rys. 2.13f).

g) Kazda para wierzchotkow v, v* jest polqczona, dla pewnego j, poprzez
skonczony ciqg vie v.e;vses... viy e V; incydentnych krawedzi i wierzchotkow,
gdzie vy = v oraz v;=v* (rys. 2.13g).

0 Kazdej $cianie odpowiada zatem pewna zamknigta $ciezka o dlugosci co najmniej 3 i po-
dobnie jest dla $ciezki odpowiadajacej wierzchotkom (te ostatnie sg figurami wierzchotkowymi
wieloscianu) [53].
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Rys. 2.13. Ilustracja sposobu definiowania wielo$cianéw (opis w tekscie)

<V,

Konsekwencje tej definicji sa bardzo istotne dla naszego rozumienia pojccia
,wielosciany” i znajdowania ich reprezentacji geometrycznych’'. Wspomniano juz

" Wedtug B. Griinbauma, obecna sytuacja w zakresie wieloscianow: ich definiowania, okre-
$lania regularnosci itp., przypomina pod wieloma wzglgdami sytuacje, jaka powstata po odkryciu
przez starozytnych Grekow w V w. p.n.e. istnienia liczb niewymiernych [53, s. 462]. Aczkol-
wiek nie miato to wptywu na wiele rezultatéw z dziedziny geometrii, byto filozoficznie i logicz-
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uprzednio, ze dopuszcza ona koincydencj¢ wierzchotkow, czyli reprezentowanie r6z-
nych (w szczeg6lnosci nawet wszystkich) wierzchotkow przez jeden punkt, a takze
wystgpowanie krawedzi o dlugosci zerowej. Inna konsekwencja jest mozliwos¢ wy-
stgpowania tzw. realizacji podwymiarowych, tzn. ze ich realizacje geometryczne moga
by¢ jedno- lub dwuwymiarowe’”. Mowiac w uproszczeniu, oznacza to, ze np. o$mio-
Scian abstrakcyjny moze mie¢ realizacj¢ geometryczna na ptaszczyznie lub na proste;.
Kolejna konsekwencja jest mozliwo$¢ wzajemnego przecinania si¢ 1 naktadania
scian. Dwa znane przyklady to wielki dwunastoscian {5, 5/2} (rys. 2.14a) i wielki
dwudziestoscian {3, 5/2} (rys. 2.13b) — dwa wielo$ciany regularne niewypukte”.

a) {5, 5/2} b) {3, 5/2}

Rys. 2.14. Przyktady wieloscianow niewypuktych

nie istotne, aby znalez¢ sposob postugiwania si¢ nimi. Wspolczesnie, pomimo iz ukazuja si¢
liczne publikacje dotyczace wieloscianow, sam zakres tego pojecia jest definiowany zazwyczaj
arbitralnie i stosownie do biezacych potrzeb. Moze to prowadzi¢ do wielu nieporozumien
i bledow. Za przykltad moze stuzy¢ historia okreslenia liczby wielo$cianow regularnych.
Od starozytnosci wymieniano pigé ,.bryt platonskich” (jest to temat ostatniej, XIII ksiggi Ele-
mentow Euklidesa). Lista ta, uwazana za kompletna, zostala uzupelniona w dwa tysiace lat
pozniej przez Keplera (1619 r.) o kolejne dwie bryly, a nastgpnie na poczatku XIX w. przez
L. Poinsota o kolejne dwie (1809 r.). A. Cauchy udowodnit wkrotce (1812 r.), Zze nie ma innych
wieloécianéw regularnych. Jednakze w latach dwudziestych XX w., matematycy C.A. Petrie
i H.S.M. Coxeter odkryli kolejne trzy wielo$ciany regularne i udowodnili kompletno$¢ tej listy.
Jednak ponownie, w 1977 roku, B. Griinbaum odkryt wiele nowych wielo$cianow, a A.W.M.
Dress uzupetnit je w 1981 r. 0 jeszcze jeden i po raz kolejny wykazat kompletno$¢ listy. I znow,
w roku 1993 B. Griinbaum odkryt caty szereg nowych wielo$cianéw regularnych. Do chwili
obecnej lista ta nie zostata uznana za zamknigta. Przyczyna wszystkich tych zmian i uzupetnien
nie byly bledy w dowodzeniu kompletnosci listy wielosciandow, lecz rdznice w sposobie rozu-
mienia terminu ,,wielo$cian” i interpretowaniu jego wlasciwosci [53, s. 461-462], [54].

72 Scislej: otoczki afiniczne ich realizacii sa jedno- lub dwuwymiarowe.

3 Opisane przez L. Poinsota w pracy Mémoire sur les polygones et les polyédres J. Ecole
Polytech. 10 (1810), s. 16-48. Oprocz nich wystgpuja jeszcze dwa wielosciany tego typu odkryte
przez Keplera: maly dwunastoscian gwiazdzisty {5/2, 5} (rys. 2.8) i duzy dwunasto$cian gwiaz-
dzisty {5/2, 3}.Warto zauwazy¢, ze s3 one parami dualne. Cata grupa nosi nazwg wielo$ciandw
Keplera—Poinsota lub regularnych wielo$cianow gwiazdzistych [171, s. 55].
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Mozliwe sa realizacje geometryczne dwoch wieloscianow, ktore maja rdzne
typy kombinatoryczne. Przyktad takiej sytuacji jest przedstawiony ponizej [53].
Dwunasto$cian z rysunku 2.9a moze by¢ przeksztalcony w sposob ciagly (rys.
2.15a—c) na wieloscian o $cianach parami wspotptaszczyznowych (rys. 2.15.d).
Zbidr punktéw stanowiacych tg realizacje jest koincydentny ze zbiorem punktow
stanowiacych realizacje pewnego szescianu — sa to jednak realizacje roznych
wieloscianow abstrakcyjnych. Realizacje takie nazywa sig izomegetycznymi'.

a) b)

Rys. 2.15. Przyktad dwoch izomegetycznych realizacji wielo$cianow
o r6znych typach kombinatorycznych

a) V(3.4) b)

Rys. 2.16. Dwunastoscian rombowy: a) o $cianach plaskich — V(3.4), b) siodlowy — sV(3.4)

Najdalej idace wnioski wynikajace z definicji 2.6 dotycza wielo§ciandw ogdl-
nych. Sa to obiekty, w przypadku ktorych wiele zatozen przyjmowanych przy
tradycyjnym definiowaniu jest pomijanych. Spektakularne przyklady takich
obicktow to wieloéciany siodlowe 1 wielo$ciany nieskornczone. Pierwsze z nich
to wielosciany, ktorych Sciany nie sa plaskimi wielokatami, lecz dowolnymi po-
wierzchniami dwuwymiarowymi, np. powierzchniami siodtowymi” [171, s. 230]

™ 0d greckiego ueyefoo — wielko$é, potega, podstawa, rozmiar [53].

> Powierzchnia siodlowa jest powierzchnia gtadka, zawierajaca jeden lub wiecej punktéw
siodtowych. Sa to takie punkty, ze punkty powierzchni w ich otoczeniu leza po réznych stronach
powierzchni stycznej w tym punkcie. Przyktadem powierzchni siodtowej drugiego stopnia jest
paraboloida hiperboliczna — powierzchnia o rownaniu z = x* — y*, nazywana czgsto standardowa
lub klasyczna powierzchnia siodtowa, a takze konskim siodtem. Jest to powierzchnia prostokresl-
na (przez kazdy jej punkt przechodza dwie rézne proste lezace w catosci na tej powierzchni)
zbudowana na czterech krawedziach. Przyktadem powierzchni siodtowej trzeciego stopnia jest
tzw. malpie siodlo — powierzchnia o réwnaniu z = x* — 3x)”. Powierzchnie siodlowe maja ujemna
krzywizng Gaussa (sq antyklastyczne).
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[18, s. 19-109]. Przyktad takiego wieloscianu — dwunastoscianu rombowego,
o konfiguracji wierzchotkow sV(3.4)* przedstawiono powyzej (rys. 2.16b). Wielo-
Sciany siodtlowe moga wystgpowac réwniez jako gwiazdziste, tzn. z przecinaja-
cymi si¢ $cianami [18, s. 49-96].

Wielosciany nieskonczone maja cechy podobne do ,,zwyklych” wiclo$ciandw
(skonczonych), takie jak uktad $cian, konfiguracja wierzchotkow itd., lecz rozciagaja
si¢ w przestrzeni w sposob nieograniczony. Moga tworzy¢ ukfady jedno- lub wielo-
warstwowe i wielokierunkowe. Mozna im przypisa¢ wiasciwosci regularnosci réznego
rodzaju, podobnie jak zwykltym wielocianom’™ [153, s. III]. Na rysunku 2.17

Rys. 2.17. Jeden z trzech platonskich wieloscianéw nieskonczonych
— wielo$cian 4(fragment)

Rys. 2.18. Przyktad nieskonczonego wieloscianu siodlowego
— wicloscian s(3.4)” (fragment)

7 Trzy nieskoficzone wielo$ciany platofiskie (patrz pkt 2.1.3.10) zostaly opisane po raz
pierwszy przez H.S.M. Coxetera. Sa to wielosciany o konfiguracji wierzchotkow: 4%, 6* i 6°.
Za[153,s. III].
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przedstawiono przyktad wieloscianu nieskonczonego, o konfiguracji wierzchotkow 4°.
Mozliwe jest rowniez wystgpowanie nieskonczonych wieloscianéw siodtowych
(rys. 2.18), ktdre tworza struktury nazywane gqgbkami’’ [20, 24, 84].

2.2.4.2. Realizacje geometryczne obiektow

Sposob reprezentacji przestrzeni, czyli geometria, jest zdefiniowany przez
zbior obiektow, okreslone na nim grupy przeksztalcen i przez wlasciwosci obiek-
tow, ktore pozostaja niezmienne pod dziataniem tej grupy przeksztatcen (sa jej
niezmiennikami)’®. Rézne grupy przeksztatcen definiuja rézne poziomy geome-
tryczne. Na kazdym z nich badane sg tylko to wlasciwosci obiektow, ktore sa
niezmiennikami przeksztatcen. Najczgsciej rozpatrywane sa cztery, czgSciowo
nakltadajace sie, poziomy: topologiczny, projekcyjny, afiniczny i metryczny .
Kolejnos¢ (hierarchia), w jakiej zostaly wymienione poziomy reprezentacji, od-
powiada liczbie wlasciwosci, ktore pozostaja niezmiennicze i sa tym samym potrzeb-
ne na kazdym z tych poziomow do opisu obiektow. Im nizszy poziom reprezenta-
cji, tym mniej wlasciwos$ci pozostaje niezmiennych, a zatem mniej jest koniecznie
potrzebnych do opisu obiektow i sa one prostsze, natomiast wigcej przeksztatcen
jest dopuszczalnych i wigcej obiektow jest takich samych. Na kazdym wyzszym
poziomie kolejne charakterystyki sa dodawane do odziedziczonych z poziomu
nizszego [105, 166].

Na rysunku 2.19 przedstawiono schematycznie wielo§cian kombinatoryczny
V={vi,.., v6}, E = {e1,..., eo}, F = {fi,..., fs} kolejno w reprezentacji topologicz-
nej (rys. 2.19a), projekcyjnej (rys. 2.19b), afinicznej (rys. 2.19c) i metrycznej
(rys. 2.19d).

77 Patrz rozdz. 3.3 .4.

7 Taka definicja geometrii pochodzi od F. Kleina, ktory sformutowat ja w swoim inaugu-
racyjnym wyktadzie na uniwersytecie w Erlangen w 1872 r., uwazanym za jeden najbardziej
znaczacych pojedynczych wyktadow w historii matematyki, a nastgpnie opublikowatl w pracy
Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen (1872) i ponownie
oméwil w Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus (1908). Potrzeba nowego
zdefiniowania geometrii, ktora dotychczas byla jednoznacznie rozumiana jako geometria
euklidesowa dwu- lub trojwymiarowych przestrzeni, pojawita si¢ w zwiazku z odkryciami
matematykoéw w pierwszej polowie XIX w. Dotyczy to zwlaszcza przestrzeni o wymiarach
wyzszych niz trzy oraz odkrycia, ze piaty postulat Euklidesa, dotyczacy rownolegtosci, jest
niezalezny od pozostatych, a zatem mozliwe jest zbudowanie innego niz euklidesowy systemu
geometrycznego. Dowcipnie okreslit to H.S.M. Coxeter, nazywajac postulat rownolegtosci
jedynie ,,pierwszym przyblizeniem” — jesli moglibySmy rozciagna¢ nasza wyobrazni¢ na
miliardy mil, to moze stwierdziliby$my, ze linie nieco si¢ do siebie zblizaja lub oddalaja [197,
s. 2]. Podejscie zaproponowane przez Kleina pozwolito oprze¢ rdzne systemy geometryczne
na wspolnej podstawie — teorii grup, ktéra uabstrakcyjnia ideg¢ symetrii za pomoca metod
algebraicznych — patrz pkt 2.2.13.

" Istnicja jeszcze inne geometrie, np. definiowane przez grupy przeksztalcei podobiefistwa
(niezmiennikami sg katy) czy przez przeksztalcenia identycznos$ciowe (niezmiennikami sa poto-
Zenia obiektow).
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Na poziomie reprezentacji topologicznej rozpatrywane sa liczby elementow i rela-
cje incydencji i przylegania. Przeksztalcenia, ktore okreslaja geometrig, to homeomor-
fizmy, a przyktadem niezmienniczej whasciwosci jest spdjnos¢. Dwa obiekty sa topo-
logicznie ekwiwalentne, jezeli moga by¢ na siebie wzajemnie mapowane.

v, V. e, Vg
e, &: e f. |e;
v, & V2 &
eff el 1 fo
ViV, 5,
a) b) ¢) d)

Rys. 2.19. Reprezentacja wielo$cianu kombinatorycznego
na réznych poziomach geometrycznych (opis w tekscie)

Na poziomie projekcyjnym dodatkowo rozpatrywane sa wilasciwosci zacho-
wywane podczas przeksztalcenia przez rzut Srodkowy. Dotyczy to zwlaszcza
incydencji linii prostych i plaszczyzn. Dwa obiekty sa uwazane za takie same,
jezeli oba sa rzutem $srodkowym tego samego obiektu wyjsciowego.

Poziom afiniczny dotyczy takich wtasciwosci jak wspotliniowo$é, rownole-
glos¢ 1 wypuktose, ktore sa zachowywane w przeksztatceniach afinicznych (np.
podczas przesunigcia).

Poziom metryczny, zachowujac charakterystyki podawane na wszystkich niz-
szych poziomach reprezentacji, dodatkowo zawiera informacje o mierzalnych
zaleznosciach pomigdzy elementami, zwlaszcza odleglosciach i miarach katow.
Przeksztatcenia tego poziomu to izometrie.

Podstawowa koncepcja geometryczng sa zatem przeksztalcenia — uklady
i obiekty sa niezmienne lub tozsame pod pewnymi przeksztalceniami. Relacje
pomigdzy grupami przeksztatcen definiujacych rézne reprezentacje geometryczne
pozwalaja, dzigki uabstrakcyjnieniu, powigzaé ze soba pojecia i zaleznosci stoso-
wane w tych reprezentacjach. Poniewaz grupa przeksztalcen geometrii wyzszego
poziomu jest podgrupa przeksztalcen geometrii poziomu nizszego, kazde nie-
zmiennicze pojgcie geometrii nizszego poziomu jest a priori wazne w geometrii
poziomu wyzszego. Jezeli dopuszczamy wigce]j przeksztalcen — wigcej obiektow
jest ,,takich samych”, a otrzymana teoria jest silniejsza i operuje mniejsza liczbg
poj¢¢ i twierdzen, ktore za to sa bardziej ogdlne i podstawowe.

Najbardziej podstawowa forma reprezentacji geometrycznej jest reprezenta-
cja topologiczna®. Poniewaz nie zawiera ona charakterystyk wyzszego pozio-

% Termin topologia wprowadzit niemiecki matematyk J.B. Listing w 1847 w pracy Vorstudien
zur Topologie, a w roku 1883 zostal on rozpowszechniony w angielskim czasopismie Nature.
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mu, przeksztalcenia ciagte nie zmieniaja jej doktadnosci. Problemy rozpatrywa-
ne na tym poziomie sa raczej jakosciowe niz ilo§ciowe. Topologia jest czgsto
nazywana ,,geometria obiektow wykonanych z gumy”, gdyz takie obiekty moz-
na deformowac, nie niszczac ich spdjnosci, a jednoczesnie nie sa zachowywane
zalezno$ci metryczne. Matematycznie, topologiczna reprezentacja obicktow
geometrycznych moze by¢ opisana za pomoca teorii grafow®. Ze wzgledu
na morfologi¢ formy reprezentacja topologiczna jest rodzajem ,,r¢gcznego szki-
cowania” obiektow i umozliwia ich modelowanie niezaleznie od skali — wiasci-
wosci obiektow topologicznych nie zmieniaja si¢ przy zmianie metryki prze-
strzeni.

2.2.5. Genus i charakterystyka Eulera

Jak przedstawiono w rozdz. 2.2.1, mapy na plaszczyznie sa topologicznie
rownowazne mapom na sferze. Sfera jest przyktadem powierzchni gtadkiej™
zorientowanej. Intuicyjnie, dwuwymiarowa powierzchnia® w przestrzeni R® jest
zorientowana, jezeli ma strong ,,wewnetrzng” i ,,zewngtrzng” albo, jezeli lezaca
na niej dwuwymiarowa figura nie moze by¢ przeksztalcona w swoje lustrzane
odbicie wylacznie poprzez przesunigcie po tej powierzchni. Na rysunku 2.20a
przedstawiono powierzchni¢ zorientowana — pier§cien kotowy. Przyktadem
powierzchni niezorientowanej jest wstega Mobiusa™ (rys. 2.20b). Jest to najbar-
dziej elementarna sposrdéd powierzchni niezorientowanych. Wszelkie inne po-
wierzchnie tego typu okresla sig, badajac czy zawieraja podzbiory, ktore sa

Wezesniej stosowano okreslenia geometria situs lub analysis situs. Za pierwszy topologiczny
topologiczny wynik w matematyce uwazane jest rozwiazanie przez L. Eulera problemu mostéw
w Krélewcu: czy mozliwe jest przejscie przez wszystkie siedem mostow na Pregole, ktore znaj-
duja si¢ w tym miescie, tak aby przez kazdy przej$¢ tylko jeden raz? Euler w pracy Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis, przedstawionej w 1735 r. w Petersburskiej Akade-
mii Nauk (opublikowana w Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae w 1741 r1.),
udowodnit, Ze jest to niemozliwe. Rozwiazanie mialo typowo topologiczny charakter, gdyz nie
zalezalo od dlugosci mostéw, ich odleglosci od siebie, ksztattu koryta rzeki itd. Okreslenie
geometria situs Euler zapozyczyl z analysis situs G.W. Leibnitza, ktory juz wczesniej miat
swiadomos¢ istnienia pewnych relacji o czysto topologicznym charakterze. W Euclidis Prota,
ktore jest proba uscislenia aksjomatow Euklidesa, pisze on: ,,...mam kilka definicji linii proste;j.
Prosta jest krzywa, ktorej kazdy fragment jest podobny do catosci i jako jedyna ma t¢ whasci-
wos¢, nie tylko pomigdzy krzywymi, ale i wérdd zbiorow”. Tym stwierdzeniem wyprzedzit
pojawienie sig topologii o ponad dwiescie lat [93]. Innym, waznym wynikiem Eulera w topologii
bylo jego twierdzenie wiazace ze soba liczbg wierzchotkow, krawedzi i $cian wielo§cianow,
patrz pkt 2.3.1.

8! Patrz rozdz. 3.4.

82 Gladkiej — czyli nieskoriczenie rézniczkowalnej. Sfera jest ponadto powierzchnia zamknieta,
tzn. nie majaca konturéw brzegowych.

8 Doktadniej: rozmaitoé rézniczkowalna, patrz pkt 2.1.3.1.

8 Odkryta w 1858 r. niezaleznie przez A. F. Mébiusa i J. B. Listinga.
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homeomorficzne do wstegi Mdobiusa. Przyktadem zamknigtej powierzchni
85, 86

zorientowanej jest tzw. butelka Kleina
Mobiusa, rys. 2.20c.

, zawierajaca dwie rodziny wsteg

a) b) c)

Rys. 2.20. Przyktady powierzchni zorientowanych i niezorientowanych (opis w tekscie)

Jezeli dwie krzywe zamknigte, okreslone na rozmaitosci, np. @ 1 ¢;, moga by¢
wzajemnie jednoznacznie przeksztatlcone na siebie w sposob ciagly, to nazywamy je
homotopijnymi, a samo przeksztalcenie — homotopiq. W szczegdlnym przypadku,
gdy krzywa zostaje przeksztalcona w sposob ciagly na punkt, mowimy, ze jest ho-
motopijna z punktem lub Sciggalna do punktu. Ilustruje to ponizszy przyktad dwoch
rozmaitosci M i M". Krzywa ¢, lezaca na powierzchni M (rys. 2.21a) jest przeksztat-
cana na kolejne krzywe ¢, @2, @3, ... z rodziny ¢,, az w granicy staje si¢ punktem x.
Kazda z krzywych ¢, lezy na M. Takie przeksztalcenie jest rowniez mozliwe dla
dowolnej innej krzywej y, lezacej na M. Dla krzywej ¢, lezacej na powierzchni M’
(rys. 2.21b) takie przeksztatcenie jest niemozliwe, poniewaz nie wszystkie krzywe
z rodziny ¢, leza w catosci na rozmaitosci M'". Podobnie nie jest mozliwe dla krzy-
wej 7o, ale jest mozliwe dla krzywej yo — wszystkie krzywe z rodziny y, leza na M".
Krzywe ¢, 7o 1 0, naleza do trzech, topologicznie réznych rodzin.

Mapowanie, ktore przeksztatca krzywe zamknigte z jednej rozmaitosci w od-
powiednie krzywe zamknigte w drugiej rozmaito$ci, jest mapowaniem homotopij-
nym. Takie mapowanie jest mozliwe tylko wtedy, gdy obie rozmaito$ci maja ten
sam stopien spojnosci.

% Przyktad jednostronnej powierzchni bez brzegu zostal podany przez F. Kleina w 1882 r.
Prawdopodobnie poczatkowo byla ona nazywana powierzchniq Kleina lecz niemieckie stowo
,,powierzchnia” (Fldche) blednie przethumaczono jako ,,butelka” (Flasche). Nazwa ta, ze wzgledu
na charakterystyczny ksztalt powierzchni, zostata szybko zaakceptowana i jest dzi§ powszechnie
uzywana.

8 Scislej, jest to model butelki Kleina, ktorej realizacja wymaga czterech wymiarow (patrz
np. S.L. Segal Unknown Quantity — Book Review. Notices of the American Mathematical Society,
Vol. 55, No. 5 (2008), s. 585).
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a)

Rys. 2.21. Homotopijnos$¢ krzywej z punktem na powierzchniach o réznym stopniu spojnosci
(opis w tek$cie): a) na sferze, b) na torusie

Dla powierzchni jednospdjnej, np. dla sfery, kazda lezaca na niej zamknigta
krzywa moze by¢ przeksztalcona w inna lezaca na niej krzywa zamknigta lub
Sciagnigta do dowolnego punktu, bez opuszczania tej powierzchni (rys. 2.21a). Na
powierzchniach wielospojnych wystepuja rodziny krzywych homotopijnych, ktore
moga by¢ wzajemnie w sposob ciagly na siebie przeksztalcane. Niemozliwe jest
natomiast przeksztalcenie ciagle krzywej z jednej rodziny na krzywe z drugiej
rodziny lub $ciagnigcie ich do tego samego punktu. Obszar M (rys. 2.21a) jest
jednospojny, a obszar M’ (rys. 2.21b) — dwuspdjny. Na rysunku 2.21b pokazano
trzy rodziny krzywych homotopijnych dla torusa.

Stopien spdjnosci powierzchni jest charakteryzowany przez ich genus. Jest to
stata, oznaczana litera g, o warto$ciach catkowitych. Dla powierzchni zorientowa-
nych liczba genusa oznacza ,,liczbg otworow” w zamknigtej powierzchni lub licz-
be ,,raczek” doczepionych do sfery. Ponizej przedstawiono przyktady powierzchni
zorientowanych o roznym genusie. Dla sfery 1 walca g = 0 (rys. 2.22a), dla torusa
lub sfery z jedna ,,raczka” g = 1 (rys. 2.22b), dla sfery z dwoma ,,raczkami” lub
»obwarzanka” g = 2 (rys. 2.22c¢) itd.

Roézne stopnie spdjnosci uniemozliwiaja mapowanie homotopijne sfery na to-
rus — nie sa to zatem obiekty topologicznie rownowazne. Aby obiekty byly tej
samej klasy, musza by¢ mapowalne na przestrzen R* o tym samym wymiarze
i mie¢ ten sam genus.

Dla powierzchni niezorientowanych genus jest okre$lany jako liczba catkowita
dodatnia, oznaczana litera k, wyrazajaca liczbg topologicznych roéwnowaznikow
wstegi Mobiusa doczepionych do sfery®’. Na przyklad, genus dla butelki Kleina
wynosi g =2.

%7 Jest to pewna analogia do liczby ,,raczek” w przypadku powierzchni zorientowanych.
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a) g=0 b) g=1 c) g=2

Rys. 2.22. Przyktady powierzchni zorientowanych o réznych genusach (opis w tekscie)

Spoéjnos¢ powierzchni ma zwiazek z przedstawianiem modeli topologicznych
wielo$cianow abstrakcyjnych. Kazdy z nich (np. graf z rys. 2.19a) moze by¢ zaw-
sze przedstawiony (,,narysowany”) na pewnej zorientowanej powierzchni za-
mknigtej w taki sposob, zeby jego krawedzie sig nie przecinaty™. Stopien spojno-
Sci tej powierzchni okre§la pewne wlasciwosci graféw. Z tego powodu, dla
danego wieloscianu abstrakcyjnego nalezy zawsze rozpatrywaé zwiazana z nim
powierzchnig, na ktorej moze by¢ przedstawiony bez przecigé, poprzez przypisa-
nie do niego genusa lub charakterystyki Eulera.

Charakterystyka Eulera, oznaczana litera ), jest zwiazana z genusem stala
(niezmiennikiem topologicznym), opisujaca ksztalt lub struktur¢ przestrzeni
topologicznej®. Definiowana jest réwnaniami dla:

— powierzchni zorientowanych zamknigtych

z=21-¢) (2.3a)
— powierzchni zorientowanych z brzegami
z=201-g)-b (2.3b)

— powierzchni niezorientowanych

% Na przyklad, wielo$ciany platoniskie moga by¢é przedstawione na sferze. Patrz rozdz. 2.2.8
i twierdzenie Steinitza, w rozdz. 4.1.

% Charakterystyka Eulera byla pierwotnie zdefiniowana dla wielocianéw (jako stata o war-
tosci rownej 2, w rownaniu Eulera — patrz pkt 2.3.1 [177, s. 186]) i stosowana przy formutowa-
niu réznych twierdzen z tego zakresu oraz klasyfikacji bryt platonskich [121, s. 2]. Obecnie jest
stosowana roéwniez w wielu innych zagadnieniach topologii algebraiczne;.



46

y=2-k (2.3¢)

gdzie g, k — genus, odpowiednio dla powierzchni zorientowanej i niezorientowa-
nej, b — liczba brzegow ograniczajacych powierzchnig.

Szczegoblne, ze wzgledu na wiasciwos¢ spojnosci, sa obiekty klasy 01 1. Jedy-
nym spojnym obiektem klasy 0 jest punkt (przestrzen jednopunktowa), a jedynym
spdjnym obiektem klasy 1 — prosta R' (rozmaito$é bez brzegu) lub odcinek (roz-
maito$¢ z brzegami).

2.2.6. Walentnos¢

Kazde dwa wierzchotki wieloscianu, ktore sa polaczone krawgdzia, nazywamy
sasiednimi. Podobnie dwie krawgdzie sa sasiednie, jesli maja wspolny wierzcho-
lek. Krawgdzie zbiegajace si¢ w danym wierzchotku nazywamy incydentnymi
z tym wierzchotkiem i podobnie wierzcholki sg incydentne ze zbiegajacymi si¢
w nich krawgdziami. Wierzchotki sa ponadto incydentne ze zbiegajacymi sig
$cianami i komoérkami. Scianami wieloscianow sa wielokaty (2-wielotopy).
Krawedzie i wierzchotki nalezace do danej $ciany nazywamy incydentnymi z ta
$ciang.

Walentnos¢ obiektu danej klasy jest to liczba obiektow innej klasy, incydentnych
z nim. Rozrézniamy rézne rodzaje walentnosci, w zaleznosci od tego, jakie obiekty
rozpatrujemy: walentnos¢ krawedziowa — jesli dotyczy liczby incydentnych krawe-
dzi, walentnosé fasetowa — jesli dotyczy liczby incydentnych $cian itd.”

Walentno$¢ krawedziowa wierzchotka v wielo$cianu P, oznaczana jako
q = deg(v), jest liczba krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem. Okreéla sig ja
czesto w skrocie po prostu jako walentnos¢ wierzchotka. Stosowane sa takze row-
nowazne okreslenia: wierzcholki stopnia ¢ lub wierzcholki g-spojne’’. Liczba
wierzchotkow g-walentnych jest oznaczana przez v, = v,(P).

W przypadku wielo$cianow z rysunku 2.5, w kazdym wierzchotku o$mio$cia-
nu foremnego tacza si¢ cztery krawedzie, podczas gdy w kazdym wierzchotku
sze$cianu — trzy krawedzie. Mowimy wowczas, ze wierzcholki sa odpowiednio
4-walentne lub 3-walentne.

Stopniem $ciany p wieloscianu P, oznaczanym jako k, nazywamy jej walent-
no$¢ krawedziowa, czyli liczbe krawedzi incydentnych z ta §ciana. Inaczej mo-

% Takie zdefiniowanie walentno$ci zachowuje znaczenie réwniez w przypadku nadania
obiektom geometrycznym sensu strukturalnego. Jezeli krawgdzie wielo$cianu bgdziemy inter-
pretowac jako prety struktury przestrzennej, to liczba potaczen wierzcholka z innymi wierzchot-
kami oznacza liczbg polaczen przegubowych pretow w wezle. Jezeli natomiast $ciany wieloscia-
nu potraktujemy jako elementy ptytowe, to krawedzie oznaczaja potaczenia przegubowe liniowe
migdzy tymi elementami.

%! Pojecie walentnosci (stopnia) wierzchotka jest stosowane réwniez w teorii grafow — ma to
znaczenie w stosowaniu tej teorii do opisu wieloscianow, patrz pkt 3.3.
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wiac, $ciana stopnia k jest k-katna. Liczba $cian stopnia k& w wielo$cianie P jest
oznaczana przez p; = pi(P).

W przyktadzie z rysunku 2.5 w o$mio$cianie wystepuje osiem $cian trojkat-
nych (p; = 8), a w szedcianie — szes$¢ Scian czworokatnych (ps = 6).

Wielosciany moga zawiera¢ wierzchotki o roznej walentnosci i §ciany ré6znego
stopnia. Dla wielo$cianu przedstawionego na rys. 2.6 jest: v, =9, p3; =8, p4s = 6.

Ogolne zestawienie roznych rodzajow walentnosci dla struktur wielo$ciennych
przedstawiono w tabeli 2.1 [87, s.10]. Mozna na jej podstawie zauwazyé pewne
regularno$ci: walentno$¢ wierzchotkowa krawedzi wynosi zawsze 2, podobnie jak
walentno$¢ komoérkowa $cian (z jedna Sciana sa incydentne dwie komorki),
a walentno$¢ fasetowa i komorkowa krawedzi saq takie same. Ponadto, sposrod
o$miu rodzajow walentnosci wymienionych w tabeli, tylko szes¢ jest niezaleznych
— wynika to z rownania Eulera®.

Tabela 2.1. Rodzaje walentnos$ci w strukturach wielo$ciennych

Element wierzchotkowa krawedziowa fasetowa komorkowa

Wierzcholek - q r p

Krawedz 2 - s s

Sciana k k 2

Komoérka n m -
2.2.7. Wypuklosé

Kazdy wielotop klasy nie mniejszej niz 2 moze by¢ wypukty lub niewypu-
kty. Pojecie wypuktosci wielotopow wywodzi sig z wlasciwosci wypuktosci
zbiorow. Zbior P jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy kazde dwa rézne
punkty a, b nalezace do tego zbioru moga by¢ potaczone odcinkiem o koncach
a, b, ktory zawiera si¢ w zbiorze P. ROwnoznaczne jest stwierdzenie, ze zbior P
jest wypuktly, jezeli jego przecigcie dowolna linia prosta jest albo zbiorem
pustym, albo zbiorem jednospojnym. Formalna definicja wypuklosci jest nastg-
pujaca [52, s.8]:

Definicja 2.7. Zbiér P < R jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy dla a,b € P
i0<A<1, jestda+(1—-A)beP.

Sformutowanie definicji 2.7 jest oparte na wlasciwosciach kombinacji liniowe;j
wektorow. Punkty na prostej wyznaczonej przez wektory a, b sa ich kombinacja-
mi liniowymi o wspdtczynnikach sumowalnych do 1. Definicja 2.7 wypuktosci
jest zilustrowana na rysunku 2.23, na przyktadzie zbioru wypuktego P; i niewy-
puktego P,.

%2 Patrz pkt 2.3.1.
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a(a,a,) raw(1-2)b a(a,a,) ra+(1-A)b
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Rys. 2.23. Okreslanie wypuktosci zbioru (opis w tekscie)

Wypukto$¢ jest wazna cecha wielo$cianow, gdyz z niej wynikaja ich dalsze
wlasciwosci istotne podczas rozpatrywania mozliwosci wypetienia za ich pomo-
ca przestrzeni”. Przedstawiony na rysunku 2.9a wieloscian {5,3} jest wypukly,
a wielo$cian {5/2,5} zrys. 2.9b — niewypukly.

2.2.8. Planarnos¢é

Bardzo wazna wlasciwoscia wieloscianow, ktora wiaze je z podziatami i wy-
pehnieniami plaszczyzny® jest planarnoéé. Okresla ona, czy wielo$cian moze byé
przedstawiony jako graf, ktorego krawgdzie sig nie przecinaja. Definicja 2.8 for-
mutuje ten warunek formalnie [14, s. 243-244]:

Definicja 2.8. Graf G jest planarny, jezeli mozna go narysowac na plaszczyz-
nie w taki sposob, aby jego krawedzie byly incydentne jedynie w wierzchotkach.
Takie odwzorowanie grafu na plaszczyzne jest nazywane jego rysunkiem plaskim.

Rysunek plaski G grafu G jest grafem izomorficznym do G.

Sposob wykonania rysunku (grafu) wielo§cianu na plaszczyznie nie zmienia
jego planarnosci. Ten sam wielo$cian, np. sze$cian, moze by¢ przedstawiony jako
graf, ktorego krawedzie przecinaja si¢ (rys. 2.24a) lub jako graf, ktorego krawg-
dzie nie przecinaja si¢ (rys. 2.4b). Zgodnie z definicja 2.8, aby wielo$cian byt
planarny, wystarczy, jezeli mozliwe jest wykonanie jego plaskiego rysunku.

% Pewne ograniczenia podanej definicji wypuklosci ujawniaja sie podczas rozpatrywania
wieloscianéw ,,floralnych” lub ,,gabek”, o ktorych bedzie mowa w dalszej czgsci. Dla takich
obiektow wypuklos¢ jest definiowana nieco inaczej.

94

Patrz rozdz. 3.3.
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a) b)

Rys. 2.24. Przedstawienie wielo$cianu planarnego (szeScianu) na plaszczyznie, w postaci grafu,
ktorego krawedzie: a) przecinaja sig, b) nie przecinaja si¢ (rysunek ptaski wielo$cianu)

Z planarnosci wynikaja dalsze wnioski dotyczace wewngtrznej struktury gra-
fow. Zgodnie z twierdzeniem Kuratowskiego® (2.6) graf nie moze by¢ planarny,
jezeli zawiera w sobie cho¢by jedna z dwoch specyficznych struktur: K5 — graf
petny o pigciu wierzchotkach, z ktorych kazdy jest potaczony krawgdzia z pozo-
stalymi wierzchotkami (rys. 2.25a) lub K35 — graf pelny dwudzielny o szesciu
wierzcholkach, z ktorych trzy sa potaczone z kazdym z pozostatych trzech (rys.
2.25b) [14, s. 246, 268].

Twierdzenie 2.6 (Kuratowskiego). Graf skonczony jest grafem planarnym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera jako podzbiorow grafow Ks i Ks 5.

a) b)

Rys. 2.25. Podgrafy, ktore wykluczaja planarnosé: a) Ks — graf pelny o pigciu wierzchotkach,
b) Kj 3 — graf petny dwudzielny o sze$ciu wierzchotkach

Planarno$¢ okresla rowniez, czy graf wielo§cianu moze by¢ narysowany jako
plaski na sferze — twierdzenie 2.7 [14, s. 247]. Jest to widoczne na przyktadzie
rzutowania stereograficznego grafu G na sferg S (rys. 2.26). Powstaty w ten spo-
sob graf G' jest izomorficzny do G [14, s. 247], [159, s. 4].

% Kazimierz Kuratowski sformutowat to twierdzenie w roku 1930, w pracy Sur le probléme
des courbes gauches en topologie, Fundamenta Mathematica, 15 (1930), s. 271-283 [14, s. 611].
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Twierdzenie 2.7. Graf G ma rysunek plaski wtedy i tylko wtedy, jezeli moze
by¢ narysowany jako plaski na sferze.

Rys. 2.26. Rzutowanie stereograficzne grafu planarnego G
lezacego na ptaszczyznie H, na styczna do niej sferg S

2.2.9. Podobienstwo

Podobienstwo jest przeksztalceniem obiektu geometrycznego, ktore zachowuje
jego ksztalt, ale moze zmieni¢ jego wielkos$¢. Z natury dotyczy zatem przestrzeni
unormowanej, w ktorej sa zdefiniowane miary odleglosci, np. zwykle odleglosci
euklidesowe.

Definicja 2.9. Podobienistwo jest to przeksztalcenie przestrzeni unormowanej
na siebie przeprowadzajqce dowolne dwa rozne punkty A i B odpowiednio na
punkty A" i B', dla ktorego istnieje wspoiczynnik 1. # 0, nazywany skalq bqdz
stosunkiem podobienstwa, taki ze |A-B |= 1 - |A-B'|.

Przez podobienstwo rozumiemy réwniez relacje réwnowazno$ci utozsamia-
jaca obiekty geometryczne, ktore nazywane sa figurami podobnymi, jezeli ist-
nieje podobienstwo przeprowadzajace jeden na drugi. Kazde podobienstwo,
ktore nie jest translacja, ma dokladnie jeden punkt, ktore jest jego niezmienni-
kiem. Przeksztalceniem odwrotnym do podobienstwa o skali 4 jest podobien-
stwo o skali 2. Ztozenie podobienstw o skalach 4, i 4, jest podobienstwem
o skali 4 ;4 ,.

Przykladem podobiefistwa jest przeksztalcenie jednoktadnosci. Na rysunku
2.27 przedstawiony przyktad jednoktadnosci przeksztalcajacej odcinek AB na
A'B'. Niezmiennikiem przeksztatcenia jest punkt O. Dla wspdtczynnika skali 4> 0
(rys. 2.27a) A'B' lezy po tej samej stronie punktu O co 4B, natomiast dla 41> 0
(rys. 2.27b) A'B' lezy po przeciwnej stronie punktu O. Dowolny punkt P, ktéry nie
lezy na odcinku AB, jest przeksztalcany na punkt P’ taki, ze linia przechodzaca
przez A' rownolegta do AP przecina si¢ z linig przechodzaca przez B' réwnolegla



51

do BP. Jednoktadnos¢ jest zatem catkowicie zdefiniowana przez efekt jej dziatania
na dowolne dwa punkty [31, s. 68].

A A

B\ 8 &

a) b)

Rys. 2.27. Przeksztalcenie podobienstwa — jednoktadnos¢ (opis w tekscie)

Rys. 2.28. Zmiana proporcji roznych struktur naturalnych wraz ze skala:
a) porownanie proporcji budowy kosci duzego i matego zwierzgcia (wg Galileusza),
b) réznice w proporcjach drzew o réznej wielkosci (wg J. Schlaicha),
¢) porownanie proporcji budowy ciata §wierszcza i stonia

Uogolnienie roli jednoktadnoséci w okreslaniu podobienstwa obiektow geome-
trycznych wyraza twierdzenie 2.8 [31]:

Twierdzenie 2.8. Dowolne podobienstwo jest ztozeniem izometrii i jednokladnosci
o skali rownej skali podobienstwa.
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W geometrii, koncepcja podobienstwa wyraza fakt, ze obiekt proporcjonalnie
powigkszony lub pomniejszony zachowuje takie same wiasciwosci, jak obiekt
oryginalny. O ile jest to prawdziwe w odniesieniu do obiektow geometrycznych,
o tyle nie potwierdza si¢ w wigkszosci realnych systeméw fizycznych®®. Proporcje
réznego rodzaju obiektéw zmieniaja si¢ wraz ze zmiang ich skali. Pierwszy przy-
ktad takiej zaleznosci pochodzi od Galileusza: porownanie proporcji budowy
ko$ci duzego i matego zwierzecia (rys. 2.28a) [47, s. 131]. Dwa inne przyktady
podat wspotczesnie Jorg Schlaich [123, s. 315]: proporcji budowy owadoéw i sto-
nia (rys. 2.28¢) i rdznice w proporcjach drzew o réznej wielkosci (rys. 2.28b).

Bardzo ciekawa forma podobienstwa (wlasciwie samopodobienstwa) sa frak-
tale — obiekty, w ktorych struktura catosci wyglada zawsze analogicznie do jej
lokalnego powigkszenia, niezaleznie od stopnia tego powigkszenia [93]. Dobrze
ilustruje to czworoscian Sierpinskiego (rys. 2.29) [113].

PN
5
Giod

SREEON

Rys. 2.29. Przyklad fraktalnej symetrii podobienstwa
— czworoscian Sierpinskiego

2.2.10. Regularnos$¢

Zainteresowanie problemem regularnosci obiektow geometrycznych majace
poczatki juz w starozytnosci, doprowadzito, w ciagu wiekdéw, do wielu interesuja-
cych i waznych rezultatow’’. Najbardziej znana, ale tez i najprostsza definicja
regularnoéci®® jest nastepujaca (tzw. definicja indukcyjna) [52, s. 412], [29, s. 15]:

% Fakt ten byl zauwazony juz przez Galileusza [47, s.117]. W swoim znanym opisie doty-
czacym roznych skutkow upadku z tej samej wysokosci dla réznych istot zywych zauwaza on,
ze struktury naturalne przy zwigkszaniu skali staja si¢ stabsze: kazda skala wymaga odpowiednich
proporcji.

7 Najstarsza zachowana wzmianka o wieloscianach regularnych pochodzi z dialogu
Timajos Platona [200, s. 51, 71], [247, s. 5]. Napisany w XI w. przez bizantyjskiego pisarza
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Definicja 2.10. d-wielotop jest regularny, jezeli wszystkie jego Sciany (fasety)
i wszystkie figury wierzchotkowe sq regularnymi (d—1I)-wielotopami.

Réwnowazne z podana definicja jest jej sformulowanie, korzystajace z wia-
Sciwosci symetrii [52, s. 412]:

Definicja 2.11. d-wielotop P c R® jest regularny, jezeli dla kazdego k,
0<k<d-1idla kazdej (k+1)-$ciany F*"'oraz (k—1)-sciany F*' incydentnej
z F*! istnieje symetria P, taka ze dwie k-$ciany P incydentne zaréwno z F**' jak
i z F*! mapujq si¢ na siebie wzajemnie (implikuje to, ze dla kazdych z dwéch
k-Scian P istnieje symetria zamieniajqca je wzajemnie).

Przyktadami wielotopow regularnych w E” sa np. trojkat i pigciokat rowno-
boczny z rysunku 2.43 i kwadrat z rysunku 2.41. W ogo6lno$ci moze istnie¢ wielo-
kat regularny, n-kat, o dowolnej liczbie bokow.

W odniesieniu do wieloscianow, wymagania definicji 2.10 i 2.11 mozna
sprowadzi¢ do spetnienia pigciu warunkow:

— wszystkie wielokaty tworzace $ciany sg wypukte,

— wszystkie wielokaty tworzace $ciany sg regularne,

— wszystkie wielokaty tworzace $Sciany sa przystajace,

— wszystkie wierzchotki sg jednakowe,

— wszystkie katy dwuscienne pomigdzy §cianami sa jednakowe.

W przestrzeni E° wielocianami regularnymi jest pie¢ tzw. bryt platoniskich:
czworo$cian, szeScian (rys. 2.5a), osmioscian (rys. 2.5b), dwunastoscian (rys. 2.9a)
i dwudziesto$cian (rys. 2.7). Nie istnieja zadne inne wielo$ciany foremne”. Jednak-
ze uzupetnieniem tej listy okazaly si¢ trzy tzw. nieskonczone wielo$ciany forem-
ne'”, o symbolach (w notacji konfiguracji wierzchotkow): 4° (rys.2.17), 6°, 6°.
Jezeli dopuscimy, aby niektore z podanych wymagan nie byly spelnione, to mozliwe
jest zdefiniowanie dodatkowych rodzin wielo§ciandw, o nizszym poziomie regu-
larno$ei [171, s. 55].

Suidasa Suda Lexicon zawiera zapis zachowanej jeszcze wowczas tradycji, ze Teteusz z Aten,
uczen Sokratesa i przyjaciel Platona po raz pierwszy napisat o ,,pigciu brylach”. Przypuszcza
sig, ze to on wprowadzil o$miodcian i dwudziesto$cian, uzupelniajac trzy znane wcze$niej
bryly [92, s. 82-83]. Niezaleznie od zachowanych przekazéw pisanych, znalezione arte-
fakty pokazuja, ze znajomos$¢ wieloSciandw regularnych jest znacznie starsza. We Wtoszech
znaleziono wykonane ze steatytu etruskie ozdoby i amulety w ksztalcie dwunasto-
$cianu, pochodzace z ok. 500 r. p.n.e. [200, s. 71], [30, s. 67]. W Ashmolean Museum
w Oksfordzie znajduja si¢ precyzyjnie wykonane, neolityczne wyroby kamienne nieznanego
przeznaczenia, o ksztaltach wielo$cianéw regularnych, pochodzace z ok. 2500 r. p.n.e.
Przytaczane sa rOwniez inne argumenty, np. lingwistyczne, majace potwierdza¢ fakt, ze wie-
loéciany te traktowano jako pewna szczegolng grupg obiektow juz w czasach przedpitagorej-
skich [200, s. 74]

%W polskiej literaturze uzywana jest rownorzednie nazwa ,,wielociany foremne”.

» Dowdd, ze nic istnieja inne wielosciany regularne podat juz Euklides, w XIII ksiedze
swoich Elementow [247, s. 4], [92, s. 83].

19 patrz pkt 2.2.4.



54

Rezygnacja z warunku wypuktosci umozliwia zbudowanie czterech wieloscia-
now gwiazdzistych, tzw. wielo§cianow Keplera—Poinsota. Przykladem jest maty
dwunastos$cian gwiazdzisty {5/2, 5} (rys. 2.9b).

Odstapienie od warunku, aby wszystkie $ciany byly przystajace, pozwala okresli¢
wielosciany quasi-regularne. Istnieja dwa takie wielo$ciany: sze$cio-o§mioscian
(3.4)” (rys. 2.10a) i dwudziesto-dwunasto$cian (3.5)%.

Jezeli oprocz warunku przystawania $cian uwolniony zostanie warunek row-
nosci katow dwusciennych, to otrzymamy wielosciany potregularne lub wielo-
Sciany archimedejskie. Sciany wieloscianow archimedejskich sa wielokatami
regularnymi, ale nie wszystkie sa jednakowe. Moga to by¢é dwa lub trzy rodzaje
wielokatow. Wszystkie wierzchotki moga by¢ wzajemnie na siebie przeksztalcone
poprzez dziatanie jednej z opisanych ponizej grup symetrii. Jest trzynascie takich
wieloscianow'”!, przyktadem moze byé szescio-o$mioscian rombowy wielki'®
4.6.8 (rys. 2.10b) [30, s. 72].

Jeszcze szerzej rozumiana regularno$é dotyczy wieloscianéw jednorodnych'®.
Sa to wielosciany, ktérych §ciany tworza rdzne wielokaty foremne, a ich figury
wierzchotkowe sa jednakowe dla wszystkich wierzchotkéw. Grupa ta obejmuje
wielosciany platonskie, archimedejskie, niewypukle wielosciany foremne, wielo-
Sciany gwiazdziste i niewypukle wielosciany jednorodne'®.

Jak wspominano w pkcie 2.2.4, lista wieloscianow regularnych jest az do ostatnich
lat uzupehiana o nowe obickty. Nie wynika jednak z tego, ze poprzednie zestawienia
byly nickompletne i poprzednie warunki regularnosci byty blednie sformutowane.
Przyczyna jest swoista ewolucja definicji wielo$cianéw, ktora historycznie ulegata
coraz wiekszemu uogélnieniu'®. Zmienia si¢ réwniez sposob podejscie do definiowa-
nia regularnosci. Tradycyjne warunki dotyczyly wiasciwosci lokalnych: przystawania
$cian, rownych katow itd. Obecnie powszechne jest analizowanie wiasciwosci global-
nych, takich jak przechodnio$¢ grup symetrii'® [56, s. 641].

%" Oprécz trzynastu podstawowych wieloscianéw archimedejskich, do grupy tej zaliczane sa

réwniez graniastostupy i antygraniastostupy o podstawie wielokatow foremnych. Ich liczba jest
nieskonczona (tak jak liczba wielokatow foremnych, mogacych stanowi¢ ich podstawg), z tego
wzgledu czgsto sa pomijane w zestawieniach [30, s. 72].

Inna nazwa: sze$cio-o$mio$cian Scigty [39, s. 107].

Termin wielosciany jednorodne zostat wprowadzony w niniejszej pracy, jako odpowied-
nik ang. uniform polyhedra, Okres$lenia takiego uzywa H. Steinhaus, w odniesieniu do parkietazy
ptaskich, o analogicznych cechach [131, s. 80]. Z kolei R. Duda, w ttumaczeniu pracy [39],
uzywa okreslenia wielosciany jednostajne [39, s. 123].

1% Magnus Weinninger wymienia tacznie 119 wieloscianéw jednorodnych (z pominigciem
graniastostupow 1 antygraniastostupow) [158].

1% B Griinbaum podaje w pracy [53, s. 471-475] metode konstrukcji wieloscianu regularne-
go z dowolnego wieloscianu kombinatorycznego spehniajacego definicjg 2.3, ktora nazwat meto-
da podwajania wierzchotkow (ang. vertex-doubling). Warunkiem koniecznym i dostatecznym
jest, aby co najmniej jedna ze $cian wielo$cianu oryginalnego byta wiclokatem nieparzystym.
Jezeli nie ma takiej $ciany, to podana konstrukcja prowadzi do uzyskania dwoch odrgbnych
wielosciandw.

1% paradoksalnie, pod pewnymi wzgledami, potwierdzaja sig starozytne konotacje bryt pla-
tonskich. Platon przypisywal czterem zywiotom poszczegdlne wieloSciany: ogien odpowiadat
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2.2.11. Dualno$¢

Koncepcja dualnosci'®”” wywodzi sie ze spostrzezenia, ze w przypadku niekto-
rych przeksztalcen, obiekty geometryczne wystepuja parami'™. Wszystkie wia-
Sciwosci 1 twierdzenia dotyczace jednego z obiektow tej pary sa wazne roOwniez
dla drugiego z nich. Oba obiekty sa nazywane wzajemnie dualnymi. Formalna
definicja dualno$ci odwotuje si¢ do mapowania pomigdzy Scianami w wielotopie
podstawowym i dualnym — definicja 2.12 [52, s. 46] lub do definiowania wieloto-
poéw poprzez zbidér wierzchotkow (V-wielotop) Iub zbidr $cian (H-wielotop) —

definicja 2.13 [65, s. 361]. Warto zauwazy¢, ze wiclosciany simplicjalne i proste sa
dualne — twierdzenie 2.9 [175. s. 8].

Definicja 2.12. Dwa d-wielotopy P i P* sq wzgledem siebie dualne, jezeli ist-
nieje wzajemnie jednoznaczne mapowanie ¥ pomiedzy zbiorem wszystkich scian P
i zborem wszystkich scian P, zachowujqce inkluzje (tzn. $ciany F\ i F, wielotopu P
spetniajq warunek F\ < F, wtedy i tylko wtedy, gdy sciany W(F) i Y(F,) wielo-
topu P* spetiajq warunek W(F,) c W(F,).

Definicja 2.13. Kazda V-reprezentacja wielotopu P daje H-reprezentacje

wielotopu P* i odwrotnie:
P= conv{vl,...,v” }<:> Pt = {x c Rd|<vi,x> <ldlal<i< n}

Twierdzenie 2.9. Jezeli dwa wielotopy P i P sq wzgledem siebie dualne, to jeden
z nich jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy drugi jest simplicjalny.

Kazdy wielotop ma swéj dualny odpowiednik [52, s. 46]. Wieloscian P*, dual-
ny do wieloécianu P, powstaje przez umieszczenie wierzchotkow w $rodkach

czworoscianowi, dwudziestoscian — wodzie, o§mioscian — powietrzu (ktore jest usytuowane
pomigdzy ogniem i woda), a szeScian — ziemi. Dwunastoscian odpowiadal zewngtrznemu
ksztattowi wszech$wiata. Wedlug Platona, nadmiar wody (czyli dwudziesto$cianow) w organi-
zmie, wywotywat chorobg. Obecnie, stwierdzono, ze wiele wirusow ma otoczke biatkowsa (kap-
syd) o ksztatcie dwudziestoscianu foremnego [103, s. 18].

7 W dawniejszych publikacjach w jezyku polskim uzywano okreslenia dwoistosé na okre-
$lenie dualnosci, np. [31, wyd. pol., s. 176] [39, wyd. pol., s. 116]. Podobnie, w dawniejszych
publikacjach angielskojezycznych mozna spotka¢ okreslenia reciprocation i reciprocal [29,
s. 17]. Obecnie, znacznie czgSciej uzywane sa okreslenia dualnosé i dualny (ang. duality, dual
—np. [52, s. 46], ale réwniez polarity —np. [65, s. 360], [175, s. 59]).

1% pierwsze spostrzezenia dotyczace dualno$ci pojawily sie juz w napisanej przez anonimo-
wego autora ok. roku 300 n.e. w XIV ksigdze Elementéow Euklidesa. Autor wpisal o$mioscian
w sze$cian, a szeScian w o$mios$cian oraz dwunasto$cian w dwudziesto$cian i odwrotnie. Jako
pierwszy zrozumial i opisat istot¢ dualnosci prawdopodobnie sycylijski matematyk Franciscus
Maurolycus z Messyny (Francesco Maurolico), w XVI w. Doktadna definicj¢ dualnosci podat
dopiero M. Briickner w pracy Vielecke under Vielflache Leipzig, Teubner (1900) [29, s. 30],
[159,s.1].
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$cian wielo$cianu P. Jezeli dwie Sciany miaty wspdlna krawedz, to ich s$rodki
rowniez taczymy krawedzia. Wieloécian dualny P* ma tyle samo krawedzi co P;
tyle wierzchotkdw, ile P ma $cian; tyle Scian, ile P miat wierzchotkow. Wielo-
$cian dualny do P* to ponownie P. W zapisie za pomoca symboli Schlifliego
dualno$¢ ujawnia sig poprzez zamiang pozycji: {p,q} — {g,p}. Na przykiad bryta
dualna wzgledem szescianu jest osmioscian foremny {4,3}—{3,4}, a dualng do
osmioscianu foremnego — ponownie szeScian{3,4}—{4,3} (rys. 2.30). Wieloscia-
ny o tej samej grupie symetrii sa dualne.

a) {4,3}-{3.4} b) 3:4}—{4,3}

Rys. 2.30. Wielosciany dualne — szeScian i o$miokat foremny: a) szescian opisany
na o$mioboku, b) o§mio$cian opisany na szescianie

Inna metoda konstrukcji wielo§cianéw dualnych jest zastosowanie inwersji
sferycznej'”. Zwiazek z przeksztalceniem biegunowym i z geometria rzutowa
wyjasnia zachowywanie wlasciwosci wielo$cianu oryginalnego przez wielo$cian
dualny''®. W metodzie tej rozpatrujemy sferg styczna do punktéw srodkowych
krawedzi wielo$cianu. Nastepnie konstruujemy wielos$cian dualny, ktérego kra-
wedzie sa styczne do sfery w tych samych punktach, ale prostopadte do krawedzi
wieloscianu oryginalnego. Odmiana tej metody, nazywana konstrukcja Dormana-
Luke’a, polega na skonstruowaniu figury wierzchotkowej wielo$cianu, poprzez
polaczenie punktéw srodkowych krawedzi wokot wierzchotka (rys. 2.31a), opisa-

"% Stad, spotykane w literaturze, alternatywne okreslenie wicloscianow dualnych: wieloscia-

ny biegunowe lub biegunowo symetryczne (ang. polar lub polar reciprocal) [29, s. 17], [159,
s. 1], [38, 5. 239].

"1 Zasada dualnosci w odniesieniu do geometrii rzutowej zostata sformutowana przez J.D.
Gergonna w Philosophie mathématique. Considérations philosophiques sur les élémens de la
science de l'étendue. Ann. Math. 16 (1825-1826), 209-231, a w odniesieniu do przeksztalcenia
biegunowego — przez J.-V. Ponceleta w Questions résolues. Solution du dernier des deux
problémes de géométrie proposés a la page 36 de ce volume, suivie d'une théorie des pélaires
réciproques, et de réflexions sur I’limination. Ann. Math. 8 (1817-1818), 201-232 [197, s. 3-4],
[38, s. 240].
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niu na tej figurze okregu i skonstruowania wielokata stycznego do tego okregu
(rys. 2.31b) [159, s. 30]. Ponizej przedstawiono sposob wykonania tej konstrukcji
dla wielo$cianow z rysunku 2.3: osmiosScianu (rys. 2.32a) i sze$cianu (rys. 2.32b)
oraz zlozenie dwodch bryt dualnych (rys. 2.32c¢). Linie na $cianach zaznaczaja
figury wierzchotkowe.

a) b)

Rys. 2.31. Konstrukcja wielo$cianu dualnego metoda Dormana—Luke’a:
a) konstrukcja figury wierzchotkowe;j,
b) konstrukcja okrggu opisanego na figurze wierzchotkowe;j
i wielokata stycznego do tego okregu

£ \!" 0

a) b) c)

Rys. 2.32. Metoda Dormana—Luke’a zastosowana do konstrukeji figur dualnych:
a) osmioScianu foremnego, b) szescianu, c¢) ztozenie bryt dualnych

W przypadku rysunkéw ptaskich wieloscianoéw''' stosowane sa dwie kon-
wencje przedstawiania figur dualnych. Pierwsza nawiazuje bezposrednio
do przedstawionej zasady zastgpowania $cian wierzchotkami i odwrotnie
(rys. 2.32c). W drugiej konwencji wierzchotek figury dualnej, odpowiadajacy
Scianie zewngtrznej figury podstawowej jest pomijany, a incydentne z nim
krawedzie sa zakonczone symbolizujacymi go strzatkami (rys. 2.33) [72, s. 120],
[87, s. 49].

" Patrz pkt 2.2.8.
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a) b)

Rys. 2.33. Dwie konwencje rysowania figur dualnych do ptaskich rysunkow wieloscianow:
a) z zaznaczeniem wierzchotka odpowiadajacego Scianie zewngtrznej,
b) z pominigciem tego wierzchotka

Zgodno$¢ wilasciwosci geometrycznych wielo$cianéw dualnych dotyczy
zwlaszcza takich cech, jak wypuktosé, regularnos¢, symetria, zgodnos¢ typu kom-
binatorycznego. Analiza cech strukturalnych pozwala dostrzec jeszcze jedna for-
mg¢ dualizmu: dualizm prgtowo-ptytowy. Przy zamianie walentnosci $cian z wa-
lentno$cia wierzchotkdw zmienia si¢ charakter pracy konstrukcji, z uktadu
pretowego na ptytowy (i odwrotnie), podczas gdy liczba krawedzi pozostaje stata
[160, s. 4]. Ta zalezno$¢ jest szczegolnie istotna w analizie form strukturalnych
spotykanych w naturze'.

Mozna réwniez zauwazyc¢, ze operacja tworzenia wieloScianow dualnych nale-
7y, wraz z innymi operacjami przeksztatcajacymi wielo$ciany, takimi jak $cinanie
wierzchotkow i tworzenie wieloscianu gwiazdzistego''®, do grupy przeksztalcen,
w ktorych wszystkie lub czg$¢ elementéw danej klasy jest zastgpowana elemen-
tami innej klasy (np. $§ciany — wierzchotkami) [87, s. 39].

2.2.12. Stopnie swobody

Pojedynczy wierzchotek (d=0) na powierzchni (d =2) moze si¢ poruszaé
w dwoch kierunkach — ma dwa stopnie swobody. Na krzywej (d = 1) moze si¢
poruszaé tylko w jednym kierunku, zatem ma jeden stopien swobody. W prze-
strzeni (d = 3) ma natomiast trzy stopnie swobody.

Uktad dwoch punktow ma w przestrzeni 2 X 3 = 6 stopni swobody, a uktad v
wierzchotkéw — 6 v stopni swobody. Jezeli przyjmiemy o$§ przechodzaca przez
srodek uktadu i jeden z wierzchotkéw, do okreslenia polozenia uktadu potrzebu-
jemy sze$ciu parametrow: trzech wspotrzednych, dwoch katéw okreslajacych
polozenie osi i jednego kata okreslajacego orientacje catego uktadu wzgledem osi.
Te sze§¢ parametréw nazywamy zewnetrznymi stopniami swobody, a pozostate

12 patrz rozdz. 6.

' Ang. truncation i stellation. Polskie okre$lenia za [39, wyd. pol., s. 8].



59

(3 v—6) — wewnetrznymi stopniami swobody. Liczba wewngtrznych stopni swo-
body uktadu okresla maksymalna liczba relacji migdzy wierzchotkami (krawedzi),
ktére moga by¢ niezaleznie zdefiniowane [87, s. 30]. Jest to jednocze$nie mini-
malna liczba krawedzi niezbg¢dna, aby dana konfiguracja wierzchotkdéw (struktura)
byta sztywna. Wyrazaja to rownania Mobiusa—Maxwella' ™.

2.2.13. Symetria

Stwierdzenie, iz obiekt jest ,,symetryczny”, oznacza, ze istnieje przeksztatce-
nie, ktoére nie zmienia obiektu jako catoSci, permutujac jedynie jego elementy
sktadowe. Symetria jest pojeciem wiasciwym dla geometrii metrycznej'", a nie
dla topologii, gdyz nalezy do przeksztatcen izometrycznych [29, s. 44].

Definicja 2.14. Izometria jest to kazde mapowanie przestrzeni euklidesowej E*
na samq siebie'', zachowujqce odleglosci pomiedzy dowolnymi dwoma punktami.
Mapowanie takie jest oznaczane o: EX — E*, a dla dowolnych punktéw A, B odle-
glos¢ pomiedzy nimi jest rowna odlegtosci pomiedzy ich obrazami o(4) i a(B) [58,
s. 26].

Z definicji 2.14 wynika rowniez, ze katy pomigdzy korespondujacymi parami
linii wyznaczonymi przez punkty i ich obrazy sa rowne. Izometrie sa przeksztal-
ceniami ciaglymi, a ich zlozenie jest rdwniez izometriag. Obrazem obiektu po
przeksztalceniu izometrycznym jest obiekt przystajqcy do niego.

Izometria moze w rézny sposob oddzialywaé na uporzadkowanie punktow
w obiekcie. W trojkacie POR (rys. 2.34a), wierzchotki sa nazwane zgodnie z ru-
chem wskazowek zegara (prawoskretnie). Jezeli trojkat ten zostanie przeksztalco-
ny przez obrét na trojkat P'O'R (rys. 2.34b), w ktérym P'=a(P), R'=o(R),
Q'=0(Q), to kolejnos¢, w jakiej sa nazwane wierzchotki zostaje zachowana.
O trojkatach POR i P'Q'R' méwimy, ze sa figurami przystajqcymi wprost [29,
s. 33], a przeksztalcenie o nazywamy izometriq parzystq [58, s. 26], [152, s. 16].
Jezeli zas w wyniku odbicia zwierciadlanego otrzymamy trojkat P"Q"R", w ktorym

14 patrz pkt 2.3.6.

"5 Koncepcja symetrii (z gr. oouuetpia = wspotmiernodcé), jest powszechnie obecna w wielu
dziedzinach nauki, techniki i sztuki. Jako zjawisko czgsto obserwowane w przyrodzie, np. syme-
tria organizméw zywych, symetria ptatkow $niegu itd. byta od najdawniejszych czasow taczona
z ideatem porzadku, harmonii i pigkna. Martin Gardner w swojej ksiazce Ambidextrouse Univer-
se (1964) zauwaza, ze obecnos$¢ sily grawitacji powoduje znaczne zrdznicowanie organizmow
zwierzat ladowych w kierunku pionowym, podczas gdy brak takiego oddziatywania w kierunku
poziomym powoduje wystgpowanie symetrii pomigdzy strong lewa i prawa. O symetrii mowi si¢
rowniez w naukach spotecznych, muzyce oraz w wielu réznych kontekstach kulturowych
[72, s. 405-452] [163, s. 3].

"8 Dalsze rozwazania beda ograniczone do E* i E* (ptaszczyzny i przestrzeni trojwymia-
rowej).
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P"=0(P), R"=0(R), Q"= 0(Q) (rys. 2.34¢), to kolejnos¢ nazwania wierzchotkow
ulegta odwrdceniu i jest odwrotna do ruchu wskazowek zegara (lewoskr¢tna).
Trojkaty POR 1 P"Q"R" nazywamy figurami przystajqcymi odwrotnie lub enan-
cjomorficznymi [72, s. 436], a przeksztalcenie o — izometriq nieparzystq''’ [58, s. 26]
[152,s. 16].

Rys. 2.34. Przyktady izometrii prostych i odwrotnych (opis w tekscie)

2.2.13.1. Klasyfikacja izometrii

Kazde przeksztalcenie izometryczne nalezy do jednego sposrod szesciu''®
wymienionych w tabeli 2.2 typoéw przeksztatcen izometrycznych [58, s. 27], [152,
s. 17]. Pierwszy z nich — odbicie (zwierciadlane) ma charakter podstawowy, gdyz
wszystkie pigé pozostatych mozna przedstawic jako ztozenie co najwyzej czterech
odbi¢'". Liczba odbié¢ (parzysta lub nie), po ztozeniu ktorych otrzymujemy dane
przeksztalcenie, okresla jego parzysto$¢ lub nieparzystos¢. Trzy sposréd wymie-
nionych przeksztatcen: odbicie, obrot i odbicie z poslizgiem maja swoje nie-
zmienniki — zbiory punktow, ktore zostaja przeksztatcone na te same punkty. Trzy
pozostate przeksztalcenia nie maja niezmiennikOw i nazywane sa przemieszcze-
niami.

" Uzywane sa rowniez okreslenia: izometria prosta (ang. direct isometry) dla przeksztalcen
parzystych i izometria odwrotna (ang. indirect isometry lub opposite isometry) dla przeksztatcen
nieparzystych [29, s. 33], [58, s. 27], [152, s. 17].

"8 Do podstawowych typow przeksztalcef izometrycznych zalicza si¢ rowniez przeksztatce-
nie tozsamosciowe (identyczno$¢), przeksztatcajace kazdy punkt obiektu na ten sam punkt. Jest
to przeksztalcenie bezposrednie, a jego niezmiennikiem jest cata przestrzen [152, s. 17].
Po uwzglednieniu identycznosci taczna liczba izometrii wynosi siedem.

"9 Klasyfikacja podstawowych przeksztalcen izometrycznych jest w pewnym stopniu nie-
jednoznaczna. Trzy pierwsze z przeksztalcen wymienionych w tabeli 2.1 sa nazywane prze-
ksztalceniami ,,prymitywnymi” i np. H.S.M. Coxeter tylko te przeksztalcenia uwaza za podsta-
wowe, pozostate trzy traktujac jako pochodne [29, s. 44-46]. Niektorzy autorzy, jak
B. Griinbaum, do przeksztatcen podstawowych zaliczaja réwniez odbicie z poslizgiem [58,
s. 226-27]. Inni, jak H. Verheyen, za podstawowe uwazaja wszystkie przeksztalcenia wymienione
w tabeli [152, s. 17]. Niewatpliwe jednak jest, ze kazde przeksztalcenie izometryczne nalezy
do jednego z szesciu wymienionych typow [29, s. 44-47].
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Tabela 2.2. Typy podstawowych przeksztalcen izometrycznych

[zometria Typ Niezmienniki w E* Niezmienniki w E’
Odbicie nieparzysta linia plaszczyzna
Obrot parzysta punkt linia
Translacja parzysta -

Odbicie z poslizgiem nieparzysta -
Odbicie z obrotem nieparzysta punkt punkt
Obroét z poslizgiem parzysta -

Odbicie (zwierciadlane)

Odbicie zwierciadlane wzgledem prostej L (w E°) lub plaszczyzny F (w E°)
nazywanymi odpowiednio osiq 1 plaszczyznq tego przeksztalcenia (a w przypad-
ku gdy jest to jednoczesnie symetria — odpowiednio osiq symetrii 1 plaszczyznq
symetrii), jest to takie przeksztalcenie o: E° — E* (lub odpowiednio
o: B> — E°), 7e jezeli Q oznacza rzut prostopadty'® punktu P na prosta (ptasz-
czyzng) symetrii, to o przeksztalca punkt P na punkt P’ w taki sposob, ze
|PQ|=|0QP'|, a punkty P i P' leza po przeciwnych stronach osi (ptaszczyzny)
symetrii (rys. 2.35) [58, s. 27], [152, s. 12]. Odbicie jest przeksztatlceniem niepa-
rzystym (ztozenie jednego odbicia), a jego niezmiennikiem jest o$ (ptaszczyzna)
symetrii.

P, Q. olP)=P/
L/
P, ‘\O-‘ o(P,)=P;
L

Rys. 2.35. Odbicie zwierciadlane
na plaszczyznie

Obrot

Obrét wzgledem punktu O (w E7) lub linii L (w E°), nazywanymi odpowiednio
Srodkiem obrotu i osiq obrotu, jest izometria parzysta, gdyz mozna go przedstawic
jako zlozenie dwoch odbié [58, s. 26], [152, s. 12]. Osie (ptaszczyzny) symetrii
przecinaja si¢ w punkcie (osi) obrotu, ktore sa niezmiennikami tego przeksztalce-
nia (rys. 2.36).

120 . e - L . , .
Mozna rozpatrywa¢ rowniez odbicie zwierciadlane ukosne, w ktorym kierunek

rzutowania punktow na o$ (ptaszczyzng) przeksztalcenia nie jest do niej prostopadty [29,
s. 187].
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Rys. 2.36. Obrot jako ztozenie dwoch odbi¢
na plaszczyznie

Translacja (przesunigcie réwnolegle)

Translacja o zadany wektor d jest izometria parzysta, gdyz mozna ja przedsta-
wi¢ jako ztozenie dwéch odbi¢ wzgledem prostych L, i L, (w E”) lub plaszczyzn
F\ i F, (w E°) réwnoleglych do siebie (rys. 2.37) [58, s. 27], [152, s. 13].

P, ’ P! R, o
- < X o(P)=P,
p Q, P/ R, o(P,)=P.’
& L L/
L,

Rys. 2.37. Translacja jako ztozenie dwoch odbié
na plaszczyznie

Odbicie z poslizgiem

Odbicie z poslizgiem jest ztozeniem odbicia wzgledem osi L (w E7) lub plasz-
czyzny F (w E°) z translacja o wektor d. Jest to izometria nieparzysta — mozna ja
przedstawié¢ jako ztozenie trzech odbic [58, s. 27], [152, s. 15]. Dwie ptaszczyzny
symetrii sa rownolegle podobnie jak w przypadku przesunigcia, a trzecia jest
do nich prostopadta (rys. 2.38).

o(P,)=P,

o(P)=P;

Rys. 2.38. Odbicie z poslizgiem jako ztozenie trzech odbié
na plaszczyznie
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Odbicie z obrotem

Odbicie z obrotem jest izometrig nieparzysta — mozna je przedstawic jako zto-
zenie trzech odbi¢. Dwie plaszczyzny symetrii przecinaja si¢ podobnie jak
w przypadku obrotu, a trzecia jest do nich prostopadita. Wspdlny punkt tych trzech
plaszczyzn jest niezmiennikiem przeksztalcenia.

Szczegblny przypadek odbicia z obrotem wystepuje, gdy ptaszczyzny Fi i F,
sa wzajemnie prostopadte. Jest przeksztalcenie rownowazne dwém innym waz-
nym przeksztalceniom [152, s. 14]. Pierwsze z nich to obrot o potowg kata petne-
g0, nazywany pofobrotem. Drugie — to symetria srodkowa wzgledem punktu Q,
nazywanego Srodkiem symetrii. Symetria $rodkowa o przeksztalca punkt P na
punkt P’ w taki sposob, ze |PQ| = |QP'|, a punkty P i P' nazywaja si¢ punktami
symetrycznymi wzgledem punktu Q (rys. 2.39).

/
=
=

o

Rys. 2.39. Odbicie z obrotem dla wszystkich ptaszczyzn
wzajemnie prostopadtych — rownowazne symetrii srodkowej
wzgledem punktu przecigeia ptaszczyzn

Obrot z poslizgiem (przesuniecie Srubowe)

Obrét z poslizgiem jest ztozeniem obrotu i translacji wzdtuz osi obrotu. Jest to
izometria parzysta, gdyz mozna ja przedstawi¢ jako zlozenie czterech odbic¢
wzgledem plaszczyzn F), F,, F5 1 Fy. Dwie plaszczyzny symetrii przecinaja sig,
a dwie pozostate, wzajemnie rownoleglte sa do nich prostopadte (rys. 2.40) [152,
s. 16]. Wsrod przeksztalcen izometrycznych na ptaszczyznie rozréznia si¢ rowniez
przeksztalcenia wlasciwe 1 niewfasciwe [72, s. 394]. Przeksztalcenia whasciwe sa
to przeksztalcenia, powodujace przemieszczenie obiektu bez opuszczania plasz-
czyzny, na ktorej lezy. Przeksztalcenia niewlasciwe odbywaja si¢ przez prze-
mieszczenie obiektu, w trakcie ktorego musi on opusci¢ plaszczyzng, na ktorej
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lezy. Przyktadami przeksztatcen wlasciwych sg obrot i translacja, a niewlasciwych

— odbicie i odbicie z poslizgiem'*.

gt

olf,)=f,

Rys. 2.40. Obrot z poslizgiem (przesunigcie Srubowe)
jako ztozenie czterech odbié¢

2.2.13.2. Grupy symetrii

Wszystkie przeksztalcenia symetryczne naleza do jednego z podstawowych
typow wymienionych w tabeli 2.2. Formalna definicja symetrii moze by¢ sfor-
mutowana nieco inaczej niz definicja 2.14 — w wersji, ktéra podkresla ,.tozsa-
mos$¢” przeksztatlconego obiektu [72, s. 409].

Definicja 2.15. Symetria obiektu K jest to przeksztalcenie izometryczne, ktore
mapuje ten obiekt na ten sam obiekt, tzn. o(K) = K.

Dla kwadratu (rys. 2.41) linie Ly, L,, L3 i L4 sa osiami odbi¢ zwierciadlanych
bedacych jego symetriami. Symetriami sq réwniez obroty przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara wzgledem punktu O, o katy n/2, 7 i 3n/2'%, a takze przeksztal-
cenie tozsamosciowe (ktore jest symetria kazdego obiektu). Kwadrat ma doktad-
nie osiem, wymienionych powyzej, symetrii.

2! Bdwin A. Abbott, w swojej wydanej w 1884 r. ksiazce Flatland: A Romance of Many

Dimensions (wyd. polskie pt. Flatlandia czyli Kraina Plaszczakow: Powies¢ o wielu wymiarach,
GWO, Gdansk, 1994), opisuje przyktad fikcyjnego $wiata na ptaszczyznie, dla ktorego miesz-
kancow tzn. obiektow plaskich, pojawienie sig obiektu odwroconego w odbiciu zwierciadlanym
bylo szokiem, gdyz zaden znany im ruch na ptaszczyznie nie pozwalal na taka transformacje.

122\ rozwazaniach tych nie wprowadza si¢ rozroznienia pomiedzy obrotem lewoskretnym
o kat # a obrotem prawoskretnym o kat 27— 6, ani pomigdzy obrotem o kat 6 a obrotem
o kat 6 + 2nk dla dowolnego £ [58, s. 27].
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™\

o

Rys. 2.41. Symetrie kwadratu (opis w tekscie)

Wszystkie osiem symetrii kwadratu K mozemy potraktowac jako pewien zbior
przeksztatcen S(K), ktéry ma wlasciwosci algebraiczne — symetrie moga by¢ ko-
lejno sktadane (superponowane), a wynik tego dziatania jest rowniez symetria.
Dziatanie superponowania symetrii ma swoj element neutralny — jest nim prze-
ksztatcenie tozsamosciowe. Dla dowolnego elementu zbioru S(K) istnieje element
odwrotny, gdyz kazda symetria jest inwolucjq, tzn. wykonana dwukrotnie daje
w wyniku przeksztatcenie tozsamos$ciowe. Ze wzgledu na taka strukturg algebra-
iczna, S(K) stanowi grupe, a liczba elementéw (symetrii) zawartych w zbiorze
okresla rzqd grupy. Poniewaz elementami grupy sa przeksztalcenia symetryczne,
nazywa si¢ ja grupq symetrii [58,s. 27] [72, s. 410].

Definicja 2.16. Niech K bedzie obicktem w przestrzeni E', E* lub E°, a o do-
wolnym przeksztalceniem symetrycznym K. Zbior tych przeksztalcen oznaczamy
S(K) = {o] 0: K — K}. Niech na S(K) okreslone bedzie dzialanie superpozycji
przeksztalcen o; © 0;, przyporzqdkowujqce dowolnemu elementowi x € K element
oi(oi(x)) € K", gdzie 0. K — K', 0;: K' — K". Jezeli dziatanie to ma nastepujqce
wlasciwosci.

a) dla dowolnych o, 0, oy € S(K) zachodzi zaleznos¢ oy © (o; © 0;) = (0} © 0;) © 0;
— zachodzi tqcznos$é dzialania,

b) dla dowolnego o; € S(K) istnieje przeksztalcenie e € S(K), takie, ze
0; O e = e O g; = 0; (zn. istnieje element neutralny dzialania),

¢)dla dowolnego o, nalezqcego do S(K)istnieje przeksztatcenie o,
takie ze 0,00, =06, 0 0,= ¢ (tzn. istnieje przeksztalcenie odwrotne do o)
to para uporzqdkowana (S(K), o) stanowi grupe symetrii obiektu K.

Jezeli dla obiektu mozna okresli¢ co najmniej jedno przeksztalcenie syme-
tryczne, inne niz przeksztalcenie tozsamo$ciowe, to méwimy, ze jest to obiekt
symetryczny. Jezeli grupa symetrii obiektu zawiera co najmniej dwie translacje
w kierunkach nieréwnolegtych, to jest to obiekt periodyczny'> [58, s. 29].

Elementem grupy symetrii obiektow skonczonych, niewypelniajacych catej
przestrzeni (E* lub E°) nie moze by¢ translacja. Jedynie nieskonczone parkie-

123 . Iy I PP . < 1 . .
Periodycznos¢ jest szczeg6lnie istotna w rozpatrywaniu podziatéw i wypetien plaszczy-
zny i przestrzeni, patrz rozdz. 3.2.
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taze'** moga mie¢ grupy symetrii zawierajace translacje. Wynika z tego, ze w grupach
symetrii obiektow skonczonych elementami sa jedynie obroty i odbicia zwiercia-
dlane, a zatem obiekty te zawieraja co najmniej jeden punkt, ktory jest przeksztat-
cany na samego siebie (,,Srodek cigzkosci”). Jezeli liczba elementow (przeksztat-
cen symetrycznych) w grupie jest skonczona, to méwimy o grupie skonczonej
[29, s. 43].

Grupy te sa sklasyfikowane w pigciu izomorficznych kategoriach, ktore zesta-
wiono w tablicy 2.3 i opisane ponizej [152, s.19], [31, wyd. pol. s.300].

Tabela 2.3. Skonczone grupy symetrii

Kategoria Symbol'”  Rzad"*
Cykliczne C, n
Dwuscienne D, 2n
Czworos$cienne Aa 2e=12
O$mioscienne Sy 2¢=24
Dwudziesto$cienne As 2e =60

Grupy symetrii: cykliczne 1 dwuscienne sa jedynymi skonczonymi grupami
symetrii na ptaszczyznie'”” (E?). Pozostale trzy grupy: czworoscienne, osmio-
Scienne 1 dwudziestoscienne nosza wspolna nazwe grup wielosciennych i sa jedy-
nymi skonczonymi grupami symetrii w przestrzeni (E°) [31, s. 273].

Grupy cykliczne

Elementami grup cyklicznych sa n-krotne obroty. Jezeli obrét o kat (2mxj)/n (gdzie
1 < j < n) jest przeksztalceniem symetrycznym obiektu, to generowana przez
takie obroty grupa symetrii sklada si¢ z n elementow i jest oznaczana symbolem C,.

Na rysunku 2.42 przedstawiono dwa przyktady cyklicznych grup symetrii. Tri-
skelion'® (rys. 2.42a) ma grupe symetrii Cs. Jej elementami sa obroty o katy
(2mx1)/3 =120°, (2nx2)/3 =240° i (2mx3)/3 =360° (przeksztalcenie tozsamo-
Sciowe). Swastyka (rys. 2.42¢) posiada grupg symetrii Cy. Jej elementami sa ob-

** Patrz rozdz. 3.2 3.3.

12 Symbole oznaczajace cykliczne i dwuscienne grupy symetrii sa powszechnie przyjete
w literaturze. Symbole oznaczajace grupy wieloscienne przyjeto za [152, s. 4, 19] i [31, wyd.
pol. s. 300].

126 Symbole literowe w kolumnie ,,rzad grupy” oznaczaja odpowiednio: 7 — krotno$é obrotu,
e — liczba krawedzi bryly definiujacej rodziny osi obrotu.

127 Wedlug Hermanna Weyla, odkrycie, ze grupy C, i D, sa jedynymi skoficzonymi grupami
symetrii na ptaszczyznie zawdzigczamy Leonardo da Vinci, ktory interesowat si¢ nimi w swoich
studiach architektonicznych dotyczacych symetrii budynkow centralnych [163, s. 66, 99].

128 Tyiskelion (gr. tpiokeAng = trojndg lub tréjnozny) jest to stary symbol magiczny. Grecy
uzywali go z glowa Meduzy w $rodku, jako symbolu trojkatnej Sycylii [163, wyd. pol. s. 69],
[28, s. 9], znajduje si¢ rowniez w godle wyspy Man [28, s. 9].
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roty o katy (2mx1)/4 =90°, (2nx2)/4 = 180°, (2nx3)/4=270° i (2nx4)/4 =360°.
Takie same grupy symetrii posiadaja rysunki ze szkicownika Villarda de Honneco-
urt'?’: ornament w ksztalcie trzech ryb (rys. 2.42b) i studium sylwetki rzemie$lnika
(rys. 2.42d).

A

|

b)

Rys. 2.42. Przyktady cyklicznych grup symetrii: a) Cs, b), ¢) Cs4 (opis w tekscie)

Grupy dwuscienne

Grupy dwuscienne charakteryzuja symetri¢ wielokatow regularnych. Grupa
symetrii n-kata jest oznaczana symbolem D,. Zawiera ona 2n elementow: n obrotow
o kat (2nxj)/n (a zatem grupa cykliczna C, jest jej podgrupa) i n odbi¢ zwiercia-
dlanych [152, s. 22-27].

Przyktadem grupy symetrii D; jest symetria trojkata rownobocznego
(rys. 2.42a). Elementami tej grupy sa 3 obroty wokol punktu O (podgrupa C;)
i 3 odbicia zwierciadlane wzgledem osi L, L, i L3. Kwadrat (rys. 2.41) ma grupg
symetrii Dy, a pigciokat (rys. 2.43¢c) — grupg symetrii Ds.

Praktycznym sposobem budowy modelu grupy D, jest ustawienie dwoch luster
ma liniach L; i L, (rys. 2.41 lub 2.43a), w taki sposob, aby stykaty si¢ w punkcie
O. Lustra te beda nachylone do siebie pod katem z/n. Kazdy obiekt umieszczony
pomigdzy nimi begdzie miat 2n widocznych obrazow (wraz z samym obiektem)
[31, s. 34-35]. Na takiej zasadzie zbudowany jest kalejdoskop'*’. Na rysunku 2.43b

12 Rysunki 2.42b i 2.42d pochodza z planszy 38 szkicownika Villarda de Honnecourt.

1% Nazwa kalejdoskop (z gr. kahog = pickny, e180¢ = forma, okomew = widzie¢) zostata utozona
przez Sir Davida Brewstera w pracy A Treatise on the Kaleidoscope, Constable, Edinbourgh
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przedstawiono obraz z kalejdoskopu o trzech lustrach ustawionych na krawg-
dziach trojkata rownobocznego.

Rys. 2.43. Przyktady dwusciennych grup symetrii D3 i Ds (opis w tekscie)

Grupy wielo$cienne

Skonczone grupy symetrii wielo$cianéw regularnych sa szczegolnie interesu-
jace, gdyz charakteryzuja wtasciwos$ci obiektow znacznie bardziej ztozonych niz
wielosciany w (E%) [152, s. 27-39].

Wieloscian regularny o symbolu Schléfliego {p,q} ma v wierzchotkow, e kra-
wedzi i f Scian. Przeksztalcenia symetryczne tego wieloScianu obejmuja obroty
wzgledem trzech rodzin osi. Sa to:

— osie przechodzace przez Srodek wieloscianu i jeden z jego wierzchotkow,

— osie przechodzace przez srodek wielo$cianu i srodek jednej z jego krawedzi,

— osie przechodzace przez srodek wielo$cianu i $rodek jednej z jego $cian.

(1819), w ktorej opisuje on historig i teori¢ dzialania tego przyrzadu. Pierwsza praca na temat
kalejdoskopu zostata opublikowana przez Athanasiusa Kirchera w 1646 r. [31, s. 35].
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Dla osi przechodzacych przez wierzchotki wieloscianu operacjami symetrycz-
nymi sg obroty o kat (2nxk)/q (gdzie 1 < k < n), poniewaz kazdy wierzchotek jest
incydentny z ¢ $cianami. Pomijajac przeksztalcenie tozsamosciowe, mamy g—1
obrotow dla kazdej z osi.

Dla osi przechodzacych przez srodki krawedzi wieloécianu operacjami symetrycz-
nymi sa obroty o kat 2n/2 = =, poniewaz kazda krawedz jest incydentna z dwoma
Scianami. Pomijajac przeksztalcenie tozsamosciowe, mamy 1 obrot dla kazdej z osi.

Dla osi przechodzacych przez $rodki $cian wielo§cianu operacjami symetrycz-
nymi sa obroty o kat (2n%;)/p (gdzie 1 <j < n), poniewaz kazda $ciana jest regu-
larnym p-katem, o grupie symetrii C,. Pomijajac przeksztalcenie tozsamosciowe,
mamy p—1 obrotow dla kazdej z osi [29, s. 46—47].

Rys. 2.44. Osie grupy symetrii oSmioscianu (opis w tekscie)

Oprocz wymienionych nie moga wystapi¢ zadne inne osie obrotu dla prze-
ksztatcen symetrycznych [31, s. 273]. Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze kazda z osi
przechodzi przez dwa charakterystyczne punkty antypodalne: dwa wierzchotki,
dwa $rodki $Scian i dwa srodki krawedzi (oprocz czworoscianu, w przypadku kto-
rego naprzeciw wierzchotkow leza $rodki $cian), co powoduje, ze obroty wzglg-
dem tych osi sa liczone podwojnie. Catkowita liczba obrotow dla danego wielo-
$cianu wynosi zatem [29, s. 47]:

%I:v(q—l)+e+f(p—l)]=26—l (2.4)

a liczba elementow w grupie, wraz z przeksztalceniem tozsamosciowym (rzad grupy)
wynosi 2e. Grupy symetrii dla wieloscianow dualnych sa takie same. Zatem grupa
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o$mioscienna (wieloscian {3,4}) jest identyczna z grupa szeScienna (wicloscian {4,3})
i zawiera 24 elementy, grupa dwunasto$cienna (wieloscian {5,3}) jest identyczna
z grupa dwudziesto$cienna (wieloscian {3,5}) i zawiera 60 elementow. Czworoscian
{3,3} jest samodualny, a jego grupa symetrii zawiera 12 elementow. Na rysunku 2.44
przedstawiono o$mio$cian wraz ze wszystkimi osiami symetrii. Kolor zielony oznacza
osie przechodzace przez wierzcholki, purpurowy — osie przechodzace przez $rodki
krawedzi, a cyjan — osie przechodzace przez $rodki $cian.

2.2.13.3. Notacja sygnatur (Conwaya)

Notacja sygnatur zostata wprowadzona przez Johna H. Conwaya"’' jako na-
rzgdzie opisu figur geometrycznych oparte na ich symetrii. W zapisie tym wyko-
rzystywane sa nastgpujace symbole [28, s. 8—13]:

*  gwiazdka — istnieje 0§ symetrii,

n  dla oznaczenia n-krotnej symetrii obrotowej,

e  kotko pelne — istnieje punkt staty przeksztatcenia.

Przyktady stosowania oznaczen:

*  wystgpuje jedna o$ symetrii,

*x2e wystgpuja dwie osie symetrii zwierciadlanej, wyznaczajace punkt staty,

3e wystepuje trzykrotna symetria obrotowa (np. triskelion).

Mozliwe jest rowniez opisywanie bardziej ztozonych przypadkow, np:

*632 wystgpuja trzy punkty przecigcia osi symetrii zwierciadlanej, w jednym
przecina si¢ sze$¢ osi, w drugim — trzy osie, a w trzecim — dwie osie; np. trojkat
réwnoboczny ma oznaczenie *333,

42 wystepuje czterokrotna symetria obrotowa i dwie osie symetrii zwiercia-
dlanej (rys. 2.34).

Rys. 2.45. Notacja sygnatur — przyktad parkietazu
0 sygnaturze 4%2

! T H. Conway opracowat ten sposob zapisu wspolnie z Williamem Thurstonem, na pod-

stawie wczesniejszego systemu opracowanego przez Murraya MacBeatha [28, s. 7]. Pierwsza
i podstawowa publikacja na ten temat jest praca [28], z 2008 r. W niniejszym pkcie podano
jedynie podstawowe informacje na temat tego bardzo rozbudowanego systemu.
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2.2.13.4. Uwagi ogélne na temat symetrii

Pojecie symetrii moze dotyczy¢ rowniez innych wlasciwosci niz relacje usytu-
owania na plaszczyznie (w przestrzeni). Przyktadem moze by¢ symetria dualnosci
— kazdy obiekt, ktory nie jest samodualny, koresponduje z obiektem dualnym do
niego. Kazde twierdzenie dotyczace obiektu pierwotnego moze by¢ przeksztatco-
ne na odpowiednie twierdzenie dotyczace obiektu dualnego. Ilustruje to np. sy-
metria symboli Schlifliego i symetria w zalezno$ciach pomigdzy ilo§ciami za-
wartych w nich obiektow nizszego stopnia [87]. Z idea symetrii zwiazanych jest
takze wiele koncepcji z dziedziny muzyki, literatury, relacji spotecznych itp.

Naruszenie symetrii jest uwazane za niezbedny warunek wystapienia zjawisk
fizycznych. Sformutowat to juz G. W. Leibniz w tzw. zasadzie dostatecznej przyczyny:
jezeli nie ma dostatecznej przyczyny, aby co$ si¢ wydarzylo, to stan poczatkowy
nie ulega zmianie. Obecno$¢ symetrii gwarantuje, ze dany wybor jest rownie dobry
jak kazdy inny — zatem nic si¢ nie dzieje. Jezeli jedno zjawisko jest przyczyng innego,
to symetria przyczyny musi byé nizsza niz symetria rezultatu'** [163, s. 21].

2.3. Podstawowe zaleznosci kombinatoryczne
i metryczne

Pytanie o to, jakie wielotopy sa mozliwe do zrealizowania moze by¢ matema-
tycznie sformutowane na wiele sposobow. Jedna z najprostszych wersji brzmi:
Jakie ciagi liczb moga wystapi¢ jako liczby wierzchotkow, krawedzi,..., (n — 1)
powierzchni n-wielotopu wypuktego. Odpowiedz na nie prowadzi do generowania
wielkiej réznorodnosci form przestrzennych [52, s. 130]. Istotne jest tutaj zazna-
czenie, ze rozpatrywane sa tylko wielotopy wypukle, poniewaz niemal wszystkie
istotne rezultaty odnosza si¢ do tej grupy obiektow. W dalszym ciagu, jezeli nie
bedzie zaznaczone inaczej, rozwazania bgda dotyczyly wielotopow wypuktych.

2.3.1. Rownanie Eulera

Dla kazdego wielotopu klasy 7, liczba zawartych w nim wielotopow nizszych
klas, musi spetnia¢ rownanie, nazywane od nazwiska odkrywcy, rownaniem

132 b . . , \ . .
Jak zauwaza Pierre Curie, w Sur la symétrie dans les phénomeénes physiques, symétrie

d’un champ électrique et d'un champ magnétique, Journal de physique, tome III (1894), aby
zaszto zjawisko fizyczne niezbegdny jest brak symetrii — asymetria jest jego przyczyna. Przyktad
zjawiska, ktore nie wystapilo ze wzglgdu na stan symetrii podat juz Arystoteles w De Caelo,
pytajac jak pies, ktory widzi dwa jednakowo apetyczne positki, moze w racjonalny sposob wy-
bra¢ jeden z nich. Podobnie czternastowieczny francuski filozof Buridan opisuje osta, ktory
gloduje, nie mogac wybra¢ pomigdzy dwoma, rownie kuszacymi kupkami siana.
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Eulera'®. Jest to podstawowa zalezno$¢, taczaca topologicznie rozne poziomy
hierarchicznego zorganizowania przestrzeni.

W postaci ogélnej, dla przestrzeni n-wymiarowej' !, rownanie Eulera ma,
w podanej notacji, posta¢ przedstawiona rownaniem (2.5a), lub — w rozwinigtej
postaci — rdwnaniem (2.5b) [171, s. 24], [52, s. 131], [176, s. 246].

S (1) N, =1- (1)’ (2.52)

i=

Noy=N,+ N, —.+(=1)" N, =1-(-1) (2.5b)

n-1

Prawa strona roéwnania przyjmuje wartos¢ 0 dla n parzystego i 2 dla n niepa-
rzystego. Dla przestrzeni trojwymiarowej i dla genusa réwnego 0, réwnanie (2.5)
upraszcza si¢ do postaci przedstawionej rownaniem (2.6)

v—e+ f=2 (2.6)

Jezeli rozpatrywane sa powierzchnie o roéznych genusach, réwnanie (2.6)
przyjmuje postac (2.7) [162, s. 1][19, s. 12]

v—e+ f=y 2.7

gdzie y =2(1 — g) jest charakterystyka Eulera.
Co ciekawe, rownanie Eulera jest nie tylko podstawowym (i historycznie
pierwszym) roéwnaniem topologicznym, zwiazanym ze struktura wewngtrzna

'3 Rownanie Eulera zostato sformutowane dla wieloscianéw (d =3) w tej samej pracy,

w ktorej po raz pierwszy wprowadzit pojecia krawedzi wieloscianu (patrz przypis do pkt 2.2.2)
— w liscie do Goldbacha z 14 listopada 1750 r., a opublikowane w pracy Elementa doctrinae
solidorum Novi Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae 4 (1752-53) 109-40
(wydrukowane w 1758 r.). Interesujace jest, ze rOwnanie to byto znane Kartezjuszowi juz ponad
sto lat wezesniej. Sformutowat je (w nieco odmienny sposob niz Euler, bez wprowadzania hie-
rarchii obiektow tworzacych wielo§cian) w nieopublikowanym manuskrypcie Progymnasmata
De Solidorum Elementis (1619-1620). W pracy tej podat rowniez rownanie na deficyt katow
w wielo$cianie (patrz pkt 2.3.3). Rekopis jednak zaginat i zostal zapomniany. Wiedza o nim
pochodzi z kopii wykonanej przez Leibniza juz po $mierci Kartezjusza (w niezwykle barwnych
okolicznosciach) i znalezionej w jego papierach w Hanowerze, w 1860 r. Ludwig Schlifli uogol-
nit je w 1852 r. na wielotopy n-wymiarowe, cho¢ i jego prace pozostawaly w zasadzie nieznane
az do poczatkow XX w. [177, s. 184-186] [30, s. 68] [79, s. 27-28].

¥ Leonard Euler sformulowal swoje rownanie dla przestrzeni trojwymiarowej (d=3)
— rownanie (2.6). Uogolnienia na wigksza liczbg wymiaréw dokonat w 1852 r. w. Ludwik Schléfli
— réwnanie (2.5), a udowodnit je Henri Poincaré. Z tego wzglgdu, rownanie to, w rozszerzonej
postaci nazywane jest rowniez rownaniem Eulera—Poincarégo [171, s. 24] [177, s. 184]. Ostat-
nio, w zwiazku, z odnalezieniem informacji o pracy Kartezjusza zawierajacej wczesna wersje
tego rownania, pojawita si¢ w uzyciu nazwa: rOwnanie Kartezjusza—Eulera, np. w [117, s. 65].
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wielotopow ale znajduje zastosowanie réwniez w innych dziedzinach. W pracy
[117, s. 63—-66] podany jest przyktad zwiazku réwnania Eulera i charakterystyki
Eulera y z opisem dowolnego pola wektorowego na sferze.

2.3.2. f-wektor

Mozliwe realizacje wielotopéw sa charakteryzowane przez ich f~wektory. Sa
to wektory, ktorych skladowe sa okreslone liczbami catkowitymi wyrazajacymi
kolejno liczby obiektéw nizszych klas (ogoélnie nazywanych fasetami — stad ozna-
czanie ich litera /') zawartych w wielotopie. Dla przypadku przestrzeni tréjwymia-
rowej, f~wektor wielo§cianu P ma postac [176, s. 245] [177, s. 623]:

S(P)=(fo- . 15) R (2.82)
a dla dowolnego d-wielotopu
F(P)=(fos firees fus) R (2.8b)

gdzie fo, f1, ..., fi 0znaczaja odpowiednio liczbg $cian, wierzchotkow itd. Zbior
pusty i sam wielotop P sa nazywane fasetami trywialnymi, o wymiarze odpowied-
nio —1 i dim(P). Wszystkie pozostale fasety P sa fasetami wtasciwymi.

W przypadku wielo$cianow, tylko dwie skladowe f-wektora sa niezalezne,
trzecia jest z nimi zwiazana rdwnaniem Eulera (2.6). Jako niezalezne przyjmo-
wane sa fo 1 f1. Zbior F; wszystkich f~wektorow wielo§cianow jest zatem zbiorem
2-wymiarowym. Jest on catkowicie scharakteryzowany przez lemat Steinitza'®
(twierdzenie 2.10) [177, s. 623].

Twierdzenie 2.10 (lemat Steinitza). Zbior wszystkich f~wektorow 3-wielotopow
Jjest dany zaleznosciq

B o )R fy= i+ o =2/, <20, =4 £, <2£,-4]  (29)

Zawarte w lemacie Steinitza ograniczenia maja prosta interpretacj¢ geome-
tryczna, przedstawiona na rysunku 2.46 [178, s. 624]:

— wszystkie wielosciany musza spetnia¢ rownanie Eulera,

— pierwsza nierd6wnos¢ ogranicza zbidr od goéry, wyznaczajac jednoczes$nie
lini¢, na ktoérej leza f~wektory wieloscianow simpleksowych, tzn. takich, Zze co
najwyzej d = 3 wierzchotkdéw lezy na jednej ptaszczyznie,

"% Lemat ten zostat sformutowany w 1906 r. przez wybitnego matematyka Ernsta Steinitza,

wowcezas milodego ,prywatnego docenta” w Technische Hochschule Berlin-Charlottenbureg,
w pracy Uber die Eulerschen Polyederrelationen Archiv fiir Mathematik und Physik, 11 (1906)
86-88 [177, 137].
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— druga nieré6wnos$¢ ogranicza zbior od dotu, wyznaczajac linig, na ktorej leza
f-wektory wieloscianow prostych, tzn. takich, ze kazdy ich wierzchotek jest incy-
dentny z d = 3 krawedziami (wielo$ciany proste i simpleksowe sa dualne).

e & & o & & 0 @

e & o @ & o @ 0 0
e & o o @ 0 0 @
e & o o & o 0 @

1 Il 1
T T T

1 Il 1 L Il

1 L
T T T

I = = 1 T T T T D
4 5 6 7 8 9 101112131415 f,

Rys. 2.46. Zbior wszystkich f~wektoréw wieloscianow (d = 3)

2.2.3. Réwnanie Kartezjusza

W wierzchotkach wielo$ciandw wypuklych suma katéw zbiegajacych sig
w nich wielokatéw jest mniejsza niz 360° (2r). Réznica jest oznaczana symbolem J.
Suma deficytu katow we wszystkich wierzchotkach jest okre$lona réwnaniem
Kartezjusza'*® (2.10) [72, s. 274]

25=2nk (2.10)

gdzie k oznacza charakterystyke Eulera, a sumowanie odbywa si¢ po wszystkich
wierzcholkach wielo$cianu.

Ponizej przedstawiono katy wierzchotkowe dla struktur na powierzchniach
o réznym genusie: g = 0 (rys. 2.47a), g =1 (rys. 2.47b), g = 3 (rys. 2.47¢c).

13 Kartezjusz sformutowat je w pracy De Solidorum Elementis, patrz przypis do pkt 2.3.1.
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b) ¢)

Rys. 2.47. Katy wierzchotkowe dla struktur na powierzchniach o réznym genusie
(opis w tekscie)

Dla genusa rownego zero (sfera), k = 2, a catkowity deficyt kata dla wielo$cia-
nu wynosi 720° (4m).

Roéwnanie Kartezjusza jest istotnym ograniczeniem w przestrzeni. Jedynie, jesli
jest spetnione, zbior wierzcholkow moze tworzy¢ wielo§cian wypukty.

2.3.4. Suma stopni wierzchotkow

Suma stopni wierzchotkéw wielo$cianu jest okreSlona tzw. formuta sumy
stopni (inaczej nazywana lematem o usciskach dloni"’’) — twierdzenie 2.12a,

z ktérego wynika bezposrednio twierdzenie 2.12b [172, s. 25].

Twierdzenie 2.12
a) W kazdym wieloscianie suma stopni wszystkich wierzchotkow jest liczbq pa-
rzystq, rownq podwojonej liczbie krawedzi

> deg(v)=2|E]| (2.11)

velV

b) W dowolnym wieloscianie liczba wierzchotkow o stopniach nieparzystych
jest parzysta.

137 emat ten sformutowat L. Euler (1736). Nazwa pochodzi od wynikajacego zen wniosku,

ze jezeli pewna grupa osOb wita si¢ podajac sobie dlonie, to taczna liczba uscisnigtych dtoni jest
parzysta, gdyz w kazdym uscisku uczestnicza dwie dtonie [172, s. 24-25].
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2.3.5. Symetria statystyczna

Wielosciany lub ich uktady, w ktorych wystepuje jeden tylko typ wierzcholka,
mozna scharakteryzowac przez podanie jego walentnosci. Pozwala ona okresli¢
wynikajace z symetrii cechy wieloScianéw 1 obowigzujace ograniczenia topolo-
giczne. W przypadku uktadow catkowicie asymetrycznych, syntetyczny obraz
catos$ci mozna uzyskac postugujac si¢ wielkosciami usrednionymi. Na ich podsta-
wie moga by¢ formulowane zalezno$ci charakteryzujace te uklady. Nalezy pod-
kreslié, ze dla systemow regularnych wielkosci usrednione staja si¢ wielkosciami
»Zwyktymi”, a wynikajace z nich zaleznosci — relacjami symetrii. Dlatego w przy-
padku uktadéw asymetrycznych mozemy mowi¢ o symetrii statystycznej [19,
s. 28-32][87, s. 17-22].

Szczegoblnie przydatne wielkos$ci usrednione to: $rednia suma katow w wierz-
chotku, Sredni deficyt kata i $rednia walentno$¢ wierzchotkow.

Srednia suma katéw w wierzchotku wielocianu a jest $rednia arytmetyczna
sumy katow we wszystkich jego wierzchotkach. Analogicznie, $redni deficyt kata
5 wyraza catkowity deficyt kata dla wielo$cianu, rozdzielony na wszystkie jego
wierzcholtki. Wynika z tego, ze

Vo = v(2n—zaj =2nk (2.12)

Srednia walentno$¢ wierzchotkow, ¢, wyznaczana jako $rednia arytmetyczna

walentno$ci wszystkich wierzchotkow, okresla intensywnos$¢ potaczen pomigdzy
wierzchotkami wielodcianu, co w przypadku zmaterializowania wieloScianu
W postaci przestrzennej struktury pretowej znajduje dalej swoje odzwierciedlenie
w stabilnosci 1 sztywnosci konstrukcji. Po przeksztalceniu rownan (2.6) i (2.12)
i zakladajac, ze g = 0, mozna uzyska¢ zaleznosci'>® [19, s. 32]:

47
= 2.13
Y 27:—251 ( )
2n5
=—=1 2.14
¢ Zn—Za ( )
z[ng_z;]
f= - (2.15)

2n—Z;

1% Analogiczne rownania dla g > 0 podane sa w pracy [19, s. 32].
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Przy rozpatrywaniu przypadku dowolnego g korzysta si¢ rowniez z pojecia
usrednionej liczby krawedzi na $ciang wieloécianu'”’, p:

p=—a (2.16)

2.3.6. Réownania Mobiusa—Maxwella

Struktura o weztach przegubowych zachowuje geometryczna niezmiennoS$é,
jezeli jej wierzchotki nie moga wzajemnie zmieniaé swojego potozenia (z wyla-
czeniem odksztalcen o charakterze materiatowym). Podstawowym zwigzkiem
topologicznym, okre§lajacym geometryczna niezmienno$¢ przestrzennych struktur
pretowych o weztach przegubowych jest rownanie' (2.17) [162, s. 9] [170,
s. 411].

e+s>dv (2.17)

gdzie e, v — odpowiednio liczba krawedzi (pretow) i wierzchotkow (weztow),
s — liczba wigzi podporowych, d — okresla wymiar przestrzeni (2 lub 3).

Dla d =2 (ptaszczyzna) rdwnanie przyjmuje znana posta¢ warunku dla kra-
townic ptaskich: p >2n—3 (liczba prgtow nie mniejsza niz podwojona liczba
weztéw minus trzy). Natomiast dla d =3 (przestrzen) — warunek dla kratownic
przestrzennych: p > 3n — 6.

Dla przestrzennych konstrukcji ptytowych, tj. takich, w ktorych $ciany wielo-
Sciandw sa plytami polaczonymi przegubowo wzdtuz krawedzi, w sposoéb pozwa-
lajacy na przenoszenie $cinania (zawias), warunek geometrycznej niezmiennosci
przyjmuje postaé¢'*! (2.17) [162, s. 9]

e+s>3f (2.18)

gdzie e — liczba krawedzi taczacych plyty (zawiasow), s — liczba punktow podparcia,
f—liczba $cian (ptyt).

W przestrzeni trojwymiarowej, zastapienie struktury pretowo-plytowej struktu-
ra do niej dualna nie zmienia jej warunkow geometrycznej niezmiennosci.

1% Wartoéé ; okresla ile krawedzi (albo katdw) ma $rednio faseta wieloscianu.

1% Réwnanie to zostato podane po raz pierwszy przez Augusta Ferdynanda Mabiusa, w pracy

Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837, jednak pozostalo w zasadzie nieznane i sformutowane
ponownie przez J.C. Maxwella w roku 1864 [146, s. 321-322].
' Réwnanie to podat Ture Wester w 1984 r. — patrz [162, s. 9].
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Warunki (2.17) 1 (2.18) sa warunkami koniecznymi, ale niewystarczajacymi do
zapewnienia geometrycznej niezmiennosci systemu. Na przyktad dla ptaskiej
konstrukcji pretowej'®, dla ktorej v=14, e=25, speliony jest warunek
e=25>2v—6=25. Jednak konstrukcja ta dla jednej konfiguracji pr¢tow nie jest
geometrycznie niezmienna (rys. 2.48a), podczas gdy dla innej konfiguracji, po-
wstalej poprzez przeksztalcenie polegajace na przeniesieniu pretow bez zmiany
polozenia wierzchotkdw (rys. 2.48b) — jest.

Podobnie mozna przedstawi¢ konstrukcje, ktora nie spetnia warunku (2.18),
a jest sztywna [72, s. 272]. Jest to czworo$cian z dodatkowym wierzchotkiem
(rys. 2.49). Warunek geometrycznej niezmiennosci e=14>3v—-6=3x7-6=15
nie jest spelniony, a mimo to konstrukcja jest sztywna. Jednakze w tym
wypadku infinitezymalnie nie jest sztywna, a wegzly moga si¢ wirtualnie
przemieszczaé. W praktycznym sensie oznacza to geometryczna zmienno$é
konstrukcji.

a) b)

Rys. 2.48. Przyktady konstrukeji spelniajacych warunek (2.13),
ale rozniacych si¢ geometryczna niezmiennoscia (opis w tekscie)

Rys. 2.49. Przyktad konstrukcji, ktora infinitezymalnie
nie jest sztywna (opis w tekscie)

142 przyktad pochodzi od Artura Loeba, za [72, s. 273].
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2.4. Uwagi koncowe

W niniejszym rozdziale przedstawiono ogdlng koncepcje¢ matematycznego jeg-
zyka formy, w odniesieniu do ksztaltowania systeméw konstrukcyjnych w archi-
tekturze. Podstawowgq idea tej koncepcji jest to, ze formy strukturalne sa syste-
mem polaczonych obiektow réznych klas. Niezaleznie od klasy, obiekty sa
opisywane za pomoca kilku charakterystyk topologicznych, takich jak walentnos¢,
stopnie swobody, genus, i charakterystyk geometrycznych, jak deficyt kata. Cha-
rakterystyki te decyduja o wzajemnych relacjach obiektéw, ktore sa sformutowane
w podstawowych zalezno$ciach, takich jak rownanie Eulera, rownanie Mobiusa—
Maxwella i réwnanie Kartezjusza. Dla duzych konfiguracji obiektéw, przydatne
okazuje si¢ stosowanie charakterystyk o warto$ciach statystycznie usrednionych.
Przytoczono réwniez najczgsciej stosowane sposoby notacji, ulatwiajace opis
obiektow. Podane zostaly sposoby okreslania cech indywidualnych obiektéw, jak
wypukto$¢, planarno$¢ i symetria.

Jak zostanie pokazane w dalszej czg$ci pracy, za pomoca takiego opisu, mozna
usystematyzowa¢ rozne obiekty, zbada¢ ich cechy strukturalne, okresli¢ metody
laczenia w zespoty. W kolejnych rozdziatach przedstawiono sposdb postugiwania
si¢ jezykiem formy i zastosowanie go do ksztattowania form strukturalnych.






Rozdzial 3. Topologiczne modele
form strukturalnych

Przestrzen nie jest pasywnq prozniq;
ma wlasciwosci, ktore ograniczajq
istniejqce w niej struktury.

A.L. Loeb'™

Istota tworzenia form strukturalnych jest podziat jednych obiektow w prze-
strzeni za pomoca innych, w uporzadkowany hierarchicznie sposob. Sposdb po-
dziatu i jego porzadek decyduja o efektywnosci uzyskanej formy.

Umiejetno$¢ podziatu i wypetniania plaszczyzny i przestrzeni za pomoca po-
wtarzalnych elementow wyksztalcita si¢ w bardzo wczesnym okresie rozwoju
cywilizacji. Gdy czlowiek zaczal uzywaé kamienia do uktadania posadzek
(rys. 3.1a) i budowy S$cian (rys. 3.1b) swoich domoéw, dokonywat doboru i selekcji
ich wielkosci, ksztattu i kolorow.

Rys. 3.1. Przyktady prostych uktadéw elementow kamiennych:
a) posadzka z ptytek betonowych, Zakopane,
b) fragment $ciany wiejskiego budynku, wyspa Gomera

'3 Artur L. Loeb: Concepts and Images [88, s. 1].
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Wtasciwosci ludzkiego umyshu doprowadzity do przeksztatcenia tych, poczat-
kowo jedynie utylitarnych czynno$ci, w sztuke tworzenia za pomocg obiektow
geometrycznych — wzordw, czgsto skomplikowanych, ktore pojawialy si¢ wsrod
ludéw o réznym stopniu rozwoju cywilizacyjnego. Byly one — i sg nadal — plecio-
ne (rys. 3.2a), tkane, rzezbione, malowane lub uktadane na $cianach i posadzkach
Swiatyn, patacoéw (rys. 3.2b) i innych budynkow.

Powiazanie tej tradycji z matematycznym jezykiem formy pozwala dostrzec jej
glebokie znaczenie i znalez¢ zastosowanie do ksztattowania wspotczesnych form
strukturalnych',
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Rys. 3.2. Przyktad wyrobow rzemiosta artystycznego opartych o powtarzalne podziaty powierzchni:
a) tradycyjny japonski pleciony koszyk kagome,
b) fragment mozaiki z palacu Alhambra w Grenadzie

3.1. Tesselacje

Obickt geometryczny (lub inaczej rozmaito$¢'*), jak pokazano w poprzednim

rozdziale, moze mie¢ d =1, 2, 3,..., n wymiarow. Jego podzial nast¢puje poprzez
rozmieszczenie innych obiektow, o tej samej lub mniejszej liczbie wymiarow.
Moze to nastgpowac przez podzialy lub przez wypehienia. Rdznica migdzy po-
dzialem a wypehieniem odnosi si¢ raczej do interpretacji sposobu powstawania okre-
Slonych wzorow, niz do efektu koncowego, ktory moze byé w obu przypadkach iden-
tyczny. Dla uproszczenia, w dalszej czgsci wywodu bedzie uzywane okreslenie

!4 Richard B. Fuller zauwazyl, ze ,,...wzory maja swoja integralno$¢, niezaleznie od me-

dium, przez ktore otrzymujemy informacjg, ze istnieja. Kazdy pierwiastek chemiczny jest inte-
gralnym wzorem. Kazda jednostka ludzka jest integralnym wzorem. Integralno$¢ wzorca ludzi
jest ewolucyjna, a nie statyczna”. W: Synergetics: Explorations in the Geometry of Thinking
(1975), Pattern Integrity 505.201.

' Patrz pkt 2.2.1.
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tesselacja'*® na oznaczenie obu tych sposobow tworzenia wzoréw. W jezyku formy
tesselacje, powstata przez wypelnienie, mozna okresli¢ definicja 3.1 [58, s. 16].
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Rys. 3.4. Tesselacje przestrzeni (d = 3): a) podziat, b) wypelnienie

Definicja 3.1. Tesselacja — wypelnienie przestrzeni'' T, jest to przeliczalna
rodzina zamknietych zbiorow T ={T,, T,,...}, ktore wypelniajq przestrzen bez

odstepow i bez nakiadania sie.

Zbiory T, T,... sa nazywane plytkami'® T. Wnetrza zbioréw T, sa parami

roztaczne. Wierzchotki i krawgdzie tesselacji tworza siatke.
Zdefiniowanie podziatu jest nieco trudniejsze, gdyz, poza intuicyjnym rozumie-
niem tego okreslenia, mozliwych jest wiele sytuacji szczegdlnych. Definicja odwo-

18 Jest to odpowiednik ang. fesselation. W literaturze polskiej spotyka sie rowniez okresle-
nie parkietaz, np. [131, s. 77-11]. Okreslenie to jednak kladzie nacisk na jeden tylko aspekt
omawianego problemu: wypetniania obiektami o tej samej liczbie wymiaréw (ang. tilings),
pozostawiajac z boku drugi wazny aspekt: podzialy (ang. patterns) [116, s. 1-14].

' Dotyczy to zardwno przestrzeni d =3, jak i d = 2.

18 Spotykane jest rowniez okreslenie kafelki.
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luje si¢ do pojecia motywu — powtarzalnego elementu podziatu. Przez motyw rozu-
miemy dowolny niepusty zbior ptaski. Ponizej zdefiniowany zostanie podzial jed-
nomotywowy, ktory jest najistotniejszy, w aspekcie dalszych rozwazan [58, s. 204].

Definicja 3.2. Tesselacja — podzial jednomotywowy'® P, motywem M jest to nie-

pusta rodzina zbiorow na plaszczyznie, oznaczonych zbiorem indeksujqcym I, taka ze:
a) kazdy M; przystajqacy do M; jest nazywany kopiq M,
b) dla kazdej pary M, M; kopii motywu istnieje izometria plaszczyzny, ktdra
mapuje P na siebie oraz M; na M.

Izometria, o ktérej mowa w definicji 3.2 nazywa si¢ symetria wzoru P. Zbior
wszystkich takich symetrii tworzy grupg symetrii P i jest oznaczany S(P). Z wa-
runku b definicji 3.2 wynika, ze S(P) dziata tranzytywnie na kopie M w P.

Podstawowa roznicg pomig¢dzy podziatem i wypelieniem przedstawiono
na przykladzie posadzek kamiennych §wiatyni sikhijskiej Gurudwara Bangla
Sahib w Delhi. Posadzka z rysunku 3.5a moze zosta¢ przedstawiona jako uktad
trzech zbioréw ptytek f, f, f3, ktore sa ukladane obok siebie (rys. 3.5b). Geome-
trycznie, plytki sa takimi samymi wielokatami, a zréznicowanie dotyczy jedynie
ich koloru. Jest to wiec wypelienie powierzchni.

b)

Rys. 3.5. Tesselacja — przyktad wypetienia powierzchni: a) schemat,
b) posadzka w $§wiatyni sikhijskiej (Gurudwara Bangla Sahib) w Delhi

' Podziat jednomotywowy bedzie w dalszej czesci pracy zamiennie nazywany wzorem.
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Posadzka z rysunku 3.6a moze zosta¢ narysowana na plaszczyznie jako trzy
rodziny rownoleghych linii /;, I, i s, ktére przecinajac sig, tworza wzor posadzki'*®
(rys. 3.1b). Jest to zatem podzial powierzchni, a linie sa motywami wzoru.

000003

CXX X X)
ARXRXD

b)

Rys. 3.6. Tesselacja — przyktad podziatu powierzchni: a) schemat,
b) posadzka w $wiatyni sikhijskiej (Gurudwara Bangla Sahib) w Delhi

3.2. Podzialy i wypelnienia plaszczyzny (d = 2)

Do symbolicznego oznaczania tesselacji na ptaszczyznie moze by¢ stosowany
symbol Schlifliego lub notacja konfiguracji wierzchotkéw wedhug zasad poda-
nych w rozdziale 2.2.3. Z definicji 3.1 wynika, ze przecigcie kazdego skonczone-
go zbioru ptytek 7T (zawierajacego co najmniej dwie rézne plytki) musi mieé
powierzchni¢ zerowa. Takie przecigcie, zawierajace pojedynczy punkt, jest
nazywane wierzcholkiem, a linie pomigdzy wierzchotkami — krawgdziami [58,
s. 17].

Za najwazniejsze kryterium klasyfikacji tesselacji uwaza si¢ obecnie ich sy-
metri¢, okre§lang przez grupy symetrii [28, s. 3], [58, s. 37]. Ze wzgledu na to

139 W sensie technicznym, posadzka jest wypetieniem, gdyz zostala wykonana z ukladanych

obok siebie kawatkow marmuru.
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kryterium podzielono podziaty i wypelnienia ptaszczyzny wedhug tego, czy ich
grupa symetrii zawiera translacjg.

3.2.1. Podzialy periodyczne

Jezeli grupa symetrii tesselacji zawiera symetri¢ translacyjna, to jest nazywana
tesselacjq periodyczng. Tesselacje ptaszczyzny bardzo czesto maja grupe symetrii
zawierajaca dwie niezalezne translacje. Nazywane sa wtedy fesselacjami podwoj-
nie periodycznymi. Ze wzgledu na swoje walory estetyczne, takie tesselacje byty
szczegOlnie chetnie stosowane przy wykonywaniu wzoréw, ozdob i dekoracji
[89, s. 9]. Jedna ze specyficznych cech takich tesselacji podaje twierdzenie (3.1)
[58,s. 38].

Twierdzenie 3.1. Jezeli symetria tesselacji T, S(T) zawiera translacje, to zawiera
ich nieskonczonq liczbe.

Jezeli wszystkie ptytki w tesselacji T sa przystajace, tzn. sa tej samej wielkos$ci
i tego samego ksztattu, jak np. na rys. 3.5a, z pominigciem koloru, to tesselacje
taka nazywamy jednoscienng"' [58, s. 20] Powtarzajaca si¢ ptytka nazywana jest
protoplytkq"™. Takie tesselacje sa rowniez nazywane tesselacjami regularnymi,
gdyz spetniaja warunki [171, s. 35]:

— wszystkie wielokaty podziatu sg przystajace,

— wszystkie wielokaty sa regularne,

—wszystkie wierzcholtki sa przystajace, tzn. sa tego samego stopnia (maja t¢

sama walentno$c).

Istnieja tylko trzy regularne tesselacje na ptaszczyznie: trdjkatna, czworokatna
i szesciokatna [131, s. 78]. Przyklady tych tesselacji sa przedstawione na rysun-
ku 3.7. Mozna zauwazy¢, ze siatka trojkatna i sze$ciokatna sg do siebie dualne.

aa¥a a¥aa¥a a¥aa¥aal

SRS

b) 4.4} ¢) {6,

Rys. 3.7. Trzy regularne tesselacje ptaszczyzny: a) trojkatna,
b) czworokatna, c) sze$ciokatna

151
152

Ang. monohedral.
Ang. prototile.
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na ktorych moga

1

,S. 37

Jezeli zrezygnujemy z warunku, aby wszystkie wielokaty podziatu byty przy-
wraz z tesselacjami dualnymi i upakowaniami okregow,

stajace, to uzyskujemy osiem nowych siatek spetiajacych pozostate warunki,
ktore nazywamy tesselacjami potregularnymi lub archimedejskimi, ktorych przy-

by¢ zbudowane, podano ponizej (rys. 3.8) [171
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g

h)

Rys. 3.8. Tesselacje potregularne (archimedejskie)

Przez usunigcie wybranych wierzchotkdéw z tesselacji regularnych i potregu-
larnych mozna uzyskac tesselacje o wielokatach regularnych, ale nieprzystajacych
(rys. 3.9) [171, s. 42].
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T
1_L_ -
. 1
Lpl.gl
“L__| |
a) b)

Rys. 3.9. Tesselacje o wielokatach regularnych ale nieprzystajacych, otrzymanych z tesselacji:
a) {44},b) (3.6}, ) 3%6

Uderzajace podobienstwo laczy tesselacje przedstawione na rysunku 3.9,
z konstrukcjami ram wzajemnie zaleznych'>. Konstrukcje takie, czgsto drewniane,
stosowane byly od bardzo dawna zaréwno jako proste konstrukcje ciesielskie,
jak i ozdobne przekrycia sal, a takze konstrukcje mostow itp."** [116, s. 5-18].

Grupy symetrii tesselacji ptaskich najcz¢$ciej zawieraja obroty. Istnieje jednak
ograniczenie, nazywane restrykcjq krystalograficznq, ktore podaje dopuszczalne
katy obrotu, jakie moga wystapi¢ (twierdzenie 3.2) [29, s. 63].

Twierdzenie 3.2. Jezeli dyskretna grupa przemieszczen na plaszczyznie ma wiecej
niz jeden srodek obrotu, to jedynymi obrotami, ktore mogq wystqpic, sq obroty
2-krotne, 3-krotne, 4-krotne i 6-krotne.

V’A“"A"’A"’A"’A‘V

R vv vv VAVARV.VERV.
VAN AYAN A

Rys. 3.10. Tesselacja o 3-krotnej
symetrii obrotowej

'3 Ang. reciprocal frames, w jezyku polskim brak jest ustalonego odpowiednika tego okreslenia.

'* Uktady konstrukcyjne tego typu wykonywano juz w neolicie. W pdzniejszych epokach
znane sa szkice Villarda de Honnecourt i — przede wszystkim — rysunki Leonardo da Vinci
(Kodeks Madrycki I i Kodeks Atlantycki). Wspotczesnie, uktad taki ma np. zelbetowe przekrycie
sali Filharmonii Berlinskiej, proj. Hansa Scharouna [116, s. 5-18].
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Na podstawie tego twierdzenia, tesselacje nie moga by¢ obracane o katy inne
niz 2n/2, 2n/3, 2n/4 i 21/6, a zwlaszcza nie moze wystapi¢ S-krotna symetria ob-
rotowa (o kat 27/5S) Ponizej przedstawiono przyktad siatki o 3-krotnej symetrii
obrotowej (rys. 3.10) [29, s. 61] oraz o 4-krotnej symetrii obrotowej (rys. 3.11)
[51,s.12].

Rys. 3.11. Tesselacja o 4-krotnej symetrii obrotowe;j
(fragment powtarzalny — numery oznaczaja rodzaje ptytek)

3.2.2. Podzialy aperiodyczne

Aperiodyczne podzialy przestrzeni zostaty odkryte w latach 70. ubiegltego

wieku przez Rogera Penrose’a, a nastgpnie — niezaleznie — przez Roberta Am-

manna'”’. Tony Robin zauwaza, Ze ,,...az do tego momentu, wzor oznaczal motyw

powtarzajacy si¢ w regularnych odstepach'*®” [122, s. 61]. Wzory aperiodyczne

'3 Wezesniej, w 1964 r., Robert Berger odkryt wzér aperiodyczny, skladajacy sie z ponad
dwudziestu tysigcy roznych ptytek. Ze wzgledu na widoczna nieprzydatnos¢ praktyczna tego
wzoru, moment ten jest uznawany jedynie za poczatek poszukiwania wzoroéw aperiodycznych
[122,s. 61].

¢ T Robin dodaje tez, ze mialo to wplyw rowniez na takie przelomowe rozwiazania
technologiczne, jak krosno, czy prasa drukarska, ktore stuzyly do produkeji powtarzalnych
WZoréw .
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nie moga by¢ przeksztalcone same na siebie przez translacjg, jednak wykazuja
5-krotna symetri¢ obrotowa, ktéra byta wykluczona przez restrykcj¢ krystalogra-
ficzna.

Pierwszy z podziatéw aperiodycznych odkrytych przez Penrose’a, oznaczany
obecnie PI1, sktadal si¢ z czterech elementow (rys. 3.12a). Aby zapewnié
aperiodyczno$¢ wzoru, konieczne jest sktadanie elementéw w taki sposob, zeby
sasiadujace krawedzie byly oznaczone tymi samymi numerami (dlatego pigcio-
katy wystepuja w trzech odmianach, rozniacych si¢ oznaczeniami krawedzi,
co w efekcie daje sze$¢ roznych plytek) (rys. 3.12b) [58, s. 531-532].

W 0O

Wt i
35 dh g

Rys. 3.12. Parkietaz Penrose’a P1: a) cztery elementy powtarzalne (ptytki)
— pigciokat wystgpuje trzykrotnie, z réznymi oznaczeniami wierzchotkow,
b) szes¢ podstawowych blokow, w ktorych wystgpuja plytki

b)

Nieco pozniej, Penrose odkryt dwa przyktady podziatdéw aperiodycznych, ktd-
re wymagaly zastosowania jedynie dwoch réznych elementow powtarzalnych: P2,
sktadajacy sie z ,,latawcow” i ,,strzatek”"’ (rys. 3.13) i P3 — sktadajacy si¢ z ,.gru-
bych” i ,,chudych” rombow'*® (rys. 3.14) [58, s. 539-543].

Podobnie jak w przypadku podziatu Penrose’a P1, rowniez podziaty P2 i P3
wymagaly stosowania odpowiednich regut sktadania. Mozliwe jest ich takie utozenie,
ze wzor nie bedzie aperiodyczny. Problem ten byt rozwiazywany poprzez odpo-
wiednie kolorowanie wierzchotkdéw albo ich oznaczanie w inny sposob.

7 Ang. ,, kites and darts”.
158 Ang. ,,fat and thin rhombi”.
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a)
b)
Rys. 3.13. Parkietaz Penrose’a P2: a) elementy powtarzalne (ptytki),
b) fragment wzoru
&
144°
1447
367
a)
b)

Rys. 3.14. Parkictaz Penrose’a P3: a) elementy powtarzalne (plytki),
b) fragment wzoru

Niemal réwnocze$nie z Penrosem, Robert Ammann odkryt kilka innych zbio-
row, rowniez dwuelementowych, ktoére umozliwiaty aperiodyczne wypehienie
ptaszczyzny'”. Sposréd pieciu odkrytych przez niego zbioréw ponizej przedsta-
wiono dwa: A4, sktadajacy si¢ z prostokatow z odpowiednio wycigtymi narozni-
kami (rys. 3.15) i A5 — skladajacy sie z kwadratu i rombu'® (rys. 3.16). Podzialy
te sa wzajemnie dualne (rys. 3.17) [5, s. 2—4].

'3 R. Ammann odkryt swoje zbiory aperiodyczne w 1977 r. [58, s. 550]. Fascynujaca historie

zycia tego genialnego samouka przedstawita M. Senechal w pracy [126].
190 Zaskakujace jest, ze rysunek, odpowiadajacy parkietazowi Ammanna A5, znajduje si¢
w XlI-wiecznym komentarzu anonimowego autora, do traktatu perskiego matematyka Abu
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linie Ammanna V2 i 1
b = I~ linie Ammanna
pytka Ad.1 g LZ:.
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Rys. 3.15. Parkietaz Ammanna A4: a) elementy powtarzalne (ptytki),
b) fragment wzoru

Ammann opracowat réwniez zupelie nowy sposob zapewniania wlasciwego
utozenia ptytek podziahu: linie, nazwane od jego nazwiska liniami Ammanna'®.
Sa to odcinki wewnatrz elementéw powtarzalnych (zaznaczone na rys. 3.15a
i 3.16a czerwonymi liniami). Zasada uktadania plytek z liniami Ammanna jest
taka, ze linie te musza tworzy¢ w calym wzorze linie proste. Zachowanie tego
warunku zapewnia aperiodyczno$¢ otrzymanego wzoru (rys. 3.18) [58, s. 552].

Ciekawa wlasciwoscia linii Ammanna jest to, ze wyabstrahowane od swojego
pierwotnego przeznaczenia, znalazly zastosowanie w zupehie innych dziedzi-
nach, np. w fizyce [91]. Wynika to niewatpliwie z silnego powiazania regut two-
rzenia tych linii ze znanymi systemami proporcji. Szerzej to zagadnienie zostato
omoéwione w pkcie 6.5. Parkietaze Ammanna i siatki linii Ammanna cechuja si¢
ponadto samopodobienstwem o charakterze fraktalnym'®* (rys. 3.20).

1-Waty al Buzdzaniego (940-998), pt. O tym, co z konstrukcji geometrycznych jest niezbedne
dla rzemiesinikow. Rekopis jest przechowywany we francuskiej Bibliotece Narodowej w Paryzu,
w dziale regkopisow perskich, poz. 169. Znajdujacy sig¢ na karcie 194a rysunek, nie jest opatrzony
wyjasnieniem [17, s. 334]. Tlumaczenie catego tekstu na jezyk rosyjski, wraz z opracowanymi
ilustracjami, znajduje si¢ w zataczniku do pracy [17].

" Ang. Ammann bars.

12 Patrz rozdz. 3.2.316.5.1.
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linie Ammanna Q
plytka AS.1 b
9r 90°
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2/72 linie Ammanna,

a)
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Rys. 3.16. Parkietaz Ammanna AS: a) elementy powtarzalne (plytki),
b) fragment wzoru

ﬁl\

Rys. 3.17. Dualnos$¢ parkietazy Ammanna

A4iAS5
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Rys. 3.18. Przyklad parkietazy aperiodycznych z zaznaczonymi liniami Ammanna:
a) parkietaz A4, b) parkietaz AS

Innym, doé¢ nieoczekiwanym odkryciem, bylo odnalezienie cech aperiodycz-
nego pakietazu Penrose’a w motywach islamskiej dekoracji niektérych meczetow,
np. Wielkiego Meczetu w Nayriz, w Iranie. Zostalo to szczegdtowo opisane
w pracach [90] 1 [169].

3.2.3. Symetria tesselacji na plaszczyznie

Studia nad roéznymi rodzajami hierarchicznego uporzadkowania tesselacji
plaszczyzny doprowadzily do wypracowania spdjnego sposobu opisu poprzez
charakteryzujace je grupy symetrii [51, s. 7].

Wyrdznia sie 17 tzw. krystalograficznych grup symetrii'®. Grupy te sa defi-
niowane przez ilo$¢ i rodzaj przeksztalcen symetrycznych. Sa to jedyne grupy
symetrii dla tesselacji na ptaszczyznie'®*. W tabeli 3.1 zestawiono przeksztatcenia
dla poszczegblnych grup [31, wyd. pol, s. 74]. Tabela ta zawiera:

— 4 grupy bez rotacji (p1, pg, pm, cm),

— 5 grup z 2-krotna symetrig obrotowa (p2, pgg, pmg, pmm, cmm),

— 3 grupy z 3-krotna symetria obrotowa (p3, p31m, p3ml),

— 3 grupy z 4-krotng symetrig obrotowa (p4, p4m, p4g),

— 2 grupy z 6-krotna symetria obrotowa (p6, p6mm).

' Grupy te nazywane sa tez grupami symetrii tapet, ang. wallpaper symmetry group.

1% Klasyfikacja ta zostala przedstawiona przez matematyka G.Polya w pracy Uber die
Analogie der Kristallsymmetrie in der Ebene. Zeitschrift fiir Kristallografie, 60 (1924) 278-282.



96

Ponizej przedstawiono przyklad tesselacji — fragment dekoracji patacu Alhambra
w Grenadzie. Mozna w niej wyrdézni¢ niezaleznie dwie grupy symetrii. Wzor, rozpa-
trywany jako jednobarwny, ma grup¢ p3. Uwzglednienie koloru powoduje eliminacjg
symetrii wzoru i barwna dekoracja ma grupe symetrii p1 (rys. 3.19) [56, s. 644].

Tabela 3.1. Krystalograficzne grupy symetrii na ptaszczyznie

Symbol'® Generatory
pl Dwie translacje
p2 Trzy potobroty
pm Dwa odbicia i jedna translacja
pg Dwa réwnolegte odbicia z poslizgiem
cm Jedno odbicie i jedno rownolegte odbicie z poslizgiem
pmm Odbicia w czterech bokach prostokata
pmg Jedno odbicie i dwa potobroty
peg Dwa prostopadte odbicia z poslizgiem
cmm Dwa odbicia prostopadte i jeden potobrot
p4 Jeden potobrot i jeden ¢wiercobrot
p4m Odbicia w trzech bokach trojkata (45°, 45°, 90°)
pég Jedno odbicie i jeden ¢wiercobrot
p3 Dwa obroty o 120°
p3ml Jedno odbicie i jeden obrot o 120°
p31lm Odbicia w trzech bokach trojkata rownobocznego
pé Jeden potobrot i jeden obrot o 120°
pém Odbicia w trzech bokach trgjkata (30°, 60°, 90°)

Rys. 3.19. Fragment mozaiki z patacu Alhambra w Grenadzie
— przyktad tesselacji o dwoch, niezaleznych grupach symetrii: p3
(wzor jednobarwny) i pl (wzor kolorowy)

1% Symbole przyjete przez Migdzynarodowa Unig Krystalograficzna (IUC) w 1952 r. [28,
s. 416].
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Ciekawostka jest fakt, ze w dekoracjach patacu Alhambra zidentyfiko-
wano az 13, sposréd 17 wymienionych grup symetrii. Co wigcej, najprawdopo-
dobniej pozostate 4 grupy nie wystepuja w ogéle w sztuce islamskiej [56,
s. 642-643].

W ostatnim okresie zauwazono jednak, ze nie wszystkie cechy uporzadkowa-
nia mozna opisa¢ za pomoca 17 grup symetrii. Przyktadem takiej cechy jest sa-
mopodobienstwo wzorow [51, s. 2]. Jest to dobrze widoczne na przyktadzie par-
kietazu Ammanna A4. Kazda plytka z tego zbioru moze by¢ calkowicie
podzielona za pomoca takich samych, ale proporcjonalnie mniejszych ptytek.
Takze odwrotnie — moze ona stanowi¢ element podziatu takiej samej, ale propor-
cjonalnie wigkszej plytki (rys. 3.20). Taki proces proporcjonalnego powickszania
lub pomniejszania ptytek parkietazu nazywany jest odpowiednio inflacjq lub de-
flacjq [58, s. 534]. Formalizm matematyczny, wiazacy si¢ z tym procesem, jest
opisany w rozdziale 6.5.1.

l__l_'J
] ]
am

Rys. 3.20. Samopodobienstwo parkietazu Ammanna A4
(opis w tekscie)

3.3. Podzialy i wypelnienia przestrzeni (d = 3)

Dla ksztaltowania form strukturalnych w przestrzeni dysponujemy wigkszym
zestawem srodkow wyrazu, niz w przypadku plaszczyzny. W tym ostatnim, inte-
resujace byly w zasadzie tylko krawedzie elementow tworzacych wzory, gdyz
tylko im mozna przypisa¢ funkcje w tworzonej strukturze. Dzielac przestrzen,
mozemy korzysta¢ zardwno z krawedzi (d = 1), z powierzchni (d = 2), jak i z bryt
(d = 3). Wszystkie te elementy moga wystgpowac razem lub rozdzielnie i wszyst-
kim mozna przypisa¢ funkcje strukturalne.
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3.3.1. Siatki przestrzenne

Siatki przestrzenne sa konfiguracjami punktow w przestrzeni, majacymi z definicji
trzy niezalezne symetrie translacyjne. Sa, zatem potrdjnie periodyczne. Siatki
przestrzenne, nazywane tez krystalicznymi sa zbudowane w taki sposdb, ze pewna
konfiguracja punktow, nazywana komorka powtarza si¢ wielokrotnie [89, s. 32-35].

Definicja 3.3. Siatkq w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej E* nazywamy
zbior punktow, ktorych wektory polozenia majq postac:

Z =nt, +n,t, +n,t,, 3.1

gdzie ny, ny, ny, — liczby catkowite a wektory sktadowe ty, t,, t;, sq liniowo niezalezne.
Wektory polozenia w rownaniu (3.1) okreslajq symetrig translacyjnq siatki.

Siatki okreslone definicja 3.3 nazywa si¢ siatkami Bravais'®. Istnicje 14 ta-
kich sposobow wypehienia przestrzeni. Roznia si¢ one migdzy soba katami po-
migdzy krawedziami elementarnej (powtarzalnej) komorki i ewentualnymi réznicami

.
\
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.

o

a) b)

o By #90°

d) e)

Rys. 3.21. Grupy symetrii siatek krystalicznych (Bravais): a) regularne, b) tetragonalne,
c) heksagonalne, d) trojskosne, e) rombowe, f) jednoskosne

1% Od nazwiska francuskiego fizyka Augusta Bravais, ktory w 1850 r. rozpoczat prace nad
siatkami w strukturach krystalicznych [58, s. 262].
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dtugosci bokow. Siatki krystaliczne mozna zebra¢ w sze$¢ grup, odpowiednio
do liczby i usytuowania osi ich symetrii obrotowej [89, s. 34]:

—siatki regularne, lub kubiczne (rys. 3.21a) — maja cztery niezalezne osie
3-krotnej symetrii obrotowej,

— siatki tetragonalne (rys. 3.21b) — maja jedna o$ 4-krotnej symetrii obrotowej,

— siatki heksagonalne (rys. 3.21c) — maja jedna o$ 3-krotnej lub 6-krotnej
symetrii obrotowej,

— siatki trojskosne (rys. 3.21d) — nie majq osi symetrii obrotowej,

—siatki rombowe (rys. 3.21e) — maja trzy, na przemian prostopadle osie
2-krotnej symetrii obrotowej,

— siatki jednosko$ne (rys. 3.21f) — maja jedng o$ 2-krotnej symetrii obrotowe;.

Ze wzgledu na swoja regularnos¢ i wielokrotna symetrig, siatki krystaliczne sa
chetnie wykorzystywane w ksztaltowaniu przestrzennych konstrukcji pretowych.

3.3.2. Upakowania wieloScianow w przestrzeni

Problemy podzialu/wypetienia przestrzeni 3-wymiarowej za pomoca wielo-
Sciandw pojawily si¢ przy rozwigzywaniu wielu zagadnien praktycznych, ale
okazalo si¢, ze wiaza si¢ z istotnymi problemami natury teoretycznej'®’. Dla
ksztattowania form strukturalnych ten rodzaj tesselacji jest bardzo istotny, gdyz
umozliwia stosowanie elementdw konstrukcyjnych odpowiadajacych obiektom
sktadowym wielo$cianow: krawedziom, §cianom i komoérkom.

Podstawowym zagadnieniem dotyczacym wypelnienia przestrzeni za pomoca
wielo$cianoéw jest utozenie ich w taki sposob, aby nie pozostaly miedzy nimi zad-
ne puste przestrzenie pomigdzy nimi'®*.

Podobnie jak w okre$laniu regularnosci wielotopow'® réwniez w rozpatrywa-
niu zagadnienia wypetnienia przestrzeni, mozna natozy¢ dodatkowe warunki,
ktére ograniczaja zakres mozliwych rozwiazan. Uwalnianie tych warunkow
pozwala na uwzglednienie dalszych wieloscianow.

W pierwszym przyblizeniu ograniczamy poszukiwania do wieloScianéw o syme-
trii typu 4.3.2, spelniajacych warunki [171, s. 165]:

— wszystkie wielo$ciany sa regularne,

— wszystkie wielo$ciany sa regularne,

— wszystkie wielo$ciany sa jednakowe,

— wielo$ciany maja taka sama orientacje.

"7 Problem optymalnego wypelnienia przestrzeni zauwazyt juz Kepler w 1619 r., analizujac
najbardziej efektywne sposoby uktadania kul armatnich Spowodowato to jego zainteresowanie
uktadami wielo$cianow [89, s. 61]. Na przetomie XIX i XX w., rosyjski krystalograf Jewgraf S.
Fiodorow udowodnil, ze istnieje tylko pig¢ wieloscianéw wypuktych, ktorymi mozna wypehié
przestrzen poprzez translacje [11, s. 59].

'8 Ang. space-filling.

19 patrz pkt 2.2.10.
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Jedyna bryta, ktora spelnia wszystkie te warunki jest szeScian {4,3} (rys. 3.22).
Rezygnacja z warunku regularnosci wielo$cianéow pozwala wiaczy¢ do tej grupy
kolejne dwa: o$mioécian $ciety (4.6%) (rys. 3.23) i graniastostup szesciokatny
V(4.4.6) (rys. 3.24) [171, s. 165].

Rys. 3.22. Wypehienie przestrzeni
za pomocg szescianow

Rys. 3.23. Wypehienie przestrzeni
za pomoca o$mio$ciandw $cietych (4.6%)

Rys. 3.24. Wypehienie przestrzeni
za pomocg graniastostupdéw szesciokatnych V(4.4.6)
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Jezeli dopuszczone zostana wielo$ciany o $cianach nieregularnych, to mozliwe
jest wypehienie przestrzeni za pomoca dwunasto$cianéw rombowych V(3.4)*
i dwunasto$cianow rombowo-szesciokatnych. Wymienione wielosciany wyczer-
puja podana przez Fiodorowa liste pigciu wieloscianow, ktore samodzielnic moga
wypetnié przestrzen [171, s. 166].

Uwalnianie dalszych warunkow lub ich kombinacji prowadzi do kilku innych
wypelnien przestrzeni wieloScianami, ktore tutaj zostana pominigte. Podobnie,
rozszerzenie zainteresowania na wielosciany o symetrii 5.3.2, pozwala uzyskac
wypetnienie przestrzeni brytami, takimi jak czternasto$cian o $cianach pigciokat-
nych, pigtnastoscian o dwunastu $cianach pigciokatnych i trzech szesciokatnych
i szesnasto$cian o dwunastu $cianach pigciokatnych i czterech sze$ciokatnych.
Upakowanie takie jest mozliwe, jezeli dopuscimy nieznaczne znieksztalcenie §cian
i katow brylowych [171, s. 186].

W taki sposob, pod koniec XIX w., Kelvin odkryt wielo$cian, ktory wypehia
przestrzen przy najmniejszej sumie powierzchni $cian bocznych na jednostkg
objetosci, sposrod wszystkich innych wypetien przestrzeni jedna bryta' ™. Byt to
czternasto$cian tetrakaidecahedron'”, odkryty przez Kelvina w zwiazku z praca-
mi nad koncepcja eteru (rys. 3.25).

Rys. 3.25. Tetrakaidecahedron Kelvina

W latach dziewig¢dziesiatych XX w. odkryto, ze wypetnienie przestrzeni ze-
stawem dwoch innych wielo$cianéw (dwunasto$cianu i czternastoscianu) daje
nieco nizszy stosunek powierzchni $cian do objetosci'’>. Wielosciany te musza
wystgpowaé w powtarzalnych kompleksach sktadajacych si¢ z dwoch dwunasto-
$ciandw 1 szesciu czternastosciandw. Od nazwisk odkrywcow, tesselacja ta zostata

' Dla plaszczyzny (d = 2), podzialem spelniajacym ten warunek jest tesselacja szesciokatna

(rys. 3.7.c).

'"! Poniewaz $ciany tego wieloscianu mialy byé powierzchniami minimalnymi, nie byty one
ptaskie, ale nieznacznie zakrzywione, tak aby spelnialy warunki Plateau (patrz pkt 6.2.3).

172 Roznica w stosunku do propozycji Kelvina wynosi prawdopodobnie ok. 0,3%, chociaz
nie jest to jeszcze ostatecznie udowodnione [155, s. 35], [78, s. 234].
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nazwana podziatem Weaire'a—Phelana lub pianq Weaire a—Phelana. Podstawa
odkrycia byto zaobserwowanie takiego uktadu w strukturach krystalicznych pew-
nych metali [155, s. 34-37]. Powtarzalny fragment podzialu Weaire’a—Phelana
przedstawiono na rysunku 3.26, zaznaczajac dwunastosciany kolorem czerwonym,
a czternastosciany — odcieniami zieleni i bigkitu.

Rys. 3.26. Powtarzalny uktad osmiu wielo§cianow
w podziale Weaire-Phelana

a) b)

Rys. 3.27. Osiemnastoscian o jednej osi 3-krotnej symetrii obrotowej,
ktory moze catkowicie wypelnic przestrzen: a) siatka krawedziowa, b) model brylowy

Liczba bryt, ktorymi mozna catkowicie wypehni¢ przestrzen jest znaczna i czgsto
maja one zaskakujace ksztalty. Branko Griinbaum podaje przyklad osiemnasto-
Scianu, ktory moze catkowicie podzieli¢ przestrzen i ma o$§ 3-krotnej symetrii
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obrotowej (rys. 3.27a). Jednoczesnie jest to bryta o do$¢ ,,egzotycznym” ksztalcie,
ktéra trudno bytoby intuicyjnie zakwalifikowaé do wielo§ciandw wypetiajacych
przestrzen (rys. 3.27b) [57, s. 59]. Ten sam autor zwraca uwage, ze w zastosowa-
niach architektonicznych, a takze przemystowych, nacisk ktadziony w procesie
ksztattowania form strukturalnych opartych na wielo$cianach, aby nie tylko wy-
petniaty catkowicie przestrzen, ale rowniez byly przystajace w relacji do globalne;j
symetrii wypetnienia, nie wynika z rzeczywistych potrzeb, lecz raczej z dazenia
do matematycznej prostoty. Rezygnacja z tych wymagan prowadzi do radykalne-
go zwigkszenia dostepnej liczby form [57, s. 58].

3.3.3. Tablica okresowa wieloScianow

Ogarnigcie wielkiej liczby obiektow, ktore moga wstapi¢ w przestrzeni (d = 3),
okreslenie ich przewidywanych wlasciwosci, a nastgpnie zastosowanie do ksztat-
towania form strukturalnych, wymaga uzycia adekwatnych narze¢dzi opisu. We
wczesniejszych punktach niniejszej pracy podano przyktady tradycyjnego juz
obecnie, chociaz historycznie wciaz jeszcze §wiezego, opisu opartego na wilasci-
wosciach symetrii danej tesselacji. Ten sposob opisu, skutecznie charakteryzujacy
topologiczna strukture obiektu, nie pozwala jednak na okres$lenie jego wlasciwosci
konstrukecyjnych, ani na przewidywanie wystepowania mozliwych, chociaz jesz-
cze nieodkrytych form.

Rozwiazanie, w swym podstawowym zalozeniu nawiazujace do tablicy okre-
sowej pierwiastkow D. Mendelejewa i — w przekonaniu autora niniejszej pracy —
réwnie jak ono rewolucyjne, zaproponowal w roku 1996, a nast¢pnie rozszerzyt
w roku 2011 izraelski architekt Michael Burt [19, 20].

Pomyst tego rozwiazania polega na uszeregowaniu obiektéw (d = 3) wedlug
podstawowych charakterystyk, a nastgpnie na probie uchwycenia pewnych cech
wspolnych. Po licznych prébach okazalo sig, ze jest to mozliwe, jezeli zamiast
zwyktych charakterystyk, takich jak walentno$¢ i suma katow w wierzchotku,

. . I 1 ) . 7 (3 .
uzyte zostana wielkosci statystyczne'”’: $rednia walentnos¢ ¢ i $rednia suma

katow w wierzchotku « oraz — jako trzeci parametr — genus g [24].

Podstawowy schemat tablicy przedstawiony jest na rysunku 3.28. Na dwoch
osiach poziomych reprezentowane sa: genus i $rednia walentno$¢, a na osi piono-
wej — $rednia suma katow w wierzchotku [19, s. 33]. W miejscach przecigcia linii
dla okreslonych wartosci sa zlokalizowane punkty odpowiadajace poszczegdlnym
wielo$cianom. Tablica obejmuje wielosciany wszelkiego rodzaju: skonczone
i nieskonczone, o S$cianach plaskich i siodtowe, opisane na powierzchniach
o dowolnym genusie.

' Patrz pkt 2.3.5.
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Rys. 3.28. Podstawowy schemat tablicy okresowej wielo$cianéw

Jezeli z ogblnego schematu ,,wyjmiemy” ptaszczyzng odpowiadajaca genuso-
wi g=0, to mozemy ustali¢ lokalizacj¢ np. wieloscianéw, dla ktdrych v =38,
e=12, /=6, dla genusa g = 0 (rys. 3.29) [19, s. 37].

Ta M
2n 153
5
\ 3
4 A V=12
Q
3 5:72
n
/ "\\\,e
0 1 2 3 4 5 6 9

Rys. 3.29. Lokalizacja wieloscianow v =8, e = 12, f= 6, dla genusa g = 0,
w tablicy okresowej wielo$cianow
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Podobnie mozna skonstruowa¢ wykres przedstawiajacy wszystkie wieloSciany,
dla ktérych e = 12, dla genusa g = 0 (rys. 3.30) [19, s. 39]. Jezeli zbior wszystkich
rozwiazan dla g = 0 lezy na ptaszczyznie, to zbior rozwiazan dla wszystkich genu-
sow tworzy kwadryke'™ w ukfadzie opisanym trzema podstawowymi parametra-
mi [19, s. 62-66] [25, s. 873].
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Rys. 3.30. Lokalizacja wieloscianow e = 12, dla genusa g =0,
w tablicy okresowej wielo§cianow

Scisty zwiazek pomigdzy geometria wieloscianow a jej cechami strukturalny-
mi, opisany np. w [160], rozszerzyt zawarto$¢ tablicy okresowej wielo$cianow
o opis tych wlasnie cech. Na rysunku 3.31 przedstawiono rozktad wiasciwosci
konstrukeyjnych ze wzgledu na potencjalng stabilno$¢ wielo§ciandw skonczonych
dla g=01g=3 [26, s. 873]. Obejmuje ona dwa rodzaje konstrukcji: pretowe,
w ktorych krawedzie wielosciandow sa zmaterializowane jako prety potaczone
przegubowo w wierzchotkach (bez wypelnienia §cian) i ptytowe, w ktorych $ciany
sa zrealizowane jako elementy plytowe, potaczone przegubowo wzdhuz krawedzi.
Na rysunku tym wydzielono cztery obszary:

— obszar A — hiperstabilne konstrukcje pretowe i ptytowe,

— obszar B — niestabilne konstrukcje pretowe i hiperstabilne konstrukcje ptytowe,

— obszar C — niestabilne konstrukcje ptytowe i hiperstabilne konstrukcje pretowe,

— obszar D — niestabilne konstrukcje pretowe i ptytowe.

Hiperstabilno$¢ i niestabilno$¢ sa tu rozumiane jako liczba krawedzi wielo$cianu
wigksza/mniejsza niz wynikajaca z rownan Mobiusa—Maxwella. Mozna zauwazyc,
ze wielo$cianami granicznymi, pomigdzy obszarami A i D, s wielo$ciany samodual-
ne. Dla genusa g =0 jest to wicloscian 3° — czworoécian. Na podstawie wykresow
z rys. 3.31 mozna okresli¢, w jakim zakresie form mozliwe jest zastosowanie kon-
strukcji pretowych, a w jakim — tarczownicowych lub mieszanych.

" Powierzchnie drugiego stopnia.
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Rys. 3.31. Rozktad wiasciwosci konstrukcyjnych ze wzgledu
na potencjalng stabilno$¢ wielo§cianow skonczonych dlag=0ig=3

Skonstruowanie tablicy okresowej na podstawie prostych wielkosci statystycz-
nych oraz ogoélnych zaleznosci, takich jak przede wszystkim réwnanie Eulera,
umozliwia nie tylko opisanie ,,$wiata wielo§ciandéw” w znanym zakresie, ale takze
przewidywanie wyst¢gpowania nowych, na razie nie opisanych jeszcze form, ktore
moga by¢ wazne ze wzgledu na ksztattowanie systemow konstrukcyjnych. Przy-
ktadem takich form, ktore zostaly odkryte i usystematyzowane w oparciu o tablicg
okresowa wieloécianéw, sa omowione w nastgpnym rozdziale, ggbki.

3.3.4. Gabki

W rozdziale 2.2.4.1 podano przyktady wielo$cianéw nieskonczonych (rys.
2.17) i wieloscianow siodtowych (rys. 2.16b). Mozliwo$¢ wystgpowania wielo-
$ciandow nieskonczonych o powierzchniach siodtowych zostata odkryta pod koniec
lat 60. XX w. przez M. Burta [18] i A.H. Schoena [125]. Wczesniej, pod koniec
XIX w., wyniki te antycypowal H.A. Schwarz w swoich pracach nad potrojnie
periodycznymi powierzchniami minimalnymi'”>. Powierzchnie te, nazywane
obecnie powierzchniami Schwarza, powstaja w oparciu o kontur brzegowy'’®
rozpigty na krawgdziach wieloécianu.

" H A. Schwarz Gesammelte mathematische Abhandlungen Berlin 1890 [109, s. 142].
176
Patrz pkt 6.2.3.
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Ggbkami nazywamy struktury uksztattowane jak wielosciany lub ciagle, ota-
czajace powierzchnie podziatow, ktore dzielg przestrzen na dwie komplementarne
podprzestrzenie (dwa oddzielne labirynty) [20, s. 75], [89, s. 153 i 167], [125,
s. 38—41]. Przykiad gabki przedstawiono na rysunku 3.32 [20, s. 84].

Rys. 3.32. Przyktad gabki — nieskonczone;j struktury o siatce wielo$ciennej

Gabki mozna przedstawi¢ jako struktury, w ktorych wieloSciany sa umiesz-
czone w weztach pewnej siatki (tesselacji przestrzeni d=3) w taki sposob,
ze maja ze soba wspodlne krawedzie. Uktad powierzchni siodlowych zwigzanych
z pojedynczym wielo$cianem tworzy powtarzalng klatke, ktorej zwielokrotnienie
generuje gabke. Krawedzie klatki przechodza przez tunele labiryntu. Na rysunku
3.33 przedstawiono przyktad powtarzalnej klatki tworzacej gabke.

Rys. 3.33. Przyklad powtarzalnej klatki tworzacej gabke
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Struktury gabczaste wystgpuja powszechnie w przyrodzie. Mozna je znalezé
na przyktad w wewngtrznej budowie kosci ludzi i zwierzat (rys. 6.35.a),
w budowie niektorych zwierzat beztkankowych (rys. 6.30.a) [21, 22, 23], a takze
w niektdrych obiektach architektonicznych (rys. 6.35) [84, s. 1], [83, s. 48].

Rys. 3.34. Przyktad gabki w naturze — struktura kosci ludzkiej

Niedawne prace M. Burta wykazaty, ze struktury gabczaste moga by¢ przed-
stawione w rozszerzonej wersji tablicy okresowej wieloScianow. Umozliwia ona
przewidywanie nowych struktur na podstawie ich grupy symetrii. Otwiera to zu-
petnie nowa dziedzing eksploracji form przestrzennych [20, s. 86—87]. Form, ktore
sa ,,podwojnie naturalne”. Po pierwsze, dlatego ze ich istnienie wynika z wlasci-
wosci przestrzeni, ktore za pomoca podstawowych warunkéw topologicznych
(przede wszystkim twierdzenia Eulera) ograniczaja réznorodno$¢ mogacych wy-
stapi¢ form. Po drugie, dlatego Ze struktury gabczaste bardzo czgsto wystepuja
w obiektach naturalnych jako rezultat naturalnych proceséw samooptymalizacji.

3.4. Grafy jako modele topologiczne

Hierarchiczne zorganizowanie form strukturalnych kaze si¢ zastanowi¢ nad pro-
blemem ich ekwiwalentnosci. To znaczy, w jakim zakresie obiekty rzgdu d; moga by¢
traktowane jako topologicznie réwnowazne obiektom rzedu d,, czy jest to relacja
odwracalna i czy wynikaja z niej pozytywne inspiracje dla ksztattowania formy.

3.4.1. Wykresy Schlegla

Graf planarny jest realizacja wielo$cianu kombinatorycznego w przestrzeni R>.
Kazda realizacja wielo$cianu kombinatorycznego w R koresponduje, przez wek-
tor wysokosci H, z jego realizacja w przestrzeni R’ [178, s. 2].
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Jezeli odwrocimy te ideg, to mozna postawic sobie pytane, w jaki sposob przed-
stawi¢ dowolny wielotop, ktory ma realizacje¢ geometryczna w przestrzeni
d-wymiarowej, za pomoca jego obrazu w przestrzeni (d—1)-wymiarowej? W odnie-
sieniu do wielo$cianow, ktore sa 3-wiclotopami, szukamy ich 2-wymiarowego
obrazu. Technika, ktora umozliwia uzyskanie takiego obrazu jest wykres Schlegla'”.

Konstrukcja wykresu Schlegla przypomina nieco sporzadzanie rysunkdéw per-
spektywicznych za pomoca camera obscura, aczkolwiek metoda ta ma zastoso-
wanie'”® rowniez dla d > 3. Sporzadzanie wykresu rozpoczyna si¢ od wyboru
jednej ze Scian wielokata, F, oraz punktu P na zewnatrz wielokata, ale wciaz bar-
dzo blisko $rodka $ciany F. Sciana ta stuzy jako powierzchnia rzutowania wielo-
$cianu, a punkt P jako $rodek rzutowania (rys. 3.35). Sciana F jest nazywana bazq
wykresu Schlegla [120, s. 27].

Rys. 3.35. Zasada konstruowania wykresu Schlegla
na przyktadzie szeScianu

W wyniku takiej procedury otrzymujemy kompletna reprezentacjg rzutowane-
go wielo$cianu, ktora moze by¢ odwrotnie przeksztatcona z powrotem w wielo-
Scian (rys. 3.36). Otrzymany obiekt ma wymiar (¢—1), gdyz powstaje na $cianie,
ktora zawsze pozostaje w takiej wtasnie relacji do wielo$cianu. Jest tak rowniez
w przypadku wielotopow o wyzszym wymiarze.

Rys. 3.36. Odwracalnos¢ wykresu Schlegla

""" Metoda ta zostala zaproponowana w pracy V. Schlegel Theorie der homogen.

zusammengesetzen Raumgebilde Nova Acta Leop. Carol., 44 (1883) 343459 [52, s. 444].
178 . Lot . . . . y . .
Najczgsciej wykres Schlegla znajduje zastosowanie do sporzadzania trojwymiarowych
obrazéw 4-wielotopow, ze wzgledu na powszechnos$¢ zainteresowania badaczy wielotopami
w przestrzeni 4-wymiarowej oraz ze wzgledu na mozliwo$¢ objecia uzyskanych modeli
,-zwykla” percepcja geometryczna [122, s. 14].
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Patrzac na obraz sze$cianu z wykresu Schlegla na rys. 3.35, tatwo jest zauwa-
zymy, ze zawiera on wszystkie elementy, ktore tworza grafy: wierzchotki, krawe-
dzie i $ciany. Innymi stowy, przez sporzadzenie wykresu Schlegla wieloscianu
mozemy uzyskac¢ jego ptaski rysunek, ktory jest grafem. Proces zamiany wielo-
scianéw na grafy przebiega zatem w sposob pokazany ponizej na przykladzie
osmioscianu (rys. 3.37a). Za powierzchni¢ rzutowania wybrano $ciang wyznaczo-
na przez wierzcholki 1-2-6 (rys. 3.37b). Otrzymany graf (rys. 3.37¢), jest topolo-
gicznie rbwnowazny z pierwotnym o$mio$cianem. Zachowane sa wszystkie za-
leznoéci: walentno$ci wierzchotkéw, krawedzi i1 $cian oraz odpowiednie relacje
incydencji.

a) b) ©)

Rys. 3.37. Przeksztalcanie o$mio$cianu na graf (opis w tekscie)

Wykres Schlegla mozna zastosowa¢ do przedstawiania bryt dualnych. Postg-
pujac podobnie jak w konstruowaniu zwyktego grafu dualnego, mozna zauwazy¢,
ze liczba wierzchotkow tego grafu jest mniejsza o jeden od oczekiwanej, ponie-
waz jedna ze §cian rzutowanego wielo$cianu, przeciwlegta do ptaszczyzny rzuto-
wania, jest na rysunku przedstawiona jako nieograniczona cz¢$¢ plaszczyzny, na
zewnatrz wielokata brzegowego. Brakujacy wierzchotek lezy zatem w nieskon-
czonosci. Problem ten mozna rozwiaza¢, rysujac krawedzie incydentne z brakuja-
cym wierzchotkiem i konczac je strzatkami, co wskazuje, ze biegna w nieskon-
czono$¢'” [87, s. 49]. Zrozumiale jest, ze wszystkie oznaczone w ten sposob
krawedzie zbiegaja si¢ i zapewniaja odpowiednia walentno$¢ brakujacego wierz-
chotka. Na rysunku 3.38a przedstawiony jest przykltad grafu o$mioscianu (linie
przerywane) i dualnego do niego szes$cianu (linie ciaglte). Widac, ze mozliwe jest
oznaczenie jedynie siedmiu wierzchotkow sze$cianu. W rysunku dualnego sze-
Scianu (rys. 3.38b), krawedzie biegnace do niewidocznego wierzchotka sa zakon-
czone strzatkami.

' Patrz tez pkt 2.2.11.
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a) b)

Rys. 3.38. Przykiad grafu odmioscianu (linie przerywane)
i dualnego do niego szescianu (opis w tekscie)

Wykres Schlegla mozna réwniez zastosowaé do sporzadzania ptaskich
rysunkoéw przestrzennych tesselacji wieloSciennych — wypelnien przestrzeni
wieloScianami. Rozpatrzmy najpierw sytuacje odwrotng. Dana jest pewna,
nicograniczona tesselacja na plaszczyznie, odpowiadajaca wzorowi plastra
miodu (rys. 3.39). Mozna w niej rozpoznal powtarzajace si¢ zestawienia
dwunasto$cianéw rombowych (rys. 3.40), ktorych graf jest przedstawiony
na rysunku 3.41.

IO
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Rys. 3.39. Tesselacja odpowiadajaca wzorowi
plastra miodu

A AH
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Rys. 3.40. Powtarzalny element podziatu tesselacji
z rys. 3.39 — dwunasto$cian rombowy
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Rys. 3.41. Graf dwunasto$cianu rombowego
z rys. 3.40

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze mozliwe jest interpretowanie rozlegtych
tesselacji ptaszczyzny jako kompleksu ztozonego z grafow wieloscianow, a zatem
wykresu Schlegla dla tego kompleksu. Naturalne jest pytanie o zakres takiej rela-
cji, tzn. czy kazdy wzor na plaszczyznie moze by¢ interpretowany jako obraz
pewnej teselacji przestrzennej. Odpowiedz na to pytanie znajdujemy w twierdze-
niu (3.3) [52, s. 52¢].

Twierdzenie 3.3. Kazdy prosty d-rysunek jest wykresem Schlegla dla d > 3.

Okreslenie ,,prosty” nalezy rozumie¢ jako spetniajacy ograniczenia narzucone
przez definicj¢ 3.4. Twierdzenie 3.3 daje wielkie mozliwosci ksztattowania prze-
strzennych form strukturalnych za pomoca ptaskich wzoréw. Najprostsze koncep-
cyjnie, chociaz wcale nie tatwe technicznie, jest odtworzenie w przestrzeni odpo-
wiadajacej im konfiguracji. Wzorem wyjsciowym, prekursorem formy, moze by¢
kazdy ptaski wzor spetniajacy warunek twierdzenia 3.3.

Dalsze bardziej zaawansowane mozliwosci stwarza interpretacja wzoru pla-
skiego jako grafu. Mozna wtedy zastosowa¢ do niego caly rozwinigty aparat ma-
tematycznej teorii grafow'®, a zwlaszcza zastosowaé przeksztalcenia, ktore prze-
ksztalcaja grafy, zachowujac mozliwo§¢ ich przestrzennej rekonstrukcji.
Zagadnienia te s3 omowione w rozdziatach 41 5.

3.4.2. Podstawowe wlasciwosci grafow

Poniewaz tematem tego rozdzialu sa wzajemne relacje obiektéw rdznego
rzedu, tworzacych formy strukturalne, opisywane za pomoca graféw, dalej podano
wybrane podstawowe pojecia z zakresu teorii grafow'®.

Graf jest definiowany na podstawie dwoch zbiorow: zbioru wierzchotkow
i zbioru krawedzi. Terminologia ta nawiazuje do tradycyjnego utozsamiania
grafow z ich rysunkami. W rzeczywisto$ci graf jest pojeciem kombinatorycznym,
o r6znych mozliwych realizacjach geometrycznych.

180 patrz np. [13, 27, 40, 49, 62, 71, 135, 136, 172].
'8 Obszerne rozszerzenie i uzupehienie tych wiadomos$ci mozna znalezé w pracach zacyto-
wanych w powyzszym przypisie.
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Definicja 3.4. Graf G jest uporzqdkowanq parq roziqcznych zbiorow G= {V,E},
takich, ze E jest podzbiorem uporzqdkowanych par V. Zbior V = V(G) zbiorem
wierzchotkow grafu G, a zbior E = E(G) — zbiorem krawedzi grafu G [13, s. 1].

Zgodnie z definicja 3.4, jesli a i b sa wierzchotkami (elementami zbioru V), to
{a,b} lub po prostu ab jest krawedzia taczaca a 1 b. Nalezy zauwazy¢, ze zgodnie
z ta definicja [52, s. 12]:

— zbiory V(G) i E(G) nie moga by¢ zbiorami pustymi; zazwyczaj przyjmuje

sig, ze sa to zbiory skonczone,

—{a,b} 1 {b,a} oznaczaja t¢ sama krawedz (zbiory nie sa uporzadkowane),

tzn. krawedzZ nie ma nadanego kierunku,

— {a,a} nie moze wystapi¢ (nic ma powtdrzen w zbiorach), tzn. krawedzie

nie mogg tworzy¢ petli,

— {a,b} moze wystapi¢ tylko jeden raz — nie ma krawedzi wielokrotnych.

Grafy, ktore spetniaja definicje 3.4 nazywamy grafami prostymi (rys. 3.42b).
W wielu innych zastosowaniach nie naktada si¢ podanych ograniczen na definicje
grafow, ktore sa wtedy nazywane grafami ogolnymi (rys. 3.42.a).

b b d
) b)

Rys. 3.42. Przyktady grafow: a) niezgodnego z definicja 3.4 — wystgpuja petle
i krawedzie wielokrotne, b) zgodnego z definicja 3.4

a

Jak wspomniano, grafy maja charakter kombinatoryczny — nie ma jedynego
sposobu przedstawienia graficznego, tzn. narysowania, grafu. Dwa grafy sa izo-
morficzne, jezeli maja taka sama struktur¢ kombinatoryczna, a ich rysunki moga
by¢ przerysowane, tak aby wygladaty identycznie (rys. 3.43).

a) b)

Rys. 3.43. Przyktad grafow izomorficznych: a) narysowanego z przecigciami krawgdzi,
b) narysowanego bez przecig¢ krawedzi
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Definicja 3.5. Dwa grafy G, i G, sq izomorficzne, jezeli istnieje wzajemnie
Jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy ich wierzcholtkami, taka ze liczba krawedzi
taczqcych dane dwa wierzcholki grafu G, jest rowna liczbie krawedzi tqczqcych
odpowiadajqce im wierzcholki grafu G, [13, s. 3].

Prostoliniowos$¢ potaczen pomigdzy wierzchotkami nie ma zadnego znaczenia
w rysunku grafu, gdyz nie wptywa na zmiang jego struktury. Ponadto, przecinanie
si¢ krawedzi na rysunku grafu nie oznacza wystgpowania w tym miejscu wierz-
chotka, gdyz graf moze by¢ rowniez narysowany w taki sposob, zeby krawedzie
si¢ nie przecinaty (rys. 3.43b).

Definicja 3.6. Stopniem grafu G nazywamy liczbe jego wierzchotkow:
|G| = |(G)| [13, s. 3].

W grafach mozna wyrdzni¢ pewne ciagi wierzchotkéw i1 krawedzi, po ktorych
mozna ,,przechodzi¢” od jednego wierzchotka do innego. Ze wzgledu na wlasciwosci
wyr6zniamy kilka rodzajow takich ciagow: trasy (rys. 3.44a), drogi (rys. 3.44b),
Sciezki (rys. 3.44c) i cykle (rys. 3.44d) [13, 172].

Definicja 3.7. Trasq w grafie G nazywamy skonczony ciqg krawedzi w postaci
VoV, VIV2, o, Vi 1V, W ktorym kazde kolejne dwie krawedzie sq albo sqsiednie, albo
identyczne [13,s. 3].

Definicja 3.8. Sciezka w grafie G jest to trasa, ktorej wszystkie krawedzie sq
rozne [13, s. 3].

Definicja 3.9. Droga w grafie G jest to sciezka, ktorej wszystkie wierzchotki sq
rozne [13, s. 3].

Definicja 3.10. Cykl jest to Sciezka zamknieta, dla ktorej vy = v,, [13, s. 3].

VG VG
V=V Ve Vi Vs Vs
Vo Vo=VE=V =V v, V.=V,
Vv, v, Vines
a) b) )
Vo Vo=Ving
V, Ve 4
v, A v, AL
V=V vy
¢) d)

Rys. 3.44. Przyktad: a) trasy, b) $ciezki, c) drogi, d) cyklu — w grafie
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W uzupehieniu do przytoczonych definicji mozna dodac kilka spostrzezen.
Trasa jest to ,linia”, po ktorej mozna si¢ przedosta¢ pomi¢dzy dwoma réznymi
wierzchotkami, sktadajaca si¢ z przechodzonych kolejno krawedzi. W $ciezce
wszystkie krawedzie sa rdzne, ale wierzchotki moga si¢ powtarza¢. Wystepuje
wtedy przecigcie trasy. W drodze zaden wierzchotek nie wystepuje wigcej niz
jeden raz.

Wazna wlasciwoscia grafow jest ich spojnosé. Jest ona warunkiem wielu wia-
sciwosci grafow i twierdzen. Intuicyjnie znaczenie spojnosci jest takie, ze w grafie
spojnym wszystkie wierzchotki mozna potaczy¢ pewna trasa.

Definicja 3.11. Graf jest spojny, jezeli dla kazdej pary rozmnych wierzchot-
kow{vy,v,} istnieje droga od vy do v,, [13, s. 4].

Inny sposob definiowania spojnosci odnosi si¢ do mozliwosci podzielenia gra-
fu na czedci. Jezeli graf G zostanie podzielony na dwa osobne podgrafy, przez
usunigcie pewnej liczby krawedzi, to zbior usunigtych krawedzi nazywamy zbio-
rem rozspajajqcym grafu G. Jezeli zaden podzbiér zbioru rozspajajacego nie jest
juz zbiorem rozspajajacym, to zbior ten nazywamy rozcieciem grafu G [13, s. 50].

Jezeli graf G zostanie podzielony na osobne podgrafy, poprzez usunigcie pew-
nej liczby wierzchotkdéw (wraz z krawedziami incydentnymi z tymi wierzchotka-
mi), to zbidr usunigtych wierzcholkéw nazywamy zbiorem rozdzielajqcym
grafu G.

Mozemy wyrozni¢ spojnos¢ krawedziowq oraz spojnos¢ wierzcholtkowq gra-
fu G. Spdjnos¢ krawedziowa jest liczba krawedzi grafu G, nalezaca do najmniej
licznego rozcigcia. Spdjnos¢ wierzchotkowa jest liczbg elementdw najmniej licz-
nego zbioru rozdzielajacego grafu G [13, s. 50].

Definicja 3.12. Niech G bedzie grafem spojnym o co najmniej k+1 wierzchotkach:

a) graf G jest k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy nie mozna go rozspoic¢ przez
usuniecie mniej niz k — 1 lub mniej wierzchotkow,

b) graf G jest k-krawedziowo spojny wtedy i tylko wtedy, gdy nie mozna go
rozspoi¢ przez usuniecie k — 1 lub mniej krawedzi [13, s. 50].

Na rysunku 3.45a przedstawiono przyktad grafu spdjnego, a na rysunku 3.45b
— ten sam graf po rozspojeniu. Zbidr rozspajajacy sklada si¢ z krawedzi
V2V3,V3V6,V6V7-

Vs Wy ' Vs v, Vg

! 2 s ‘ v,
a) b)

Rys. 3.45. Rozspojenie grafu (opis w tekscie)
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Definicja 3.13. Graf jest regularny, jezeli kazdy jego wierzcholek ma te samq
walentnosé [13, s. 50].

W grafach regularnych stopniem grafu nazywamy walentno$¢ wierzchotkow.
Na rysunku 3.46 przedstawiono pig¢ grafow regularnych, odpowiadajacych wieloscia-
nom platoniskim'®?, kolejno: czworoscianu (rys. 3.46a), szecianu (rys. 3.46b), o$mio-
Scianu (rys. 3.46¢), dwunastoscianu (rys. 3.46d) i dwudziestoscianu (rys. 3.46¢).

a) b)
o) ) ) d)
e) } )

Rys. 3.46. Grafy wieloscianéw platonskich (opis w tekscie)

Cecha, ktora charakteryzuje wazna rodzing grafow jest ich planarnosc. Zostala
ona zdefiniowana w pkcie 2.2.8. Dalsze wazne wlasciwosci rysunkow grafow
planarnych'® wynikaja z twierdzen 3.413.5.

Twierdzenie 3.4 (Whitneya). Jezeli graf G jest planarny i 3-spdjny, to zbior jego
komorek (scian) nie zalezy od wyboru konkretnego rysunku grafu [120, s. 121].

Twierdzenie 3.5 (Wagner, Fary). Kazdy planarny graf prosty moze byc nary-
sowany za pomocq odcinkow.

"2 Na temat reprezentowania wiclocianow przez grafy — patrz pkt 4.2.

183 s . o . ,
Wilasciwosé ta jest wykorzystana w rozdziale 5, przy omawianiu rysowania grafow
»haprgzonych”.
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Przy omawianiu planarno$ci grafow warto zauwazy¢, ze zgodnie z tym co zo-
stalo powiedziane w rozdziale 2, plaszczyzna jest topologicznie roéwnowazna
sferze. Rysujac graf zatem na ptaszczyznie, mozna go sobie wyobrazi¢ rowniez na
innych powierzchniach tej samej klasy.

Na rysunku graféow planarnych, krawedzie dziela obszar rysunku na sciany.
W kazdym przypadku jedna $ciana, lezaca na zewnatrz krawedzi brzegowych, jest
nieograniczona. Sciana taka jest nazywana sciang nieskoriczong'®* (rys. 3.47).

Rys. 3.47. Podzial plaszczyzny
przez graf na $ciany

Dualnos¢ graféw planarnych jest definiowana podobnie jak dla wielo§cianow.
Jezeli wewnatrz $cian grafu umiescimy wierzcholki i potaczymy je, zachowujac
odpowiednia incydencjg, to uzyskamy graf dualny.

3.5. Uwagi koncowe

Zrozumienie sposobu, w jaki powstaja tesselacje i relacja migdzy obiektami
réznych klas, ma podstawowe znaczenie dla umiejgtnosci ksztattowania form
strukturalnych.

W obiektach naturalnych wystepuja dwa podstawowe mechanizmy powstawa-
nia wzordéw — tesselacji. Pierwszy z nich polega na dazeniu do konfiguracji maja-
cej najmniejsza energi¢ potencjalna. Przyktadem moga by¢ uktady powierzchni
minimalnych z btonek mydlanych [8, s. 196]. Drugi sposéb to uzyskiwanie za
pomoca uktadu rownowagi przez tamanie jego symetrii. W przypadku systemu
ptaskiego, ztamanie symetrii najpierw nastapi w jednym kierunku, np. podziat
pltaszczyzny liniami. Drugi etap polega na ztamaniu symetrii w kierunku prosto-
padlym, np. podziat ptaszczyzny siatka kwadratowa (rys. 3.7b). W trzecim kroku,
moze wystapic¢ podziat trojkatny lub szesciokatny (rys. 3.7a). Rodzaj wzoru zalezy
od wiasciwosci fizycznych obiektu, jego wielkosci, predkosci zachodzenia proce-
su itp., ale jego istota jest zlamanie symetrii w dazeniu do rownowagi [8, s. 197].

"% Ta , nieskonczono$é” dotyczy tylko rysunku na plaszczyznie. W przypadku rysowania

na sferze Sciana ta jest skonczona i nie rozni sig¢ niczym od pozostatych $cian.
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Tworzenie uktadéw strukturalnych przez czlowieka jest oparte na wlasciwo-
sciach topologicznych obiektow. Walentno$¢ wierzchotkow okresla geometrig
siatek przestrzennych oraz ich geometryczng niezmiennosc¢ [60, s. 657—658]. Gru-
py symetrii tesselacji na plaszczyznie decyduja o mozliwosci taczenia ich
w struktury przestrzenne. Odwotanie si¢ do podziatdw o réznym stopniu regular-
nosci: platonskich (rys. 3.7), archimedejskich (rys. 3.8), czy aperiodycznych,
umozliwia tworzenie siatek o wielkiej roznorodnosci form, a jednoczesnie efek-
tywnych konstrukcyjnie [15, s. 132—135].

Operowanie modelami topologicznymi form strukturalnych — grafami pozwala
wlaczy¢ do ich opisu metody matematyczne rozwinigte w tej dziedzinie. Dostgpne
sa dzigki temu rowniez takie narzedzia, jak tablica okresowa wielosciandéw, ktora
opisuje 1 pozwala przewidywac ich istotne cechy.

Idea manipulowania klasa obiektu w tworzeniu form architektonicznych
i strukturalnych jest naturalna dla architektow, ktorzy system konstrukcyjny trak-
tuja jako integralng czg$¢ swojego dzieta. S. Calatrava twierdzi, ze ,,...bryte geo-
metryczna mozna zredukowac z trzech wymiarow o dwodch, a wreszcie zaledwie
do jednego. Mozna wzia¢ wieloscian, zgnie$¢ go, sprowadzi¢ do ptaszczyzny.
Kolejna transformacja sprowadzi go do pojedynczej linii, do jednego wymiaru.
Cata tajemnica wszechobecnych wieloscianow foremnych zsumowana jest w tym
wieloscianie”'®. Odwrocenie tego procesu jest naturalnym uzupenieniem $rod-
kéw, ktorymi operuje jezyk formy.

185 Cytat za: Jodidio, Ph. Calatrava, Taschen, Koln (2008), s. 10.



Rozdzial 4. Przeksztalcenia modeli
topologicznych

Lepiej jest rozwingé matematyke po-
trzebng do rozwiqzywania interesu-
Jacych architektonicznie problemow,
niz naktadaé dodatkowe ogranicze-
nia na projektowanie jedynie dla
matematycznej wygody.

Branko Griinbaum'®

W poprzednim rozdziale oméwiono modele topologiczne w postaci réznego ro-
dzaju wzoréw na plaszczyznie (d = 2) i w przestrzeni (d = 3). Wykazana zostata row-
niez ich wspotzalezno$¢ w takim sensie, ze wzory na plaszczyznie moga stanowic
obraz wzoréw w przestrzeni. W tym rozdziale postawiony zostanie problem, czy
mozliwe jest odwrocenie tej zaleznosci, tzn. przejscie od wzoréw ptlaskich do prze-
strzennych (ogolniej: zmiana klasy obiektow), a jesli tak, to pod jakimi warunkami.
Dalej, czy wzory, o ktorych wiemy, ze moga by¢ odtworzone w przestrzeni, mozna
poddawa¢ przeksztalceniom bez utraty tej zdolnosci. Ponadto, oméwione zostana
dodatkowe metody generowania grafow ptaskich i przestrzennych.

Rozwiazanie tych zagadnien pozwoli wprowadzi¢ do topologicznego ksztal-
towania form strukturalnych nowa grupg wzorow, ktore beda mogly stanowié
inspiracj¢ i podstaweg poszukiwan.

4.1. Twierdzenie Steinitza

Zalezno$¢ migdzy grafami i wielo$cianami, przedstawiona w rozdz. 3.4, wy-
maga uscislenia warunkow, ktorych spetnienie umozliwia operowanie taka obu-
stronng zaleznos$cia. Podstawowym rezultatem w tej dziedzinie jest twierdzenie

136 Branko Griinbaum, G.C Shephard Some comments on ,, Juxtapositions” [57, s. 59].
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Steinitza'®’ (twierdzenie 4.1) [52, s. 235]. Istote twierdzenia Steinitza przedsta-
wiono na rysunku 4.1 [120, s. 120].

Twierdzenie 4.1 (Steinitza). Graf G jest realizowalny w przestrzeni 3-wymia-
rowej wtedy i tylko wtedy, jezeli jest planarny i 3-spdjny.

Rys. 4.1. Istota twierdzenia Steinitza — realizacja przestrzenna
planarnego grafu 3-spojnego

Jedna z konsekwencji twierdzenia Steinitza jest to, Ze nie ma znaczenia, w jaki
sposob narysujemy ptaski rysunek grafu, gdyz zawsze otrzymamy ten sam zbior
cykli (patrz definicja 3.10), odpowiadajacych $cianom wielo$cianu [120, s. 122].
Co wigcej, zgodnie z twierdzeniem 4.2, graf planarny jest maksymalny [27,
s. 89].

Twierdzenie 4.2. Jezeli graf G jest planarny, to jest maksymalny, tzn. nie istnieje
inny graf planarny Gy, ktorego G jest podzbiorem.

Twierdzenie Steinitza umozliwia jednoznaczna selekcje tesselacji pod wzgle-
dem mozliwo$ci ich przestrzennej rekonstrukcji. Co wigcej, pozwala okreslic,
jakie transformacje graféw na ptaszczyznie sa dopuszczalne ze wzgledu na rekon-
strukcje (porownaj pkt 4.3 i rozdz. 5).

4.2. Twierdzenie Eberharda

Drugim problemem, ktéry pojawia si¢ w zwiazku z przestrzenna rekonstrukcja
grafow jest pytanie: jakie typy kombinatoryczne (d—1)-wielotopdw i jaka ich licz-
ba kazdego typu, moga by¢ ze soba polaczone, aby mogly utworzy¢ kompleks
brzegowy ($ciany) d-wielotopu? Inaczej mowiac, z jakich wielokatéw i w jakiej

"7 Twierdzenie to uwazane jest za najwaznicjszy i najglebszy w tresci, znany rezultat

w dziedzinie wieloscianow wypuklych. Podane zostato przez Emsta Steinitza w pracy Polyeder
und Raumeinteilungen w Encyclopdidie der Mathematischen Wissenschafien, Band 3 (Geometrie),
Teil 3ABI12 (1922) 1-139 [52, 5. 235, 445].
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liczbie mozna zbudowac¢ wieloscian? Znajomo$¢ odpowiedzi na to pytanie znacz-
nie utatwilaby operowanie grafami jako modelami wielo§cianow i ich przeksztat-
canie. Problem jednak ten nie jest jeszcze obecnie catkowicie rozwiazany, nawet
dla d = 3, czyli dla zwyktych wielo$cianow w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Cze$ciowe rozwiazanie tego problemu jest zawarte w twierdzeniu 4.3 [52,
s. 254]. Niech (py) = (p3, ps,...) bedzie ciagiem nieujemnych liczb calkowitych.
Ciag ten okre$la liczby wielokatow o kolejnych walentno$ciach, tworzacych
Sciany wielosécianu, kolejno: trojkatéw, czworokatdw itd.

Twierdzenie 4.3. Warunkiem koniecznym 3-realizowalnosci'® ciqgu (py) jest
spetnienie warunku

3p, +2p, + P :12+Z(k—6)pk (4.1

k>7

Roéwnanie (4.1) wiaze ze soba liczby wielokatow tworzacych $Sciany wielo-
$cianu. Wynika z niego, ze kazdy prosty wieloscian (dokladniej: 3-wielotop),
zawiera co najmniej cztery $ciany, z ktorych kazda ma nie wigcej niz pig¢ krawg-
dzi. Bardzo istotne jest spostrzezenie, ze dla k = 6 wyrazenie pod znakiem sumy
po prawej stronie rownania przyjmuje wartos¢ zero, czyli ze liczba szeSciokatow
w ciagu $cian nie ma znaczenia! SzeSciokaty sa elementem neutralnym w kon-
struowaniu wielo$cianow.

Przyktadem zastosowania rownania (4.1) jest okreslenie topologii fulere-
now'®. W sensie topologicznym, fulereny sa to 3-walentne grafy planarne, kto-
rych $ciany sa wylacznie pigciokatami lub sze$ciokatami. Z twierdzenia 4.3 wyni-
ka bezposrednio, ze liczba §cian pigciokatnych, dla kazdego fulerenu wynosi
ps = 12. Po uwzglednieniu warunku twierdzenia Eulera mozna okresli¢, ze liczba
$cian szeSciokatnych w fulerenie wynosi ps = v/2 — 10. Na rysunku 4.2 przedsta-
wiono graf fulerenu Cg, dla ktorego v =60, e =90, f=32. Jest to jednoczes$nie
graf dwudziestoscianu $cigtego'”. Tlo$é $cian szesciokatnych w tym przypadku
wynosi pg = 20.

Niezaleznie od wnioskow z twierdzenia 4.3, wiadomo jednak, Ze istnieja ciagi
liczby wielokatow, rozniace sig tylko liczba szeSciokatow, z ktorych jeden jest 3-
realizowalny, a drugi — nie. Na przyktad, wspomniane fulereny, wystgpuja w od-
mianach Cs; (ps = 6), Cas (ps = 12), Cso (ps = 15), Csz (ps = 19), Coo (ps = 20), Cro
(ps =25), Caso (ps = 110) 1 wyzszych. Rownanie (4.1) pozostaje zatem warunkiem

188 . - . . .
Tzn. realizowalno$ci w przestrzeni 3-wymiarowe;.

'8 Fulereny, sa to czasteczki wegla o duzej masie atomowej, w ktorych atomy sa ulozone w

wierzchotkach wielo$cianéw w sposob przypominajacy budowe kopul geodezyjnych. Nazwa
,fulereny” nawigzuje do nazwiska Richarda Buckminster Fullera, ktory byt pionierem konstruk-
¢cji takich koput. Fulereny oznacza si¢ symbolem C z indeksem odpowiadajacym liczbie atomow

wegla w czasteczee, np. Cy.

1% Jest to jednoczesnie najmniejszy graf fulerenu, w ktorym poszczegélne éciany pieciokatne

nie stykaja sig ze soba.
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bardzo ogdlnym i nie wynika z niego, w jakim zakresie wystarcza ono do okresle-
nia 3-realizowalnosci ciagu (py). Jedynym ogdlnym wynikiem w tym zakresie jest
obecnie twierdzenie Eberharda'®' (4.3) wraz z dwoma opartymi na nim wnioskami
(twierdzenia 4.5 14.6) [52, s. 254].

Rys. 4.2. Fuleren Cg: a) graf, b) model przestrzenny

Twierdzenie 4.4 (Eberharda). Dla kazdego ciqgu (py | s <k # 6) nieujemnych
liczb catkowitych, spetniajqcych rownanie (4.1), istnieje wartos¢ ps, taka zZe ciqg
(v | k> 3) jest 3-realizowalny.

Twierdzenie 4.5. Istnieje stala wartos¢ c, taka ze kazdy ciag (pi) spetniajqcy
rownanie (4.1) jest 3-realizowalny dla pewnej wartosci ps spetniajacej warunek

Ps<C Z A dla c>1 4.2)

3<k#6

Twierdzenie 4.6. Kazdy ciqg (pi) spetniajqcy rownanie (4.1) jest 3-realizowalny
dla pewnej wartosci ps spetniajqcej warunek

Ds < max{ k| p, ;tO} (4.3)

Na podstawie przedstawionych twierdzen wyznaczone zostaly rozwiazania
rownania (4.1) dla minimalnych wartosci pe, dla ktorych ciag (ps, ps, ps, pe) jest
3-realizowalny. Wyniki te sa przedstawione w tabeli 4.1, wedlug kolejnosci
malejacej liczby trojkatow, p; [52, s. 268].

Istnieja ponadto pojedyncze, szczegdlowe wyniki dotyczace liczby szescioka-
tow, pe, W ciagach Scian wieloscianow. Warte przytoczenia jest twierdzenie 4.7
[52,s.271].

"' Ten wazny wynik zostat opublikowany w pracy V. Eberharda Zur Morphologie der Polyeder

Leipzig (1891) [52, s. 434].
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Twierdzenie 4.7. Ciggi (0, 6, 0, ps) i (0, 0, 12, ps) sq realizowalne wtedy i tylko
wtedy, gdy ps# 1. Ciag (4, 0, 0, ps) jest 3-realizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy ps
Jest liczbq catkowitq parzystq rozng od 2. Ciag (3, 1, 1, ps) jest 3-realizowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy ps jest liczba catkowitq nieparzystq wiekszq od 1.

Tabela 4.1. Rozwiazania rownania (4.1) dla minimalnych wartosci ps,
dla ktorych ciag (ps, pa, ps, ps) jest 3-realizowalny

p3 P4 Ps )43
4 0 0 0

W
(=]
W
—_

NN
S = N W
(o N N S B )
oS = O O

—_— e =
S = N W b
O N W W=
W o = O N

0 6 0 0
0 5 2 0
0 4 4 0
0 3 6 0
0 2 8 0
0 1 10 2
0 0 12 0

Pierwszy warunek tego twierdzenia dotyczy realizowalno$ci wielo$cianow,
ktére sktadajq si¢ z szeSciu $cian czworokatnych 1 pewnej liczby $cian sze$ciokat-
nych. Warunek drugi — wielo$ciandw, ktére sktadaja si¢ z czterech $cian trojkat-
nych i pewnej liczby $cian sze$ciokatnych. Warunek trzeci natomiast — wielo$cia-
néw skladajacych si¢ z trzech §cian trojkatnych, jednej $ciany czworokatne;j,
jednej pigciokatnej i pewnej liczby $cian szesciokatnych. Pierwszy z warunkow
twierdzenia ilustruje przyktad. Na rysunku 4.3a przedstawiono sze$cian, dla kto-
rego ciag liczby $cian o kolejnych liczbach wierzchotkoéw ma posta¢ (0, 6, 0, 0),
natomiast na rysunku 4.3b — wielo$cian (graniastoshup szesciokatny) o ciagu §cian
(0,6,0,2). W tym przypadku jeden z sze$ciokatow jest obszarem na zewnatrz
konturu brzegowego grafu. Oba wielo$ciany spetniaja wymagania twierdzenia 4.6.
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a) b)

Rys. 4.3. Przyktad wielo$cianow o ciagach liczby $cian (0, 6, 0, ps):
a) szescian — (0, 6, 0, 0), b) graniastostup szesciokatny — (0, 6, 0, 2)

4.3. Przeksztalcenia grafowzachowujgce planarnos¢

Twierdzenie 4.1 (Steinitza) i twierdzenie 4.4 (Eberharda) stanowia podstawe
przestrzennej realizacji ptaskich rysunkow grafow, czyli — w pewnym uproszcze-
niu — wzorow, narysowanych na plaszczyznie (lub rownowaznie — na sferze lub
innej powierzchni o genusie g = 0).

Kolejne zagadnienie dotyczy przeksztalcen, ktorym mozemy poddac taki
wzor, wiedzac ze jest on planarny, majac pewnosc¢, ze przeksztatcenia nie zmieniq
jego planarno$ci. Grupg takich przeksztatcen, ktore sa okreslane wspdlna nazwa
redukcji szeregowo-réwnoleglych lub redukcji SP'* opisano w rozdziale 4.3.1
[175,s. 106].

4.3.1. Usunigcie krawedzi

Pierwsza grupa przeksztalcen obejmuje operacje usuwania krawedzi grafow.
Mozliwe sa trzy przypadki [55, s. 28]:

—oba wierzchotki wyznaczajace krawedz sa 3-walentne (rys. 4.4); w takim
przypadku wraz z krawedzia £ usuwamy rowniez jej wierzchotki,

—jeden z wierzchotkéw krawedzi jest 3-walentny, a drugi ma wigksza walent-
nos¢ (rys. 4.5); w takim przypadku wraz z krawgdzia E usuwamy tylko
wierzcholek 3-walentny, a drugi pozostawiamy,

— oba wierzchotki krawedzi maja walentno$¢ wigksza niz 3 (rys. 4.6); w takim
przypadku usuwamy tylko krawedz E, a wierzchotki pozostawiamy.

Istota tego rozrdznienia jest to, aby po usunigciu krawedzi nie pozostawaty

w grafie wierzchotki 2-walentne, ktore ,,psulyby” jego strukturg, uniemozliwiajac
realizowalno$¢ w przestrzeni. Operacja usunigcia krawgdzi oznacza scalenie dwoch
$cian wieloscianu. Dlatego, aby zachowana byla planarno$¢ $cian, musza by¢ spel-
nione podane warunki minimalnej liczby krawedzi i stopnia wierzchotkow.

192 0d ang. okreslenia series-parallel reductions.
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Rys. 4.4. Operacja usunigcia krawedzi
— dwa wierzchotki sa 3-walentne

Rys. 4.5. Operacja usunigcia krawedzi
— jeden wierzchotek jest 3-walentny

Rys. 4.6. Operacja usunigcia krawgdzi
— nie ma wierzchotkéw 3-walentnych

4.3.2. Kontrakcja (Sciaggnigcie)

Szczegbdlnym przypadkiem usuwania krawedzi jest operacja $ciagnigcia, na-
zywana tez kontrakcja (rys. 4.7). W tym przypadku wierzchotki krawedzi nie sg
usuwane, ale taczone, tzn. utozsamiane ze soba (rys. 4.8). Dla tego przeksztatcenia
poczatkowa walentno$¢ wierzchotkow nie ma znaczenia, moze by¢ < 3, gdyz po
potaczeniu wierzchotkdw na pewno bedzie > 3 [175, s. 106].

Rys. 4.7. Operacja $ciagnigcia (kontrakcji)



126

d e d

Rys. 4.8. Kolejne fazy operacji $ciagnigcia (opis w tekscie)

4.3.3. Pomini¢cie krawedzi

Graf poddany operacji pominigcia krawedzi E zawiera po przeksztalceniu
wszystkie krawedzie, oprocz E (rys. 4.9). Po zastosowaniu operacji pominigcia nie
moga pozostaé¢ wierzchotki stopnia 2 [55, s. 30].

Rys. 4.9. Operacja pominigcia krawgdzi (opis w tekscie)

4.3.4. Operacje odwrotne do usuni¢cia krawedzi

Druga grupa przeksztatcen, ktore nie zmieniaja realizowalnosci przestrzennej
grafow, to przeksztalcenia odwrotne do usuwania wierzchotkéw i kontrakcji.
Mozliwe sa tutaj trzy przypadki [55, s. 29]:
— wstawienie nowej krawedzi w taki sposob, ze tworzone sa dwa nowe wierz-
chotki grafu, ktore dziela istniejace dwie krawedzie (rys. 4.10),

— wstawienie nowej krawegdzi grafu w taki sposob, ze jednym jej wierzchot-
kiem staje si¢ jeden z istniejacych wierzchotkow grafu, a drugi wierzcholek
jest wstawiany na istniejacej krawedzi (rys. 4.11),

— wstawienie nowej krawedzi w taki sposob, ze obydwoma jej wierzchotkami
staja sig istniejace wierzchotki grafu (rys. 4.12).

Rys. 4.10. Wstawienie nowej krawedzi
z dwoma nowymi wierzchotkami
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Rys. 4.11. Wstawienie nowej krawedzi
z jednym nowym wierzchotkiem

Rys. 4.12. Wstawienie nowej krawedzi
bez nowych wierzchotkow

W przypadku wstawienia nowej krawedzi wraz dwoma nowymi wierzchotka-
mi (rys. 4.10) nalezy wyeliminowaé koplanarno$¢ $cian F' i F", powstatych po
podziale $ciany poczatkowej. Uzyskujemy to, stosujac postgpowanie iteracyjne,
polegajace na obroceniu jednej z uzyskanych $cian o niewielki kat wokot wsta-
wionej krawedzi, dostosowaniu wierzchotkow wicloscianu do powstatej konfigu-
racji, nastgpnie ponownym obrocie jednej z nowych $cian itd., az do calkowitego
wyeliminowania koplanarnosci $cian. Na rysunku 4.13 zilustrowano t¢ procedurg
na przyktadzie kawatka kredy o powierzchni wieloéciennej [55, s. 30].

Rys. 4.13. Iteracyjne usuwanie koplanarnosci $cian podczas operacji z rys. 4.10

4.3.5 Operacje AY i odwrotne

Trzecia grupa przeksztalcen, ktore nie zmieniajq planarnosci graféow, sa opera-
cje nazywane AY '*. Polegaja one na zastapieniu tréjkata otaczajacego $ciang

' Ang. Delta-Wye operations.
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wieloécianu trojramienna gwiazda, laczaca te same wierzchotki'™. Mozliwe sa
cztery przypadki [175, s. 108]:
—poczatkowy uktad krawedzi tworzy dokladnie trojkat i jest zamieniany
na gwiazdg (rys. 4.14); wszystkie wierzcholki i krawedzie zostaja zachowane,
—poczatkowy uktad krawedzi zawiera trojkat i jedna krawedZz dodatkowa
(rys. 4.15); usuwany jest jeden wierzchotek i jedna krawedz,
—poczatkowy uktad krawedzi zawiera trojkat i dwie krawedzie dodatkowe
(rys. 4.16); usuwane sa dwa wierzchotki i dwie krawedzie,
—poczatkowy uktad krawedzi zawiera trojkat i trzy krawedzie dodatkowe
(rys. 4.17); usuwane sa trzy wierzchoiki i trzy krawedzie.
Czerwonymi liniami zaznaczono, na rysunkach 4.15-4.17, dodatkowe krawe-
dzie, ktore moga wystgpowaé w przeksztatlcanym obszarze grafu.

Rys. 4.14. Przeksztalcenie AY — poczatkowy uktad krawedzi tworzy dokladnie trojkat
i jest zamieniany na gwiazdg; wszystkie wierzchotki i krawgdzie zostaja zachowane

Rys. 4.15. Przeksztalcenie AY — poczatkowy uktad krawedzi zawiera trojkat
i jedna krawedz dodatkowa; usuwany jest jeden wierzchotek i jedna krawedz

Rys. 4.16. Przeksztatcenie AY — poczatkowy uklad krawedzi zawiera trojkat
i dwie krawedzie dodatkowe; usuwane sa dwa wierzcholki i dwie krawedzie

"% Mozna tutaj zauwazyé analogie do dwéch tradycyjnych sposobow laczenia sieci elek-

trycznych pradu zmiennego: w trojkat i w gwiazdg.
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Rys. 4.17. Przeksztatcenie AY — poczatkowy uklad krawedzi zawiera trojkat
i trzy krawedzie dodatkowe); usuwane sa trzy wierzchotki i trzy krawedzie

Operacje odwrotne do przeksztatcen AY nazywane sa YA. Polegaja one na za-
mianie wierzcholka stopnia 3 $ciang. Odpowiada to ,,Scigciu wierzchotka” wielo-
Scianu. Mozliwe sa nastgpujace sytuacje [175, s. 108]:
—poczatkowy uklad krawedzi tworzy gwiazde i jest zamieniany na trojkat
(rys. 4.18); wszystkie wierzcholki i krawegdzie sa zachowane,

— poczatkowy uklad krawedzi tworzy gwiazde z jedna krawedzia dodatkowa
i jest zamieniany na trojkat (rys. 4.19); usuwany jest jeden wierzchotek
ijedna krawedz,
— poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde z dwiema krawedziami dodat-
kowymi i jest zamieniany na trojkat (rys. 4.20); usuwane sa dwa wierzchotki
i dwie krawedzie,

— poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde z trzema krawedziami dodat-
kowymi i jest zamieniany na trdjkat (rys. 4.21); usuwane sa trzy wierzchotki
i trzy krawedzie.

Operacje AY i YA sa operacjami dualnymi [175, s. 108].

Rys. 4.18. Przeksztalcenie YA — poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde
i jest zamieniany na trojkat; wszystkie wierzcholki i krawgdzie sa zachowane

Rys. 4.19. Przeksztalcenie YA — poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde
z jedna krawedzia dodatkowa i jest zamieniany na trojkat;
usuwany jest jeden wierzchotek i jedna krawedz
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Rys. 4.20. Przeksztalcenie YA — poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde
z dwiema krawedziami dodatkowymi i jest zamieniany na trojkat;
usuwane sa dwa wierzchotki i dwie krawedzie

Rys. 4.21. Przeksztalcenie YA — poczatkowy uktad krawedzi tworzy gwiazde
z trzema krawgdziami dodatkowymi i jest zamieniany na trojkat;
usuwane sg trzy wierzcholki i trzy krawedzie

4.3.6. Przyklad zastosowania przeksztalcen
do modyfikacji siatek wielosciennych

Wyjasnienie celu wprowadzenia opisanych przeksztalcen przedstawiono na
przyktadzie. Na rysunku 4.22a przedstawiono dwunasto$cian rombowy i wykres
Schlegla kompleksu powstatego przez potaczenie tych wieloscianow'®. Wykres
ten tworzy na plaszczyznie pewien plaski wzor (tesselacjg), ktory nastgpnie zostat
przeksztatcony poprzez operacj¢ YA, czyli w tym przypadku zastapienie wierz-
cholka $ciana. Przeksztalcony wzor moze by¢ teraz zinterpretowany jako wykres
Schlegla kompleksu, powstatego ze zlozenia o$miosciandw rombowych Scig-
tych'®® (rys. 4.22b).

Przeprowadzona operacja moze si¢ wydawa¢ banalna, gdyz przyktad dotyczyt sto-
sunkowo prostej bryly i jednego przeksztalcenia. Sita opisanych przeksztalcen tkwi
w tym, ze moga one by¢ stosowane do znacznie bardziej skomplikowanych uktadow
wielo$cianow 1 ich wykresow Schlegla, dajac jednoczesnie pewno$¢, ze efekt prze-
ksztatcenia pozostanie planarmy. Co wigcej, redukcje SP mozna stosowac wielokrot-
nie, a ich zlozenie w dalszym ciagu zachowa planarnos¢ [175, s. 109]. Operowanie
na plaskich wzorach pozwala jednak w znacznie wigkszym stopniu ,,panowac”
nad struktura niz to jest mozliwe przy wykonywaniu operacji w przestrzeni.

195 Poréwnaj pkt 3.4.1.

1 : I ] . .. . . .
% Jak wiadomo, dwunastosciany rombowe $cigte nie wypelniaja catkowicie przestrzeni

i w nowym kompleksie wielo§cianow pozostaja puste obszary, chyba ze potraktujemy je jako
dodatkowe bryty, dopetniajace tesselacjg.
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Rys. 4.22. Modyfikacja siatek wielo$ciennych: a) dwunastoscian rombowy
i wykres Schlegla siatki zbudowanej z tych wielo$cianow,
b) osmio$cian rombowy Scigty 1 wykres Schlegla siatki zbudowanej z tych wielo$cianéw

4.4. Generowanie grafow planarnych
poprzez upakowania okregow

Metoda ta jest oparta na twierdzeniu o upakowaniu okregow, podanym pier-
wotnie przez P. Koebego w 1936 r., a nast¢pnie ponownie odkrytym i rozszerzo-
nym przez ENM. Andreeva i W.P. Thurstona w potowie lat siedemdziesiatych
XX w. (twierdzenie 5.2) [175,s. 117].

Twierdzenie 4.8 (Koebe-Andreev-Thurston). Kazdy 3-spojny graf planarny
moze by¢ zrealizowany jako 3-wielotop, ktorego krawedzie sq styczne do jednostkowej
sfery. Realizacja taka jest unikatowa.

Z twierdzenia 4.8 wynika, ze kazdy graf planarny moze by¢ reprezentowany
przez upakowanie okrggdw, tj. konfiguracje roztacznych dyskow, ktore moga by¢
styczne, ale nie mogga si¢ przecina¢ [150, s. 117]. W upakowaniu okrggdéw wierz-
chotki odpowiadaja roztacznym dyskom, ktore sa styczne wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im wierzchotki sa polaczone krawedzia (rys. 4.23). Jezeli graf
jest 3-spdjny, to jego reprezentacja za pomocag upakowania okregéw jest unikato-
wa. Inne sformutowanie tego twierdzenia mowi, ze kazdy 3-spojny graf planarny
moze by¢ zrealizowany jako 3-wielotop (wieloscian), ktorego wszystkie krawe-
dzie sa styczne do sfery jednostkowej [176, s. 628]. Co wigcej, jednoczesnie okre-
$lona jest reprezentacja grafu dualnego do danego, rowniez poprzez okregi. Prze-
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cinajace si¢ krawedzie grafu i jego grafu dualnego sa reprezentowane przez okre-
gi, ktore przecinaja si¢ ortogonalnie [175, s. 117-118] [176, s. 631].

Rys. 4.23. Graf planarny reprezentowany jako uktad roztacznych dyskow, stycznych,
jezeli odpowiednie wierzchotki sa potaczone

Jak wspomniano, okrggi nie moga si¢ naktadaé. Jednak z twierdzenia 4.8 nie
wynikaja zadne inne ograniczenia, co do wzajemnego rozmieszczenia okrggow.
Aby mozliwe bylo skonstruowanie grafu, kazdy okrgg musi by¢ styczny, z co
najmniej dwoma innymi okrggami. Umozliwia to konstruowanie bardzo rézno-
rodnych upakowan. Przedstawiono upakowania okrggow, ktore tworza szkielet
do tesselacji 3%.4.3.4 (rys. 4.24a) i 3.6 (rys. 4.24b) [171, s. 38-39].

b)

Rys. 4.24. Upakowania okregéw i skonstruowane na nich tesselacje:
a)3°.4.3.4,b)3%6
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4.5. lloczyn kartezjanski grafow

Opisane przeksztalcenia dziataly na grafy lokalnie. Mnozenie grafow (iloczyn'’’
kartezjanski) pozwala na tworzenie nowych grafow z grafow podstawowych
(czynnikow).

Udowodniono, ze kazdy spdjny graf skonczony ma jednoznaczny rozktad na
czynniki ze wzgledu na iloczyn kartezjanski i ze symetria takich graféw jest
izomorficzna do symetrii jego czynnikéw pierwszych [67, s. 126].

Definicja 4.1. lloczyn kartezjanski dwoch grafow G, and Gy, o rozlgcznych
zbiorach wierzchotkow Vi V», i zbiorach krawedzi E, i E,, oznaczany G10G,, jest
grafem o zbiorze wierzchotkow [67, s. 3—4]:

V(G,0G,)=V(G )=V (G,) (4.4)
to jest, zbiorem [(g1,2>) | g1 €G\, g2 € GyJ, lub alternatywnie:
E(GOG, )= E(G )<V (G,)uV (G )< E(G,) (4.5)

Zbior krawedzi G,0G, sktada sig ze wszystkich par wierzchotkow (g;, gx),
gdzie g, G, gy G,]. Ponizej przedstawiono prosty przyktad iloczynu kartezjan-
skiego grafow G| 1 G, (rys. 4.25) [67, s. 4].

u, (u,,uz) (u,,v;) (u,w,)
G u, v, w
S 2
(Vi) (Vs,v3) (vi,w;)
G,0G,

Rys. 4.25. lloczyn kartezjanski: G;0G»
dwoch grafow liniowych (Sciezek)

Z definicji iloczynu kartezjanskiego, wyrazonej rownaniem (4.5), wynika jego
istotna charakterystyka — wiokna [67, s. 4].

Definicja 4.2. G-wldknem grafu GOH nazywmy iloczyn grafu G przez wierz-
cholek (h) grafu H i odwrotnie.

T Uzywane jest rownorzednie okreslenie produkt kartezjariski.
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Nalezy zauwazy¢, ze iloczyn kartezjanski dwoch grafow plaskich pozwala
skonstruowac bezposrednio siatke w przestrzeni trojwymiarowej, przy odpowied-
nim doborze grafow podstawowych. Ponizej zamieszczono kilka przykladow
takich operacji [67, s. 4-10] [74, s. 15]:
— iloczyn kartezjanski G;00G4 dwoch Sciezek o 3 1 4 wierzchotkach (rys. 4.26a)
i iloczyn kartezjanski GsOGs grafu heksagonalnego (cyklu) Gs i $ciezki
o 2 wierzcholkach G (rys. 4.26b),

— iloczyn kartezjanski G,0Gys grafu oktagonalnego G5 i $ciezki o 6 wierzchot-
kach Gg (rys. 4.27),

—iloczyn kartezjanski GoOJGy dwoch graféow cyklicznych heksagonalnych Gy
i G]o (rys 428),

— iloczyn kartezjanski G;00G, dwoch grafow: Gy, 1 drzewa Gy, (rys. 4.29).

G,hG, ’
G.0G,

a) b)

Rys. 4.26. Iloczyn kartezjanski: a) G;00G, dwoch $ciezek o 3 i 4 wierzchotkach,
b) Gs O G grafu heksagonalnego (cyklu) Gs i Sciezki o 2 wierzchotkach Gg

G.'
* ——0—0—90 9
G,
G,0G,

Rys. 4.27. lloczyn kartezjanski G;0Gs grafu oktagonalnego G
i $ciezki o 6 wierzchotkach Gg
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Rys. 4.28. lloczyn kartezjanski GoOOG1
dwoch grafow cyklicznych heksagonalnych Gy i Gio

G,5G,,

Rys. 4.29. lloczyn kartezjanski G;,00G»
grafu G i drzewa Gy,

Operacja iloczynu kartezjanskiego moze by¢ przeprowadzana wielokrotnie.
Przyktadem moze by¢ iloczyn trzech grafow: cyklu heksagonalnego Gy; i dwoch
sciezek G141 Gys (rys. 4.30).

Poniewaz operacja iloczynu kartezjanskiego ma wilasciwos¢ tacznosci, moze on
by¢ definiowany alternatywnie, jako iloczyn roéznych czynnikéw. Przykladem moze
by¢ graf z rysunku 4.31, ktéry mozna rozpatrywac jako iloczyn Gs0G,0G g trzech
sciezek o 3, 5 1 6 wierzcholkach lub jako iloczyn siatki prostokatnej o 3x5 (G¢0G17)
wierzchotkach i $ciezki o 6 wierzcholkach Gig (rys. 4.31) [67, s. 9].

(G16DG17 )DGIS = G16D(G17DG18) (4.6)
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\%

G,,0G,,0G,,

Rys. 4.30. Iloczyn kartezjanski: G130G 140G 5 cyklu heksagonalnego Gi3
i $ciezek G14 i G15

(G0G,1)1G,,=G,,0(G;,0G,)

Rys. 4.31. lloczyn kartezjanski G130G140G;s trzech $ciezek
0 3, 51 6 wierzcholkach lub — alternatywnie — siatki o 3x5 wierzchotkach (Gs0G17)
i $ciezki o 6 wierzchotkach G

Iloczyn kartezjanski moze by¢ planarny, w rozumieniu twierdzenia Steinitza,
z zastrzezeniem warunku twierdzenia (4.9) [67, s. 29].

Twierdzenie 4.9. Niech grafy G, i G, bedq grafami spojnymi, o co najmniej
trzech wierzchotkach. Graf G\0G, jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy zarowno
G\, jak i Gy sq Sciezkami, lub gdy jeden z nich jest Sciezka, a drugi cyklem.

Oprocz iloczynu kartezjanskiego, istnieja rowniez inne sposoby mnozenia
grafow, pozwalajace generowaé¢ nowe obiekty. Sa to np. iloczyn tensorowy'*®
(definicja 4.2) i iloczyn leksykograficzny grafow (definicja 4.3).

1% Zamiast okreslenia iloczyn tensorowy uZywane sa rowniez okreslenia: produkt Kroneckera
i produkt bezposredni.
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Definicja 4.2. lloczyn tensorowy dwoch grafow G i H, o rozlqcznych zbiorach
wierzchotkow V(G) i V(H), i zbiorach krawedzi E(G) i E(H), oznaczany G * H,
Jest grafem, dla ktorego [61, s. 36]:

V(GxH)={(g,h)| gV (G)heV(H)} (4.7)

E(GX H)= {( ,h)(g',h')| gg'e E(G)i hh'e E(H)} (4.8)

Definicja 4.3. lloczyn leksykograficzny dwoch grafow G i H, o rozigcznych

zbiorach wierzchotkow V(G) i V(H), i zbiorach krawedzi E(G) i E(H), oznaczany
G o oH, jest grafem, dla ktorego [66, s. 185] [61, s. 43, 56]:

V(GoH)={(g.h)lgeV(G)LheV(H)] (4.9)

E(GoH)={(g.h)(g'. )| gg'c E(G),lubg=g'i hh'e E(H)}  (4.10)

Odmienny, w stosunku do iloczynu kartezjanskiego, sposéb definiowania tych

operacji, prowadzi do odmiennych rezultatbw — innych graféow wynikowych.

Tlustruje to przedstawiony przyktad iloczyn leksykograficznego grafow z rysunku
4.29 — G1,0Gy; (rys. 4.32).

Rys. 4.32. lloczyn leksykograficzny: G110G12
grafow Gy, 1 Gy, z rys. 4.29

Ciekawy sposob zastosowania mnozenia grafow przedstawiono w pracy [74].
Zaproponowano w niej przypisanie, przed wykonaniem operacji iloczynu karte-
zjanskiego, wag liczbowych do wierzchotkéw i1 krawedzi graféw. Poprzez mani-
pulowanie tymi wagami mozliwa jest daleko idaca kontrola nad wynikiem opera-
cji. Autorzy stosuja rowniez dodatkowe transformacje geometryczne, uzyskanych
graféw, przez zadanie funkcji okreslajacej wspotrzedna z wierzchotkow, uzysku-
jac ztozone formy koncowe. Metoda ta wykracza jednak dos¢ daleko poza samo
zagadnienie mnozenia grafow.
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Interesujacym aspektem iloczynu kartezjanskiego graféw jest zmiana wymiaru
przestrzeni, w ktorej moze by¢ zrealizowany ich iloczyn. Illoczyn dwoch grafow
liniowych dat graf siatkowy na ptaszczyznie (rys. 4.26a). lloczyn $ciezki i cyklu
moze by¢ zrealizowany zardwno na plaszczyznie (rys. 4.27), jak i w przestrzeni
(rys. 4.26b). Iloczyn dwoch cykli dat graf w przestrzeni tréjwymiarowej
(rys. 4.28), podobnie iloczyn trzech S$ciezek (rys. 4.31). Analogicznie jest z ilo-
czynem Kkartezjanskim grafow zrealizowanych w przestrzeni trojwymiarowe;j.
Jest on realizowalny w przestrzeni d = 4, a grafy nizszego rzedu sa jego wioknami.
Na rysunku 4.33 przedstawiono czterowymiarowy odpowiednik sze$cianu — tesserakt.
Moze on by¢ rozpatrywany jako iloczyn kartezjanski grafu szescianu i $ciezki
o dwoch wierzchotkach'” [67, s. 11-12].

1110 111

1100 1101 01 0111
1010
0100 L
1000 001 0010 0011
0000 0001

Rys. 4.33. Graf Q4 — hiperszescian (opis w tekscie)

Odwzorowanie wielotopéw z przestrzeni czterowymiarowej na przestrzen
trojwymiarowa wykonywane poprzez wykresy Schlegla ma zastosowanie
w ksztattowaniu trojwymiarowych wypehien aperiodycznych — przestrzennych
odpowiednikow parkietazu Penrose’a (patrz rozdz. 6.5) [122, s. 70].

Iloczyn kartezjanski graféw wykazuje wiele podobienstw do niektorych
innych metod generowania zlozonych siatek przestrzennych, np. do algebry
Jformexow™ [119] i podobnie jak ona, dobrze si¢ nadaje do zastosowan wspoma-
ganych komputerowo.

' Indeksy opisane przy wierzchotkach pozwalaja zidentyfikowaé odpowiednio wiokna

tesseraktu.

20 Algebra formexow jest symbolicznym jezykiem opisu skomplikowanych, przestrzennych

konstrukeji prgtowych. Stanowi ona podstawe pakietu oprogramowania Formian, opracowanego
na Uniwersytecie Surrey, pod kierunkiem H. Nooshina. Wyczerpujacy opis tego systemu zawie-
ra praca [119].
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4.6. Uwagi koncowe

Przedstawione metody przeksztalcania modeli topologicznych, charakteryzuja
si¢ tym, Ze nie zmieniaja wlasciwosci modeli, ktore sa istotne dla zastosowania ich
w ksztattowaniu form strukturalnych: niezmienno$ci geometrycznej i mozli-
wosci przestrzennej rekonstrukcji. Umozliwia to wprowadzanie daleko idacych
modyfikacji, w ,,bezpieczny” dla wlasciwos$ci strukturalnych sposob. Poddawane
przeksztatlceniom modele musza jednak wczesniej te wlasciwosci mie€. Jedynie
wtedy stosowanie tego typu przeksztalcen jest celowe. Warunkiem sensownosci
tej procedury jest jej rozpoczecie od wybrania modelu o odpowiednich wiasci-
wosciach.






Rozdzial 5. Modele topologiczne
a klasa przestrzeni

Latwo z domu rzeczywistosci zajs¢
do lasu matematyki, ale nieliczni
tylko umiejq wrocic.

Hugo Steinhaus™'

Jak wykazano w poprzednim rozdziale, modele topologiczne obiektow na
plaszczyznie (d=2), w przestrzeni (d =3), a nawet w hiperprzestrzeni (d = 4)
nic sa od siebie niezalezne. Obiekty tréjwymiarowe moga by¢ przedstawione
w postaci obiektow ptaskich. Za pomoca iloczynu kartezjanskiego mozemy gene-
rowac siatki przestrzenne z plaskich grafow. Co wigcej, odwzorowanie obiektu
w przestrzeni o innej klasie ujawnia niektore jego wiasciwosci, ktore wcezesniej
nie byly oczywiste.

W dalszej czgsci rozdziatu zostang przedstawione metody odtwarzania prze-
strzennego plaskich wzoréw, a takze korelacje, pomigdzy realizacjami wzorow
w réznych wymiarach, a ich sztywno$cia w sensie mechanicznym.

5.1. Przestrzenna rekonstrukcja figur plaskich

Analiza zwiazkow pomigdzy tesselacjami plaszczyzny oraz uktadami wieloscia-
néw w przestrzeni, rodzi pytanie o lezace u podstaw wspolne zasad konstrukcyjne.
Czy przedstawione we wczesniejszych rozdzialach wypehienia i podziaty ptaszczy-
zny moga by¢ uwazane za obraz pewnych kompleksow wielo$ciennych w przestrzeni
(rys. 4.1), tzn. czy mozliwe jest przeprowadzenie ich przestrzennej rekonstrukcji?

Pozytywna odpowiedZ na to pytanie padia juz w poprzednim rozdziale: pod
pewnymi warunkami mozliwe jest znalezienie wieloécianu, ktory jest reprezenta-

2! Cytat za: J. Lukaszewicz (red), Miedzy duchem a materiq posredniczy matematyka,

Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa (2000), s. 16.
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cja grafu planarnego [141]. Graf charakteryzuje zatem calkowicie struktur¢ kom-
binatoryczna wielo$cianu®”. Rozszerzajac to na wielo$cienne uktady w przestrze-
ni, mozna zrekonstruowaé caly kompleks. Ta wspodtzaleznosé ptaskich (d = 2)
i przestrzennych (d = 3) wypelnien przestrzeni ma zasadnicze znaczenie dla intu-
icyjnej percepcji i rozumienia form strukturalnych.

Rys. 5.1. Ogdlna idea rekonstrukeji przestrzennej grafow [175, s. 105]

Metody konstruowania realizacji geometrycznych 3-wiclotopdw (wicloscianow)
mozna podzieli¢ na dwie odmienne grupy:

1. Podnoszenie grafow:

a) metoda Tuttego—Maxwella—Cremony (rzutowanie odtwarzajace),

b) przedtuzenia Lawrence’a,

¢) przeksztalcenia Gale’a.

2. Konstrukcje oparte na upakowaniu plaskich okregéw — metoda Koebe-
go—Andreeva—Thurstona.

Pod wzgledem topologicznym podnoszenie grafow planarnych oznacza zwigk-
szenie ich przestrzeni realizacji o jeden. Z kazda z wymienionych metod wiaze si¢
inny zakres zastosowan i inne rezultaty [176, s. 626].

5.1.1. Metoda Tuttego—Maxwella—Cremony

Metoda polega na przypisaniu wierzchotkom graféow wektora wysokosci, przez
co ,,podnosza” si¢ one z plaszczyzny i przyjmuja potozenie w przestrzeni. Pod-
stawy tej metody siegaja dziewigtnastowiecznych prac J.C. Maxwella®”

22 Ogolniej: wielotopu, gdyz mozliwosé rekonstrukcji przestrzennej dotyczy réwniez

obiektow klasy wyzszej niz 3.
293 W pracach [98, 99 i 100].
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i L. Cremony”™ na temat konstrukcji dualnych i rzutowania odtwarzajacego®”
[32, s. 26]. Zasadniczy wklad w jej ostateczne opracowanie wniost jednak niemal
sto lat pozniej W.T. Tutte®®.

Konstrukcja wicloscianu jest w tej metodzie przeprowadzana w dwoch etapach:
najpierw graf musi zostac ,,prawidlowo narysowany” na ptaszczyznie, a nast¢pnie
podniesiony w przestrzeni trojwymiarowej. Sekwencje postgpowania przedstawiono

na rysunku 5.2 [120, s. 122-140], [176, s. 626-628], [175, s. 114].

V={v,..vp}
E={ej..e}
F={f,.[} > >
graf graf
kombinatoryczny gref naprezony

wieloScian wykres Schlegla

Rys. 5.2. Schemat postgpowania w metodzie Tuttego—Maxwella—Cremony

Rekonstrukcja przestrzenna grafu rozpoczyna si¢ od 3-spdjnego grafu planar-
nego G =(V, E)o n wierzchotkach i zestawie wag przypisanych do krawedzi
w: E — R oraz rysunku, ktdry jest jego geometryczna realizacja na plaszczyznie
(rys. 5.3a). W pierwszym kroku, dany rysunek jest przeksztatcany w taki sposob,
aby otrzymana figura byla planarnym przedstawieniem G, w ktorym wszystkie
krawedzie sa reprezentowane przez nieprzecinajace si¢ odcinki, a §ciany — przez
wielokaty wypukte (rys. 5.3b). Ten nowy rysunek jest nazywany grafem naprezo-
nym. Otrzymuje si¢ go stosujac twierdzenie Tuttego [120, s. 122]:

Twierdzenie 5.1. Niech G = {(1,...,n), E} bedzie 3-spojnym grafem planarnym,
ktory ma sciane (k+1, ... n) dla pewnego k < n. Niech p;+1, ..., p, bedq wierzchot-
kami (w tej kolejnosci) wypukiego (n — k)-kqta. Niech w: E'—R" bedzie przypisa-
niem dodatnich wag do wewnetrznych krawedzi:

a) istnieje unikatowe polozenie p\, ..., px € R* wierzchotkéw wewnetrznych, takie
ze wszystkie wierzchotki wewnetrzne sq w rownowadze,

204\ pracy [37].
Ang. reciprocal projection.
296 W pracach [151]1 [150].
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b) wszystkie sciany ci, ¢,, ... grafu G sq zrealizowane jako nienakladajqce sie
wielokqty wypukie.

Na podstawie twierdzenia Tuttego, graf ,,napr¢zony” otrzymuje si¢ przez prze-
sunigcie  wierzchotkbw  poczatkowego rysunku w  nowe  potozenie
P:( Diseeos pn), tzw. polozenie rownowagi. Potozenie to, bedace odwzorowa-

niem p:V — R, jest unikatowe. Dowolny wierzcholek veV jest w rownowa-
dze, jezeli jest spelniony warunek:

> o, (p,-p,)=0 (5.1)

(v,w)eR

Jesli nie wystgpuja zadne dodatkowe ograniczenia, wagi przypisywane po-
szczeg6lnym krawgdziom moga mie¢ wartosé 1. Zgodnie z twierdzeniem Tuttego,
suma kwadratow dtugosci wszystkich krawedzi grafu naprezonego jest minimalna
[120, s. 124].

Proces przeksztatcania grafu zwyklego na napr¢zony rozpoczyna si¢ od wyboru
jednej trojkatnej $ciany jako zewnetrznego wielokata cy. Wierzcholki tego trojkata
umieszczane sa odpowiednio w poczatku ukladu wspotrzednych i w jednostko-
wych odlegtosciach od poczatku uktadu, na osiach x i y Wyrazy konfiguracji P
$g Wyznaczane poprzez rozwiazanie rownan

M-x=b iM-y=b, (5.2)

gdzie: x = (xl, ...,xn)r, x= (y], s Yy )T,
M — macierz naprgzen,
b, ib, —wektory
Ciekawe jest, ze konstrukcja konfiguracji P grafu napr¢zonego ma interpreta-
cje fizyczna o typowo topologicznym charakterze. Jezeli wyobrazimy sobie,
ze wszystkie krawedzie grafu sa wykonane z paskéw gumy, a nastgpnie przymo-
cuje sig¢ wierzchotki trojkata zewngtrznego do podloza w taki sposob, aby wszystkie
krawedzie wewngtrzne byly naciagnigte, to otrzymauje si¢ potozenie, w ktérym
wystepuje rownowaga sit [120, s. 122], [175, s. 626].
W nastgpnym kroku rysunek grafu naprgzonego G, tj. konfiguracjg,
P= ( Disees Dy ), interpretuje si¢ jako wykres Schlegla pewnego wieloscianu. Wykres

ten zostanie nastgpnie podniesiony, aby uzyskat trzeci wymiar.

Zaklada sig, ze wszystkie punkty P leza na plaszczyznie z=1 w R’. Kazdy
punkt p; ma wspotrzedne (x;, y;, 1). Nadaje si¢ Scianom wewngtrznym indeksy
l,..,m, a §ciana zewngtrzna, odpowiadajaca zewngtrznemu wielokatowi jest

oznaczona c,. Nastgpnie, dla krawedzi wewnetrznych mozna wyrdzni¢ zoriento-
wane czworki (b,t | L,R), gdzie b,t — odpowiednio gorny i dolny wierzchotek

krawedzi, L, R — lewa i prawa $ciana incydentna z krawedzia.
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b)

Rys. 5.3. Graf planarny: a) dowolna realizacja (rysunek) na plaszczyznie,
b) ,,prawidtowy rysunek” — graf napr¢zony

Kolejnym krokiem jest znalezienie wekfora podnoszqcego dla kazdej $ciany
wewngtrznej c, (rys. 5.4). Odbywa si¢ to przez procedurg rekurencyjna, w ktorej

[120, s. 138]:

q, = (0,0,0) (5.3)

4, =o,, (P, p,)+ 4z (5.4)

jezeli (b,t| L,R) jest zorientowana droga w (G, P).
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Rys. 5.4. Wektory podnoszace g1, przypisane poszczegdlnym §cianom

Wektory ¢, sa dobrze okreslone, tzn. ze dla kazdej Sciany c, , maja tylko jedna
warto$¢, ktora nie zalezy od wyboru konkretnej kolejno$ci w procesie rekuren-
cyjnym. Wystarczajace jest wybranie kolejnosei Scian ¢, =c; ,c;,,....c;, =¢;,
gdzie dla i=1,...,/—1,4ciany Cp,,Cp, =Cp 8@ jednoczesnie incydentne z kra-
wedzia (b,.,tl.) grafu G 1 mozna wyznaczy¢ wartos¢ ¢, —na podstawie g, .
Wektory ¢, okreslaja fumkcje podnoszqcq f dla $ciany c, (rOwniez dobrze
okreslona)

f(x)=(xq), xeq, (5.5)

1]

el

o na—— ;] e ——

Rys. 5.5. Wysokosci podnoszenia dla wierzchotka nr 2, grafu

Ostatecznie, wysokos¢ podnoszenia h, punktu p €c, konfiguracji P po

podniesieniu jest iloczynem skalarnym jego wspoirzednych i wektora podnosza-
cego ¢,, odpowiadajacego Scianie c; :

hv :<pv’q[> (5.6)
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Warto$ci /4, wyznaczone rekurencyjnie w roznej kolejnosci sa zgodne

(rys. 5.5). Niezaleznie od wybranej kolejnosci wyznaczania wektoréw 1 funkcji
podnoszacych dla poszczegdlnych Scian wartosci te sa zawsze takie same.

Wi

Rys. 5.6. Wysokosci podnoszenia dla wszystkich wierzchotkow grafu

Po podniesieniu w podany sposob wszystkich wierzchotkow (rys. 5.6), graf G
uzyskuje swoja przestrzenng reprezentacjg (rys. 5.7).

Wi

Rys. 5.7. Proces podnoszenia grafu

Wspomniane ,,gumowe” wyjasnienie prawidtowego rysowania grafu, pozo-
staje w zwiazku ze statyczna interpretacja metody Tuttego—Maxwella—Cremony.
Udowodniono, ze w stanie roéwnowagi, jezeli wszystkie sity w krawedziach sa
dodatnie, to S$ciany grafu sa wielokatami wypukltymi. Co wigcej, rysunek
3-spojnego grafu planarnego, w ktorym krawedzie sa odcinkami prostymi, moze
by¢ podniesiony w przestrzen d =3, wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawidtowy
w podanym sensie. Odpowiadajace sobie krawedzie prawidlowo narysowanego
grafu i jego grafu dualnego sg ortogonalne [35, s. 63] [175,s. 117].
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5.1.2. Przedluzenia Lawrence’a

Metoda zostala nazwana od nazwiska J. Lawrence’a, ktory opracowat ja w roku
1980, na Uniwersytecie Kentucky. Jest uwazana za jedna z najprostszych metod
generowania wielotopow z konfiguracji planarnych [178, s. 2]. W metodzie przedtu-
zenia Lawrence’a kazdy wierzchotek wyjsciowego grafu jest zastgpowany dwoma
nowymi punktami, wspotliniowymi z punktem poczatkowym, ktory nastgpnie jest
usuwany. Te nowe, podniesione punkty, generuja wielotop o wyzszym wymiarze.

Niech V' ={v,,...v,} bedzie zbiorem wierzcholkéw grafu G =(V,E), to jest

dwuwymiarowej konfiguracji punktéw, zawierajacej n punktow. Przediuzenie
Lawrence’a dowolnego punktu v, € V, uzyskuje sig, zastgpujac go dwoma nowy-
mi punktami v' i v". Nowe punkty sa nastgpnie podnoszone w nowym kierunku
w przestrzeni, z dwiema réznymi wysokosciami podnoszenia (rys. 5.8). Procedura
jest kolejno powtarzana (w dowolnej kolejnosci) w stosunku do wszystkich
punktow v, € V' . Kazdy punkt konfiguracji poczatkowej jest przedtuzany w nie-

zaleznym kierunku. Przedluzenie Lawrence’a A(V) jest zbiorem wszystkich

nowych punktéw otrzymanych poprzez przedtuzenie v, e V' (rys. 5.8) [178, s. 5]
A(V):{(v'[,v"[)eRz“'|i=1,...,n}. (5.7)

Punkty przedluzenia Lawrence’a A(V) sa okreslone macierza o wymiarze

2nx(2+n) —rownanie (5.8):

Al \l Al
xl yl hl

Al Al '
xZ yZ h 2

1 ] '

T X y h
(Vv v v vty = T " (5.8)

X h

1 y 1 1

" " "
x y h

2 2 2

" n n
x n y n h n

gdzie x',, ', h', oraz x",, y",, h", — wspolrzedne i wysoko$¢ podnoszenia odpo-
wiednio dla pierwszego 1 drugiego punktu przedtuzenia Lawrence’a punktu v, .
Baza projekcyjna jest wyznaczona przez cztery wektory ¢,,4,,qs,q, € R’ , ta-

kie ze zadne trzy z nich nie sa liniowo zalezne. Istnieje jedyne przeksztalcenie
liniowe, ktore mapuje v, na v', i v",. Otoczka wypukla przedtuzenia Lawrence’a

V' jest nazywana wielotopem Lawrence’a L(V)

L(V)=convA(V) <R™. (5.9
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Rys. 5.8. Ogolna idea przedtuzenia Lawrence’a

Zaleznos$ci w wyjsciowej konfiguracji punktow V' sa reprezentowane przez
zalezno$ci w otrzymanym wielotopie L(V) [120]. Jezeli jaka$ linia w konfigura-

cji wyjsciowej V' zawiera punkty v, oraz ma punkty v, i v, po obu stronach,
gdzie indeksy 1i,j,k sa odpowiednio elementami osobnych podzbiorow
I:(l,...,n), takich ze iel’, jel , kel oraz I°UI UI' =1, to istnieje

Sciana L(V') o zbiorze wierzchotkow [178, s. 5]:

{v'j:jel’ }u{v‘i,v"i:ielo }u{v"k:kef} (5.10)

R

Rys. 5.9. Selektywne przedtuzenie Lawrence’a dla pigciokata

Przedluzenie Lawrence’a, opisane powyzej, tzw. zwykle podniesienie Lawren-
ce’a lub zupeine podniesienie Lawrence’a, przeksztalca 2-wymiarowa konfigura-
cj¢ n-punktow ¥ , na 2n-wymiarowa konfiguracj¢ w (2n+1)-wymiarowej prze-
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strzeni. Zrozumiale jest, ze z powodow praktycznych, otrzymany wielotop La-
wrence’a musi by¢ realizowany w przestrzeni R°. Mozna to zapewnié przez se-
lektywne stosowanie procesu przedtuzania do pojedynczych punktéw w konfigu-
racji planarnej. Jest to tzw. selektywne przediuzenie Lawrence’a. Wymaga
starannosci w doborze punktéow, ale prowadzi do interesujacych rezultatow.
Powyzej przedstawiono przyktad selektywnego przedluzenia Lawrence’a dla
pigciokata (rys. 5.9) [120, s. 7, 36].

5.1.3. Przeksztalcenia Gale’a

Metoda jest oparta na przeksztafceniach i wykresach Gale’a, opracowanych
w latach pigédziesiatych XX w. przez Gale’a. Wykorzystano, ze projekcyjna unika-
towo$¢ wielotopu moze by¢ okreslona przez jego wykres Gale’a, a nastgpnie
wielotop ten moze by¢ podniesiony z wielotopdw o nizszym wymiarze. Technika
ta, o charakterze raczej algebraicznym, jest szczegolnie przydatna dla wielotopow
o malej liczbie wierzchotkow, gdyz obejmuje przejscie do przestrzeni o odpo-
wiednio wigkszym wymiarze (dla d-wielotopu o n wierzchotkach, przestrzen
realizacyjna ma wymiar R [52,s.85][114, s. 358].

Rozwazany jest ponownie zbior V = {Vl yen Vn} wierzchotkow grafu G = (V, E) )
Do kazdego punktu v, eV <R jest przypisywany nowy punkt ;/_ c R

Przeksztalceniem Gale’a jest V' n-elementowy zbior 1 = (1_/1 yernsV ) c R

>"n

Wielotopy rozpigte na zbiorach wierzchotkow V i v sa projekcyjnie
rownowazne dla pewnego przeksztalcenia afinicznego A. Zakladajac, ze
v, =(v,._1,...,v[’d)eR” dla i=1...,n oraz ze zbioér zaleznosci afinicznych V

sklada si¢ ze wszystkich punktéw a=(a,,...,a, ) R", takich ze D av, =0

i=1

i Za[ =0, otrzymujemy [52, s. 86]:
i=1

a] 1 al,2 a] n—d-1
— — \T a a a
2,1 2,2 2,n—d-1
(visonv, ) = (5.11)
an,l an,Z an,nfdfl

Dla kazdego przeksztatcenia Gale’a V zbioru V, definiujemy wykres Gale’a
; . . = .
V zbioru V jako Vz(vl,...,vn), gdzie v, =0, jezeli vi=0, v, :ﬂ,
Vi

A

gdy

v#0 oraz [ Vi || jest dlugoscia euklidesowa wektora v .
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Pomijajac pewne szczegoly™’, rysujemy wykres Gale’a V zbioru V jako
.. Rysunek 5.10a

przedstawia wykres Schlegla pewnego wieloscianu. Wykres Gale’a dla tego wie-
lo$cianu jest pokazany na rysunku 5.10b). Podobnie, jak w przypadku pewnych
operacji na grafach®®, takich jak $ciagnigcie, usuniecie, pominigcie itd., mozliwe
jest przeprowadzenie pewnych przeksztatcen wykresow Gale, ktére nie zmieniaja
wiasciwo$ci topologicznych reprezentowanego przez nie wielotopu. Przyktad
takiego przeksztalcenia pokazano na rysunku 5.10c. Przedstawia on wykres
Gale’a wielo$cianu izomorficznego w stosunku do wykresu przedstawionego
na rysunku 5.10b. Obrét wektora wierzchotkowego nie zmienia struktury topolo-
gicznej wieloscianu, dopoki wektor ten nie ,,przekroczy” ktérego$ z sasiednich
wektorow wierzchotkowych [52,s. 109-111].

okrag C z promieniowymi wektorami reprezentujacymi v

a) b)

Rys. 5.10. Wykres Schlegla wielo$cianu oraz jego dwa izomorficzne wykresy Gale’a

Podobnie jak w przypadku wykresow Schlegla, wykresy Gale’a mozemy roz-
patrywaé jako reprezentacje wielotopu i — przez operacje odwrotne — zrekonstru-
owac ten wielotop w przestrzeni.

Rozpatrzmy 2-wymiarowy wykres C < R‘=>. Wymiar jego przestrzeni reali-
zacyjnej jest n—d —1. Aby zatem, rekonstruowany wielo$cian pozostat w prze-
strzeni 3-wymiarowej, musimy zawgzi¢ obszar zastosowan przeksztatcen Gale’a
do przypadku wielo$cianow o malej liczbie wierzcholkow, tzn. n=d+4=6
wierzchotkow [52, s. 109]. Nie jest to zbyt silne ograniczenie dla tego sposobu
rekonstrukcji wieloscianow, gdyz mozna wykorzysta¢ dualno$¢ wielo$cianow
i rozpatrywa¢ wykresy Gale’a jako figury wierzchotkowe wielo$cianow
(rys. 5.11). Dla pewnej rozbudowanej tesselacji na ptaszczyznie, mozna zatem
rozpatrywaé kazdy wierzchotek wraz z incydentnymi z nim krawegdziami jako
wykres Gale’a, rekonstruowa¢ odpowiednia figur¢ wierzchotkowa, a nastgpnie
odtwarza¢ cala konfiguracj¢ w przestrzeni, jako sume odpowiednich figur wierz-
chotkowych.

207 Szczegoly te mozna znalez¢ w pracach [52, 114, 132, 178].
208
Patrz rozdz. 4.
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Rys. 5.11. Schemat rekonstrukeji przestrzennej wykresu Gale’a
(opis w tekscie)

5.1.4. Metoda Koebego—Andreeva—Thurstona

Metoda Koebego—Andreeva—Thurstona jest oparta na twierdzeniu 4.8 o upa-
kowaniu okrggéw, z ktorego wynika ze kazdy graf planarny moze by¢ reprezen-
towany poprzez upakowanie okregow?"’.

Wyjsciowa koncepcja metody jest krawedziowo-styczna reprezentacja wielo-
Scianu. W tej reprezentacji, krawgdzie wieloScianu P sa styczne do jednostkowej
sfery S . Plaszczyzny $cian P przecinaja S tworzac okregi, ktore nazywamy okre-
gami scian (rys. 5.12a). Kazdy okrag odpowiada jednej ze Scian, a okregi sa styczne,
jezeli odpowiadajace im Sciany sa incydentne. Jednoczesnie wystepuje drugi uktad
wierzchotkowych okregow horyzontalnych. Okregi te sa brzegiem wycinkow sfe-
rycznych sktadajacych si¢ ze wszystkich punktow na sferze, ktore sa widoczne
z odpowiedniego wierzchotka. Jeden wierzchotkowy okreg horyzontalny odpowiada
jednemu wierzchotkowi. Podobnie jak okregi Scian, okregi wierzchotkowe sa stycz-
ne, jesli odpowiadajace im wierzchotki sa incydentne. W kazdym punkcie styczno-
Sci, dwa stykajace sie okregi Scian i dwa styczne wierzchotkowe okregi horyzontal-
ne przecinaja si¢ ortogonalnie. Przedstawiono przyktad krawedziowo-stycznej
reprezentacji regularnego sze$cianu (rys. 5.12b). Linie ciagle oznaczaja na ry-
sunku okregi $cian, a linie kreskowane — wierzchotkowe okregi horyzontalne [176,
s. 628-630]. Opisane sferyczne upakowanie okregow jest nastepnie ,,sptaszczane”
przez rzutowanie stercograficzne. Za $rodek rzutowania przyjmowany jest jeden
z punktow styczno$ci krawedzi, p,, a plaszczyzna réwnikowa, odpowiadajaca

temu punktowi, e, , jest plaszczyzng rzutowania (rys. 5.12b).

Otrzymuje si¢ w rezultacie figurg¢ planarna, skladajaca si¢ z dwoch zbioréw
okregdw, odpowiadajacych $cianom i wierzchotkom wielo$cianu P, ktore prze-
cinaja si¢ ortogonalnie (rys. 5.13). Figura ta jest nazywana prostokqtnym uktadem
okregéw. Nastepnie jest ona przeksztatcana w tzw. quad-graf *'°, tzn. graf, ktérego
wszystkie $ciany sa czworobokami, jak to przedstawiono na rys. 5.13a — wierz-
chotki zaznaczone na biato sa umieszczone w $rodkach okrggdéw Scian, a wierz-

2 Patrz pkt 4.4.
2 0d ang. quadrilateral = czworoboczny.
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cholki zaznaczone na czarno sa umieszczone w §rodkach wierzchotkowych okre-
gow horyzontalnych. Mozna to réwniez rozpatrywac jako natozenie grafu G

(linie ciagte) oraz grafu G~ (linie przerywane). Krawedzie oznaczone jako f
oraz f* odpowiadaja rzutowi punktu p,. Obszary cieniowane okreslaja ograni-
czony quad-graf, otrzymany z petnego grafu poprzez usunigcie wszystkich ele-
mentéw incydentnychz £ i f.

T

N

a) b)

Rys. 5.12. Konstrukcja wieloscianu krawedziowo-stycznego
(opis w tekscie)

a) b)

Rys. 5.13. Planarna dekompozycja wieloscianu krawgdziowo-stycznego

Procedura konstruowania wielo$cianu z danego grafu jest odwrotno$cia proce-
dury konstruowania grafu na podstawie danego wieloscianu (tzn. planarnej de-
kompozycji wiclo$cianu krawedziowo-stycznego). Sktadaja si¢ na nig cztery
przedstawione na rysunku 5.14 kroki [176, s. 629].

Rozpoczynajac od 3-spojnego grafu planarnego G (linie ciagte), otrzymujemy
quad-graf poprzez superpozycje grafu poczatkowego i jego grafu dualnego G
(linie kreskowane). Nastepnie redukujemy otrzymana figure do ograniczonego
quad-grafu (rys. 5.15a) [176, s. 632].
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nakladajqcy sie funkcjonat odwrotne zastqpienie
graf Bobenko- rzutowanie Scian
i graf dualny -Springborna stereograficzne  ich plaszcyznami
M @ (©) 4)
3-spojny > = | prostokatny | =» |upakowanie| = wieloscian
quad- ) .
graf ¢ uktad okregow krawedziowo-
ra
planarny €« & €« okrggow €« na sferze €« -styczny
konstrukcja
tworzenie lqczenie srodkow rzutowanie . 0. cgow scian
i i wierzchotkowych
podgrafu okregow stereograficzne i
okregow
horyzontalnych

Rys. 5.14. Schemat ogolny metody Koebego—Andreeva—Thurstona
(opis w tekscie)

a) b)

Rys. 5.15. Quad-graf: a) rysunek dowolny, b) rysunek ,,prawidtowy”
(opis w tekscie)

Podobnie jak w metodzie Tuttego—Maxwella—Cremony, graf musi by¢ ,,prawi-
dlowo narysowany” przed rozpoczgciem przeksztatcania go w wielo$cian — analo-
gicznie jak naprezanie grafu (rys. 5.15b). Ten najwazniejszy w calej procedurze
i nietrywialny krok jest przeprowadzany za pomoca niedawno opublikowanego
funkcjonatu Bobenko-Springborna. W prawidtowym rysunku, kazdy quad-graf
jest przedstawiany jako uktad ,latawcow”, takich, ze w kazdym latawcu dwie linie
ciagle maja t¢ sama dlugos$¢, dwie linie przerywane maja t¢ sama dtugos$¢ oraz
wystepuja dwa katy proste pomiedzy liniami ciagtymi i przerywanymi*''. Nastep-
nie, majac prawidlowy uktad okrggdw, odtwarzamy go na sferze, poprzez odwrot-
na projekcje stereograficzna, a to pozwala uzyska¢ szukany wielo$cian krawe-
dziowo-styczny [176, s. 629].

2 Szczegdtowy opis tego kroku podano w pracy [176, s. 633-642].
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5.2. Twierdzenie Baracsa

W latach 70. ubieglego wieku, kanadyjski architekt pochodzenia wegierskiego,
Janos Baracs, zauwazyl, Zze mechaniczne wlasciwosci struktur pretowo-
-przegubowych na ptaszczyznie zaleza od tego, czy moga one by¢ interpretowane
jako rzuty wieloscianow. Sformutowat to w twierdzeniu 5.2 [63, s. 1]:

Twierdzenie 5.2 (Baracsa). Jezeli siatka (graf) A' plaskiej przegubowej kon-
strukcji pretowej jest rzutem siatki wieloscianu A, ze srodka O, na plaszczyzne p
(rys. 5.13), to graf moze by¢ narysowany jako naprezony.

Rys. 5.16. Rzutowanie wielo$cianu na plaszczyzng,
wedhug twierdzenia Baracsa

Twierdzenie to, udowodnione dopiero w ostatnich latach®'* odnosi si¢ do stop-
nia ,,nieokreslonosci projekcyjnej*"? figur plaskich, tworzacych system konstruk-
cyjny. Nietrudno zauwazy¢, ze rysunek 5.16 przedstawia, w zasadzie, rzutowanie
Schlegla. Twierdzenie Baracsa odnosi si¢ zatem do planarnosci grafow i do ich
rekonstrukcji w oparciu o twierdzenie Steinitza (niezaleznie od konkretnej metody
rekonstrukcji). Jednak konsekwencje tego twierdzenia odnosza sig¢ rowniez
do innych sytuacji.

Graf naprg¢zony odpowiada konstrukeji pregtowej w stanie samonapre¢zenia, bez
dziatania sil zewngtrznych [63, s. 2]. Niech v bedzie liczba wierzchotkéw grafu,
e — liczba $cian. Mozliwe sa nastgpujace sytuacje [33, s. 29]:

e=2v-2 (5.12)

12 Dowdd twierdzenia Baracsa przedstawil Istvan Hegediis w pracy [63].

23 Ang. projective indeterminancy.
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e=2v-2+¢ (5.13)
e=2v-2-c, (5.14)

gdzie: ¢;— stopien nieokreslonos$ci projekcyjnej (rzutowej),
¢, — liczba warunkow rzutowych do spehienia.

Jezeli w grafie zachodzi warunek (5.12), to graf jest projekcyjnie okreslony.
Jezeli zachodzi warunek (5.13), to graf jest projekcyjnie nieokre§lony, tzn. istnieje
c; wybordw przy realizacji przestrzennej wieloscianu. Jezeli natomiast zachodzi
warunek (5.14), to istnieje ¢, ,,negatywnych wyboréw”, czyli warunkéw projek-
cyjnych do spehienia. Podniesienie grafu (rekonstrukcja przestrzenna) nie jest
mozliwe bez spelienia tych warunkow.

Krytyczne formy systemow pretowych wystepuja, gdy figura ptaska jest ,,po-
prawnym rysunkiem” wieloscianu. Mozliwe jest wtedy infinityzemalne prze-
mieszczenie plaskiego systemu. Z przedstawionych rownan wynika, ze jezeli
liczba potaczonych przegubowo pretow jest taka sama jak liczba niezaleznych
liniowo warunkéw rownowagi mozliwych do utozenia dla systemu, to moze on
pozostawaé w rownowadze [63, s. 2].

Znaczenie rownan (5.12)+(5.14) ilustruje podany przyktad. Dany jest kombi-
natoryczny system pretowy, o topologii wielo$cianu sferycznego (rys. 5.17), o
liczbie krawedzi doktadnie e = 2v — 3 (w przyktadzie jest e = 13, v = 8). Ponadto,
dla kazdego podzbioru wierzchotkoéw vy, dla ktérego vi> 2, system ma nie wigcej
niz e; = 2v; — 3 krawedzi.

Rys. 5.17. Przyktad systemu konstrukcyjnego,
w ktorym potrzebny jest dodatkowy warunek, aby umozliwié
jego przestrzenna rekonstrukcjg

Ogolny rysunek takiego systemu konstrukcyjnego nie jest ,,poprawnym rysun-
kiem” wielo$cianu. Potrzebny jest dodatkowy warunek, aby wiasciwie rzutowac
wielo$cian. Jednoczesnie wprowadzenie tego warunku umozliwia infinitezymalny
ruch systemu plaskiego. Analogiczne techniki maja zastosowanie rowniez
do systemow, ktorych nie mozna przedstawi¢ w postaci grafow planarnych
(rys. 5.18) [63, s. 29].
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Rys. 5.18. Przyktad systemu konstrukcyjnego,
ktorego nie mozna przedstawi¢ w postaci grafu planarnego

Twierdzenie dotyczace sztywnosci ptaskich systemow prgtowych w stanie
samonapre¢zenia przedstawit i udowodnit w 1912 r. E. Kétter (rys. 5.19) [63, s. 7].

Twierdzenie 5.3 (Kottera). Kazda plaska konstrukcja przegubowo-pretowa,
sktadajqca sie z krawedzi k-wielobokow A,, A,, ..., Ay Ag+1, Az s .., Ao i z pretow
taczqcych AAy;, ArAi+o Apdz moze znalezé sie w stanie samonaprezenia wtedy
i tylko wtedy, gdy punkty, w ktorych przecinajq sie dwie korespondujqce Sciany
k-wieloboku lezq na tej samej linii prostej.

Rys. 5.19. Ilustracja twierdzenia Kottera
(opis w tekscie)

Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Baracsa i mozna je
sformutowac: graf konstrukcji plaskiej musi odpowiada¢ rzutowanej siatce wielo-
Scianu, ktory ma dwie k-wieloboczne sciany polqczone przez k Scian czterobocz-
nych [63, s. 7].

Zagadnienie analizy geometrycznej niezmiennosci konstrukcji przegubowo-
pretowych przez badanie ich metodami geometrii rzutowej, jest w ostatnim okre-
sie przedmiotem wielu prac badawczych z pogranicza matematyki dyskretnej
i teorii konstrukcji. Nalezy tu przede wszystkim wymieni¢ prace H. Crapo [32, 34,
35, 36], W. Whiteley’a [164, 165, 167] i innych, np. [145].
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5.3. Uwagi koncowe

Techniki podnoszenia, zastosowane do graféw, pozwalaja zrekonstruowaé
przestrzennie réznorodne, ptaskie wzory w trojwymiarowej przestrzeni. Umozli-
wia to operowanie we wstgpnej fazie poszukiwania formy uproszczonymi dwu-
wymiarowymi modelami struktur, na przeksztalcanie ich, a nastepnie odtwarzanie
w petnej, wielo$ciennej formie. Punktem wyjs$cia do tego procesu jest znalezienie
odpowiednio atrakcyjnego ,,wzoru poczatkowego”, ktory bedzie mégt by¢ pod-
dany sformalizowanym przeksztalceniom, az do uzyskania koficowej, utylitarnej
postaci.



Rozdzial 6. Poszukiwanie modelu konstrukcji

Cokolwiek postrzegamy, mozemy to
zrozumie¢ tylko dostrzegajqc jego
strukture i myslqc poprzez struktu-
ralnq analogie i porownanie.

Cyril Stanley Smith*"*

W $wiecie przyrody panuje niezwykta dualno$¢ pomigdzy porzadkiem i cha-
osem. Doktadne badanie pozornie przypadkowych form, ukladow i zjawisk
umozliwia zazwyczaj odkrycie w nich bardzo subtelnych form uporzadkowa-
nia. John Herschel, XIX wieczny angielski astronom i chemik, powiedziat,
ze to sama Natura, a nie matematycy, wprowadzita matematyke¢ do filozofii
przyrody [143,s. 2].

Formy strukturalne wystgpujace w naturze byly od zawsze inspiracja dla form
tworzonych przez czlowieka. Architektura ma swoje korzenie w bardzo bliskim
kontakcie cztowieka z natura [147]. Najpierw, w najwczesniejszych etapach roz-
woju, pokorne podpatrywanie znajdowanych w przyrodzie prototypéw form po-
zwalato ludziom stawia¢ pierwsze kroki w konstruowaniu wlasnych siedzib. Przez
dlugi czas wybierano warianty metoda prob i bledow, stopniowo powigkszajac
liczbe 1 wielko$¢ stosowanych elementow, taczac rd6zne elementy w catosé, zwigk-
szajac stopien komplikacji obiektow [4]. Szatasy, stupy i belki, koputy to kolejne
etapy rozwoju. Pdzniej, gdy problemem stato si¢ nie samo budowanie, ale wpro-
wadzanie go na coraz wyzszy poziom wyrafinowania, w naturze zaczgto dopatry-
wac si¢ uzasadnienia dla poszukiwania ksztaltu optymalnego, ktory spetnialby
jednoczes$nie wymagania w zakresie estetyki, wytrzymatosci i trwalosci. Wnikli-
wo$¢ tego podpatrywania rozwijata si¢ stopniowo. Od prostego nasladowania
pewnych ukladow, po dostrzezenie, ze zarowno w mikro- jak i w makroskali
struktury naturalne oparte sa na takich samych, podstawowych regulach geo-
metrycznych”"’.

214 Cytat za H. Crapo: Review: Transpolyhedra, dual transformations by explosion-implosion,

by Haresh Lalvani, Structural Topology, No. 6 (1982), s. 17.
1 patrz pkt 2.2.4.
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Pojawilo si¢ wtedy pytanie: jak to jest mozliwe, ze fizyczne i biologiczne sys-
temy, uksztaltowane pod wptywem tak r6znych oddziatywan zewngtrznych, mimo
wszystko uzyskuja podobna forme. Okazuje sig, ze dla kazdego z tych zjawisk,
w jego skali, czynnikiem kontrolnym sa raczej ograniczenia geometryczne
W przestrzeni, niz zewngtrzne sity determinujace forme [2, 42, 72].

Co wigcej, okazato si¢ takze, ze zastosowanie tych samych regut w konstruk-
cjach tworzonych przez cztowieka nie tylko jest mozliwe, ale prowadzi do uzy-
skiwania bardzo efektywnych form strukturalnych. Przyktady tego mozna znalez¢
w wielu udanych konstrukcjach historycznych i wspoétczesnych.

6.1. Uwagi na temat matematycznej intuicji formy

Odnajdywanie w jednych obiektach pewnych cech, ktdére moga by¢ przypisane
innym obiektom, pomimo istotnych réznic pomigdzy nimi, wiaze si¢ z intuicyj-
nym rozumieniem pojecia formy. Chociaz intuicja, niejako z natury, jest pojeciem
nieprecyzyjnym, to takie wlasnie rozumienie formy znalazto swoje matematyczne
sformutowanie. Jerzy Geresz opisuje to w ten sposob: ,,...Swiat, ktory nas otacza
wypehiony jest mnostwem form. Na kazdym kroku natykamy si¢ na obiekty
przybierajace formy roslin, zwierzat, wytworéw geologicznych, chmur... Formy
te powstaja samorzutnie, w wyniku pewnych proceséw zachodzacych w material-
nym podiozu tych form. Wiele z nich — wlasnie te, ktore maja dla nas najwigksze
znaczenie — cechuje si¢ swoista uporczywoscia, z jaka zachowuja swe istnienie
przy zaburzaniu (niezbyt duzym) procesu stanowiacego ich podtoze. Na przyktad:
jezeli bedziemy formeg cztowieka utozsamia¢ z okre$lona konfiguracja czasoprze-
strzenna procesow biochemicznych, to stwierdzamy, ze zaburzanie tych proceséw
(takimi czynnikami, jak zmiany pozywienia, zmiany temperatury, inwazja bakte-
rii, dzialanie mechaniczne) nie wplywa na fakt, ze mamy do czynienia z ciagle
Ltym samym” czlowiekiem — o ile powyzsze czynniki beda dostatecznie stabe.
Tego rodzaju odporno$¢ na zaburzenia bgdziemy okreslac mianem stabilno$c¢
strukturalna™'® [48, s. 5].

Stowo forma moze mie¢ rdzne znaczenia, zaleznie od dziedziny, w ktorej do-
tyczy. W przypadku biologii moze to by¢ forma wystepujaca w Swiecie roslin,
w przypadku matematyki — forma pewnej klasy funkcji itd. Aby mozna byto moé-
wi¢ o realizacji ksztaltu, potrzebne sa dwa, fenomenologicznie rézne sposoby
wypehiania przestrzeni, np. powietrze i kamien. Stabilno$¢ strukturalna formy
jest okreslona definicjg (6.1) [48, s. 10—-11].

Definicja 6.1. Jezeli w pewnym zbiorze obiektow jest zdefiniowana relacja
rownowaznosci i odpowiednia topologia, to obiekt nazywamy strukturalnie stabilnym,

216 Stabilnoé strukturalna jest podstawowym pojeciem z dziedziny matematycznej teorii
katastrof [48, s. 3].
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jezeli istnieje jego otwarte otoczenie, ktore zawiera wylqcznie rownowazne mu
obiekty. Elementy otoczenia tego obiektu interpretujemy jako jego deformacje,
a zdefiniowanq relacje rownowaznosci jako odpowiednik intuicji formy.

W zagadnieniach ksztattowania form strukturalnych, idea stabilnos$ci struktu-
ralnej pozwala na koncepcyjne przej$cie od naturalnego wzorca — prototypu for-
my, do obiektu topologicznego, ktory bedzie form¢ modelowat.

Formy naturalne cechuja si¢ duza stabilno$cia strukturalng — w zblizonych wa-
runkach powstaja takie same formy. Inaczej jest w przypadku dziatalnosci czto-
wieka. Te same warunki wstgpne zadania projektowego moga skutkowac, i1 za-
zwyczaj skutkuja, roznymi rozwigzaniami. Struktury naturalne maja jeszcze jedna
ceche. Niezaleznie od liczby realizacji danego obiektu, wystepuje ograniczona
liczba jego form, a pomimo to obiekty w ramach kazdej z form zawsze sig r6znig
— z doktadnoécia do stabilnos$ci strukturalnej. Te odchylenia od wzorca sprawiaja,
ze poszczegollne obiekty si¢ ,,indywidualizuja”.

Klasyczny przyktad stabilnosci formy w §wiecie przyrody pochodzi od D’ Arcy
W. Thompsona [143, s. 1062]. Rysunek ryby z rodziny przezreniowatych, Argy-
ropelecus Olfersi, po pochyleniu ortogonalnej siatki o kat 20° nadal jest odczyty-
wany jako rysunek tej samej ryby*'” (rys. 6.1a). Podobnie kratownice o réznej
topologii 1 roznym ksztalcie pretow zaliczamy do tej samej grupy form konstruk-
cyjnych (rys. 6.1b).

$@
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Rys. 6.1. Przyktady stabilnosci formy: a) forma biologiczna podczas pochylenia
uktadu wspotrzednych o 20°, b) kratownica typu Warrena, o pretach ksztattowanych
w procesie optymalizacji ewolucyjnej i kratownica typu Pratta

27 W rzeczywistoci jest to rysunek innej ryby z tej samej rodziny, Sternoptyx diaphana.
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6.2. Naturalne prototypy form

Bezposrednia inspiracja formami naturalnymi jest znana i ustalona metoda
ksztattowania konstrukcji i byta wielokrotnie opisywana, np. w pracach [86, 110].
Niniejszy rozdzial dotyczy aspektow tego procesu, ktore wiaza si¢ z topologicz-
nym ksztattowaniem form strukturalnych.

Sir Frederic Charles Frank, brytyjski fizyk, zajmujacy si¢ morfologia kryszta-
low, stwierdzil, ze ,,...przy mysleniu o strukturach, inspiracja moze by¢ czerpana
z zaskakujacych zrodet”'®. Formy naturalne, potraktowane jako pewien poczat-
kowy ,,obrazek”, wzor, ktéry pozwala rozpocza¢ budowe modelu, wprowadzaja
don dostatecznie duzo losowosci, aby powstata w koncowym efekcie struktura
odpowiadata w swej estetyce paradygmatowi ,,free-form design” [137, 139, 140].

6.2.1. Tesselacje w naturze

Podczas naturalnych procesow zwiazanych z rozwojem obiektu, jego wzro-
stem lub podziatem powstaja rézne ztozone formy geometryczne, pozwalajace na
dostosowanie do otaczajacych warunkoéw. Wymuszaja to ograniczenia zewngtrz-
ne, uwarunkowania budowy obiektu, konkurencja innych obiektow itp. Raoul
Francé twierdzil, Ze ,..w naturze wszystkie formy powstaly z potrzeby"’
W wielu z tych form mozna znalez¢ regularnosci odpowiadajace matematycznym
systemom proporcji. Ich powstawanie jest wynikiem réznych proceséw, z ktorych
trzy zostana na tutaj pokrotce omowione:

— podziaty komorek,

— filotaksje,

— podziaty Woronoja.

Nastgpnie przedstawione zostana przyktady naturalnych podziatow, w ktorych
obiekty jednego wymiaru pojawiaja si¢ w obiektach innego wymiaru, tworzac
wzory — prototypy form.

Podzialy komoérek

W badaniach nad geometrig podziatu struktur komérkowych stwierdzono [42],
ze wystepuja trzy elementarne przeksztalcenia, ktorym moga one podlegaé
(rys. 6.2) [72, s. 216].

18 Cytat za: Forma, Vol. 11, No. 3 (1996), s. 161. Autor tych stow opisuje, jak inspiracja do
odkrycia znanych w krystalografii struktur Franka-Kaspera, byly dla niego islamskie dekoracje
licznych budynkow w Toledo, w ktorych zauwazyt ,,uporczywa probg” wypekienia powierzchni
pigciokatami foremnymi (udato si¢ to jedynie na powierzchni kopuly synagogi, dzigki jej
sferycznemu zakrzywieniu).

Y% Raoul Francé Die Planze als Erfinder, Kosmos & Gesellschaft der Naturfreunde, Stuttgart
(1920).
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Przeksztalcenie T (rys. 6.2a) jest prostym przeorganizowaniem uktadu. W prze-
ksztatceniu T, (rys. 6.2b) komorka o trzech Sciankach znika, eliminujac jedno pole
i sze$¢ krawedzi (wlasnych oraz przylegajacych komorek) z uktadu. W przeksztat-
ceniu 73 (rys. 6.2¢c) komorka dzieli si¢ na dwie (mitoza). W tym przeksztatceniu
z n-katnej komorki macierzystej powstaja dwie komorki o tacznej liczbie krawedzi
n+4. Z dalszej analizy tego zjawiska wynika, ze najbardziej stabilne sa uktady,
w ktorych wystepuja komorki szesciokatne, gdyz sa one najprostsza forma wypel-
niajacego podzialu powierzchni, w ktorym wierzcholki sa 3-walentne [72, 143].

=
a)

T =
b
X %

Rys. 6.2. Elementarne przeksztatcenia struktur komorkowych:
a)T1,b) I, 0) Ts

Charakterystyczne jest silne podobienstwo opisanych przeksztatcen komorek
do opisanych w pkcie 4.3 przeksztalcen graféw, zachowujacych ich planarnos¢.
Wida¢ tu odpowiednio: $ciagnigcie (rys. 6.2a), przeksztalcenie AY (rys. 6.2b)
i wstawienie krawedzi (rys. 6.2b).

Filotaksje

W czasie naturalnie wystgpujacego rozwoju (wzrostu) obiektow naturalnych
nastgpuja podzialy, ktéore prowadza do pokrycia powierzchni wzorami, czyli
do tesselacji, cechujacej si¢ regularnoscia szczegdlnego rodzaju, ktora dobrze
ilustruje przyktad owocu ananasa.

Podziatu cylindrycznej powierzchni tuski odbywa si¢ w taki sposob, ze kolejne
komorki sa tak rozmieszczane, jakby poprzednie byly poddawane przeksztatceniu
polegajacemu na zlozeniu obrotu i przesunigcia. Obrdt nastepuje o stata wartos¢ kata
mierzonego wzgledem podstawy, nazywanego katem dywergencji 4, oraz o skok 4.
Skok nastgpuje radialnie na zewnatrz owocu, po linii w przyblizeniu spiralnej
(rys. 6.3a), wzdluz powierzchni znieksztalconego cylindra. Powstajacy wzor ma zwia-
zek ze znanymi od dawna zasadami proporcjonalnego podziatu. W uktadzie powsta-
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tych komoérek podzialu mozna wyraznie zauwazy¢ dwie rodziny spiralnych linii loga-
rytmicznych, lewo- i prawoskretnych, przecinajacych si¢ pod katem prostym. Liczba
tych linii w jednym i w drugim kierunku jest okre$lona kolejnymi liczbami ciagu
Fibonacciego®’. Ich liczba w obu kierunkach, rozdzielona przecinkiem, jest nazywana
liczba filotaksji **' rosliny. Dla ananasa wynosi 5,8**. Ponizej przedstawiono sche-
matyczny widok owocu ananasa z oznaczeniem powstatych komorek (rys. 6.3b)
i rozwinigcie jego powierzchni zewngtrznej, rowniez z oznaczeniem powstatych ko-
morek (rys. 6.3¢) [72, s. 240]. Podobnie jak dla ananasa przebiega filotaksja szyszki
sosnowej, ktorej sporofile’ uktadaja si¢ wedtug dwoch ortogonalnych linii spiralnych
(rys. 6.4a) [72, s. 92]. W przypadku lisci palmy kokosowej charakterystyczny jest
uktad jednej rodziny linii spiralnych (rys. 6.4b).

Rys. 6.3. Filotaksja owocu ananasa: a) widok rzeczywisty, b) schemat,
¢) rozwinigcie powierzchni

Opracowanych zostalo wiele algorytméw numerycznych opisujacych filotak-
sj¢, ktore pozwalaja budowaé komputerowe obrazy rozwoju i podziatu obiektow
naturalnych [118, s. 100-118] [72, s. 240-242]. W jednym z nich®** uzaleznia si¢

20 Dla niektorych roslin liczby filotaksji stanowia kolejne wyrazy ciagu Lucasa.

2! Filotaksja albo ulistnienie oznacza w botanice zaréwno sposéb rozmieszczenia lisci na
todydze rosliny, z uwzglednieniem ich pozycji wzgledem siebie, jak i sposéb formowania regu-
larnych podziatéw podczas wzrostu rolin.

2 Dla innych roslin o podobnej filotaksji, liczby te moga by¢ znacznie wigksze. Na przy-
kiad dla stonecznika jest to od 21,34 dla matych kwiatostanow do 89,144, a nawet 144,233
dla duzych [118, s. 102], [73].

2 Inaczej: liscie zarodnionogne.

24 Model ten zostat przedstawiony w publikacii: Rivier N., Occelli J., Lissowski A., Structu-
re of Benard Convection Cells, Phyllotaxis and Crystallogrphy in Cylindrical Symmetry J. Phy-
sique, 45 (1984), s. 49-63. Opis za [72, s. 241].
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wspotrzedne biegunowe komorki, »(/) i 8(/), od jej numeru /, wymiaru liniowego a
oraz kata dywergencji A za pomoca wzordéw (1.12):

H)=avl  6()=2r4 (6.1)

Rys. 6.4. Filotaksja spiralna: a) szyszki — dwie rodziny linii spiralnych,
b) liscie palmy kokosowej — jedna rodzina linii spiralnych

Jezeli w réwnaniach (6.1) podstawi si¢ A= 1/¢, gdzie ¢= (\/g —1)/2— stata
ztotego podziatu, to prowadzi to do bardzo regularnej tesselacji, w ktorej komorki
podzialu sa niemal identyczne. Odpowiada ona podzialom wystgpujacemu
w naturze [72]. Spirala logarytmiczna jest ksztaltem obserwowanym rowniez

w innych obiektach naturalnych, takich jak muszle’® czy rogi réznych zwierzat
(rys. 6.5) [46, 85, 156, 157].

Rys. 6.5. Rogi antylop, rozwijajace si¢ wedlug spirali logarytmiczne;j

3 W rozdziale XI swojej pionierskiej pracy [143] D’Arcy W. Thompson podal szczegotowy
opis spiralnej geometrii muszli morskich oraz wyniki pomiaréw muszli wybranych gatunkow.
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Podzialy Woronoja

Przy rozpatrywaniu podzialow powierzchni znaczenie ma konstrukcja geo-
metryczna, nazywana podziatem Woronoja™*. W przypadku przestrzeni dwu-
wymiarowej, dla danego zbioru n punktow, dzieli on ptaszczyzng na n obszaréw
przypisanych do tych punktow, w taki sposob, ze kazdy punkt w dowolnym
obszarze znajduje si¢ blizej punktu podzialu znajdujacego si¢ w tym obszarze
niz od punktow podziatu znajdujacych si¢ w pozostatych obszarach [72, s. 220
—224].

Podziat powierzchni na obszary réwnoodlegte od punktow (centrow) nieregu-
larnie rozmieszczonych na powierzchni mozna zaobserwowa¢ w owocach niekto-
rych roslin. Na rysunku 6.6 przedstawiono owoc namorzyn, ktorego powierzchnia
ulega podzialowi wedtug tej zasady.

Rys. 6.6. Podziat owocu drzewa namorzynowego
na obszary Woronoja

Ponizej przedstawiono ogélna koncepcje podziatu pewnego obszaru na obsza-
ry Woronoja (rys. 6.7a). Interpretacja tego podzialu moze by¢ bardzo rézna. Moze
on np. dotyczy¢ skali urbanistycznej i przedstawia¢ podzial pewnego obszaru
miejskiego na rejony szkolne. Rejony te charakteryzuja si¢ tym, ze uczniowie

226 Stosowane sa rowniez okreélenia: tesselacja Woronoja lub domeny (obszary) Dirich-
leta. G.L. Dirichlet, w pracy Uber die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit drei
unbestimmten ganzen Zahlen Journal fir die Reine und Angewandte Mathematik 40 (1850),
s. 209-227, postugiwat si¢ dwu- i tréjwymiarowymi diagramami, ktore G. Woronoj (Voronoi)
uogo6lnit na przypadek n-wymiarowy w pracy Nouvelles applications des paramétres continus
a la théorie des formes quadratiques Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik 133
(1907), s.97-178. Wczesniej (w 1644 r.), w niesformalizowany sposob, postugiwatl sig ta
koncepcja Kartezjusz.
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maja zawsze najblizej do szkoty lezacej w ich rejonie [72, s. 221]. W skali kon-
strukcji pewnego budynku, moze przedstawiaé np. podzial stropu opartego na
nieregularnej siatce stupow, na obszary z ktérych obciazenia sa przekazywane
na dany shup.

Diagramy Woronoja dziela ptaszczyzng lub w ogolniejszym przypadku prze-
strzen n-wymiarowa na tzw. komorki Woronoja?’, ktore sq zawsze wielotopami
wypuktymi. Konstrukcja dualng do diagramu Woronoja jest triangulacja Delau-
naya (rys. 6.7b). Konstrukcja ta powstaje poprzez takie polaczenie zadanych
punktow na plaszczyznie, ze powstaje siatka trojkatow. Jezeli na kazdym trojkacie
opiszemy okrag, to wewnatrz tego okrggu nie bedzie lezat zaden inny punkt siatki.
Triangulacj¢ Delaunaya mozna zbudowac réwniez na podstawie diagramu Woro-
noja, taczac odcinkami te punkty podziatu, ktore leza w przylegajacych komor-
kach. W odniesieniu do przyktadu stropu opartego na nieregularnej siatce stupow,
linie triangulacji Delaunaya moga reprezentowac np. uktad zeber w plycie stro-
powej. Triangulacja Delaunaya znajduje zastosowanie m.in. w generowaniu siatki
podziatu w metodzie elementéw skonczonych stosowanej do obliczen konstrukcji
powierzchniowych.

Rys. 6.7. Przyktad podziatow Woronoja: a) podziat obszaru na obszary Woronoja,
b) dualna do tego podziatu triangulacja Delaunaya

Komorki Woronoja koresponduja z tesselacjami powierzchni opartymi na pot-
regularnych upakowaniach kot. Tworza one tesselacje dualne do nich*®, Jak zo-
stanie pokazane, podzial Woronoja stosunkowo czgsto wystepuje przy podziatach
obiektow naturalnych.

2 Nazywane rowniez obszarami Dirichleta [72, s. 220].
28 Patrz rozdz. 4.4.
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Celowe i przypadkowe uklady naturalne

W przyrodzie mozna zaobserwowaé wystgpowanie réznego rodzaju wzorow, po-
dziatow i wypelnien, ktore pojawiaja si¢ jako formy uksztattowania i budowy pew-
nych naturalnych obiektow lub ich przypadkowe zestawienia. Przyktadem pierwszej
grupy moze by¢ wewngtrzna struktura liscia brzozy (6.8a) lub budowa skrzydta waz-
ki*®’ (rys. 6.8b). Natomiast spekana powierzchnia dna wyschnietej rzeki (rys. 6.8¢),
czy tez obserwowane z pewnej odleglosci gatezie drzew, moga by¢ postrzegane jako
pewna struktura siatkowa wypelniajaca pole obserwacji (rys. 6.8d). Migdzy dwoma
ostatnimi przyktadami jest istotna roznica: uktad spgkan mutu na dnie rzeki wynika
z jego sktadu chemicznego, przebiegu procesu wysychania itp., a uklad galezi jest
jedynie rodzajem ,fotografii”, ktéra jest chwilowym obrazem formy, zaleznym
w duzym stopniu od wyboru obserwatora.

Rys. 6.8. Celowe i przypadkowe uklady naturalne (opis w tekscie)

Podobnie jak w przypadku hierarchicznej struktury wielotopow, opisanej
w rozdziale 2, wiele sposrod naturalnych form strukturalnych mozna rozpatrywac

29 7agadnieniem budowy obicktéw naturalnych, zawierajacych eclementy szkicletu

pneumatycznego lub hydraulicznego, zajmowali si¢ m.in. Edgar Stach (w pracach [129]
i [130]) i Michael Balz.
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jako zestawienia obiektow geometrycznych rdznego stopnia. Skala fizyczna
obiektu nie ma znaczenia dla rozpatrywania go w tym kontekscie. Obiekty te mozna
podzieli¢ na dwie grupy:

— obiekty liniowe (d = 1), np. wldkna roslinne i zwierzece, prety (fodygi roslin,

pazury zwierzat itp.),

— obiekty powierzchniowe (d = 2), np. muszle, skorupy,

— obiekty przestrzenne (d = 3), np. bloki kamienne.

Obiekty moga wchodzi¢ ze soba w interakcje, tworzac roznego rodzaju ukta-
dy, wzory, tesselacje — czesto przypadkowe w ukladzie, ale niemal zawsze cechu-
jace si¢ niezmienno$cia geometryczna, sztywnoscia, zdolnoscia przenoszenia
obciazen. Obiekty liniowe moga wystgpowac na powierzchniach (d = 2) ptaskich
lub zakrzywionych, a obiekty powierzchniowe, ptaskie lub zakrzywione, sg usytu-
owane w przestrzeni (d = 3). Obiekty przestrzenne moga wystgpowaé wylacznie
w przestrzeni (d = 3).

Mechanizm potaczenia tych podstawowych elementéw w wigksze uktady
wydaje si¢ by¢ unikatowy i pozwala on scalenie i wspotprace obiektow, umoz-
liwiajac jednoczesnie wzrost catego uktadu, jezeli zachodzi taka potrzeba. Pota-
czenie dwoch obiektow (wielotopow) stopnia n odbywa si¢ zawsze poprzez
element stopnia n—1, np. prety (d=1) tacza si¢ w wezlach (d=0), elementy
ptytowe (d = 2) tacza si¢ krawedziami (d = 1). Potaczenia umozliwiaja obrét —
sa to przeguby, zawiasy itd., a budowa potaczen umozliwia dodawanie w nich
nowych elementéw. Potwierdza to wczesniejsze spostrzezenie, ze wiele charak-
terystyk formy oraz relacji pomigdzy formami moze by¢ opisanych w katego-
riach systemoéw hierarchicznych. Co wigcej, tego typu relacje dotycza nie tylko
przypadku ,,rzeczywistych” struktur powstalych naturalnie, ale takze struktur
utworzonych na podstawie pewnego obrazu, jak np. uktad linii odpowiadajacych
gateziom drzew (rys. 6.8d). Wydaje sig, ze natura potrafi korzystaé z przypad-
kowo wygenerowanych wzoréw w procesie ewolucji [162, s. 4].

Linie (d = 1) na powierzchniach plaskich (d = 2)

Uktady linii na ptaszczyznie moga powstaé przez natozenie wielu rdznie zo-
rientowanych elementéw liniowych, np. widkien jutowych rozmieszczonych
dowolnie na powierzchni dachu (rys. 6.9a), czy siatki peknig¢ pokrywy lodowej
na jeziorze (rys. 6.38a). Podobne uktady linii tworza siatki pajeczyny, ktore
moga by¢ bardzo nieregularne (rys. 6.58), lub przeciwnie — charakteryzowacé si¢
znaczna regularnoscia (rys. 6.9b). Cickawe jest, ze model matematyczny drugiej
z tych sieci mozna uzyska¢ na podstawie opisanego modelu dla filotaksji, pod-
stawiajac w réwnaniu (6.1) A = 13/21, liczb¢ wymierna, bliska statej ztotego
podziatu ¢, [72, s. 243].

Przydatnos$¢ strukturalng takich dowolnych uktadéw naturalnych moz-
na przeanalizowa¢ na przykladzie ukladu spekan pokrywy lodowej,
w pkcie 6.4 (rys. 6.38a). Jezeli potraktujemy taki wzoér, jako pewien uktad
pretow, ktore sa ze soba potaczone w miejscach przecigé w sposob prze-
gubowy, to mozna zauwazy¢, ze wezly wewngtrzne tego ukladu sg zawsze
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4-walentne™. Jedynie wezty brzegowe sa 3-walentne. Uktad ten mozna
rozpatrywac jako fragment dowolnego, nieograniczonego uktadu na ptasz-
czyznie, a przyjecie w weztach brzegowych podpor umozliwia zastapienie
w ten sposob oddziatywanie pozostatej, odrzuconej czgséci uktadu.

Jezeli uktad jest nieskonczenie duzy, to spetnia warunek réwnania Maxwella.
Dla wydzielonego fragmentu struktura o wierzchotkach 4-walentnych, wraz
z przytrzymanymi elementami brzegowymi, ma dostatecznie duzo pretow dla
zapewnienia geometrycznej niezmiennosci, zgodnie z warunkiem Mobiusa—
Maxwella (2.18)%".

L

Rys. 6.9. Uktady obiektéw liniowych na ptaszczyznie:
a) uktad wiokien jutowych na powierzchni dachu, b) pajeczyna

Linie (d = 1) na powierzchniach zakrzywionych (d = 2)

Schematy podobne do struktur przedstawionych na rysunku 6.9, mozna inter-
pretowac rowniez jako obraz uktadu elementéw liniowych (d = 1) na pewnej za-
krzywionej powierzchni (d = 2).

W konfiguracjach tego rodzaju, wierzchotki moga by¢ 3-walentne lub — jak
poprzednio — 4-walentne. Poniewaz jednak strukturg rozpatrujemy w przestrzeni
trojwymiarowej, nie wystarcza to do spelnienia warunku geometrycznej nie-
zmiennosci (2.18), z ktérego wynika, ze wierzchotki powinny by¢ co najmnigj
6-walentne. W konfiguracji o wierzchotkach 4-walentnych liczba krawedzi jest
dwukrotnie wigksza niz liczba wierzchotkow: e = 2v. Zalezno$¢ ta — po podsta-
wieniu do réwnania (2.18) i po uwzglednieniu, ze dla nieskonczonych konfi-
guracji s =0, daje e =2f, a zatem przecigtny wieclokat w takiej konfiguracji jest
czworokatem. Warunkiem geometrycznej niezmiennos$ci takiej struktury jest wy-
stgpowanie wypetnienia (elementow powierzchniowych) w polach — fasetach
[162,s. 11].

39 prawdopodobienstwo przeciecia si¢ w jednym wezle wiecej niz dwoch pretéw jest w du-

zych uktadach nieskonczenie mate. Miejsca pozornego przecigeia si¢ wigkszej liczby pretow to
sa w rzeczywistosci dwa wezly lezace bardzo blisko siebie [162, s. 10].
31 patrz pkt 2.3.6.
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Ilustruja to przyklady roznych siatek naturalnych na powierzchniach za-
krzywionych. Pien figowca (rys. 6.10a), stanowi zakrzywiona powierzchnig
bazowa, a oplatajace go wilasne korzenie tworza siatke 4-walentna. Innym przy-
ktadem moze by¢ uktad plam na skorze zyrafy (rys. 6.10b). Jasne linie tworza
siatke 3-walentng na zakrzywionej powierzchni skory. Siatki 4-walentne mozna
zauwazy¢ na powierzchni kamienia (rys. 6.10c) utworzone przez odslonigte
przewarstwienia.

0| L

o
&

Rys. 6.10. Przyktady siatek 4-walentnych na zakrzywionej powierzchni:
a) pien figowca opleciony korzeniami,

. . . . 232 . . . .
b) ubarwienie skory zyrafy™~, ¢) przewarstwienia kamienia rzecznego

Inne, ciekawe przyklady podziatéw zakrzywionych powierzchni liniami, moz-
na znalez¢ wérdd wsrod okazow przyrody zaré6wno ozywionej, jak i nieozywionej.
Budowa szkieletu matego pierwotniaka wodnego — radiolarii®® (rys. 6.11a),
to niemal idealna siatka z sze$cio- i pigciokatdéw na powierzchni zakrzywionej.
Zblizony sposob podziatu powierzchni mozna zauwazy¢ na kolonii zielonych alg
morskich — hydrodictyon (rys. 6.11b), a w wigkszej skali — na gatazkach koralowca
(rys. 6.11¢). Uktad linii utworzonych przez ciernie na powierzchni kaktusa, odpo-
wiada z kolei uktadowi dwdch rodzin linii spiralnych, podobnie jak w przypadku
filotaksji ananasa (rys. 6.11d).

P2W przypadku zyrafy mozliwa jest rownorzedna interpretacja jej ubarwienia, nie jako

jasnych plam na ciemnej skorze, ale jako podziatu jasnej skory — ciemnymi plamami. W takim
razie bylby to podziat powierzchni (d = 2) elementami powierzchniowymi (d = 2).

23 Rysunek pochodzi ze stawnego atlasu form wystepujacych w naturze, opracowanego
przez niemieckiego badacza Ernesta Haeckela w 1904 r. — praca [59].
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d)

Rys. 6.11. Uktady obiektow liniowych na powierzchni zakrzywionej:
a) szkielet radiolarii, b) kolonia alg morskich hydrodictyon,
¢) podzial powierzchni koralowca, d) filotaksja kaktusa

Linie (d = 1) w przestrzeni (d = 3)

Za przyktad podziatu przestrzeni liniami moga stuzy¢ odstonigte korzenie namo-
rzyn, uktadajace si¢ w wiazki wyraznych linii (rys. 6.12a). Podobnie widoczny uktad
wiokien w strukturze kosci stonia tworzy siatke linii w przestrzeni (rys. 6.12b).

Rys. 6.12. Uktady obiektow liniowych w przestrzeni: a) korzenie namorzyn,
b) uktad widkien w strukturze kosci stonia
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Powierzchnie (d = 2) na powierzchniach (d = 2)

Uktady naturalne, w ktorych powierzchnia dwuwymiarowa jest podzielona
obiektami réwniez dwuwymiarowymi, maja bardzo czgsto charakter omowio-
nych powyzej podziatdw Woronoja. Ilustruja to dwa przyktady odnoszace si¢
do przyrody ozywionej — uktad tusek na skorze iguany (rys. 6.13a) i do przy-
rody nieozywionej — siatka spekan na powierzchni porcelanowej wazy™*
(rys. 6.13b).

b)

Rys. 6.13. Uktady obiektow liniowych na powierzchni (d = 2):
a) tuski na skorze iguany,
b) siatka spegkan na powierzchni porcelanowej wazy

4 Waza piecionozna do mycia, potludniowa dynastia Sung, ok. 1127-1279. Zbiory Muzeum
Miejskiego w Szanghaju.



174

Rys. 6.14. Dualizm prgtowo-ptytowy: struktura skorupy zotwia

Przykltadem zupetie innego uktadu dwuwymiarowych elementow na po-
wierzchni (d = 2) jest skorupa zo6twia (rys. 6.14). Jest to przyktad dualizmu preto-
wo-plytowego™”. Poszczegolne plytki skorupy nie przecinaja sig, lecz sa polaczo-
ne wzdluz krawedzi. Poprzez zastapienie kazdej ptytki wezlem i polaczenie
weztow elementami liniowymi powstataby struktura prgtowa dualna do wyjscio-
wej. Siatka zachowuje geometryczna niezmienno$¢ oraz jest podatna na dalsza
rozbudowg (ewolucjg).

Powierzchnie (d = 2) w przestrzeni (d = 3)

Uktad linii na rysunku 6.9a moze by¢ interpretowany jeszcze inaczej niz po-
przednio — jako §lady przecigcia dwuwymiarowych powierzchni w trojwymiaro-
wej przestrzeni. Charakterystyczne dla takiej konfiguracji jest to, ze kazda linia
powstaje w wyniku przecigcia jedynie dwoch powierzchni, a kazdy wierzchotek
jest 6-walentny, prawdopodobienstwo wystapienia innego rodzaju przecigC jest,
podobnie jak prawdopodobienstwo wystapienia przecig¢ innych niz 4-walentne na
ptaszczyznie, bardzo mate.

Przestrzenie ograniczone elementami d =2 tworza n-Scienna brylg o rdznej
liczbie Scian. Jezeli wszystkie linie przecigc zinterpretujmy jako prety, to liczba
tych pretow bedzie wystarczajaca do spetnienia warunku (2.17), nawet jezeli prze-
strzenie wewngtrzne (komorki) i fasety nie beda zmaterializowane. Przy podziale
przestrzeni za pomoca wieloscianéw (upakowaniu), ktorych wszystkie wezty sa
6-walentne, jedynymi elementami, ktore wymagaja materializacji dla zapewnienia

23 Patrz [160].
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geometrycznej niezmienno$ci sa elementy stopnia d=0 (wegzly) i elementy
stopnia d = 2 (§ciany).

Podstawowe zaleznosci ilosciowe dla rozpatrywanej konfiguracji mozna okre-
sli¢, rozpatrujac ja jako sposob podzialu przestrzeni czterowymiarowej (d =4)
za pomoca elementéw stopnia nizszego (d =0, 1, 2, 3). Rownanie Eulera (2.5b)
przyjmie wtedy postac:

v—e+ f—-c=0 (6.2)

gdzie ¢ — liczba cel (komorek) stopnia d = 3.

Rys. 6.15. Przecigcia powierzchni w przestrzeni: roza pustyni
— naturalny kompleks krysztatow gipsu

Poniewaz wierzchotki sa 6-walentne, a kazda krawedz taczy dwa wierzchotki,
zatem liczba krawedzi jest rOwna potrojonej liczbie wierzchotkow (6.3a). Jezeli
dodatkowo uwzglednimy, ze wystepuja fasety czworokatne, a w wierzchotku
taczy si¢ dwanascie faset, to liczba faset jest rowna potrojonej liczbie wierzchot-
kow, czyli rowna liczbie krawedzi (6.3b), a w konsekwencji liczba cel (komorek)
jest rowna liczbie wierzchotkow (6.3¢) [162, s. 13].

f=3v (6.3a)
e=f (6.3b)

v=c (6.3¢)
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W przyrodzie powierzchnie plaskie wystgpuja znacznie rzadziej niz
powierzchnie zakrzywione, ktore tworza w przestrzeni struktury rowniez
przez uktady wzajemnych przeci¢é. Ponizej pokazano podzial przestrzeni
uktadem wielu powierzchni, charakterystycznym dla tzw. rdézy pustyni
(rys. 6.15).

Przestrzenie (d = 3) w przestrzeni (d = 3)

Bardzo efektownym przykladem wypehienia przestrzeni brytami sa skaty
bazaltowe. Dziela si¢ one naturalnie na kolumny, bgdace graniastostupami
0 podstawie najczgsciej szesciokatnej (rys. 6.16a). Innym przykladem takich
form jest koralowiec madreporowy (rys. 6.16b), ktorego ksztalt jest niemal
doktadnie wielo$cianem.

Rys. 6.16. Przyktad wypehienia przestrzeni obiektami (d = 3):
a) kolumny bazaltowe w tzw. Skalnych Organach, Kamenicky Senov
koto m. Ceska Lipa w Czechach, b) koralowiec kamienny (madreporowy)
w ksztalcie wieloscianu niewypuklego™®, ¢) plaster pszezeli

28 Rysunek E. Haeckla z pracy [59].
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Bardzo regularne, $ciste upakowanie bryt (graniastostupy, z zakonczeniem
w ksztalcie dwunasto$cianow rombowych) w przestrzeni mozna zaobserwowac
w typowym plastrze pszczelim, wykonanym z wosku (rys. 6.16c¢).

6.2.2. Naturalne analogie do innych metod
generowania modeli

Naturalne tesselacje nie sa jedynymi zroédtami inspiracji w poszukiwaniu
topologicznych prototypow form strukturalnych. Wsréd form naturalnych
mozna odnalez¢ takze analogie do innych metod generowania modeli topolo-
gicznych.

Jezeli siatki ptaskie mogly by¢ zbudowane na upakowaniach okrggdéw
(rozdz. 6.4), to mozna je zbudowac takze na kazdym innym, dostatecznie zbli-
zonym do upakowania okrggéw — wzorze. Przyklad takiego wzoru stanowiag
kolonie porostow rosnacych na skatach, ktore rozrastaja sig, az do zetknigcia
z sasiednimi koloniami. Po pewnym okresie wzrostu, kolonie wypetniaja niemal
catkowicie powierzchnig, tworzac charakterystyczny wzor stycznych kot

(rys. 6.17).

Rys. 6.17. Kolonie porostow na skatach tworza charakterystyczny wzor
upakowania okrggoéw

Innym przyktadem prototypu formy strukturalnej moga by¢ fraktale. Te samo-
podobne obiekty geometryczne mozna odnalez¢é w wielu strukturach naturalnych,
o bardzo rdéznej skali. Na rysunku 6.18 przedstawiono przyktad samopodobien-
stwa liscia paproci.
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Rys. 6.18. Fraktalne samopodobienstwo liScia paproci

6.2.3. Powierzchnie minimalne

Na powierzchnie minimalne zwrocono uwage w zwiazku z popularng zabawa
w puszczanie baniek mydlanych®’. Kiedy opracowano fenomenologiczna teorig
zjawisk kapilarnych™®, czeécia tej teorii stala si¢ teoria blonek mydlanych. Wtedy
zauwazono ich zwiazek z powierzchniami minimalnymi i zaczgto traktowac jako
modele powierzchni minimalnych [6, 134].

Model matematyczny

Dowolna gtadka powierzchnia S w przestrzeni trojwymiarowej (rys. 6.19) ma
w dowolnym punkcie M doktadnie dwa, przeciwnie skierowane, wektory normal-
ne N i—N. Przecigcie powierzchni S ptaszczyznami prostopadtymi, zawierajacymi
te wektory, daje przekroje normalne powierzchni. Dla kazdego z przekrojow nor-
malnych mozna okresli¢ jego krzywizng w punkcie M roéwnaniami (6.4). Krzywi-
zny ry 1 r, nazywa si¢ krzywiznami glownymi, jezeli sa one ekstremalnymi krzy-
wiznami wszystkich przekrojow normalnych powierzchni S, w punkcie M.
Przekroje, dla ktorych wyznaczono te krzywizny, przecinaja si¢ pod katem pro-
stym w punkcie M. Srednia krzywizna H, powierzchni S jest okre§lona wzorem
(6.5). lloczyn krzywizn gltéwnych, &, okreslony wzorem (6.6) nazywamy krzywi-
zng Gaussa w punkcie M.

7 Znajomos¢ baniek mydlanych jest w Europie niemal tak samo stara jak znajomosé mydta.
Najstarszy przedstawiajacy je rysunek — sztych Hendricka Golziusa pochodzi z 1594 r. Pdzniej
wielokrotnie pojawiaja si¢ w sztuce, chgtnie wykorzystywane jako symbol nietrwato$ci, ulotno-
$ci i $mierci. Zabawa stala si¢ popularna w XIX w., a powszechna — na poczatku XX w. [134].

8T, Young w 1805 r. oraz niezaleznie, P.S. Laplace w roku 1806 r. [134].
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1 1
pl =—, pl = — (6.4)
hi n
H=P21P (6.5)
2
k= pp, (6.6)

X%
NS

Rys. 6.19. Sposob oznaczania dwukrzywiznowej
powierzchni minimalnej (opis w tekscie)

Powierzchnia minimalna znajduje si¢ w o$rodku, ktory moze na nia oddzialy-
wac. W przypadku, kiedy wystgpuja roznice ci$nien po obu stronach powierzchni,
aby pozostata w rownowadze musi by¢ spetniony warunek (6.7):

p= a(l+l] 6.7)

non

gdzie p — réznice ciSnien pomigdzy wewngtrzna i zewngtrzna strona osrodka,
a o— naprgzenie powierzchniowe na powierzchni minimalne;.

Jezeli osrodek nie oddzialywuje na powierzchnig, to rownanie (6.7) przyjmuje
postaé (6.8)

1.1, (6.8)

po uwzglednieniu (6.4) otrzymujemy
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Pr="P, (6.9)

Wynika z tego, ze powierzchnia minimalna o ujemnej krzywiznie Gaussa (po-
wierzchnia antyklastyczna) jest powierzchnia stabilna, natomiast powierzchnia
o dodatniej krzywiznie Gaussa (powierzchnia synklastyczna) jest stabilna tylko,
jezeli wystepuje rdznica cisniehi po obu stronach powierzchni**’. Powierzchnie
synklastyczne sa zawsze lokalnie wypukle, a powierzchnie antyklastyczne —
lokalnie siodtowe. Plaszczyzna ma zerowa krzywizng Gaussa. Powierzchnia
kropli wody na podktadce teflonowej jest powierzchnia synklastyczna, gdyz
po obu jej stronach wystgpuje réznica cisnien (rys. 6.20).

Rys. 6.20. Przyktad powierzchni minimalnej
synklastycznej — kropla wody

Powierzchnie minimalne mozna tez zdefiniowaé w kategoriach rachunku wa-
riacyjnego. Rozpatrujac powierzchni¢ S, w przestrzeni trojwymiarowej, ograni-
czonej krzywa I, opisana wspotrzednymi x, y, z, ktora jest zdefiniowana na dzie-
dzinie D, lezacej w plaszczyznie x—y, ograniczonej krzywa /"' mozna okresli¢
wspoélrzedng z kazdego z punktow powierzchni S, jako funkcje z = z(x,y) wspot-
rzednych odpowiedniego punktu dziedziny D. Powierzchnia S jest powierzchnia
minimalna, jezeli wszystkie jej punkty spehniaja rownanie Eulera—Lagrange'a®*
(6.10).

(1422)z, 22,2,z +(1+22)z, =0 (6.10)

% W projektowaniu wspélczesnych konstrukeji membranowych uwarunkowanie to znalazto
swoje odzwierciedlenie w podziale na konstrukcje namiotowe (antyklastyczne) i pneumatyczne
(synklastyczne) [134].

0 Najwezesniekszy opis powierzchni minimalnej pochodzi od Eulera (1744 r.). Pozniej
zajmowat si¢ tym problemem Lagrange (1761 r.), ustalajac ostateczna form¢ rownania (5.8),
opisujacego powierzchnie minimalne. Nieco p6zniej Meusnier wykazal, w czysto matematyczny
sposob, ze rownanie to mozna przedstawi¢ w formie réwnania (6.10). (J.B.M.C. Meusnier,
Memoire sur la courbure des surfaces. Mem. Mathem. Phys. Acad. Sc. Paris, pres. par du
Savans, 1785, s. 477-510. Praca ta zostata zaprezentowana przed Francuska Akademia Nauk
juzw 1776 1.) [6, 85, 134].
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Udowodniono, ze dla kazdej zamknigtej krzywej brzegowej istnieje co naj-
mniej jedna stabilna powierzchnia minimalna®' (rys. 6.21). Jezeli krzywa
brzegowa lezy na ptaszczyznie, to powierzchnia minimalna réwniez jest ptaska
i nazywana jest trywialna. Powierzchnie minimalne w ogdlnosci, sa matema-
tycznymi modelami btonek mydlanych w stanie rownowagi, niezaleznie od tego,
czy jest to rownowaga trwata, czy nie. Zatem kazda powierzchnia o mini-
malnym obszarze jest powierzchnia minimalna, ale nie kazda powierzchnia
minimalna jest powierzchnia o najmniejszym obszarze. Powierzchnie o naj-
mniejszym obszarze sa nazywane stabilnymi powierzchniami minimalnymi,
a pozostale powierzchnie minimalne — niestabilnymi powierzchniami mini-
malnymi.

Rys. 6.21. Przyktad antyklastycznej powierzchni minimalne;j
na dowolnym konturze zamknigtym

Uklady powierzchni minimalnych

Pierwszymi odkrytymi nietrywialnymi przyktadami powierzchni minimalnych
byly: katenoida i helikoida***: Katenoida Jest to jedyna powierzchnia obrotowa,
bedaca powierzchnia minimalng. Powstaje ona przez obrot wokot osi z, linii tan-
cuchowej o rownaniu:

#! problem istnienia stabilnych powierzchni minimalnych dla dowolnego konturu

postawit belgijski fizyk, J.A.F. Plateau [68, s. 1]. W calej serii eksperymentéw przeprowa-
dzonych w latach 1843 — 1868, ktorych zebrane wyniki opublikowat w 1873 r. w pracy
Statique expérimentale et théorique des liquides soumis aux seules forces moléculaires,
wykazal on, ze dla kazdej zamknigtej krzywej brzegowej istnieje, co najmniej jedna sta-
bilna powierzchnia minimalna. Dowd6d matematyczny tego twierdzenia przeprowadzit
dopiero w 1933 r. wegierski matematyk Tibor Rado i — niezaleznie — Amerykanin Jesse
Douglas [134].

2 Przyktady pierwszych nietrywialnych powierzchni minimalnych: katenoidy i helikoidy,
pochodza z cytowanej pracy J.B.M.C.



182

yzéa[e:’+e“] (6.11)

Rownanie (6.10) jest nieliniowym rownaniem rézniczkowym czastkowym
drugiego rzgdu, dwoch zmiennych. Znalezienie ogdlnych rozwigzan analitycznych
tego rownania, dla zadanych warunkéw brzegowych, tj. dla zadanej krzywej I,
ograniczajacej powierzchnig S, jest w ogdlnym przypadku bardzo trudne. Wspot-
czesnie wykonuje si¢ to za pomoca badan modelowych lub analizy komputerowe;j
[109, 110, 134].

Wykorzystanie blonek mydlanych jako modeli fizycznych stabilnych po-
wierzchni minimalnych, umozliwilo obserwacj¢ i badanie zjawisk, dotyczacych
uktadow sktadajacych si¢ z wielu stykajacych si¢ powierzchni minimalnych.
Uktady takie moga by¢ bardzo ztozone i sktada¢ si¢ z wielu elementow o roznej
wielkosci. Doprowadzito to do pytania, w jaki sposdb moga taczy¢ si¢ poszcze-
gblne powierzchnie, aby powstaty system byt stabilny.

Rys. 6.22. Ukfad powierzchni minimalnych, ktorych potaczenia
spehniaja reguty Plateau

Problem potaczen powierzchni minimalnych rozwiazal w ogdlnym przypadku
J.A'F. Plateau, podajac reguty, ktore musza by¢ spetnione, aby powstata stabilna
konfiguracja powierzchni minimalnych®* (rys. 6.22). Reguty Plateau okreslaja
strukturg btonek mydlanych w duzych zespotach (tzw. pianach):

3 Plateau podal swoje reguly na podstawie wiclu badan eksperymentalnych opublikowa-

nych w cytowanej pracy.
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— btonki mydlane maja catkowicie gtadkie powierzchnie,

— $rednia krzywizna H czgsci blonki jest zawsze stata w kazdym punkcie w tej
samej czesci blonki,

— styk wigcej niz dwoch komoérek moze by¢ liniowy lub punktowy; w styku linio-
wym ustawiaja si¢ one w taki sposob, ze co najwyzej trzy Scianki stykaja si¢
wzdhuz jednej linii, zwanej linig Plateau, tworzac kat rowny cos '(—1/2) = 120°;
w styku punktowym w jednym punkcie moga si¢ stykaé jedynie cztery Scianki,
tworzac migdzy soba kat rowny cos”'(—1/3) = 109°28'16.3"**.

Konfiguracje, niespetniajace regut Plateau, sa niestabilne i piana natychmiast
dazy do przeorganizowania si¢ w taki sposob, aby je speli¢. Na rysunku 6.23.
pokazano duzy zespdt baniek mydlanych o bardzo regularnym, ptaskim uktadzie.
Uktad ten koresponduje z tesselacjami powierzchni (upakowania okrggdw)
omoéwionymi w rozdziale 3.

Rys. 6.23. Przyktad stabilnej konfiguracji
powierzchni minimalnych

Sposob potaczenia powierzchni minimalnych ma réwniez zwiazek ze sposo-
bami podzialu przestrzeni w najbardziej efektywny sposob. Pojedyncza banka
mydlana (sferyczna) zamyka zadana objgto$¢ powietrza za pomoca najmniejszej
powierzchni, a dwie zlaczone ze soba banki zamykaja za pomoca najmniejszej

4 Jest to jeden z tzw. kqtéw Maraldiego. Nazwa pochodzi od nazwiska J.P. Maraldie-

go, ktory odkryt je w 1712 r., badajac budowe plastra miodu (Obs. sur les abeilles Mém.
Acad. R, Sciences (1712) 1731, 297-331). Wczesniej Kepler wydedukowat na podstawie
wlasciwosci symetrii plastra miodu, ze kat wierzchotkowy kazdej z komorek musi by¢ taki,
jak dla dwunastoscianu rombowego, jednak jego odkrycie pozostalo nie zauwazone. Drugi
z katow Maraldiego wynosi cos '(1/3) =70°31'43.6”, Suma tych katow daje 180° [143,
s. 498].
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powierzchni dwie zadane objetosci powietrza®*’. Blonki mydlane daza do mini-
malizacji swojej powierzchni, aby zminimalizowac energi¢ potencjalna uktadu.
Optymalnym ksztattem dla pojedynczej izolowanej banki jest sfera. W konfigura-
cjach przestrzennych uktad $cianek jest duzo bardziej ztozony.

Powierzchnie minimalne a rosliny

Dwie opisane cechy, charakteryzujace powierzchnie minimalne (w tym
wypadku obiekty nieozywione — blonki mydlane): stala warto$¢ napreze-
nia powierzchniowego, wynikajaca z rdéwnania (6.7) oraz minimalizacja
powierzchni, wynikajaca z dazenia do minimalizacji energii potencjalnej
systemu, znajduja analogie w obicktach nalezacych do §wiata przyrody ozy-
wionej.

Ogodlne zasady, wedlug ktorych struktury biologiczne dostosowuja si¢ do wa-
runkow zewnetrznych, sa znane i analizowane od dawna [143, 110]. Zwrocono
roéwniez uwage na ich cechy fraktalne [113]. Ostatnie badania wykazuja [96],
ze struktury te samooptymalizuja swoj ksztalt przez wzrost, z uwzglednieniem
dziatajacych na nie naturalnych obciazen.

Optymalizacja oznacza w tym przypadku, ze we wszystkich rozpatrywanych
strukturach®*® stan stalego naprezenia na powierzchni ,,biologicznego komponen-
tu” jest zawsze utrzymywany dla naturalnych przypadkdéw obciazenia. Mechanizm
wzrostu drzew zapewnia stata dystrybucje napr¢zen na powierzchni pnia oraz
gatezi [96, 110]. Kiedy drzewo ulega uszkodzeniu, np. galaz zostanie ztamana,
proces gojenia minimalizuje powierzchnig obszaru wokot uszkodzenia. ,,Proces
naprawczy” polega w tym wypadku na minimalizacji powierzchni wokdt uszko-
dzenia oraz powigkszeniu przekroju pnia wokoét niego tak, aby zachowana byta
stata wartos$¢ rozktadu naprezen.

Zasada rownomiernego rozkladu naprgzen powierzchniowych, ktora
w naturze zaobserwowano w drzewach, byta zastosowana do projektowania
i optymalizacji elementéw konstrukcji inzynierskich poddanych dziataniu
obciazen zmeczeniowych [96, 97]. W tym przypadku proces optymalizacji
polega na dopuszczeniu ,,wzrostu” elementu do ksztaltu o stalym naprezeniu
powierzchniowym. Ze wzgledu na wystgpowanie trojwymiarowego stanu
naprezen do optymalizacji jest stosowana stata warto$¢ naprezenia zastepczego
Hubera—Misesa (6.10) [12].

o, :\/%(O'l—0'2)2+(°'z_0'3)2+(‘71_°'3)2 (6.10)

5 Dla przypadku jednej banki udowodnit to w 1884 r. niemiecki matematyk H.A. Schwartz.

Problem dwoch baniek, nazywany w literaturze, z ang. double bubble problem, zostat rozwiazany
dopiero w marcu roku 2000 przez. amerykanskich matematykow: F. Morgana, M. Hutchingsa,
M. Ritoriego i A. Rosa [134].

6 Analizowane byly tak rézne struktury biologiczne, jak pnie drzew, polaczenia galezi,
poroze jeleni, rogi antylopy, pazury tygrysa itp. [96].
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W przypadku optymalizacji konstrukcji inzynierskich, warunek statego napre-
zenia powierzchniowego, nie moze by¢ spetniony dla kazdego mozliwego przy-
padku obciazenia. Podczas gdy zywe struktury, np. drzewa, moga dostosowywac
si¢ do zmieniajacych si¢ warunkéw obciazenia, przez adaptacyjny wzrost —
w konstrukcjach inzynierskich nie jest to mozliwe. Z tego powodu decyzje
optymalizacyjne moga by¢ podejmowane dla najbardziej krytycznego uktadu
obciazen. Potrzeba ustalenia zasady projektowej, ktora by uwzgledniata roézne
przypadki obciazenia w procesie optymalizacji i poszukiwania ksztattu, jest obsza-
rem intensywnych prac badawczych®?.

6.3. Forma jako metafora

Metafora jest sposobem porownywania dwdch zjawisk i odnajdywania podo-
biefistwa nie ich samych, ale relacji, w jakich te zjawiska funkcjonuja. Relacje te
dotycza cech jakosciowych zjawisk [142].

Analogie do uksztaltowanych w naturze efektywnych form strukturalnych
mozna znalezé w rozwiazaniach konstrukcyjnych wielu obiektéw powstajacych
juz od pierwszej potowy XIX w. Obiekty te, najczgsciej pod wieloma wzglgdami
pionierskie, wyrdzniaja si¢ szczegolna cecha — $cista symbioza formy architekto-
nicznej i rozwigzania konstrukcyjnego. Konstrukcja jest w nich nie tylko niezbed-
nym warsztatem, rzemiostem umozliwiajacym zrealizowanie obiektu, ale rowniez
— a moze przede wszystkim — $rodkiem ksztattowania wyrazu architektonicznego
w wymiarze estetycznym. Porownujac je z naturalnymi prototypami form, mozna
w niektorych obiektach zauwazyé zapozyczenie ,,pomystu”, a w innych jedynie
wizualne podobienstwo.

6.3.1. Linearne formy strukturalne

W roku 1850 powstal budynek Victoria Regia House, w Chatsworth, w Anglii
(rys. 6.24b) [77, s. 5]. Obiekt ten, ktorego lekka stalowa konstrukcja miata uktad
faldowych zeber, wypehionych plytami szklanymi, powstat pod wplywem
silnej inspiracji budowa ogromnego, uzebrowanego od dotu liscia rosliny®**

7 C. Mattheck [6, 96] wykazat, ze elementy konstrukcji optymalizowane zgodnie z biolo-
gicznymi zasadami statego naprgzenia powierzchniowego charakteryzuja si¢ minimalng waga.
Na podstawie m.in. jego badan rozwinigto metode ,.ewolucyjnej optymalizacji konstrukcji”
(ESO). Polega ona na iteracyjnym (z zastosowaniem metody elementow skonczonych) elimino-
waniu z konstrukcji nieefektywnie uzytego materialu (o matych naprezeniach). Podstawa
do eliminacji materiatu jest porownanie wielkosci naprezenia Hubera—Misesa z przyjgta wartoscia
poréwnawcza.

8 Obecna nazwa gatunku to Victoria amazonica. Jego liscie osiagaja wielkos¢ do 4 m $rednicy.
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(rys. 6.24a) [110], ktorej miat stuzy¢ jako schronienie i miejsce ekspozycji**’.
Pomyst ten zostal wkrotce powtorzony przez tego samego projektanta w znacznie
wiekszym londynskim Crystal Palace® (rys. 6.24c). Obiekt ten w rewolucyjny
sposob ujawnit potencjat dwoch, stosunkowo nowych wowczas materiatow: stali
i szkla. Zaprojektowany przede wszystkim do celow utylitarnych stat si¢ w nieza-
mierzony sposob swoistym manifestem i zwiastowat zblizajacy si¢ modernizm.

Rys. 6.24. Lis¢ rosliny Victoria amazonica i obiekty inspirowane
jego charakterystyczna budowa (opis w tekscie)

Echa tej samej inspiracji, ale w jakze innej skali i w przeksztalconej tworczo
formie, mozna rowniez odnalez¢ we wielkich modutach konstrukeji poézniejszego

* Budynek zaprojektowat J. Paxton, p6zniejszy projektant Crystal Palace w Londynie.
Projekt ten byt antycypowany przez publikacjg Johna Claudiusa Loudona Remarks on the Con-
struction of Hothouses, z 1817 r., w ktorym po raz pierwszy zaproponowal dach o uktadzie
faldowym (ang. ridge-and-furrow), szklarnig¢ o krzywoliniowym przekroju poprzecznym, zapro-
jektowana przez W. i D. Bailey’6w na podstawie tej publikacji w Bretton Hall (1827-1832) oraz
niektore inne obiekty szklarniowe, jak np. budynek Jardin d’Hiver w Paryzu (1847) [77].

20 7ebra w konstrukeji Crystal Palace zostaly zaprojektowane jako belki z podwieszonym
$ciagiem stalowym, tzw. Paxton gutter.
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o ponad sto lat od Crystal Palace, turynskiego Pallazzo del Lavoro™' (rys. 6.25)
[95, s. 16].

o | 6 | e
MR 1 Vems i e

b)

Rys. 6.25. Palazzo dle Lavoro w Turynie:
a) widok wngtrza, b) widok z zewnatrz

Organiczne ksztalty potaczenia glowic slupéw ze sklepieniem, w katedrze
Sagrada Familia w Barcelonie®”, (rys. 6.26b) koresponduja z podobnym uksztat-
towaniem fragmentu korala madreporowego (rys. 6.26a).

! Zbudowany w latach 1960-1961, wg projektu P.L. Nerviego. Moduty konstrukcji, oparte

na jednym shupie, wysokim na 25 m, maja wymiar 40x40 m [95, s.16], [108].
2 Zaprojektowana przez Antonio Gaudiego.
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Rys. 6.26. Kosciot Sagrada Familia w Barcelonie
a) fragment korala madreporowego, b) detal gtowicy kolumn

Podziat powierzchni zakrzywionych za pomoca siatki szeSciokatnej, inspiro-
wany budowa szkieletu radiolarii (rys. 6.11a), pojawit si¢ juz w konstrukcji pawi-
lonu amerykanskiego na wystawie §wiatowej EXPO’67 w Montrealu. Od tego
czasu rozwiazanie to weszlo na state do praktyki projektowej. Innym, réwnie
wielkim, tego typu obicktem jest koputa EPCOT na terenie DisneyWorld
w Orlando na Florydzie®™® (rys. 6.27b). Jej podobienstwo do struktury oka kryla
antarktycznego (Euphausia superba) (rys. 6.27a) jest bardzo wyrazne.

Rys. 6.27. Geodezyjna koputa prgtowa: a) oko kryla antarktycznego,
b) koputa EPCOT w Orlando, na Florydzie

3 Zrealizowana w latach osiemdziesiatych XX w. Koncepcje konstrukeyjna opracowat
J. Clinton.
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Inny sposdb podziatu powierzchni zakrzywionych, nawiazujacy do filotaks;ji
niektorych roslin, np. rojnika (Sempervivum tectorum) (rys. 6.28a) zostat zastoso-
wany przy ksztattowaniu formy konstrukcji zadaszenia dziedzinca w British

Museum w Londynie (rys. 6.28b)**.

Rys. 6.28. Dziedziniec British Museum w Londynie:
a) filotaksja rojnika b) widok wewngtrzny

Zadaszenie nad peronami i nad wejsciem do budynku Dworca Oriente w Lizbo-
nie (rys. 6.29b) ma formg silnie zdominowana przez uktad stalowych poprzecznych
zeber, odchodzacych od elementow podtuznych. Uklad taki przypomina budowe
kregostupa ryby™ (rys. 6.29a).

Rys. 6.29. Dworzec Oriente w Lizbonie: a) szkielet ryby,
b) widok stalowej konstrukcji przekrycia peronow

2% Obiekt zostal zrealizowany w latach 19942000, wedhug projektu Normana Fostera.

3 Autor projektu, Santiago Calatrava, chetnie przyznaje si¢ do swoich inspiracji formami
naturalnymi, zwlaszcza sylwetkami ludzi i zwierzat.
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Niepozorna gabka nazywana , koszykiem kwiatowym Wenus™***, jest zbudowana

z bardzo cienkich, organicznych wiokien szklanych (rys. 6.30a). Tworza one ztozona,
zakrzywiona przestrzennie strukture siatkowa, ktora posiada jednak dos¢ duza po-
wierzchni¢ otworow. Przestrzenne rozmieszczenie liniowych elementow pozwala
gabce na uzyskanie stosunkowo duzych rozmiar6w. Analogi¢ do tej formy mozna
odnalezé w konstrukcji budynku Swiss Re Tower w Londynie®’ (rys. 6.30b).

k

a) b)
Rys. 6.30. Budynek Swiss Re Tower w Londynie:

a) gabka szklana Euplectella aspergillum, b) widok z zewnatrz

Zupelie innym przyktadem siatki prgtowej zastosowanej na powierzchni
zakrzywionej, eksponujacym nieregularno$¢, a wrgcz pozorna przypadkowosé
rozwiazania, jest konstrukcja obudowy trybun stadionu olimpijskiego w Pekinie
na Olimpiade w 2008 r. (rys. 6.31b). Projektanci®® tego obiektu powoluja si¢
na inspiracj¢ forma ptasiego gniazda wiktacza (rys. 6.31a).

26 Euplectella aspergillum z grupy gabek szklanych (Hexactinellida), zostata opisana w 1841 r.
przez Richarda Owena, owczesnego dyrektora British Museum. Wystgpuje na glebokich wodach
wschodniej czgsci Oceanu Indyjskiego, o piaszczystym dnie. W 2005 r. odkryto, Ze organiczne wiokna
szklane, z ktorych jest zbudowana, wykazuja znacznie wigksza odporno$¢ na kruche peknigcia niz
wiokna produkowane przez cztowieka. Poznanie sposobu wytwarzania tego materiatu przez zywe
komorki pozwoli, by¢ moze, udoskonali¢ wiokna §wiattowodowe produkowane dla telekomunikacji.

7 Projekt Normana Fostera.

8 Projekt szwajcarskich architektow J. Herzoga i P. de Meurona.
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Rys. 6.31. Gniazdo wiktacza (a) i konstrukcja obudowy
stadionu olimpijskiego w Pekinie (b)

6.3.2. Powierzchniowe formy strukturalne

Konstrukcje, do ktérych ksztattowania zastosowano powierzchnie minimalne
pojawity si¢ na przetomie lat piecdziesiatych i szes¢dziesiatych XX w. Byly to

powloki zelbetowe™” i konstrukcje membranowe*®.

Wypracowane zostaly wowczas zasady stosowania membran tekstylnych
w budownictwie®®'. Konstrukcje membranowe sa niemal zawsze ksztattowane
w swojej poczatkowej konfiguracji jako powierzchnie minimalne®®, czesto na

9 Najwybitniejszymi projektantami i badaczami dwukrzywiznowych powtok zelbetowych
byli w tym okresie: pracujacy w Meksyku Hiszpan, Felix Candela oraz Szwajcar, Heinz Isler.

2 pionierem w poczatkowej fazie rozwoju konstrukcji membranowych byl niemiecki
architekt Frei Otto. W zalozonym i kierowanym przez niego Institut fiir Leichte Flachentragwerke (IL)
w Stuttgarcie prowadzono w latach 19641991 badania nad formami strukturalnymi, ktére umozli-
wiaja spetnienie wymagan ,,zasady lekkosci”, tzn. uzyskiwaniu przez optymalizacjg ksztattu stabilno-
$ci i wytrzymatoscei, z uzyciem minimalnej ilosci materialu. W badaniach tych, polegajacych przede
wszystkim na pracy eksperymentalnej, uczestniczyly interdyscyplinarne zespoly sktadajacych sig
z architektow, biologéw i inzynieréw (wg ustnej relacji arch. M. Balza, uczestnika tych prac).

! Réwnolegle rozwijaly sie, glownie w USA, prace nad zastosowaniami konstrukeji pneu-
matycznych. Przetlomowym wydarzeniem dla rozwoju konstrukcji z tkanin byla wystawa §wia-
towa EXPO’70, w Osace, od ktorej zaczgto oba rodzaje konstrukeji traktowa¢ jako jedna grupe
— membran tekstylnych [134].

262 Przeciwnicy takiego projektowania podkreslaja, ze stala warto$é naprezenia powierzchniowego
jest mozliwa wylacznie dla jednego przypadku obcigzenia — w praktyce dla stanu naprezenia wstgpne-
go. Z tego wzgledu ksztattowanie takie jest uzasadnione dla konstrukcji o dominujacym udziale cigza-
ru wlasnego w catosci obciazen. Jednak, w przypadku konstrukcji membranowych tak nie jest.
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modelach z btonki mydlanej (rys. 6.32a). Powierzchnie antyklastyczne moga by¢
realizowane w formie przekryé namiotowych. Przyktadem jest sala sportowa
La Verne College w Kaliforni** (rys. 6.32b).

Rys. 6.32. Konstrukcje z membran tekstylnych ksztaltowane
na podstawie powierzchni minimalnych antyklastycznych: a) model fizyczny powierzchni,
b) sala sportowa La Verne College w Kaliforni

Rys. 6.33. Konstrukcja z membran tekstylnych ksztaltowane
na podstawie powierzchni minimalnych synklastycznych
— pawilon Big Wave w Jokohamie

Powierzchnie synklastyczne (rys. 6.20) moga by¢ realizowane z wiotkich tka-
nin jedynie jako konstrukcje pneumatyczne. Przyktadem jest pawilon Big Wave
na wystawie EXPO’89 w Jokohamie®* (rys. 6.33).

Co wigcej obcigzenia zmienne moga mie¢ — i najczgsciej maja — rozne kierunki dzialania i bardzo
rozne wartosci. Dlatego w wielu przypadkach korzystniejsze jest roznicowanie warto$ci naprgzen
wstepnych, co prowadzi do uzyskania membrany o ksztalcie innym niz minimalny, chociaz stabilnym.

63 Wykonana przez firme, Birdair w 1972 1. (proj. arch. — J. Shaver, proj. konstr.— B. Campbell).
Byt to pierwszy obickt, wykonany z tkaniny z widkna szkalnego pokrytego teflonem (na podstawie
materiatlow firmy Birdair).
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Inspiracja dla formy budynku Opery w Sydney (rys. 6.34b) byly wypetione
wiatrem zagle jachtow na morzu®®. Ale Zelbetowe tupiny przekrycia wydaja sie
blizsze swa forma niektorym rodzajom muszli morskich (rys. 6.34a).

Rys. 6.34. Opera w Sydney: a) przyktad muszli morskiej Acephala,
b) widok budynku z zewnatrz

Nieskonczone wielo$ciany o powierzchniach siodtowych tworza formy struktu-
ralne nazywane gabkami [80, 84] lub labiryntami [24]. Przykladem wystgpowania
takiej formy w przyrodzie jest struktura kostna wypehiajaca gorna czgs¢ czaszki
stonia (rys. 6.35a). Struktur¢ labiryntowa zidentyfikowano réwniez w ukladzie
przestrzennym kamienicy Casa Mila w Barcelonie*® (rys. 6.35b) [84].

Rys. 6.35. Struktura labiryntowa (gabki): a) budowa czaszki stonia,
b) elewacja kamienicy Casa Mila w Barcelonie

64 pawilon Big Wave, na wystawie EXPO’89 w Jokohamie (firma Taiyo-Kogyo).

263 Tak uzasadniat tg forme architekt Jorn Utzon, autor projektu.
%6 Projekt Antonio Gaudiego.
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Tworcy przedstawionych wybranych obiektow kierowali si¢ réznymi prze-
stankami w fazie poszukiwania inspiracji, rozny byt stan dostgpnej im wiedzy
technicznej i stosowali rézne kryteria decyzyjne w wyborze formy. Nie zawsze
poszukiwali inspiracji w naturze. Jezeli pomimo to, mozna dostrzec pewne relacje
pomigdzy ich dzietami a formami naturalnymi, to przyczyna moze by¢ jednosé
uwarunkowan topologicznych obowiazujacych w przestrzeni, ktore wyznaczaja
ramy dowolnosci ksztaltowanych w niej form.

6.3.3. Formy ,,zdekonstruowane”

Istnieja obiekty, ktorych projektanci $wiadomie szukali inspiracji odlegtych od
natury i innych tradycyjnych motywacji, dopatrujac si¢ w zupehie przypadkowym
uktadzie wzoru wizualnego — metafory, wokot ktorej beda mogli zbudowaé swoja
formg. Przyktadem jest stacja kolejowa w Obersdorfie (rys. 6.36b), ktorej projektanci
otwarcie przyznaja si¢ do fascynacji widokiem zlomu lezacego na sktadowisku
(rys. 6.36a). Obraz ten byt dla nich punktem wyjscia w ksztattowaniu formy obiektu.

o

Rys. 6.36. Stacja kolejowa w Oberhausen:
a) inspiracja — sktadowisko ztomu, b) widok budynku stacji
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6.4. Losowos¢ w modelach topologicznych

Mozna wyr6zni¢ dwa aspekty losowosci w modelach topologicznych. Pierw-
szy polega na topologicznej idealizacji losowych wzoréw, znajdowanych w for-
mach naturalnych. Oparte na takich prototypach modele ptaskie moga by¢ nastep-
nie zrekonstruowane jako przestrzenne siatki konstrukcyjne.

Drugi aspekt losowosci odnosi si¢ do grafow, ktorych pewne cechy zostaty
okreslone w sposob losowy. Dotyczy to wlasciwosci kombinatorycznych grafow,
takich jak: liczba wierzchotkéw, czy liczba i konfiguracja krawedzi grafu. Nieza-
leznie od sposobu, w jaki losowos¢ zostata wprowadzona do modelu, jego struktu-
ralna przydatno$¢ musi by¢ zweryfikowana przez sprawdzenie podstawowych
warunkow topologicznych. Nastgpnie moze on by¢ poddany dalszym przeksztat-
ceniom, tak jak modele utworzone w sposdb deterministyczny.

6.4.1. Grafy losowe

Wyobrazmy sobie zbior wierzchotkow z ,,wyjsciami” w kierunku wszystkich
mozliwych krawedzi (wierzchotki przygotowane jak dla grafu pelnego). Dla kaz-
dego ,,wyj$cia” wykonujemy rzut moneta. Jezeli wypadnie orzel, w ,,wyjsciu”
umieszczona zostanie krawedz. Jezeli wypadnie reszka — wyjscie bedzie usunigte.
W wyniku takiej procedury krawedz jest realizowana z prawdopodobienstwem
p = 7 . Ten prosty przyktad, podany przez E. Palmera [111, s. 98], wyjasnia
ogo6lna ideg graféw losowych, formalnie ujeta w definicji 6.2.

Definicja 6.2. Graf G = G(n, p) jest grafem losowym o n wierzchotkach, jezeli
jego krawedzie sq wybrane niezaleznie od siebie, z prawdopodobienstwem

p=p(n).

Innymi stowy, dla kazdej pary wierzcholkow (v;, v;) istnieje krawedz e; z
prawdopodobienstwem p. Oczekiwana liczba krawedzi grafu G, oznaczana ¢,
dana jest rownaniem (6.11) [71].

q=[£j~p (6.11)

Na rysunku 6.37 przedstawiono wizualizacje opisanego przyktadu. Graf ma
osiem wierzchotkow, ,,wyjscia” dla krawedzi sa zaznaczone cienkimi liniami
czerwonymi, a krawedzie zrealizowane w wyniku eksperymentu®®’ — liniami czar-
nymi. Prawdopodobiefnstwo wylosowania kazdej krawgdzi wynosito p = 5. Przy-
ktadowy graf moze by¢ zatem opisany jako G = G(8,2) Osiem wierzchotkow

7 Eksperyment polegal na losowaniu dla kazdego ,,wyjécia”, czy ma by¢ zrealizowane
jako krawedz, przez rzut moneta.
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i dwadziescia osiem ,,wyj$¢” daje mozliwo$¢ wylosowania 251 548 592 grafow
stopnia 8, ktore moga by¢ narysowane.

Ze wzgledu na przydatno$¢ strukturalng jest mozliwe nalozenie pewnych
ograniczen na procedurg losowego wyboru. Mozna na przyktad narzuci¢ minimal-
ny stopien wierzchotkéw po zakonczeniu losowania. W takiej sytuacji korzyst-
niejsze moze by¢ losowanie nie krawedzi, ktore beda zrealizowane lecz krawedzi,
ktére beda usunigte. Jezeli usunigcie krawedzi prowadzitoby do obnizenia walent-
no$ci incydentnego z nia wierzchotka, ponizej narzuconej wartosci losowanie
byloby powtarzane.

a) b)

Rys. 6.37. Losowa realizacja krawgdzi w grafie:
a) graf ze wszystkimi ,,wyjsciami” dla mozliwych realizacji krawedzi,
b) graf powstaly przez losowy wybor realizowanych krawedzi

Podany przyktad odwotuje si¢ do klasycznego modelu graféw losowych, majacego
swoj poczatek w pracach P. Erddsa i A. Rényiego, opublikowanych okoto pig¢dziesiat
lat temu. Obecnie sa stosowane w ramach tej teorii trzy podmodele, oznaczane jako
A, B i C, z ktorych kazdy w nieco inny sposob ujmuje problem graféw losowych
[111, s. 5]. Niniejszy rozdziat oparty jest na sformutowaniach modelu A*®*.

Do opisu zlozonych struktur zaré6wno regularnych, jak i calkowicie niesyme-
trycznych, stosuje si¢ statystyczne charakterystyki topologiczne®®. Najwazniejsze
z nich to $rednia walentno$¢ wierzchotkow (krawgdziowa) » i $rednia walentno$é
Scian (krawedziowa) ¢ , okreslone odpowiednio réwnaniami (6.12) 1 (6.13).

=12 (6.12)

% Jedna z roznic pomigdzy modelem A a modelami B i C jest to, ze w tym modelu wszystkie

krawedzie sg losowane z tym samym prawdopodobienstwem [111, s. 98].
269
Patrz pkt 2.3.5.
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2
g=" (6.13)
n

gdzie: V, — liczba r-walentnych wierzchotkow,
V, — liczba g-walentnych $cian [87, s. 18—-19].
Dla graféw losowych stopnia n (majacych n wierzchotkéw), prawdopodobien-
stwo P(G), ze graf G ma g krawedzi, okreslone jest rownaniem (6.14) [111,s. 7]

P(G)=p'(1- p)[Z}q (6.14)
a walentno$¢ r; wierzchotka i ma rozktad dwumianowy o parametrach n—1 1 p [9]:
P(r,. :r):Cprr(l—p)WH (6.15)

gdzie: C,_, — liczba réwnowaznych sposobéw wyboru r réznych wierzchotkow

koncowych, dla krawedzi zaczynajacych si¢ w wierzchotku i.
Oczekiwana warto$¢ Sredniej walentno$ci wierzchotkow wynosi:

r=p(n—1) (6.16)

Rozktad liczby wierzchotkéw o walentnosci 7; jest zblizony do rozktadu Pois-
sona, zgodnie z ktorym wigkszo$¢ wierzchotkéw ma w przyblizeniu taka sama
warto$¢ walentnosci, bliska $redniej walentnosci r.

Rozpatrzmy teraz przyklad formy strukturalnej opartej na przypadkowym
wzorcu naturalnym, ktorej siatka jest odzwierciedleniem uktadu spgkan na po-
wierzchni pokrywy lodowej jeziora (rys. 6.38a).

a)

Rys. 6.38. Forma strukturalna oparta na przypadkowym wzorcu naturalnym: a) spgkana tafla
pokrywy lodowej jeziora, b) graf odpowiadajacy wzorcowi z rys. (a)
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Jezeli zastapimy linie spekan odcinkami i uzupelnimy rysunek konturem brze-
gowym (rys. 6.38b), to otrzymamy schemat pewnej siatki losowo rozmieszczo-
nych pretow. Dla takiej struktury mozemy sporzadzi¢ diagram wystgpowania
wszystkich r-walentnych wierzchotkow (rys. 6.39a) i g-walentnych $cian
(rys. 6.39b). Rozklady te sa charakterystyczne. Srednie wartosci w tym przykta-

dzie wynosza: r=3.963 i ¢ =4.041.

06 - 045 -
04 4

0.5 4
0.35 1 —1

04 1 0.3 1
0.25 1

0.3 4
0.2 4

0.2 0.15 1
0.1 4

0.1
0.05 4

0 + 0 y +
3 4 5 6 3 4 5 6 7
a) b)

Rys. 6.39. Rozklad statystycznych charakterystyk dla struktury z rys. 6.38b):
a) r-walentnych wierzchotkow, b) g-walentnych $cian

Dla duzych systemow musi by¢ spetniony warunek (6.17) [87, s. 26].

LI (617)
roqg 2

W omawianym przyktadzie struktury wzorowanej na uktadzie spgkan pokrywy
lodowej mamy: 1/3.963 +1/4.041 =0.4998 = Y.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze nawet dla stosunkowo niewielkich struktur
losowych, niezaleznie od sposobu ich generowania, statystyczne wielkosci ich cha-
rakterystyk topologicznych daza do oczekiwanych wielkosci granicznych.

6.4.2. Sieci losowe

Niektore aspekty efektywno$ci systemow strukturalnych moga by¢ scharakte-
ryzowane przez $rednia dlugos¢ $ciezki’”® /. Odleglo$é od wierzchotka v; do

wierzchotka v; jest mierzona liczba krawedzi, niezbednych do przej$cia pomigdzy
tymi wierzchotkami (w grafach skierowanych odleglos¢ od v; do v; nie musi by¢

20O takim wskazniku efektywnosci konstrukeji, odnoszacym sie do najkrotszej drogi prze-

kazywania obciazen na fundamenty, pisat Frei Otto w Architecture et Bionique. Construction
naturelles. Editions Delta et Spes (1985).
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taka sama jak od v; do v;). Srednia dlugos¢ sciezki ] jest $rednia arytmetyczna
wielkosci najkrotszych sciezek dla wszystkich par wierzcholkow w grafie.
W grafach losowych $rednia dlugos¢ sciezki jest proporcjonalna do logarytmu ze

stopnia grafu: [ = log n [10, s. 105]. Zaobserwowano, ze nawet dla bardzo duzych

grafow [ jest relatywnie mate. Jest to tzw. efekt ,,$wiat jest maty””' [10, s. 105].

W modelu Erdésa—Rényiego zalozono ,,idealng” losowo$¢, czyli kazda mozliwa
krawedz miata takie samo prawdopodobienstwo realizacji. Byt tez stosowany w nieco
zmienionej wersji, jako tzw. model konfiguracji, w ktérym graf ma okreslona dystry-
bucj¢ walentnosci wierzchotkdw, py, zamiast stalej wielkosci prawdopodobienstwa.

Odmienne podejscie jest stosowane w sieciach bezskalowych?”, czyli sieciach,
ktore charakteryzujq si¢ bardzo nieréwnomiernym rozktadem krawgdzi (potaczen).
Zdecydowana wigkszos¢ wierzchotkow (weztéw) takiej sieci jest potaczona z nie-
wielka liczba innych wierzchotkdw, a niewielka liczba wierzchotkow jest potaczona
wielka liczba krawedzi z innymi wierzchotkami. Wezty takie, nazywane tez hubami,
znaczaco przyspieszaja dystrybucje wielkosci przekazywanych przez krawedzie
jako nosniki: sit, informacji (np. w przypadku sieci telekomunikacyjnych) itp.
Obecnos¢ hubdw istotnie skraca srednig dlugos¢ Sciezki w sieci. Przyktadem zasto-
sowania takiego rozwiazania w ksztattowaniu systemow konstrukcyjnych sa podpo-
ry przekrycia hali dworca lotniczego w Stuttgarcie (rys. 6.40).

- >

g =S===t LT £ 2 N

- - "

T

Rys. 6.40. System konstrukcyjny przekrycia hali lotniska w Stuttgarcie
ma uktad analogiczny do sieci bezskalowej

Przyktadem sieci typu ,,$wiat jest maly” jest sie¢ Barabasi—Alberta [9]. W tym
modelu graf jest konstruowany w procesie rekurencyjnym, w ktorym stosowana
jest zasada preferowanego polqczenia. Polega ona na tym, ze gdy kazdy nowy

271
272

Ang. small-world effect.
Ang. scale-free networks.
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wierzcholek o m krawedziach jest dodawany do grafu, nowe krawedzie tacza si¢
z istniejacymi wierzchotkami, a prawdopodobienstwo polaczenia z danym wierz-
chotkiem zalezy od jego walentnosci:

V.
= (6.18)
=5

i hj

J

gdzie: r; — walentno$¢ wierzchotka i,
i, ] — oznaczaja sumowanie po wierzchotkach grafu.

Oznacza to, ze nowy wierzchotek najpierw taczy si¢ krawedziami z istnicja-
cym wierzchotkiem o najwigkszej walentnosci. Dzigki temu, graf zawiera rela-
tywnie mata liczbg wierzchotkdow o duzej walentnosci (hubow). Prawdopodobien-
stwo, ze wierzchotek i ma walentnos¢ r; ma rozktad wyktadniczy [10, s. 102].

P(r,) o r” (6.19)

gdzie y— wyktadnik.
W modelu Barabasi—Alberta, =3, podczas gdy w grafach tego typu obser-
wowanych w naturze, 2< y< 3. Srednia dtugos¢ sciezki w tych grafach jest loga-

rytmicznie proporcjonalna do liczby wierzchotkdéw: [ o log n. Przez wyktadniczy
rozktad walentno$ci wierzchotkdéw, system przejawia swoja samoorganizacj¢ do
stanu bezskalowego. Przedstawiono poréwnanie przyktadowych grafow losowych
wedlug modelu Erdosa—Rényiego (rys. 6.41a) i sieci typu ,,$wiat jest maty”, we-
dlug modelu Barabasi—Alberta (rys. 6.41b) [10, s. 105].

a) b)

Rys. 6.41. Porownanie przykladowych grafow losowych: a) wedtug modelu Erdésa—Rényiego,
b) sieci typu ,,$wiat jest maty”, wedtug modelu Barabasi—Alberta

Opisany sposob konstruowania graféw losowych jest czgsto opisywany jako
ewolucja®”. Proces rozpoczyna si¢ od zbioru n wierzchotkow i jest kontynuowany
przez sukcesywne dodawanie losowo wybranych krawedzi. Na kazdym etapie

23 Nazwa ,,$wiat jest maly” pochodzi od Stanleya Milgrama, ktory w wyniku przeprowa-

dzonego w 1967 r. eksperymentu stwierdzil, ze ,,odlegtos¢” pomigdzy dowolnymi dwiema
osobami na Ziemi, mierzona liczba posrednikow w przekazywaniu informacji wynosi ok. 6 0sob.
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tego procesu, graf reprezentuje zwigkszajace si¢ prawdopodobienstwo p: gdy
p — 1, graf staje si¢ grafem kompletnym.

Zaskakujaca cecha graféw losowych jest to, ze ich istotne wlasciwosci poja-
wiaja si¢ nagle. Oznacza to, ze dla danej wielkosci o prawdopodobienstwie wy-
stapienia p, prawie wszystkie grafy maja t¢ cechg albo prawie zaden jej nie ma.
Ta zmiana ma charakter gwaltowny i zawsze istnieje pewne krytyczne prawdopo-
dobienstwo p.(n). Okres$lanie wartosci tego prawdopodobienstwa dla konkretnej
wielkosci wychodzi poza zakres teorii grafow losowych®”* [9, s. 55].

6.5. Wybrane przyklady procedur ksztaltowania
form strukturalnych

Przedstawionych zostanie kilka wybranych praktycznych metod ksztattowania
form strukturalnych, ktérych wspolna cecha jest odniesienie przede wszystkim do
topologicznej relacji migdzy elementami tworzacymi form¢. Przedstawiony opis
jest z konieczno$ci, podyktowanej rozmiarami niniejszej pracy, bardzo podstawo-
wy, ale pozwala na wyrobienie sobie opinii o zakresie przydatnos$ci, zaletach
i wadach kazdej z metod.

6.5.1. Konstrukcje o ukladzie aperiodycznym,
z zastosowaniem siatek linii Ammanna

W rozdziale 3.2.2 opisano jedna z grup tesselacji periodycznych — parkietaze
Ammanna. W parkietazach tych?”> mozna zastosowa¢ dodatkowa konstrukcje,
ktéra utatwia ulozenie ptytek parkietazu w taki sposob, zeby zapewniona byta
aperiodyczno$é. Konstrukcja ta nosi nazwe linii Ammanna. Przy prawidtlowym
utozeniu plytek, ich linie Ammanna tworza w calym parkictazu linie proste
(rys. 3.18). Parkietaze i ich linie Ammanna sa wzajemnie dualne [5, s. 21-24].

W podstawowym opisie, liniec Ammanna sa jedynie pomocnicza konstrukcja
ulatwiajaca rysowanie parkietazu. W bardziej sformalizowanym opisie sa to ro-
dziny linii réwnolegtych, migedzy ktorymi wystepuja dwie odleglosci: dluga L
i krétka S, o stosunku v=L/S. Te dwie rodziny linii tworza siatke, ktora jest na-
zywana siatka linii Ammanna. Ich struktura matematyczna pozwolita oddzieli¢ je
od pierwotnego przeznaczenia i traktowaé jako niezalezne obiekty. Dzigki temu
znalazly zastosowanie w wielu innych dziedzinach’”®. Dlugie i krotkie odstepy

2™ Analiza zjawisk, charakteryzujacych sie takimi nagtymi zmianami stanéw, zajmuje si¢

Teoria katastrof, René Thoma, patrz np. [48].
7 Réwniez w parkietazach Penrose’a.
%76 Najszersze zastosowanie znalazly siatki linii Ammanna w krystalografii [91, s. 1452].
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migdzy liniami wystgpuja w tych siatkach w kolejnosci odpowiadajacej szeregom
rekurencyjnym typu Fibonacciego i podobnym [91, s. 1437].

Struktura matematyczna siatek linii Ammanna

Jak pokazano (patrz pkt 3.2.3), tesselacje Ammanna wykazuja fraktalne sa-
mopodobienstwo — moga by¢ powigkszane (inflacja) lub pomniejszane (deflacja)
w taki sposob, ze plytki podziatu wigkszego moga byé w catosci wypeklnione
ptytkami podziatu mniejszego (rys. 3.20). Proces inflacji/deflacji moze by¢ kon-
tynuowany w nieskonczonos¢, co powoduje, ze ma on charakter fraktalny. Ana-
logicznie, siatki linii Ammanna, odpowiadajace wigkszemu i mniejszemu po-
dzialowi, wykazuja wlasciwos¢ samopodobienstwa. Wynika to z faktu, Ze istnieja
inne, wigksze lub mniejsze warto$ci odstepow /i s, o tym samym wspdlczynniku
skali (6.19), (6.20).

Ly 1< s<s (6.19)
S

L E:l (6.20)
[ s

Wspotczynnik A jest nazywany odpowiednio wspotczynnikiem deflacji lub in-

flacji i jest on wspotczynnikiem skali dla nowych generacji linii (rys. 6.42).

N LY AV

1

s
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/

Rys. 6.42. Dwie rodziny linii Ammanna dla parkietazu A4
— podstawowego i powigkszonego

Mozna zauwazy¢, ze dwie odleglosci siatki linii Ammanna sg wielko$ciami
charakterystycznymi dla pewnej macierzy (6.21) oraz ze wspolczynniki inflacji
i deflacji sa warto§ciami wlasnymi tej macierzy, ktdéra nazywamy macierza gene-
rujaca 4 [91, s. 1438]:
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L:a,Ll+a 621)

S=a’l+a’s

. 7 . . . .
gdzie: a; € N,— niezerowe liczby calkowite, tworzace macierz A.

Suma wyrazéw w zadnym rzedzie ani w zadnej kolumnie macierzy nie moze
by¢ rowna zeru.

Wspolczynnik skalujacy 4 mozna wyrazi¢ przez wyrazy macierzy 4 (6.22),
(6.23), (6.24):

v=—>= 6.22
l—alL ( )
yot i (6.23)
q,
(ﬂ—af)(l—af) =a'a’ (6.24)

Wyrazenie okre$lajace wartosci wlasne macierzy 2x2 jest dane réwnaniem
(6.25):

1
Ay = E(af +a’ i\/(af +a’ )2 +4(alsaf —afaf)j (6.25)

Niezbedny warunek wzajemnej odwrotnos$ci proceséw inflacji i deflacji siatki
linii Ammanna jest dany przez (6.26), (6.27):

det (A)==+1 (6.26)
A =a’a —alal =+1 (6.27)

Wspolezynnik odstgpu v mozna otrzymac z réwnania (6.28):

1 2
Vi :E[‘%L -a’ i\/(af —af) +4alsafj (6.28)
Wspotczynnik skalujacy jest granica ciagu rekurencyjnego (6.29):

(b+\/b2 +4a) (6.29)

1
N, N 2
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Duze i male odstepy w siatkach linii Ammanna tworza sekwencje rekurencyjna,
taka jak szeregi Fibonacciego (jezeli wspotczynnik skalujacy jest rowny statej ztotego

. 1 . . . .
podzialu A =7 = 5(1 +\/§ ), lub inne szeregi podobne do szeregu Fibonacciego [91,
s. 1441-1444], [135]. Mozliwe jest takze wielokrotne ztozenie siatek linii Ammanna,
w wyniku czego powstaja tesselacje quasi-periodyczne [91, s. 1447].

Zastosowanie siatek linii Ammanna w ksztaltowaniu form strukturalnych

Roézne formy parkietazy aperiodycznych oraz zwiazane z nimi siatki linii
Ammanna mogg znalez¢ zastosowanie w ksztaltowaniu architektonicznych form
strukturalnych. Za przyktad moze stuzy¢ rozwiazanie rusztu ptaskiego, jako prze-
krycia o duzej rozpigtosci.

Rys. 6.43. Przyktad rusztu trojwarstwowego,
zbudowanego na podstawie parkietazu aperiodycznego AS
i siatki linii Ammanna

Mozliwe sa dwa rodzaje rozwiazania konstrukcji rusztu oparte na tesselacji
aperiodycznej. Pierwszy z nich to jednowarstwowy ruszt ptaski, o geometrii od-
powiadajacej np. parkietazowi A5. Drugi rodzaj konstrukcji to ruszt o identyczne;j
geometrii, ale o uktadzie trojwarstwowym. W tym przypadku ruszt odpowiadajacy
parkietazowi A5 stanowi gérna warstwe rusztu, a zwigzana z nim siatka linii
Ammanna — warstw¢ dolng. W warstwie §rodkowej mozliwe jest zastosowanie
pionowych shupkéw, rozmieszczonych w statych punktach linii Ammanna, tzn
w punktach przecigcia tych linii z krawedziami plytek (rys. 3.18) lub — alterna-
tywnie — rozmieszczenie krzyzulcow ukosnych, ktorych jeden wierzchotek bedzie
si¢ znajdowal w wezlach siatki dolnej, a drugi — w weztach siatki gornej.

Przyktad rusztu trojwarstwowego, zbudowanego na podstawie parkietazu A5
1 siatki linii Ammanna, z pionowymi slupkami w warstwie $rodkowej, przedsta-
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wiono na rysunku 6.43. Analizg efektywnos$ci konstrukcyjnej tego rozwiazania
przedstawiono w rozdziale 7.

Konstrukcja ,,dachu Wieringa”

W roku 1980, holenderski matematyk, Nicolas de Bruijn, odkryt sposob
podziatu obiektow umieszczonych w przestrzeni o wymiarze d przez projekcjg
regularnych obiektow z przestrzeni o wyzszych wymiarach [126, s. 16].

Ilustracja tego sposobu postgpowania jest przyktad linii prostej (d = 1),
podzielonej przez umieszczenie jej na dwuwymiarowej siatce (d = 2). Jest to ana-
logia do sposobu rysowania schodéw. Aby uzyska¢ dwuwymiarowy parkietaz
quasi-krystaliczny, nalezy zastosowa¢ upakowanie pigciowymiarowych hiperszescia-
now (d =5). Po wykonaniu sekwencji kilkukrotnego rzutowania na plaszczyzng,
mozna uzyska¢ dokladny parkietaz, z odpowiadajaca mu siatka linii Ammanna.
Zasadg tej metody ilustruje rysunek 6.44 [122, s. 65].

Rys. 6.44. Zasada konstrukcji parkietazu aperiodycznego
przez rzutowanie z przestrzeni (d = 5) — opis w tekscie

Wspotpracownik de Bruijna — R. Wieringa, zauwazyl, ze jesli zamiast hiper-
sze$cianow pigciowymiarowych zostang uzyte hiperszesciany sze§ciowymiarowe
(d = 6), to dwuwymiarowy (ptaski) parkietaz Penrose’a stanie si¢ siatka trojwy-
miarowa (przestrzenng). Ta nowa tesselacja bgdzie zbudowana z takich samych
rombow, jak parkietaz ptaski, jednak inaczej zorientowanych. Taki przestrzenny
wariant parkietazu nieperiodycznego nosi nazwg dachu Wieringa [115, s. 1].

Dach Wieringa mozna skonstruowac, jezeli pig¢ srodkowych wektorow — kra-
wedzi parkietazu Penrose’a, bedzie skierowanych rownolegle do wektorow tacza-
cych $rodek dudziesto$cianu foremnego i pig¢ jego wierzchotkow. Mozliwe jest



206

réwniez odtworzenie struktury dachu Wieringa przez uktad naktadajacych sig
wielo$ciandéw, np. dziesigciobokoéw lub naktadajacych si¢ gwiazd pigciokatnych
[115, s. 1-2]. Podobna konstrukcje, oparta na wektorach rozchodzacych si¢ pro-
mieni$cie ze $rodka wielokata lub wiclo$cianu (tzw. wektory gwiazdziste), zapro-
ponowat Haresh Lalvani*’’ [81, s. 145-149]. Ideg tej konstrukcji przedstawiono na
rysunku 6.45. Przyklad trojwymiarowego odpowiednika parkietazu Penrose’a

przedstawiono na rysunku 6.46°7%.

Rys. 6.45. Zasada konstrukcji parkietazu aperiodycznego w oparciu
o wektory gwiazdziste, rozchodzace sig ze srodka wieloscianu

Rys. 6.46. Przyktad trojwymiarowego odpowiednika
parkietazu Penrose’a — dachu Wieringa

7 Patrz réwniez prace [82, 83, 107, 154].

28 Konstrukcja tego podziatu przestrzeni i rysunek zostaly opracowane przez Ture Westera
[162]. Rozwiazania oparte na formach zblizonych do dachu Wieringa probowal stosowac
w budynkach mieszkalnych w stanie Kolorado (USA), S. Baer, juz w latach 60. XX w. [7].
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Matematycznie, formy przedstawione na rys. 6.46 opisuje teoria zonotopow
[175, s. 198-208 i 217-224]. Konstrukcja dachu Wieringa stwarza mozliwosé¢
kreowania wielu nowych interesujacych form przestrzennych, jednakze szczegd-
lowe oméwienie tego zagadnienia wykracza poza ramy tej pracy.

6.5.2. Konstrukcje o ukladzie kratownicy Michella

W 1904 r. A.G.M. Michell przedstawit praceg, w ktorej zostaly sformutowane
warunki optymalnego, ze wzgledu na kryterium objeto$ci uzytego materiatu,
ksztattu konstrukcji pretowych?”. Jego praca wykazata, ze optymalny ksztalt
konstrukeji pretowej poddanej dziataniu zadanego uktadu obciazen, koresponduje
z uktadem linii trajektorii sit wewngtrznych w analogicznie obciazonej konstrukcji
powierzchniowej [173]. Przedstawiono na rysunku 6.47 schemat optymalnego
uksztattowania konstrukcji poddanej dziataniu jednej sity poziome;j.

Topologig struktur opisanych przez Michella charakteryzuja tzw. spirale Michella.
Sa to linie nalezace do jednej z dwdch rodzin, widocznych na rys. 6.47, ktore przeci-
naja si¢ pod katem prostym. W $cistym rozwiazaniu spirala Michella jest krzywa, lecz
do celdéw praktycznych, definiuje si¢ ja jako lini¢ famana [127, s. 130].

) ]
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Rys. 6.47. Schemat optymalnego uktadu pretow
w konstrukcji obciazonej jedna sita pozioma, wg A.G.M. Michella

Definicja 3.2. Niech r, definiuje zbior promieni ze wspolnego srodka, O, dla
1=01, 2, .., q Niechp,, 1 =0, 1, 2, ..., g1, definiuje ditugos¢ linii zaczynajqcych
sie w punktach polozonych na promieniu r; i konczqcych sie w punktach o promie-
niu vy Wtedy spirala Michella stopnia q jest zdefiniowana przez polqczenie
od konca do konca linii o diugosci p;, spetniajqcych warunki:

Vg =ar, p;=cr, 120, 1, 2,...,q (630)

gdziea> 0ic> 0.

2 A.G.M Michell The Limits of Economy of Material in Frame Structures. Phil Mag. S.6.
Vol. 8. No. 47, (1904), s. 589-597. Publikacja ta, przez dlugi okres niedoceniona, zostala
w latach 70. ubiegtego stulecia ponownie ,,odkryta”, m.in. w pracach W. Zalewskiego [173, 174].
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Jezeli

__sing c=__Sing (631)

() sin(f+9)’
to sekwencja ta generuje spiralg Michella, przedstawiona na rysunku 6.48.

Uktad pretow opisany przez topologi¢ Michella charakteryzuje sig¢ tym,
ze w pretach nalezacych do jednej rodziny, przy zadanym obciazeniu wystepuja
sity tego samego znaku. Sformalizowany sposob opisu, umozliwia konstruowanie
systemow dostosowanych do bardzo réznych warunkow.

Rys. 6.48. Przyktad spirali Michella stopnia g = 4,
dla g =n/16, 8=n/6

Rys. 6.49. Relacja filotaks;ji stonecznika i topologii Michella
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Do ciekawej obserwacji prowadzi poréwnanie kratownicy Michella z filo-
taksja stonecznika. Podobnie jak w przypadku filotaksji ananasa (patrz pkt
6.2.1), w owocu stonecznika mozemy dostrzec dwie rodziny linii spiralnych,
tworzacych charakterystyczne uklady, korespondujace z kratownica Michella
(rys. 6.49).

Topologia Michella umozliwia realizacj¢ roznych form strukturalnych, kto-
re cechuja si¢ duza rownomiernoscia wykorzystania wszystkich elementow
[127, s.129]. Przyktad konstrukcji opartej na tym modelu przedstawiono
w rozdziale 7.

6.5.3. Generowanie siatek konstrukcyjnych
przez iloczyn kartezjanski grafow losowych

Iloczyn kartezjanski grafow, przedstawiony w rozdz. 4.5, jako jedna z metod
generowania pretowych siatek przestrzennych, moze by¢ zastosowany rowniez
do grafow losowych.

Mozna wybra¢ jeden z czynnikow iloczynu graf losowy, a jako drugi — graf
losowy lub deterministyczny. Otrzymany iloczyn kartezjanski bgdzie nowym
grafem, zachowujacym wprowadzony poziom losowosci.

Nawiazujac do przyktadu z rysunku 4.30, potraktujmy przedstawiona na nim
siatke przestrzenna, jako iloczyn dwoch grafow planarnych. Jeden z nich, ozna-
czony X, jest iloczynem dwoch Sciezek o 5 1 6 wierzchotkach, w ktdérym przez
losowy wybor usunigto czg§é wierzchotkow, wraz z incydentnymi z nimi krawg-
dziami. Drugi graf, oznaczony Y, jest $ciezka o 3 wierzchotkach (rys. 6.50).
Iloczyn kartezjanski obu graféow daje graf H=X0O Y — trojwymiarowa siatke
(rys. 6.51), losowo rozniaca si¢ od siatki z rysunku 4.30.

X = losowe P,OP, Y=P,

Rys. 6.50. Dwa grafy ptaskie X'i Y
— czynniki iloczynu kartezjanskiego; w grafie X
losowo usunigto niektore krawedzie
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X-wiokno = XxV/(Y)

H = XoY = (losowe P,0P,)oP,

Rys. 6.51. Graf losowy H
—iloczyn kartezjanski grafow XiY
zrys. 6.50

Kazdy podgraf, ktory jest iloczynem jednego z grafow, G i1 wektora krawg-
dziowego {h}, innego grafu, H:

GxV(H)=|J(Gx{h}) (6.32)

heH

jest nazywany G-widknem i oznaczany G". Kazdy G x{h} jest kopia G. Iloczyn
kartezjanski jest zatem suma wszystkich G-wiokien 1 analogicznie — suma wszyst-
kich H-wldkien [67, s. 4]. Na rysunku 6.51 jedno z X-wiokien jest zaznaczone
na czerwono. Losowos¢ w iloczynie kartezjanskim mozna wprowadzac przez
manipulowanie poszczegolnymi widknami graféw, dzigki czemu mozliwa jest

, . , 2
kontrola koncowego poziomu losowosci*™.

6.5.4. Metoda rekonstrukeji topologicznej
dzwigarow powierzchniowych

Przedstawione w rozdziale 5 metody rekonstrukcji przestrzennej, dotyczyty
modeli dyskretnych. Uzyskane w ich wyniku formy strukturalne miaty charakter
struktur pretowych. Jednak ich naturalne prototypy, jak wskazano w pkcie 6.2,
miaty czgsto charakter powierzchniowy, ciagly. Ich zamiana w formg strukturalng
byla zatem procesem dyskretyzacji, zamieniajacym formg ciagla na forme¢ dys-

80 poziom losowosci jest tu pojeciem umownym i odnosi si¢ intuicyjnie do iloci widkien
grafu bedacego iloczynem kartezjanskim, w ktorych wprowadzono losowe zaburzenia struktury.
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kretna. Ponizej przedstawiono koncepcje metody, nazwanej rekonstrukcjq topolo-
giczng dzwigarow powierzchniowych, w ktoérych budowa modelu przebiega
w kierunku odwrotnym: od dyskretnego prototypu, do powierzchniowej formy
strukturalne;j.

Strumienie sil w dzwigarach powierzchniowych

Rozpatrzmy na wstgpie relacje pomigdzy dzwigarami powierzchniowymi
i strumieniami sit wystgpujacymi wewnatrz konstrukcji. Koncepcja strumieni sit
pojawita si¢ w pracach W. Zalewskiego®™' i — nieco pozniej — J. Schlaicha®®?,
U zZrédet obydwu metod lezy spostrzezenie, ze konieczno$¢ spelnienia zasady
minimalnej energii powoduje, iz w konstrukcji powierzchniowej obciazenia ze-
wnetrzne przenoszone sa w sposob podobny jak w przypadku kratownic, czyli
wytwarzaja si¢ swoiste ,,Sciezki”, po ktorych sa one przekazywane mozliwie naj-
krotsza droga na podpory. Obydwie metody pozwalaja zastapié¢ ciagle obszary
przekazywania napr¢zen — wyimaginowanym systemem pretow, ktore przenosza
tylko §ciskanie i rozciaganie [173].

Podstawowa koncepcja obu metod polega na podziale dzwigara powierzch-
niowego na mniejsze podobszary dwoch rodzajow:

— obszary statycznej nieciaglosci, oznaczane litera D lub T2,

— obszary liniowego rozktadu naprezen, oznaczanych litera B lub R*,

Rozktad obu rodzajow podobszarow zalezy od trajektorii naprezen gtownych,
ktére wynikaja z obciazen dziatajacych na dzwigar i z warunkow podparcia. Na-
stepnie trajektorie naprgzen sg traktowane jako wirtualna, kratownicowa kon-
strukcja pretowa. Prety w takiej konstrukeji moga mie¢ konfiguracj¢ rownolegta,
wachlarzowa lub mieszang. Przekroj pretow moze by¢ pryzmatyczny, butelkowy
lub wachlarzowy. Tak, jak w rzeczywistej konstrukcji kratownicowej, wszystkie
prety sa albo $ciskane, albo rozciagane. Laczace je wezly moga przenosié¢ $ciska-
nie (oznaczane jako typ CCC), rozciaganie (oznaczane jako typ TTT) lub $ciska-
nie i rozciaganie (oznaczane jako typy CCT i CTT).

Na rysunku 6.52 przedstawiono og6lna zasadg konwersji konstrukcji powierzch-
niowej w pretowa. Przykladowa belka-Sciana jest obciazona w potowie rozpigtosci
sita skupiona P. Sita ta jest przekazywana na podpory, za pomoca systemu trzech
wyimaginowanych pretow, z ktorych dwa sa Sciskane (zaznaczone linig przerywa-
na), a jeden rozciagany (zaznaczony linig ciagla). Prety $ciskane przedstawione sa
w dwoch wariantach: jako pryzmatyczny (po lewej stronie rysunku) i jako butelko-

21 Wactaw Zalewski nazwat te metode Flow of Forces [173]. Metoda ta ma bardziej ogdlny

charakter niz metoda J. Schlaicha, gdyz dotyczy nie tylko dzwigaréw powierzchniowych,
ale moze by¢ rownie skutecznie stosowana do ksztaltowania efektywnych form konstrukcji
pretowych.

%2 Jorg Schlaich sformutowat ja w pracy: Schlaich, J., Schifer, K., Jennewein, M.: Toward
a Consistent Design of Structural Concrete, PCI Journal, Vol. 32, No. 3, (1987), s. 74-150,
pod nazwa STM (Strut and Tie Method).

8 0d ang. D — discontinuity (Schlaich) lub T — transition (Zalewski).

#0d ang. B — Bernoulli (Schlaich) lub R — regular (Zalewski).
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wy (po prawej stronie rysunku). Istotne jest, ze pomigdzy obszarami rozpoznanymi
jako prety, znajduje si¢ obszar o znikomym wytezeniu, ktory praktycznie nie
uczestniczy w przenoszeniu obciazen. Obszar ten jest nazywany wypehieniem.
Wizualizacja przeptywu sit umozliwia tatwa identyfikacje, ktore obszary konstrukcji
»Izeczywiscie” pracuja, a ktore jedynie ,,wypetniaja” przestrzen.

PRT P

(éciskanie)

WYPELNIENIE WYPELNIENIE
WYPELNIENIE
CI GNO
(rozcigganie)

Rys. 6.52. Schemat konwersji konstrukcji powierzchniowej
na pregtowa w metodzie STM

Kolejne przyklady przedstawiaja dyskretyzacje dwoch przyktadowych tar-
czownic. W pierwszym z nich, analizowana jest kwadratowa, symetrycznie obcia-
zona tarczownica. Mapie napr¢zen w tej tarczownicy (rys. 6.53a) odpowiada okre-
Slony uktad trajektorii naprezen glownych (rys. 6.53b). Ze wzgledu na stosunek
rozpigtosci do wysokosci, wyimaginowana kratownica wewnegtrzna sktada si¢ nie
z trzech pretow, jak na rysunku 6.52, lecz jest bardziej rozbudowana (rys. 6.54).

y

b)

Rys. 6.53. Kwadratowa, symetrycznie obcigzona tarczownica:
a) mapa naprezen, b) trajektorie naprgzen gtdwnych
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Rys. 6.54. Kwadratowa, symetrycznie obciazona tarczownica:
wyimaginowana kratownica wewngtrzna

Drugi przyktad przedstawia tarczownic¢ o mniejszej wysokosci, niz poprzednia,
obciazona niesymetrycznie sita skupiona. Mapa naprezen (rys. 6.55) i odpowiadaja-
cy jej uktad trajektorii sit wewngtrznych zmienily sig (rys. 6.56). Wyimaginowana
kratownica wewngtrzna staje si¢ w tym przypadku asymetryczna (rys. 6.57).

¥

) )

Rys. 6.55. Tarczownica prostokatna, niesymetrycznie obciazona
— mapa naprezen
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Rys. 6.56. Tarczownica prostokatna, niesymetrycznie obciazona
— uklad sit wewngtrznych
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Rys. 6.57. Tarczownica prostokatna, niesymetrycznie obciazona
— wyimaginowana kratownica wewngtrzna

W obu tarczownicach, ich wyimaginowane kratownice wewngtrzne tworza
rodzaj szkieletu konstrukcyjnego, podpierajacego ,,zbedny” materiat. Podobnie
jak w przypadku podziatow Woronoja i triangulacji Delaunaya (patrz pkt 6.2),
dzwigar powierzchniowy i jego wyimaginowana kratownica, moga by¢ rozpatry-
wane jako strukturalnie dualne.

Powierzchniowa rekonstrukcja prototypéw formy

Ogolna koncepcja metody rekonstrukeji topologicznej stanowi odwrotno$¢ metody
strumieni sit. Jezeli w tej drugiej metodzie pewne obszary konstrukcji sg traktowane
jako prety o okreslonych wiasciwosciach, to w metodzie rekonstrukeji topologicznej,
prety sa identyfikowane jako obszary pewnej nieznanej konstrukcji powierzchniowe;.

Rys. 6.58. Nieregularna siatka pajeczyny — prototyp formy
rekonstruowanego dzwigara powierzchniowego

Rys. 6.59. Idealizacja siatki pajeczyny i myslowe oddzielenie jej
od poczatkowej formy
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Kolejne kroki w tej metodzie zostana przedstawione na przyktadzie siatki paje-
czyny z rysunku 6.58. Stanowi ona dostatecznie nieregularny”® model poczatkowy
(prototyp formy), a jednoczesnie jej strukturalna przydatnos¢ zostata zweryfikowana
w sposob naturalny. W pierwszym kroku, wszystkie krawedzie modelu topologicz-
nego sa traktowane jako prety, aproksymujace trajektorie naprezen gtownych pew-
nej nieznanej tarczownicy. Jest to tylko proste, myslowe przypisanie funkcji do
obiektow. W kolejnym, bardziej kreatywnym kroku, model jest oddzielany od swo-
jego naturalnego zrodia (rys. 6.59). Teraz, od decyzji projektanta zalezy zapropono-
wanie konturu brzegowego i warunkow podparcia i obciazenia. W ten sposob
otrzymywany jest model ptaskiej konstrukeji pretowej (rys. 6.60).

Rys. 6.60. Model ptaskiej konstrukcji pretowej utworzonej na bazie siatki pajgczyny,
z ustalonymi a priori miejscami przylozenia obciazen zewngtrznych

Z tego modelu, po przeprowadzeniu obliczen, otrzymywane sg wartosci i kie-
runki sit we wszystkich pretach. Przedstawiono wyniki analizy przeprowadzonej
dla modelu, po przyjeciu jednostkowej wartosci sil, dla uzyskania informacji je-
dynie na temat znaku sil w pretach, a nie ich wartosci (rys. 6.61). Rozciaganie jest
zaznaczone odcieniami biekitu, a $ciskanie — odcieniami brazu. W trzecim kroku,
wyznaczane sa niezb¢dne wymiary i ksztalt pretow i nanoszone na model.

N v

4

NP

Rys. 6.61. Wyniki analizy modelu z rys. 6.60 (opis w tekscie)

5 Dostatecznie nieregularny, w sensie poszukiwania ,,swobodnych” form strukturalnych.
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Czwarty krok polega na wypetieniu przestrzeni pomigdzy pretami materiatem
w neutralnym stanie naprezenia lub otworami (rys. 6.62). W ten sposob skonstru-
owany zostat dzwigar powierzchniowy — tarczownica. W celu sprawdzenia, moz-
na przeprowadzi¢ analiz¢ MES otrzymanego dzwigara dla przyjetych obciazen
i porownac rezultaty z poczatkowym modelem topologicznym (rys. 6.63).

Rys. 6.62. Wypehienie przestrzeni pomigdzy pretami materiatem
w neutralnym stanie naprezenia lub otworami

v
mal

G oo

Rys. 6.63. Mapa napr¢zen dla tarczownicy z rysunku 6.62

Koniczy to procedurg rekonstrukcji topologicznej dzwigaro6w powierzchnio-
wych z modeli inspirowanych dyskretnymi formami naturalnymi. Zrozumiate jest,
ze rezultat koncowy w bardzo duzym stopniu zalezy od decyzji podejmowanych
na kazdym etapie procesu. Rdzne sposoby podparcia, zmiana zatozonych
warunkéw obciazenia, inny wybor ksztaltu pretow itp. doprowadza do innego
rezultatu koncowego. Decyzje podejmowane przez projektanta sa w tym zakresie
kluczowe [174].

6.5.5. Metoda origami

Tradycyjna japonska sztuka wykonywania 0zdob z papieru, origami, ma ponad
tysiacletnia tradycjg. Polega ona na sktadaniu prostokatnej kartki papieru, ktora
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wolno wylacznie zaginaé, bez cigcia i klejenia. Za pomoca tej techniki wykony-
wane sa dekoracje, zabawki, a nawet drobne dzieta sztuki. W ostatnim okresie,
dzigki pracom K. Miura i T. Tachi, sztuka origami nabrata znaczenia dla ksztalto-
wania form konstrukcyjnych obiektéw architektonicznych [102, s. 1-3]. Punktem
wyijscia ich rozwazan byto spostrzezenie, ze plaskie siatki tesselacji o wierzchot-
kach 4-walentnych odpowiadaja wyjsciowej konfiguracji kartki papieru, wstgpnie
zagigtej przed ztozeniem. Jest to model konstrukcji, sktadajacej si¢ ze sztywnych,
ptaskich paneli, potaczonych zawiasowo wzdtuz krawedzi. Sa to tzw. konfiguracje
Miura-ori’®. Charakteryzuja si¢ one naprzemiennym wystepowaniem linii
»grzbietow” i ,,dolin” oraz pofaldowaniem powierzchni pomigdzy tymi liniami.
Powierzchnie te sa uktadem réwnolegltobokdéw. Ponizej przedstawiono fazy de-
formacji ptaszczyzny wokodt 4-walentnego wierzchotka, w czasie sktadania kartki
papieru (rys. 6.64) [102, s. 4]. Pomigdzy katami opisujacymi uklad ptaszczyzn
zachodzi relacja (6.33).

tgacos f=tgy (6.33)

gdzie: o — wewngtrzny kat rownolegloboku (staty),
f— potowa kata dwusciennego (zmienny),
¥— kat pomigdzy liniami prostymi zagigcia, a powierzchnia bazowa.

Rys. 6.64. Fazy sktadania kartki papieru
wokot wierzchotka 4-walentnego

Narzucajaca si¢ interpretacja procesu wykonywania origami jest ksztaltowanie
obiektow o zmiennej geometrii, np. sktadanych dachow stadionow. Jednak,
w kontekscie wezesniejszych rozwazan, wazniejsze wydaje si¢ zastosowanie tej
metody do nadania przestrzennego charakteru (,,podniesienia”) ptaskich tesselacji
powierzchni. Przedstawiono przyktad prostego wzoru, zbudowanego z prostych
linii poziomych i tamanych linii pionowych (rys. 6.65).

%6 Koryo Miura opracowat konfiguracje, nazywana obecnie Miura-ori, pracujac nad sposo-
bem skladania duzych baterii stonecznych dla satelitow, w ramach japonskiego programu ko-
smicznego. Pomyst zastosowania takiej transformacji w architekturze, pojawil si¢ pozniej. Duzy
wktad w jego rozwoj mialy prace studenta i doktoranta — Tomohiro Tachi, a pdzniej ich wspolne
prace (zrodto: osobista rozmowa z T. Tachi).
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Rys. 6.65. Przyktadowy ptaski wzor wyjsciowy
do ksztaltowania konstrukcji metoda origami

Za pomoca koloru czerwonego oznaczono krawedzie, ktore po zagigciu
maja pozosta¢ wypukte (,,grzbiety”), a za pomoca koloru niebieskiego — krawe-
dzi, ktére po zagigciu majg pozosta¢ wklgste (,,doliny”). Wzor zostaje nastgpnie
poddany zagieciu®™’, co prowadzi do uzyskania powierzchni fatdowej (rys.
6.66a), ktora mozna interpretowaé np. jako tarczownicowe przekrycie obiektu
(rys. 6.66D).

Rys. 6.66. Faldowa forma strukturalna uzyskana
na podstawie wzoru z rys. 6.65

Metoda origami, podobnie jak metodami transformacji grafow™®, mozna
wprowadza¢ modyfikacje w poczatkowym wzorze ptaskim, bez utraty mozliwosci
jego przestrzennej rekonstrukcji. Ponizej przedstawiono zmodyfikowana siatke
Z 1ys. 6.65 (rys. 6.67) oraz odpowiadajaca jej konstrukcje tarczownicowa
(rys. 6.68).

27T W przedstawionym przykladzie korzystano z programu FreeformOrigami v.0.1.8 Alpha,
opracowanego przez T. Tachi.
8 Patrz rozdz. 4.3.
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Rys. 6.67. Zmodyfikowana siatka wzoru
z rysunku 6.65

Rys. 6.68. Faldowa forma strukturalna uzyskana
na podstawie wzoru z rys 6.67

Metod ksztattowania form strukturalnych za pomoca procedury origami, poja-
wita si¢ bardzo niedawno i znajduje si¢ obecnie w okresie bardzo intensywnego
rozwoju, przyciagajac uwage coraz liczniejszych badaczy. Niedawno odkryto
zwiazki pomigdzy ksztaltowaniem ta metoda form cylindrycznych a geometrig
wieloscianoéw gwiazdzistych®™. W przekonaniu autora, metoda ta ma wielki po-
tencjat i bedzie w przysztosci stosowana w praktyce projektowej. W rozdziale 7
przedstawiono analiz¢ przekrycia uksztaltowanego na podstawie wzoru z rysunku
6.65 za pomoca metody origami.

2% patrz rozdzial 2.






Rozdzial 7. Chaos czy struktura™

Wszystko to, co jest mozliwe, doma-
ga sie istnienia.

Gotfryd Wilhelm Leibniz™'

Poprzedni rozdziat dotyczyt poszukiwania modeli systemow konstrukcyjnych,
jako podstawy kreowania formy obiektu. Przedstawiono w nim metody korzysta-
nia z inspiracji formami naturalnymi oraz pi¢g¢ wybranych procedur generowania
form strukturalnych, odwotujacych si¢ do omoéwionych weczesniej koncepcji
topologicznej zalezno$ci obiektow o roéznych klasach (wymiarach przestrzeni,
w ktorej sa realizowane).

Przydatnos¢ tych metod mozna oceni¢, analizujac je w kontek$cie zastosowan
praktycznych. Przedstawiono pig¢ przyktadow ksztattowania konstrukcji, zaréwno
na podstawie wzorcow naturalnych, jak i przez generowanie podanymi metodami.
Przyktady te zaczerpnigto z opracowan wykonanych przez autora w trakcie pracy
nad rzeczywistymi projektami oraz w ramach prac studialnych. Z oczywistych
wzgledow nie bylo mozliwe przedstawienie, w ramach niniejszej publikacji,
wszystkich analiz i obliczen, ktore zostaly wykonane, a prezentacja ma przede
wszystkim charakter jakosSciowy, a nie iloSciowy. Przedstawione przyktady
pozwalaja jednak na oceng wptywu, jaki ma wybdr metody ksztattowania systemu
konstrukcyjnego na formg i wizualna percepcjg obiektu.

7.1. Wybrane przyklady ksztaltowania
form strukturalnych

Przedstawione przyktady obejmuja ksztaltowanie obiektow na podstawie
nast¢pujacych metod:

20 Tytul rozdziatu zaczerpniety zostal z ksiazki Lecha Jeczmyka Dlaczego toniemy, czyli

Jjeszcze nowsze Sredniowiecze Zysk i S-ka, Poznan (2011), s. 50.
! Gotfryd Wilhelm Leibniz De veritatibus primis, 1686 r. —,,Omne possibile exigit existere.”
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— powierzchni minimalnych,

— kratownic Michella,

— tesselacji aperiodycznych,

— origami.

Dla kazdego przyktadu przedstawiono zadanie funkcjonalne do rozwiazania
i wynikajace z niego wymagania i ograniczenia. Nastgpnie podano sposob ksztal-
towania systemu konstrukcyjnego oraz podstawowe wyniki analizy statycznej.

7.1.1. Ksztaltowanie konstrukcji
na powierzchniach minimalnych

Systemy konstrukcyjne, ksztattowane w formie powierzchni minimalnych, cha-
rakteryzuja si¢ rownomiernym rozkladem i jednakowym znakiem sit wewngtrz-
nych?. Dotyczy to jednak jedynie formy poczatkowej, w stanie nicobciazonym lub
przy naciggu wstgpnym. Wprowadzenie obciazenia zewngtrznego zmienia dystry-
bucje sit wewngetrznych i — w pewnym zakresie — forme konstrukcji. Ksztaltowanie
na podstawie powierzchni minimalnych stosuje si¢ najczesciej do przekry¢ z wiot-
kich membran (np. tekstylnych) i do lekkich powtok zelbetowych.

Dwa przedstawione przyktady to obiekty o przekryciu membranowym. Pierw-
szy to zadaszenie kortu tenisowego, o rzucie prostokatnym. Drugi — pawilon na-
miotowy, o rzucie zblizonym do owalnego.

7.1.1.1. Zadaszenie kortu tenisowego

Zadaniem konstrukcji jest przekrycie pojedynczego kortu tenisowego, o wy-
miarach pola 17.70x36.00 m. Zatozono, ze bedzie to przekrycie bez §cian bocz-
nych, oparte na stupach rozstawionych co 6.0 m. Minimalna wysokos¢ wolna od
konstrukeji powinna wynosi¢ 7.0 m, a maksymalna wysoko$¢ obiektu — 12.0 m.
Dodatkowo nalezy uzyska¢ formg o zréznicowanej, rozrzezbionej powierzchni,
sprawiajacej wrazenie obiektu bardzo lekkiego.

Przyjgto, ze zaprojektowane zostanie przekrycie membranowe o powierzchni
tamanej*”, na stupach stalowych, z odciagami. Ogélny, wstepny schemat kon-
strukcji, wraz z okresleniem wymiaréw obiektu, przedstawiono na rysunku 7.1.

Przyjgto, Ze membrana begdzie wykona z tkaniny poliestrowej, pokrytej poli-
chlorkiem winylu (PE+PVC), z obustronnym wykonczeniem powloka winylyde-
nowa (PVdF) — ,,Big Cover”, firmy Naizil (tkanina typu 2, wg klasyfikacji nie-
mieckiej [134]). Do obliczen przyjgto dane dostarczone przez producenta:

— masa liniowa nitek: 1100 dtex,

— krotnos¢ nitek w kierunku osnowy i watku: panama: 12x12,

2 Patrz pkt 6.2.3.
23 Patrz [134].
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— masa powierzchniowa tkaniny: 900 g/m?,

— wytrzymatos$¢ na rozciaganie w kierunku osnowy: 4.0 kN /5 cm,
— wytrzymatos$¢ na rozciaganie w kierunku watku: 4.0 kN /5 cm,
— modut sprezystosci w kierunku osnowy: 900 kN/m.,

— modut sprezystosci w kierunku watku: 514 kN/m.
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Rys. 7.1. Ogo6lny schemat konstrukcji przekrycia kortu
(opis w tekscie), wymiary w [m]

Moduty sprgzystosci w obu kierunkach wyznaczono z wykreséw naprgzenie-
odksztalcenie, dostarczonych przez producenta, dla zalozonej kompensacji tkani-
ny rownej 2.5%.

Elementy ciggnowe przyjgto ze wstgpnie przeciagnigtych lin stalowych, o module
sprezystosci £ = 165 GPa i wytrzymatosci na rozciaganie f; = 1770 MPa. Dla gltow-
nych ciggien przyjgto liny o $rednicy d=35mm, a dla ciggien brzegowych — liny
o $rednicy d = 10 mm. Stupy przyjeto z rur stalowych bez szwu 250x8 mm, o dugosci
7.0 112.0 m, dzigki czemu wysokos¢ konstrukcyjna przekrycia wyniesie 5.0 m.

EEEEEETET PRI ]

Rys. 7.2. Modelowanie numeryczne membrany tekstylnej: a) model obliczeniowy
w metodzie ggstosci sit (FDM), b) interfejs programow Cadisi i EASY
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Do analizy konstrukcji membranowej zastosowano metodg gestosci sit
(FDM)**. W metodzie tej ciagta membrana jest zastgpowana siatka przegubo-
wo potaczonych pretdw, nazywanych ogniwami®®® (rys. 7.2a). W ukladzie row-
nan roéwnowagi dla siatki zastgpczej udato si¢ wyeliminowaé nieliniowo$¢
geometryczng i materialowa przez przyjecie statego parametru gestoSci sity
dla kazdego ogniwa. Metoda FDM zostata zaimplementowana w programach
Cadisi i EASY?, ktore zostaly uzyte do obliczeh w niniejszym przyktadzie
(rys. 7.2Db).

Rys. 7.3. Schemat do wyznaczenia formy poczatkowej membrany

Dla wiotkiej membrany, ktorej ksztatt poczatkowy, tzn. przyjmowany do dal-
szych obliczen, Scisle taczy si¢ z wprowadzonym naciagiem wstgpnym, konieczne
jest przeprowadzenie procesu wstepnego ksztalttowania formy. Przeprowadzony
on zostal numerycznie, za pomoca programu Cadisi, dla schematu z rysunku 7.3
[133]. Przyjeto dwie wartoSci naciagu wstgpnego w membranie:

— N;,i =2 kN/m

— N, =10 kN/m

Uzyskang forme¢ poczatkowa, dla N, =2 kN/m przedstawiono na rysunku
7.4a, a dla N;,;=10kN/m — na rysunku 7.4b. Poréwnanie obu form w rzucie
przedstawia rys. 7.4c, a widok aksonometryczny membrany dla N;,; = 10 kN/m —
rys. 7.4d.

Widoczne jest wigksze zakrzywienie ciggien brzegowych przy zwigkszeniu
naciggu wstgpnego. Sity wewngtrzne w membranie, wyznaczone za pomoca pro-
gramu EASY, wykazuja rownomierny rozktad dla obu naciagéw, przy widocznym
zwigkszeniu przy ciggnach grzbietowych i brzegowych, gdzie nastgpuje zaburze-
nie uktadu membranowego (rys. 7.5a 1 7.6a). Istotne réznice dotycza wielkoS$ci sit
w obu przypadkach (rys. 7.5b 1 7.6b).

% Ang. Force Density Method. Metoda ta zostala sformulowana przez K. Linkwitza

i H.-J. Scheka, w 1971 r. [134].
25 Nazwa ,,ogniwo” (ang. link) zostata wprowadzona przez analogi¢ do elementéw lancucha.
296 Programy opracowane przez firm¢ Technet GmbH, z Berlina. Korzystano z programu
Cadisi w wersji 3.37 i z programu EASY — w wersji 7.6.
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d)

Rys. 7.4. Ksztalt membrany uzyskany w procesie numerycznego ksztalttowania formy:
a) dla naciagu wstgpnego N;,; = 2 kN/m, b) dla naciagu wstgpnego N;,; = 10 kN/m,
¢) poréwnanie obu form, d) widok aksonometryczny membrany
dla naciagu wstgpnego N, = 10 kN/m
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Rys. 7.5. Sity w membranie o naciagu wstgpnym N;,; = 2 kN/m:
a) rozklad na powierzchni membrany, b) wartosci w czesci srodkowej®”’ [kN]

W kolejnym etapie analizy konstrukcji przyjgto cigzar wlasny i obciazenie
workiem $nieznym w czesci $rodkowej przekrycia, o wartosci Py = 15 kN/m” (rys.
7.7). Takie obciazenia sa charakterystyczne dla membran, gdy w krotkim czasie
wystepuje naprzemiennie topnienie i zamarzanie zalegajacego $niegu, przez co
przywiera on do membrany i nastepuje jego dalsza akumulacja®®. Przedstawiono

7 Rysunek 7.5b obejmuje cze$¢ zaznaczona prostokatem, na rys.7.5a. Wartosci odniesione

sa do jednego pretowego elementu zastgpczego — ogniwa.
W literaturze angielskojgzycznej zjawisko takie okresla sig jako ponding.
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rozktad sit wewngtrznych dla obu wartosci naciagu wstepnego (rys. 7.8a i 7.9a)
i wielkosci sit w czg$ci srodkowej membrany (rys. 7.8b i 7.9b).

ans}!”
144 [38
26269
.73,5 64
Al | R EOER
12114, 82 BF31.7505 2778082, 85
A e 2
189 58 41
136 . o Jrf“ 3% 2 ‘ 108 108
59
- "’"i’f‘ﬂ,a 2 62 35 ME’*’” ’99+~
123 — - g
(33 178 47 2077 117
2034 & 79 o 69 73
- 102105 | 1164716
1" 5 25
| 129 133 132
132 (175 122 122
1 K 85 a0 78 i 1 1

Rys. 7.6. Sity w membranie o naciagu wstgpnym N, = 10 kN/m:
a) rozktad na powierzchni membrany, b) wartosci w czgsci srodkowej [kN]

Rys. 7.7. Schemat obcigzenia membrany workiem $nieznym
o warto$ci Py =15 kN/m?
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Rys. 7.8. Sily w membranie o naciagu wstgpnym Ni, = 2 kN/m,
obciazonej workiem $nieznym P; = 15 kN/m”: a) rozktad na powierzchni membrany,
b) wartosci w czgsci srodkowej [kN]
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a) b)

Rys. 7.9. Sity w membranie o naciggu wstgpnym N;,; = 10 kN/m,
obciazonej workiem $nieznym P, = 15 kKN/m®: a) rozktad na powierzchni membrany,
b) wartosci w czgsci srodkowej [kN]

Charakterystyczne jest, ze zmiana rozkladu sil wewngtrznych obejmuje
stosunkowo niewielki obszar membrany, bezposrednio przylegajacy do przy-
lozonego obcigzenia. Mozna zauwazy¢ deformacjg¢ ciggien grzbietowych
w tym obszarze. Zmiana wartosci sil jest proporcjonalnie znacznie wigksza
w membranie o mniejszym naciaggu wstgpnym. Wigksze i majace wigkszy
zasigg jest rowniez odksztalcenie membrany dla mniejszego naciagu wstgpne-
go (rys. 7.10).

b)

Rys. 7.10. Poréwnanie odksztatcenia membran
obciazonych workiem énieznym P, = 15 kN/m”: a) dla naciagu wstepnego N, = 2 kN/m,
b) dla naciagu wstepnego Ny, = 10 kN/m

Ostatecznie, jako system konstrukcyjny przekrycia kortu przyjeto powloke
membranowa o naciagu wstepnym N;,; = 10 kN/m, oparta na stupach stalowych
0 naprzemiennie réznej wysokosci, migdzy ktorymi rozpigte sa ciggna grzbieto-
we 1 brzegowe. Stupy sa dodatkowo ustabilizowane odciagami ciggnowymi
(rys. 7.11).



228

Powloka o wigkszej warto$ci naciagu wstepnego wykazuje mniejsze odksztat-
cenia pod wplywem obciazen zewngtrznych, a jej ksztalt jest odbierany jako
bardziej ,,dynamiczny”. Na rysunkach 7.12 i 7.13 przedstawiono wizualizacje
zaprojektowanego obiektu.
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Rys. 7.11. Widok aksonometryczny zadaszenia kortu
— membrana z konstrukcja wsporcza

Rys. 7.12. Wizualizacja zadaszenia kortu
— widok ogolny
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Rys. 7.13. Wizualizacja zadaszenia kortu
— widok wnetrza

7.1.1.2. Pawilon namiotowy

Projektowany pawilon namiotowy powinien by¢ obiektem tymczasowym,
o rzucie zblizonym do owalnego, o wymiarach ok. 10x15 m. Jego tymczasowy
charakter powinien by¢ podkreslony przez zastosowanie masztu, podobnie jak
w tradycyjnych konstrukcjach namiotowych. Obiekt powinien stanowi¢ jedynie
przekrycie, bez $cian bocznych. Ponadto z jednej strony obiekt powinien by¢
polaczony z istniejacym budynkiem.

Rys. 7.14. Modelowanie wstegpne konstrukcji namiotowej za pomoca blonki mydlane;j
— kolejne fazy wypigtrzania masztu srodkowego
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Ksztaltowanie formy konstrukcji rozpoczeto od wykonania modelu fizycznego
z blonki mydlanej w skali 1:50. Wstepnie uksztattowany zostat z drutu kontur
membrany, a w czgSci srodkowej umieszczono stupek z pierscieniem w sposob
umozliwiajacy jego podtuzny ruch. Po zanurzeniu w roztworze wodnym stupek byt
przesuwany, powodujac wypictrzanie btonki modelujacej membrang, a jej ksztatt
byt fotografowany w kolejnych fazach (rys. 7.14). Po uzyskaniu zadowalajacej
formy przekrycia, na podstawie fotografii, ustalono oczekiwane proporcje ksztattu
membrany. Po dostosowaniu ich do zadanych wymiaréw catkowitych pawilonu
okreslono ogolny schemat konstrukeji namiotowej do dalszej analizy (rys. 7.15).

Rys. 7.15. Ogoélny schemat konstrukeji namiotowej pawilonu
(opis w tekscie), wymiary w [cm]
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a) b)

Rys. 7.16. Schemat do numerycznego wyznaczenia formy poczatkowej membrany namiotu:
a) rzut, b) widok boczny

Zatozono, ze obiekt bedzie wykonany z membrany tekstylnej o parametrach
takich, jak w przyktadzie z pktu 7.1.1.1. Analogiczne wartosci charakterystyk
przyjeto réwniez dla elementow ciggnowych. Dla ciggien brzegowych przyjeto
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liny o $rednicy d = 10 mm, a dla ciggna grzbietowego — ling podwojna d = 2x10 mm.
Stupki boczne i pierScien gorny przyjeto z rur kwadratowych 60x60x5 mm,
a maszt srodkowy — z rury kwadratowej 100x100x5 mm. Numeryczne wyznacze-
nie formy poczatkowej membrany przeprowadzono dla zadanego konturu brzego-
wego, za pomoca programu Cadisi (rys. 7.16). Naciag wstgpny przyjgto o wartosci
N, =2 kN/m. Uzyskany ksztatt poczatkowy membrany przedstawiono na rysun-
ku 7.17. Widoczna jest dobra zgodno$¢ ksztattu wyznaczonego numerycznie
z ksztalttem uzyskanym przez modelowanie fizyczne.

]

b
R Fww

a) brfu

L

Rys. 7.17. Ksztalt membrany uzyskany w procesie numerycznego ksztattowania formy
dla naciagu wstgpnego N;,; = 2 kN/m: a) widok boczny, b) widok frontowy

Do uzyskanego ksztaltu poczatkowego przeprowadzono analiz¢ wyt¢zenia
membrany (program EASY) pod wptywem obciazenia cigzarem wilasnym oraz
obciazenia $niegiem, o wartosci odniesionej do rzutu poziomego P, = 0.56 kN/m’.

Rys. 7.18. Mapa rozktadu sit na powierzchni membrany,
przy obciazeniu cigzarem wlasnym i $niegiem (opis w tekscie)
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Rys. 7.19. Koncowy schemat konstrukcji namiotowej pawilonu,
po zakonczeniu ksztaltowania formy, wymiary w [cm]

Rozktad sit wewngtrznych w membranie przedstawia rysunek 7.18. Charakte-
rystyczne jest zwigkszenie wytgzenia w poblizu ciggna grzbietowego i koncentra-
cje napr¢zen w miejscach zataman konturu brzegowego. Ustalona geometria kon-
cowa (rys. 7.19) stata si¢ podstawa do realizacji pawilonu®’. Za pomoca
programu EASY opracowano wykroje tkaniny do wykonania membrany. Podziat
powierzchni ustalono przez prowadzenie linii geodezyjnych dla zalozonej szero-
kosci handlowej tkaniny roéwnej 2.50 m. Schemat podziatu i uktad brytow przed-
stawiono na rysunku 7.20. Widok fragmentu zrealizowanego obiektu przedsta-
wiono na rysunku 7.21.

% Projektowany pawilon zostal zrealizowany jako obiekt tymczasowy podczas konferencji
InStructA’ 2011, w czerwcu 2009 r., na terenie campusu ,,E”, Politechniki Wroctawskie;j.
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Rys. 7.20. Wykroje tkaniny do wykonania membrany
— schemat podziatu na bryty i ich wzajemne rozmieszczenie

Rys. 7.21. Widok fragmentu wykonanej konstrukcji

7.1.2. Ksztaltowanie konstrukcji wg topologii
kratownicy Michella

Obiekt, ktory ma stanowié cze$é multimedialnego zespotu ekspozycyjnego®®,
jest w zatozeniu zespotem dwoch blizniaczych wiez, na powierzchni ktorych
umieszczone beda ekrany projekcyjne LED. Calo$¢ obudowana bedzie szklem

i ma w zalozeniu stanowié¢ duza atrakcj¢ wizualng zardwno w dzien, jak i w nocy
(rys. 7.22).

3% przykiad pochodzi z projektu ,,Brama III Tysiaclecia” we Wroctawiu. Autor — arch. Michat
Teller.
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Rys. 7.22. Wizualizacja projektowanego obiektu — koncepcja architektoniczna

Poniewaz przezierna forma obiektu z zalozenia miata eksponowac¢ konstrukcje
wiez przyjgto, ze bedzie ona wykonana jako stalowa, o uktadzie pretow odpowia-
dajacym uktadowi kratownicy Michella. W ramach niniejszego przyktadu, omo-
wiono ksztaltowanie wyzszej z zespolu dwoch wiez — wiezg A (rys. 7.23).

Uktad kratownicy Michella zostat opracowany dla konstrukcji ptaskiej™', dla-
tego zdecydowano o jego zwielokrotnieniu przez roztozenie siatki linii spiralnych
na powierzchniach wiezy. Rozwinigcie powierzchni i wymiary obiektu, przedsta-
wiono na rysunku 7.24. Sposob generowania siatki linii spiralnych, przedstawiony
na rysunku 6.48, zostat tak zmodyfikowany, aby zapewni¢ bardziej rownomierne
wypehienie powierzchni wiez pretami, bez rozrzedzenia siatki w czg§ci gornej,
ze wzgledu na podparcie szklanej obudowy obiektu.

Wprowadzona modyfikacja polega na zastapieniu statego kata f migdzy pro-
mieniami siatki a pretami linii spiralnych przez zalezno$¢ rekurencyjna okreslona
wzorem (7.1):

Ba=B+Ap (7.1)

Precyzyjne dopasowanie pretow lezacych na $cianach ustawionych w stosunku
do siebie pod katem ostrym wymagato wykonania wielu prob dla réznych para-
metréw linii spiralnych. Ostatecznie przyjeto: 1= 12.5°, Af=4° i ¢=15°
(rys. 7.25).

" Patrz pkt 6.5.2.
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Rys. 7.23. Schemat geometryczny i usytuowanie
dwoch wiez tworzacych obiekt
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Rys. 7.24. Rozwinigcie powierzchni i rzut wiezy A (wyzszej),
wymiary w [cm]

Uzyskang siatk¢ natozono na rozwinigcia powierzchni wiezy w taki sposob,
aby skrajne, lezace najwyzej punkty dolnej krawedzi wiezy znalazty si¢ na dol-
nym promieniu siatki (¢ = 0). Dla punktow lezacych ponizej przyjgto prety lezace
na przedhuzeniach linii spiralnych (rys. 7.26). Jedynie na najwezsza §ciang wiezy,
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AD, nie naktadano wygenerowanej siatki, przyjmujac prety migdzy weztami sa-
siednich $cian, AB i DC. Pomigdzy korespondujacymi spiralami przewidziano
skratowanie, ktore spowodowato, ze powstata struktura przypominajaca zagicte
liscie palmy (rys. 7.27 1 7.28b).

i)

N

$=5

Rys. 7.25. Sposob generowania siatki linii spiralnych Michella
— osnowy geometrycznej uktadu pretow na powierzchni wiezy
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Rys. 7.26. Rozlozenie siatki linii Michella
na powierzchniach wiezy
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Rys. 7.27. Widok aksonometryczny dwoch wiez
z natozonymi siatkami pretow

Uzyskany, w wyniku opisanej procedury, system konstrukcyjny, zostat prze-
analizowany pod wzgledem statyczno-wytrzymato§ciowym. Obliczenia zostaty
wykonane za pomoca programu Autodesk Robot Structural Analysis Professional
2011. Do obliczen przyj¢to, ze prety wiezy beda wykonane z rur kwadratowych o
przekroju 200x200x10 mm, ze stali S355. Model obliczeniowy konstrukcji przed-
stawiono na rysunku 7.28. Jako obciazenie przyjgto wiatr dziatajacy na Sciang AB,
o wartosci 0.80 kN/m’. ObciaZenie to zostalo przytozone w postaci sit skupionych
o warto$ci Fx = 18.40 kN do weztéw lezacych na przecigciach linii spiralnych
z krawedziami A i B (rys. 7.29a).

a) b)

Rys. 7.28. Model obliczeniowy wiezy: a) widok ogdlny, b) detal
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a)

Rys. 7.29. Analiza statyczna wiezy A: a) obcigzenie wiatrem, dziatajacym na $ciang AB [kN],

a)

FX=-18.40
NS

FX=-18.40

FX=-18.40

N

b)

b) wykresy sit osiowych Fy w pretach [kN]
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b) wykres odksztatcen [cm]

Rys. 7.30. Analiza statyczna wiezy A: a) wykresy sit poprzecznych F, w pretach [kN],
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Uzyskany w wyniku analizy obliczeniowej rozktad sit wewngtrznych przed-
stawiono na rysunkach 7.29b i 7.30a. Maksymalne warto$ci sit osiowych wyno-
szg: dla Sciskania Fyc max =275.67 kN, a dla rozciagania Fy ma = 606.65 kN.
Sity poprzeczne maja warto$ci ekstremalne roéwne F, .= 51.70 kN
1 F, min = 50.06 kN. Rozktad ten zgadza si¢ bardzo dobrze z przyjetymi zatoze-
niami. Szczegdlnie warte podkres§lenia jest to, ze pomimo ,,uprzestrzennienia”
struktury roznic w uksztattowaniu siatki pretow w stosunku do modelu teoretycz-
nego i nieco innego sposobu obciazenia nastapito wyrazne rozdzielenie sit
Sciskajacych i rozciagajacych migdzy dwie rodziny linii spiralnych (rys. 7.29b).
Zaproponowana forma okazata si¢ rowniez bardzo sztywna, maksymalne prze-
mieszczenie poziome najwyzej potozonego wezta wynosi u, =3.0 cm (rys.7.30b),
co stanowi zaledwie #h/1347 wysokoSci wiezy. Jest to szczegélnie istotne
ze wzgledu na wrazliwa na przemieszczenia szklana oktadzing $cian.

7.1.3. Ksztaltowanie konstrukcji o topologii
tesselacji aperiodycznej

Przeszklone zadaszenie dziedzinca w budynku uzyteczno$ci publicznej w za-
fozeniu miato nie tylko spetnia¢ rolg ochronny przed czynnikami atmosferyczny-
mi, ale réwniez stanowi¢ atrakcyjny wizualnie element, §wiadczacy o prestizu
obiektu’®. Wymiary dziedzifica wynosza 33.0x27.8 m. Jest on usytuowany
pomigdzy dwiema brytami budynku gléwnego i taczacym je wspornikowym
nadwieszeniem (rys. 7.31).

Rys. 7.31. Model bryly budynku z usytuowaniem i wymiarami przekrycia dziedzinca,
wymiary w [cm]

392 przyktad pochodzi z projektu ,,Rozbudowa Opery Wroclawskiej wraz z budowa Sceny

Letniej” we Wroctawiu. Autor czgsci architektonicznej opracowania — arch. Bogustaw Wowrzeczka.
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W jednym z rozpatrywanych wariantdOw rozwiazan zaproponowany zostal
ruszt ptaski, o ukltadzie pretdéw odpowiadajacym tesselacji aperiodycznej. Zapro-
ponowano topologie parkietazu Ammanna A5*® tak dobrana, aby podziat po-
wierzchni obejmowatl pelne ptytki, bez ich dzielenia, z zachowaniem dlugosci
krawedzi nie wigkszej niz 4,50 m.

W pierwszym przyblizeniu przeanalizowany zostal ruszt ptaski, jednowar-
stwowy (rys. 7.32a). Obliczenia wykonano za pomoca programu Autodesk Robot
Structural Analysis Professional 2011. Do obliczen przyjeto, ze prety rusztu beda
wykonane z rur prostokatnych, o wymiarach 200x400x10 mm, ze stali S355.
Przyjeto obciazenie cigzarem wiasnym konstrukeji, pokryciem ze szkta oraz ob-
ciazenie $niegiem P, = 0.80 kN/m’ na caltej powierzchni. Obciazenie zostato roz-
dzielone na poszczegdlne prety rusztu (rys. 7.32b).
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Rys. 7.32. Konstrukcja w formie rusztu jednowarstwowego:
a) schemat, b) rozktad obciazenia $niegiem na prety

Rys. 7.33. Analiza statyczna rusztu jednowarstwowego
— sity podtuzne Fy w pretach [kN]

3% Patrz pkt 3.2.216.5.1.
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Rozktad, wyznaczonych w wyniku analizy sit wewngtrznych w pretach przed-
stawiono na rysunkach 7.33, 7.34 1 7.35. Maksymalne wartosci sit osiowych wyno-
szg: dla $ciskania Fy max =468,32 kN, a dla rozciagania Fy ma. = 468,26 kN. Sity
poprzeczne maja wartosci ekstremalne réwne: F, = 51,29 kKN i F, i = 37,75 kN.
Dla momentéw zginajacych ekstremalne warto$ci wynosza: My . = 50,05 kKN-m
1 My, min = 53,33 kKN-m. Wykres odksztatcen konstrukcji przedstawiono na rysun-
ku 7.36. Maksymalna wartos$¢ ugigcia wynosi u, = 0,6 cm.

Rys. 7.34. Analiza statyczna rusztu jednowarstwowego
— sily poprzeczne F, w pretach [kN]

Rys. 7.35. Analiza statyczna rusztu jednowarstwowego
— momenty zginajace My w pretach [kN-m]

W drugim przyblizeniu analizowana konstrukcj¢ przeksztatcono na ruszt troj-
warstwowy. Gorna warstwg stanowi wczesniej analizowany ruszt o ukladzie
parkietazu A5 (rys. 7.32a), a warstwg dolng — dualny do niego uktad prgtow
o geometrii siatki linii Ammanna (rys. 7.37a). W warstwie §rodkowej zastosowano
shupki w statych punktach przecigcia (w rzucie) linii Ammanna z krawedziami
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ptytek parkietazu (7.37b). Odlegto$¢ osiowa migdzy warstwami przyjeto rowna
2,10 m. W warstwie dolnej zastosowano ciggna prgtowe o Srednicy 25 mm,
a w warstwie srodkowej — stupki z rur okragtych o $rednicy 38 mm.

Rys. 7.36. Analiza statyczna rusztu jednowarstwowego
— wykres odksztalcen [cm]
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Rys. 7.37. Konstrukcja w formie rusztu trojwarstwowego: a) schemat — widok z gory,
b) schemat — widok aksonometryczny c) rozktad obciazenia $niegiem na prety
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Konstrukcje obcigzono tak samo jak w przypadku rusztu jednowarstwowego (rys.
7.37¢). Rozktad wyznaczonych w wyniku analizy sit wewngtrznych w pretach przed-
stawiono na rysunkach 7.38+7.41. Maksymalne sily osiowe wynosza: dla $ciskania
Fie, max = 428,38 kN, a dla rozciagania Fy max = 427,73 kN. Sity poprzeczne maja war-
tosci ekstremalne rowne: F, e = 46,08 kKN 1 F, 1in = 33,67 kN. Dla momentoéw zgi-
najacych, ekstremalne warto$ci wynosza: My, max = 44,89 kKNm i My, min = 47,57 kN'm.
Moment skrgcajac wynosi My max = 4,18 kKN'm. Wykres odksztalcen konstrukcji
przedstawiono na rysunku 7,42. Maksymalna warto$¢ ugigcia wynosi u, = 0,7 cm.

Rys. 7.38. Analiza statyczna rusztu trojwarstwowego
— sity podtuzne Fx w pretach, [kN]
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Rys. 7.39. Analiza statyczna rusztu trojwarstwowego
— sity poprzeczne F, w pretach, [kN]

Poréwnanie wynikow obliczen dla rusztu jednowarstwowego z wynikami ob-
liczen dla rusztu tréjwarstwowego, pokazuje, ze rozklad sil osiowych i poprzecz-
nych oraz momentow zginajacych zmienit si¢ w nieznacznym stopniu. W przy-
padku rusztu tréjwarstwowego zmniejszyly si¢ ich wartosci. W warstwie gornej
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pojawily si¢ momenty skrecajace o niewielkiej wartosci. Ugigcie praktycznie nie
zmienito si¢. Prowadzi to do wniosku, ze przekroje pretow warstwy gornej, przy-
jete wstepnie jak dla rusztu jednowarstwowego, moglyby ulec w procesie dalszej
optymalizacji zmniejszeniu.

Wprowadzenie do systemu konstrukcyjnego dodatkowej warstwy nie jest za-
biegiem nowatorskim. W przyktadzie tym istotne jest to, ze dolna warstwa zostata
przyjeta w uktadzie siatek linii Ammanna, ktéry swoje zrodto ma w topologicznej
organizacji aperiodycznej warstwy gornej. Uktad ten przez swoja dualnos$é¢ okazat
si¢ strukturalnie efektywny, a jednocze$nie pozwalal zachowaé silne zludzenie
przypadkowos$ci w rozmieszczeniu poszczegdlnych elementow.

Rys. 7.40. Analiza statyczna rusztu trojwarstwowego
— momenty zginajace My w pretach, [kN-m]

& ~
§\ = 4 — —
/ 4 e ~ A
/A 7/ /0N T
& y A
& ) /
&
e e n
&® s =<<{
. a
b o | i 3 .'b
& A £ / e g y ;
P 1 N .F‘ N /
TN A
iyt =V : 4 / L]
& = f = T AT _;'*" e
YRR = b
————

Rys. 7.41. Analiza statyczna rusztu trojwarstwowego
— momenty skrecajace My w pretach, [kN-m]



245

7

3 =S @A
l A! r& 7 @ -
VA
=)

Rys. 7.42. Analiza statyczna rusztu trojwarstwowego
— wykres odksztatcen, [cm]
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Rys. 7.43. Poréwnanie dystrybucji sity skupionej w strukturze
— schemat obciazenia sitg F, = 100 kN: a) ruszt jednowarstwowy, b) ruszt trojwarstwowy
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Rys. 7.44. Poréwnanie dystrybucji sity skupionej w strukturze
sily podtuzne Fx w pretach [kN] : a) ruszt jednowarstwowy, b) ruszt tréjwarstwowy
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Dla oceny efektywnosci dystrybucji sit przez struktury o uktadzie aperiodycz-
nym wykonano analiz¢ przypadku obciazenia pojedyncza sita skupiona, przytozo-
na w poblizu $rodka struktury. Analizowany byt zardwno ruszt jednowarstwowy
(rys. 7.43a), jak i ruszt trojwarstwowy (rys. 7.43b). W obu przypadkach przyjeto
sil¢ o wartosci F, = 100 kN.
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Rys. 7.45. Poréwnanie dystrybucji sity skupionej w strukturze
momenty zginajace My w pretach [kN-m] : a) ruszt jednowarstwowy, b) ruszt trojwarstwowy

Rozktad sit wewngtrznych dla obu rusztéw przedstawiono na rysunkach 7.44
i 7.45. Dla rusztu jednowarstwowego maksymalne wartosci sit osiowych wynosza:
dla Sciskania Fy. max = 70,60 kN, a dla rozciagania Fy max = 06,24 kN, a ekstre-
malne warto$ci momentéw zginajacych wynosza: My pax = 8,50 KN'm i My pin =
=8,30 kN'm. Dla rusztu trojwarstwowego maksymalne warto$ci sit osiowych
wynosza: dla $ciskania Fy, max = 62,88 kN, a dla rozciagania Fy max = 58,50 kN,
a ekstremalne wartoéci momentéw zginajacych wynosza: My ma.x = 7,86 kKN'm
1 My min = 7,57 kKN-m.

Dystrybucja sit wewngtrznych w obu przypadkach jest podobna. Mozna
zauwazy¢, ze sily osiowe wywotane obciazeniem skupionym, sa przekazywane
do weztow brzegowych za posrednictwem stosunkowo malej liczby prgtow.
Sugeruje to, ze topologia rusztu aperiodycznego sprzyja efektywnosci systemu
konstrukecyjnego.

7.1.4. Ksztaltowanie konstrukcji o topologii origami

Hala sportowa do uprawiania sportow wspinaczkowych ma wymiary w rzucie
31.5%28.6 m. Przewidywane jest jej wykorzystywanie w réznych konfiguracjach:
do celéw treningowych i organizowania imprez sportowych. Przekrycie tego
obiektu powinno umozliwia¢é mocowanie do niego zmiennych elementéw wypo-
sazenia wewngtrznego. Ponadto, jego forma, powinna nawigzywaé do przezna-
czenia obiektu.
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Zaproponowano przekrycie zelbetowe, tarczownicowe, o uktadzie faldo-
wym. Do ksztaltowania przekrycia zastosowano metodg¢ orgiami. Zatozono,
ze analizowana bedzie konstrukcja o konfiguracji Miura-ori*™. Proces ksztatto-
wania formy przeprowadzono za pomoca programu Freeform Origami*”. Przy-
jeto jako wzor wyjsciowy plaski uktad o czterech liniach grzbietowych i trzech
,dolinach”, przedstawiony na rysunku 6.65. Za pomoca oprogramowania prze-
prowadzano proces wypigtrzania konstrukcji, az do uzyskania zatozonej wyso-
kos$ci 3.50 m. Ogolny schemat konstrukcji po zakonczeniu ksztaltowania przed-
stawiono na rysunku 7.46.

2 862

i3 \, 853 \, \
3151 "

r n

Rys. 7.46. Schemat og6lny konstrukcji przekrycia, wymiary w [cm]

Dla zaproponowanego systemu konstrukcyjnego przeprowadzono analizg sta-
tyczna. Obliczenia przeprowadzono za pomoca programu Autodesk Robot Struc-
tural Analysis Professional 2011. Do obliczen przyjgto, ze przekrycie bgdzie wy-
konane z ptyt Zelbetowych o grubosci 15 cm, z betonu C25/30, zbrojonych stala
AIIIN. Przyje¢to obciazenie cigzarem wlasnym konstrukeji i $niegiem, o wartosci
0.7 kN/m?. Ze wzgledu na uksztaltowanie przekrycia przyjeto, ze cato$é $niegu
zsunie si¢, tworzac worki $niezne. Obciazenie to przylozono jako obciazenie
liniowe, o wartosci P, = 8.33 kN/m?, wzdtuz ,,dolin” tarczownicy. Model oblicze-
niowy konstrukcji wraz ze schematem obciazenia przedstawiono na rysunku 7.47.

Wyniki obliczen przedstawiono w postaci mapy rozktadu sit membranowych
N (rys. 7.48 i 7.49) i mapy rozkladu momentow zginajacych M (rys. 7.501 7.51).

3% Patrz pkt 6.5.5.
3% Program opracowany przez Tomohiro Tachi. Korzystano z wersji 0.1.8 Alpha programu.
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Rys. 7.47. Model obliczeniowy konstrukcji

Rys. 7.48. Mapa rozktadu sit membranowych N w konstrukcji

Widoczna jest koncentracja strumieni sit wewnetrznych wzdtuz linii grzbietow

tarczownicy i

stosunkowo mate wykorzystanie obszarow wewngtrznych poszcze-

golnych paneli. Umozliwiloby to w przypadku innego przeznaczenia obiektu,
wykonanie otworow doswietlajacych wnetrze. Rozktad gtéwnych naprezen jest
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analogiczny do rozktadu sit membranowych N, a ich warto§¢ w miejscach lokal-
nych koncentracji nie przekracza oy, < 12 MPa. Ugigcia konstrukcji nie przekra-
czaja wartosci u, = 0.4 cm. Rozktad ugig¢ przedstawiono na rysunku 7.52.

4TS
_,:neo -1'9;1_1_‘_ . 24.54
2\ - L
0.7 A Y 7y 566 BB\ ahbe >
0.1-3%3’%;?_31 1}1/{,.355 PN '# = 5:630

Rys. 7.50. Mapa rozktadu sit momentoéw zginajacych M w konstrukcji
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Rys. 7.52. Mapa deformacji konstrukcji — wartosci [cm]

Rys. 7.51. Mapa rozktadu sit momentoéw zginajacych M w konstrukeji — wartosci [kKNm/m]
Zelbetowe konstrukcje tarczownicowe byly popularne w potowie ubieglego

stulecia, konkurujac przez pewien czas z konstrukcjami powlokowymi. Zastoso-
wanie nowych metod ksztaltowania, np. origami, moze by¢ sposobem na przy-

wrocenie ich atrakcyjnosci w architekturze.
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7.2. Nowe metody ksztaltowania formy w wybranych
obiektach architektury wspolczesnej

Przedstawione przyklady pokazuja, ze w ksztattowaniu formy konstrukcyjne;j
mozliwe jest korzystanie z metod ksztaltowania odwotujacych si¢ do odmiennych
niz dotychczas zrdodet inspiracji. Niektorzy wybitni architekci wspotczesni
dostrzegli mozliwosci stwarzane przez tego rodzaju metody i stosuja je w swojej
tworczosci. Przedstawiono dalej przyktady kilku wyrozniajacych sig¢ obiektow,
ktore zostaty zaprojektowane w taki sposob.

b)

Rys. 7.53. Glowna aleja na wystawie EXPO 2010 w Szanghaju — Axe (proj. arch. SBA,
proj. konstr. Jan Knippers): a) przeszklona, stalowa powloka pretowa w strefie wejsciowej,
b) potaczenie przekrycia membranowego ze stalowa powtoka pretowa

a)

Rys. 7.54. Przeszklone, stalowe powloki prgtowe nad przestrzeniami publicznymi:
a) ShiLiuPu Ferry Terminal Roofs — Bund, Szanghaj (proj. arch. Shanghai Xian Dai Architectural
Design Group, proj. konstr. RFR), b) tereny targowe Fiera Milano — Mediolan
(proj. arch. M. Fuksas, proj. konstr. Schlaich, Bergermann & Partners)
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Mozliwosci ksztattowania konstrukcji na powierzchniach minimalnych nie
ograniczaja si¢ tylko do powlok membranowych i zelbetowych. W ostatnim okre-
sie powstato kilka obiektow, w ktdrych na powierzchni minimalnej roztozona jest
siatka pretow — powlok pretowych. Znane przyktady z ostatniego okresu to prze-
krycie gtéwnej alei na wystawie EXPO 2010 w Szanghaju (rys. 7.53), dach termi-
nalu proméw w tym samym miescie (rys. 7.54a), czy zadaszenie pasazu na tere-
nach targowych w Mediolanie (rys. 7.54b). Mozna zauwazy¢ podobienstwo
migdzy uktadem pretow w tych obiektach a numerycznymi modelami membran
tekstylnych (np. rys. 7.17). Podobienstwo to nie jest przypadkowe, poniewaz
w procesie ksztattowania tego typu konstrukcji zazwyczaj uzywane jest oprogra-
mowanie do projektowania membran, a dopiero w koncowej fazie nastgpuje ,,0d-
wrocenie” konstrukcji — zamiana formy rozciaganej na $ciskana®®.

Inny, nowatorski sposob podejs$cia to nadawanie znanym rozwiazaniom kon-
strukcyjnym nowych walorow architektonicznych przez ich optymalizacjg. Roz-
wingto si¢ kilka metodologii optymalizacyjnych, z ktorych kazda ma swdj specy-
ficzny zakres zastosowan. Jedna z najstarszych, zastosowana do plyt zelbetowych,
polega na dostosowaniu uktadu zeber w plycie do kierunkéw trajektorii gtownych
naprezen. Poza zebrami grubo$é ptyty zostaje istotnie zmniejszona. Takie rozwia-
zanie zastosowatl juz na poczatku lat 50. ubieglego wielu, P.L. Nervi, w przedzalni
welny Gatti w Rzymie (rys. 7.55a). Inna metodologia zostata zaproponowana
przez P. Dombernowsky’ego w projekcie studialnym stropu. Korzystajac z tzw.
metody homogenizacji’*’’, uzyskat on zupehie inny, ale réwniez atrakcyjny wizu-
alnie uktad zeber w podpartej punktowo ptycie stropowej (rys. 7.55b).

Rys. 7.55. Przyktady optymalizacji uktadow punktowo podpartych ptyt zebrowych:
a) zebra rozmieszczone wzdhuz trajektorii gldwnych naprezen — przgdzalnia welny Gatti, Rzym
(proj. arch. Carlo Castelli Guidi, proj. konstr. Pier Luigi Nervi), b) zebra ksztaltowane
w procesie optymalizacji ewolucyjnej — projekt studialny (proj. Per Dombernowsky)

%% Réwniez tacy tworcy, jak A. Gaudi i H. Isler, korzystali z odwroconych modeli fizycznych.

Metoda homogenizacji zostata sformutowana w pracy: Bendsoe, M.P., Kikuchi, N. Generating
optimal topologies in structural design using a homogenization method. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering 71(2), (1988) s. 197-224.

307
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Z innej metody — optymalizacji ewolucyjnej, tzw. ESO*®, korzystali A. Isozaki
i M. Sasaki, projektujac dzwigary o duzej rozpigtosci, stanowiace konstrukcje pod-
pierajaca przekrycie centrum konferencyjnego w Katarze. Metoda ESO pozwala
na wprowadzenie réznego rodzaju ograniczen w procesie optymalizacji, np. na-
rzucenia plaskiego ksztaltu plyty stropowej, okreslenia maksymalnego rozstawu
punktow podparcia itp. Efektem ksztattowania jest niezwykta, przypominajaca
drzewo, konstrukcja, ktérej forma decyduje o wyrazie architektonicznym obiektu
(rys. 7.56). Ci sami projektanci zaproponowali wcze$niej podobne, chociaz
w mniejszej skali, rozwiazanie dla nowego dworca kolejowego we Florencji.

Rys. 7.56. Optymalizacja ewolucyjna konstrukcji o duzej rozpigtosci
— Education City Convention Centre, Katar
(proj. arch. Arta Isozaki, proj. konstr. Mutsuro Sasaki)

Te sama metodg, w nieco zmodyfikowanej wersji, pod nazwa BESO*” (Bi-
directional Evolutionary Structural Optimization) zastosowal H. Ohmori w pro-
jekcie Akutagawa River Side, w Japonii. Gtéwny element nosny w tym obiekcie,
a jednoczesnie $ciana frontowa, decydujaca o jego wizualnym odbiorze, zostata
poddana optymalizacji, w wyniku ktorej znaczna czgs¢ materialu zostata usunigta.
Nie tylko przyczynito si¢ to do oszczgdnosci materiatowych, ale umozliwito
wprowadzenie znacznych przeszklen o nietypowych ksztattach, korzystnie wply-
wajacych na wyglad elewacji. Na rysunku 7.57a przedstawione zostaty kolejne
fazy procesu optymalizacji $ciany, a na rysunku 7.57b — widok budynku z zewnatrz,
po zakonfczeniu realizacji.

3% Ang. Evolutionary Structural Optimisation. Metoda ESO zostata sformutowana w pracy:
Huang, E X., Xie, Y.M. Evolutionary topology optimization of continuum structure: methods
and applications, ostatnie wydanie: John Wiley & Sons New York (2010).

3% Metoda BESO zostata zaproponowana przez H. Ohmori w 1999 r. jako rozwiniecie wezesniej-
szej metody ESO.
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Interesujace wydaje sig spostrzezenie, ze formy przedstawionych obiektow,
ksztattowane przez optymalizacje ewolucyjne, wykazuja podobienstwo do prze-
biegu strumieni sit w metodzie STM (rozdz. 6.5.4).

Rys. 7.57. Optymalizacja $ciany metoda ewolucyjna — Akutagawa River Side Project, Japonia
(proj. Hiroshi Ohmori)

b)

Rys. 7.58. Serpentine Gallery Pavilion 2002, Londyn — kolejne kroki
w generowaniu systemu konstrukcyjnego (opis w tekscie)
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Poszukiwanie formy o wygladzie jak najbardziej losowym, wrgcz chaotycz-
nym, bylo celem Toyo Ito i Mutsuro Sasaki, podczas pracy nad projektem
Serpentine Gallery Pavilion 2002, w londynskim Hyde Parku®'’. Autorzy wrecz
stwierdzaja, zZe ,,...naszym celem stato si¢ znalezienie reguty, algorytmu, ktory
generowalby chaos, z jego wrodzonym pigknem, ale posiadajacy ukryty glebiej
porzadek®'”. Konstrukcja pawilonu rozpoczeta si¢ od podzialu kwadratu,
wyznaczajacego obrys obiektu, za pomoca odcinkow stanowiacych fragmenty
takiego samego kwadratu, ale obroconego o pewien kat. W nastgpnym kroku,
w obrocony kwadrat wpisywany jest kolejny, mniejszy, rowniez obrocony.
Fragmenty kwadratow, wystajace poza kwadrat, w ktory byly wpisywane, byty
odrzucane. Sekwencja ta byla powtdérzona siedem razy (rys. 7.58a). W efekcie,
powstala konstrukcja, sprawiajaca wrazenie catkowicie losowego podziatu
powierzchni za pomoca linii, takiego jak na przyktad siatka spgkan pokrywy
lodowej przedstawiona na rysunku 6.38. Jest to jednak w rzeczywistosci
uktad ram wzajemnie zaleznych®'?, stanowiacy wydajny system konstrukcyjny
(rys. 7.58b). Na rysunku 7.59 przedstawiono widok wngtrza zrealizowanego
pawilonu.

Rys. 7.59. Generowanie form pozornie losowych: a) Serpentine Gallery Pavilion 2002, Londyn
(proj. arch. Toyo Ito, proj. konstr. Mutsuro Sasaki), b) dom handlowy Tod’s Omotesando, Tokio
(proj. arch. Arata Isozaki, proj. konstr. OAK Structural Design Office)

319 Serpentine Gallery Pavilion jest wznoszony na jeden sezon, kazdorazowo przez inny
zespot zaproszonych projektantdw, o uznanej, §wiatowej renomie.

31 Cytat za: Meredith, M., Aranda/Lasch, Sasaki, M. From Control to Design. Parame-
tric/Algorithmic Architecture. Actar (2008), s. 36, oraz osobista rozmowa z M. Sasaki.

312 Patrz pkt 3.2.1.
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Podobny efekt uzyskat rowniez Arata Isozaki w budynku domu handlowego
Tods Omotesando w Tokio. Jest to obiekt w skali znacznie wigkszej niz Serpenti-
ne Gallery Pavilion i w innym standardzie wykonania — jest to obiekt staty. Zostat
tez zaprojektowany w inny sposob. Jednak uktad zelbetowych pretdow, oplataja-
cych $ciany budynku lub rozrzuconych na powierzchni tych $cian, sprawia po-
dobne wrazenie przypadkowosci i chaosu.

Inspiracje formami naturalnymi, oméwione w rozdziale 6, moga uwidaczniac
si¢ nie tylko w ksztaltowaniu systemu konstrukcyjnego, ale takze w wielkiej skali,
jako bezposrednia i dostowna podstawa ksztattowania bryly i estetyki obiektu.
Przedstawiony dalej projekt studialny miodego belgijskiego architekta Vincenta
Callebauta, jest to samowystarczalny budynek ekologiczny — ,,farma”, zaprojek-
towany dla Nowego Jorku. Obiekt jest w istocie gigantyczna kopia skrzydta wazki
i w swojej strukturze powtarza wszystkie istotne jego elementy, np. podzialy Wo-
ronoja’"® na przezroczystym wypeknieniu wnetrza obiektu (rys. 7.60).

Rys. 7.60. Samowystarczalny budynek ekologiczny
(Dragonfly Vertical Farm) — projekt studialny dla Nowego Jorku
(arch. Vincent Callebaut)

Aperiodyczne podzialy powierzchni mozna odnalezé w elewacji zaprojekto-
wanej przez A. Isozaki dla centum kulturalnego Liberal Arts And Sciences Buil-
ding w Katarze. Zastosowatl on w tym budynku ,,druga skér¢” — dodatkowsg ele-
wacje poprawiajaca warunki klimatyczne wewnatrz obiektu. Do jej wykonania
uzyte zostaly panele aluminiowe w ksztatcie rownolegtobokow, o katach 90°, 60°
i 30°. Pozwolito to uzyska¢ wzor odpowiadajacy quasi-krystalicznym podziatom

33 Patrz pkt 6.2.1.
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Penrose’a’'*. Podobny wzor zastosowano rowniez w azurowych ostonach prze-
ciwstonecznych w oknach i na dziedzincu budynku. Widok fragmentu elewacji
przedstawiono na rysunku 7.61.

X

Rys. 7.61. Elewacja o podziale aperiodycznym — Liberal Arts
And Sciences Building, Katar (proj. arch. Arata Isozaki)

Jeden z najcickawszych pomystéw w zakresie ksztaltowania formy, jaki pojawit
si¢ w ostatnim okresie, to pelna integracja systemu konstrukcyjnego i architekto-
nicznego ksztaltowania wnetrza, zastosowana w projekcie Opery Stolecznej
Taichung na Tajwanie. W projekcie tym, autorstwa Toyo Ito, zastosowano wiele
zakrzywionych powierzchni, ktore przechodzac jedna w druga zaréwno w kierunku
poziomym, jak i pionowym tworza niezwykla forme¢ obiektu. Powierzchnie te
zostaly zaprojektowane jako katenoidy, jedne z powierzchni minimalnych definio-
wane poprzez uklad rownan parametrycznych [134].

Intencja projektanta bylo ,stworzenie przestrzeni bez orientacji™®'’. Po-
wierzchnie maja dzieli¢ przestrzen na ,,groty”, ,,zaglebienia”, ktére moga stanowic
zardbwno wewngtrzna, jak i zewngtrzna cze$¢ budynku. Gladkos¢ powierzchni
(w sensie matematycznym) jest podyktowana nie tylko wzgledami estetycznymi,
ale rowniez efektywnoscia systemu konstrukcyjnego. Elementy powtokowe nie sa
zréznicowane ze wzgledu na to, czy stanowia §ciang, czy strop, a ich przejécia sa
plynne. Na rysunkach 7.6a i 7.6b przedstawiono model budynku w trakcie gene-
rowania formy, powierzchnie katenoid byly wpisywane w prostokatne kontury
brzegowe, pozwalajace precyzyjnie kontrolowac ich ksztatt. Budynek znajduje si¢
obecnie w trakcie realizacji. Na rysunku 7.6¢ przedstawiono sposdéb wykonywania
powlokowych elementow zelbetowych.

31 patrz pkt 3.2.2.
33 Cytat za: Meredith, M., Aranda/Lasch, Sasaki M., op. cit., s. 55.
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b)

e 8

d)

Rys. 7.62. Budynki ksztaltowane na podstawie nieskonczonych wieloscianow siodtowych
— gabki (labirynty): a), b) Opera Stoteczna Taichung, Tajwan — model fizyczny obiektu
(proj. arch. Toyo Ito, proj. konstr. Arup), c) Opera Stoteczna Taichung, Tajwan
— fragment obiektu w czasie realizacji, d) nowy budynek Berkeley Art Museum,

San Francisco — koncepcja (proj. arch. Toyo Ito)
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Ten sam projektant zaproponowat rowniez podobne rozwiazanie dla nowego
budynku Berkeley Art Museum w San Francisco (rys. 7.6d).

Nie mozna w tych obiektach nie dostrzec bezposredniej relacji do opisa-
nych w rozdziale 3.3.4, nieskonczonych wielo$ciandw siodtowych, nazywa-
nych gabkami lub labiryntami, ktérych korzystne witasciwosci konstrukcyjne
mozna bylo przewidzie¢ na podstawie tablicy okresowej wielo§ciandw z roz-
dziatu 3.3.3.

7.3. Uwagi koncowe

Przedstawione projekty zostaly opracowane przez architektow o roéznym
dorobku i r6znej drodze tworczej. Wychodzili oni z réznych przestanek estetycz-
nych, stosowali odmienne metody i algorytmy projektowania. Wspdlnym mia-
nownikiem ich pracy jest dazenie do uzyskania oryginalnej, tworczej formy, po-
przez zastosowanie racjonalnego sposobu jej ksztattowania.

W opisanym projekcie Serpentine Gallery Pavilion 2002, Toyo Ito i Mutsuro
Sasaki, poszukujac wrazenia chaosu, rozpoczgli od szkicu z kilkoma przy-
padkowymi kreskami. Potraktowali to jednak jedynie jako punkt wyjscia’'®.
Ksztattujac strukturg i zarazem formeg obiektu, wypracowali sposob takiego
rozmieszczenia pregtow, ze tworza one uklad o wielostopniowej hierarchii,
kolejno podpierajacych si¢ grup elementéw (rys. 7.58). Hierarchia ta, jest do-
datkowo rozdzielona na elementy prgtowe i zabezpieczajace je przed zwichrze-
niem, panele. Ztozono$¢ zostala osiagnigta przez rekurencyjne powtarzanie
prostej reguly, z ktorej wywodzi si¢ geometria struktury i jej detal. Mozliwe
bylo oczywiscie uzyskanie ,,.chaotycznego” rozmieszczenia pr¢tow w o inny
sposob. Na przyklad przez przypadkowe rozsypanie patyczkéw na ptaszczyznie,
tak jak to przedstawiono na rysunku 7.63 lub korzystajac z powszechnie
dostgpnych generatorow liczb losowych. Tak wygenerowany uktad bylby z pew-
noscia przypadkowy, ale jego strukturalna efektywno$¢ rowniez bylaby przy-
padkowa.

System konstrukcyjny stadionu olimpijskiego w Pekinie — ,,ptasiego gniazda”,
robi wrazenie przypadkowego i chaotycznego (rys. 6.31b), ale w rzeczywistosci,
tworzy go uklad regularnie rozmieszczonych ram kratowych (rys. 7.64).

W dostownym nasladowaniu chaosu tkwi blad metodologiczny. Ztozono$¢ jest
ukrytym porzadkiem, a nie chaosem. Nie nalezy myli¢ wrazenia z istota rzeczy.
W ksztattowaniu swobodnych form architektonicznych, dekonstruktywizm moze
by¢ tylko pozorny, a przypadkowo$¢ — jedynie wrazeniem wizualnym. Kluczowe
jest ciagte poszukiwanie ukrytych regul, stojacych za takim efektem i umiejgtne
stosowanie ich w praktyce.

316 patrz: Meredith, M., Aranda/Lasch, Sasaki, M. op. cit., s. 36-43.
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Mozliwe sa rozne strategie postgpowania. Korzystajac z inspiracji formami
naturalnymi, mozna odnalez¢ wiele gotowych prototypow form, ktorych struktu-
ralna efektywnosc¢ jest bezposrednio widoczna: powierzchnie minimalne (blonki
mydlane), powloki (muszle), sieci ciggnowe (pajgczyna) itp. Takie inspiracje
moga by¢ stosowane niemal dostownie. Mozna rowniez znalez¢ formy, ktore sa
pozornie przypadkowe, ale analiza ich wtasciwosci topologicznych, np. symetrii
statystycznej’'’, prowadzi do wniosku o ich strukturalnej przydatnosci. Wycho-
dzac od takich form, przez szereg dopuszczalnych topologicznie przeksztal-
cen, mozna uzyska¢ poprawny system konstrukcyjny, o pozornie losowym
uktadzie.

Rys. 7.63. Losowy uktad pr¢tow — przypadkowe rozrzucenie
na plaszczyznie

Rys. 7.64. Glowne elementy systemu konstrukcyjnego
stadionu olimpijskiego w Pekinie

317 Patrz pkt 2.3.5.
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Innym sposobem podej$cia sa rozwazania, dla ktorych punktem wyjscia sa po-
dziaty i wypelnienia przestrzeni obiektami tej samej lub nizszej klasy — tesselacje.
Moga one by¢ opisane i usystematyzowane za pomoca prostych charakterystyk
topologicznych. Nastgpnie, dzigki tablicy okresowej wicloSciandw, mozna ocenic
ich wlasciwosci strukturalne i ewentualnie podda¢ dalszym przeksztatceniom,
prowadzacym do uzyskania koncowej formy. Kolejnym sposobem jest przeksztat-
canie stosunkowo prostych, na poziomie percepcji wizualnej systemow, przez
optymalizacj¢ ewolucyjna.

W rozdziale 7.1 przedstawiono przyktady postugiwania si¢ réznymi, opisany-
mi wczesniej strategiami, obejmujacymi zarowno korzystanie z inspiracji natural-
nych, jak i przeksztatcenia tesselacji ptaszczyzny. Wraz z przykladami realizacji
z rozdziatu 7.2 pokazuja one, ze mozliwe jest zaproponowanie takich sposobow
ksztattowania form konstrukcyjnych, ktére pozwola uzyskiwa¢ swobodne formy
architektoniczne, oparte na racjonalnych przestankach strukturalnych.






Rozdzial 8. Podsumowanie

Wspolczesna architektura, poza swym
inzynierskim aspektem, nie odnalazta
sie jeszcze: styl budynku jest okreslony
nie przez potrzeby, lecz przez kaprys
projektanta.

Claude Fayette Bragdon®'®

Powodem napisania niniejszej pracy byto zauwazalne oddalenie si¢ ksztalto-
wania formy architektonicznej od ksztaltowania systemu konstrukcyjnego.
Wspomniane w rozdziale pierwszym tendencje, okreslane jako ,.free form desi-
gn”, powstaty na gruncie nowych metod komputerowego generowania form geo-
metrycznych. Jako przyktad mozna podaé stosowanie elastycznych powierzchni,
definiowanych za pomoca punktéw kontrolnych — NURBS, czy adaptacje algo-
rytméw uzywanych w produkeji filméw animowanych do tworzenia ztozonych
modeli przestrzennych’'’. Takie narzedzia daja projektantom niemal nieograni-
czong swobodg tworzenia, a co wigcej zmieniaja w pewnym stopniu sposob my-
$lenia, uniezalezniajac od ortogonalnych preferencji zwiazanych z poshugiwaniem
si¢ tradycyjna deska kres$larska.

Autor stow przytoczonych na wstepie, Claude Bragdon, dodawal, ze trwa pro-
ces wypracowywania form architektonicznych, odpowiednich do nowych mozli-
wosci konstrukcyjnych [16, s. 2]. Po stu latach, ktére uptynely od tego stwierdze-
nia, sytuacja wydaje si¢ by¢ odwrotna. Pojawita si¢ potrzeba wypracowania takich
metod ksztatltowania systemow konstrukcyjnych, ktére nie tylko ,,nadaza” za wyz-
waniami stawianymi przez nowe formy geometryczne, ale same bgda mogtly sta-
nowi¢ zrodto inspiracji dla tworzenia nowych form.

Dotychczas obiekty architektoniczne byty tak ksztaltowane, ze ich system
konstrukcyjny informowat o swojej stabilnosci i niezawodnosci. Nowy paradyg-
mat estetyki, ktory w ostatnich latach zdominowal tworczo$¢ wielu architektow,
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Claude Fayette Bragdon Projective Ornament, 1915 r. [16, s. 2].
Przyktadem moze by¢ modut Nucleus firmy Autodesk, ktory powstat poprzez przeniesienie
czg$ci kodu znanego programu do animacji — Maya, do §rodowiska programu AutoCAD.
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réznych pokolen, stara si¢ takiej informacji nie manifestowaé. Co wigcej, czgsto
przewrotnie, stara si¢ stworzy¢ przeciwne wrazenie. Srodkami wyrazu sa tu: duze
rozpigtosci, organiczne formy, przypadkowos$é, nieciagto$¢ systemu konstrukcyj-
nego. Trwa stale poszukiwanie nowych zrdédet inspiracji.

Autor niniejszej pracy uwaza, ze tendencja taka powinna by¢ traktowana jak
wszystkie style i mody w architekturze, ktore pojawialy si¢ na przestrzeni czasu
— ani gorzej ani lepiej. Bezrefleksyjny entuzjazm z jednej strony, a inercja i opor
z drugiej, nie wptyna korzystnie na relacje architekt — konstruktor, ktore ze swej
natury i tak sa obarczone pewnym napigciem. System konstrukcyjny powinien by¢
zgodny z forma obiektu i stanowi¢ dla niej wsparcie. Dotychczas taka wspotzalez-
no$¢ byla oczywista i nie ma powodu, aby w nowych uwarunkowaniach estetycz-
nych bylo inaczej.

Praca niniejsza traktuje o wspolnych topologicznych podstawach ksztaltowa-
nia form strukturalnych. Matematyczny jezyk opisu — jezyk formy, przedstawiony
w rozdziale drugim, pozwala sprowadzi¢ opis form do poziomu podstawowego,
do czysto topologicznych relacji wystgpowania, incydencji, walentnosci, spojnosci,
pozwala odkry¢ to, co w nich jest wspolne — bazg geometryczna.

Mnogos$¢ obserwowanych w przyrodzie obiektow, swoim ksztattem, wystepu-
jacymi w nich wzorami, relacjami symetrii itp. wywoluje inspiracj¢ istotna
ze wzgledu na ksztattowanie formy. Nie jest ona przypadkowa, gdyz stoja za nig
ogo6lne reguty podziatu i sktadania, zmiany wymiaru topologicznego i rzutowania,
ktére powoduja, ze obserwowany przez nas $wiat jest spojny. Wzory te mozemy
nastgpnie odnalez¢é w wytworach cywilizacji: wyrobach artystycznych, tkaninach,
posadzkach, wiazaniach cegiel, a dalej w wielkich konstrukcjach namiotowych,
powtokowych, czy siatkowych.

Traktujac formy strukturalne jako system potaczonych obiektow réznych klas,
odwolujemy si¢ do tych wzorow, widzac w nich prototypy form i korzystajac
z dostarczanych przez matematyczny jezyk formy, metod opisu i analizy wiasci-
wosci. Mozliwe jest dzigki temu tworzenie modeli topologicznych, ktore,
korzystajac z réznych zrodet inspiracji, moga by¢ interpretowane jako modele
form strukturalnych. Metodom tworzenia takich modeli jest poswigcony rozdziat
trzeci.

W rozdziale czwartym omoéwiono metody takiego przeksztalcania modeli
topologicznych, ktdre zmieniajac istotnie ich poczatkowa konfiguracje, pozwalaja
jednoczes$nie zachowaé wlasciwosci strukturalne i zdolnos¢ do przestrzennej
rekonstrukcji.

Zmiana wymiaru przestrzeni, w ktorej moga by¢ realizowane modele topolo-
giczne, czyli z jednej strony redukcja do nizszego wymiaru, a z drugiej — rekon-
strukcja przestrzenna, sa to dwa, wzajemnie dualne, aspekty kreowania formy.
Jej istota jest podziat jednych obiektow za pomoca innych, w uporzadkowany
hierarchicznie sposob. Opisana w rozdziale piatym rekonstrukcja przestrzenna nie
tylko umozliwia zmiang klasy obicktow, ale rowniez — przez zaleznosci migdzy
modelami w r6znych wymiarach — dostarcza narzedzi oceny wtasciwosci mecha-
nicznych struktur.
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W rozdziale szostym omdwiono sposoby poszukiwania naturalnych zrodet in-
spiracji, ilustrujac to nastgpnie przyktadami metaforycznego potraktowania takich
inspiracji w architekturze. W dalszej czgSci przedstawiono wybrane procedury
ksztattowania form strukturalnych. Oméwiono przyktady metod znanych wcze-
$niej, jak ksztaltowanie na powierzchniach minimalnych, czy ksztattowanie
w oparciu o topologi¢ kratownic Michella, a takze zaproponowano nowe metody,
takie jak zastosowanie tesselacji aperiodycznych, w szczegbélnosci parkictazy
z liniami Ammanna, metode rekonstrukcji topologicznej, generowanie siatek
przez iloczyn kartezjanski grafow i metodg origami.

Rozdziat siodmy dotyczy analizy przydatnosci roznych metod ksztaltowania
formy na przyktadzie opracowan wilasnych i wybranych prac znanych tworcow
z ostatniego okresu. Przedstawiono w nim jak mozna uzyska¢ wizualny efekt
przypadkowosci, przez tworzenie ztozonych uktadow, w ktorych porzadek we-
wnetrzny nie jest bezposrednio widoczny, a tektonika formy architektoniczne;j jest
nicodroznialna od jej systemu konstrukcyjnego.

Przedstawione w pracy metody odwotywania si¢ do nicoczywistych zrodet
inspiracji maja w zamierzeniu przyczyni¢ si¢ do powrotu sytuacji, w ktorej
system konstrukcyjny bedzie podstawa ksztattowania formy obiektu. Jest to proba
odpowiedzi na nowe, przedstawione na poczatku rozdziatu, wyzwania.

Dziatalno$¢ tworcza, jak twierdzit Norwid, nie podlega prawu zachowania
energii’”’. Intencja autora bylo wykazanie, Ze rozwinigte ostatnio metody mate-
matyczne, szczegblnie z dziedziny geometrii dyskretnej, pozwalaja operowac
pojeciami, ktore dotychczas byly domena intuicji, a przez to — przywrocié
projektowaniu formy jego pierwotny, tworczy sens.

320 Cytat za: Lech Jeczmyk, op. cit, s. 50.
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Topology of Structural Forms

The function and form of buildings have traditionally been connected by specific material,
spatial and other solutions. Architectural objects are shaped in such a way that their structural
system informs us about their stability and reliability, and their logic has been understood not
only as a clear way of transmitting the loadings and structural effectiveness of elements but also
as a kind of symbiosis of architectural form and structural system. Some general trends in current
culture, sometimes referred to as ‘pop-culture infantilization’, are characterized by the creation
of completely artificial reality, which, like a computer game, only pretends to reality. On this
basis, a new paradigm of aesthetics in architectural design appeared. It can be defined as a set of
trends, often referred to collectively as ‘free-form design’. Architects who have adopted this
paradigm are guided — like their predecessors in the Art Nouveau period — chiefly by the desire
to achieve a particular visual impression. Structural systems may not reveal themselves outside
that ‘mask’, not manifesting their reliability. Moreover, often perversely, they try to create the
opposite impression. Designers use means of expression such as: large span, organic forms,
randomness, discontinuity of the structural system. These trends developed on the basis of new
methods of computer-aided generation of geometric forms. Such tools give designers almost
unlimited freedom to create and change to some extent a way of thinking, free from the orthogo-
nal preferences associated with the use of traditional drawing boards. Since the freedom to de-
termine the form requires a constant supply of new ideas, a great deficit of new concepts, a lack
of (sufficiently casual) sources of inspiration, as well as their specific inflation, can be seen.
What was new yesterday, now becomes trivial and obsolete. Some designers openly admit that
their designs follow ‘whatever’.

In the late nineteenth and early twentieth centuries the process of developing architectural
forms appropriate to the new design possibilities was palpably under way. A hundred years later,
the situation appears to be reversed. There is a need to develop methods of shaping structural
systems which not only meet the challenges posed by new forms of geometry but are a source of
inspiration for the creation of new forms.

The present work deals with the common topological basis for shaping structural forms. It
shows that, starting from different aesthetic premises and using different methods and algori-
thms, one can obtain the original creative form by applying a rational method.

To achieve this, one does not literally have to follow random inspirations. This is
a methodological error. Complexity is a hidden order, rather than chaos. Impressions should
not be confused with the essence of things. In the creation of free forms in architecture,
deconstructivism may be only apparent, and randomness may only be a visual impression.
The key is to search constantly for the hidden rules behind this effect and use them skilfully
in practice.

Different strategies are possible. Using the inspiration of natural forms, one can find many
ready-to-use prototypes of forms in which structural efficiency is directly visible: minimal surfa-
ces (soap bubbles), shells (seashells), tensioned nets (spiders’ webs), etc. Such inspirations can
be applied almost directly. One can also find forms that are seemingly random, yet analysis of
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their topological properties, e.g. statistical symmetry, shows their structural usefulness. Starting
from such forms, through a series of topologically admissible transformations, one can obtain the
correct structural system with a seemingly random arrangement.

Another approach is based on planar and spatial tesselations. They can be described and sys-
temized by means of simple topological characteristics. Then, thanks to a periodic table of poly-
hedra, it is possible to assess their structural properties and apply further transformations, leading
to a final form. Another method is to transform systems that are relatively simple at the level of
visual perception by means of evolutionary optimization.

Mathematical description language, the language of form, presented in chapter two, allows
forms to be described at the basic level, where purely topological relationships of incidence,
valency and connectivity allow us to discover what is common in them — a geometric base.

A profusion of objects observed in nature, their shape, the patterns occurring in them, re-
lationships of symmetry, etc., offer significant inspiration from the standpoint of shaping the
form. It is not coincidental, because in the background there are general rules of subdivision
and composition, change in the topological dimension and projection, which means that the
world observed by us is consistent. These patterns can be found in the products of civilization:
in artistic products, fabrics, flooring, brick bond, and in big tent structures and shell or tensile
structures.

Treating the structural forms as a system of linked objects of different classes, we refer to
these patterns, seeing in them the prototypes of forms and using methods of description and
analysis of the properties given by mathematical form language. Thereby it is possible to
create topological models, which, using different sources of inspiration, can be interpreted
as prototypes of structural forms. The third chapter deals with the methods for creating such
models.

The fourth chapter discusses the methods for this transformation of topological models,
which significantly changes their initial configuration while maintaining their structural characte-
ristics and ability for spatial reconstruction.

Changing the dimension of the space in which topological models can be realized means re-
duction to a lower dimension and spatial reconstruction, the dual aspects of creating form. Its
essence is the division of some objects by other objects, in a hierarchically structured manner. As
described in chapter five, spatial reconstruction not only allows us to change the class of objects
but also — through the relationships between models in different dimensions — provides tools for
assessing the mechanical properties of structures.

Chapter six explains how to search for natural sources of inspiration, followed by examples illu-
strating the metaphorical treatment of such inspiration in architecture. Then, selected procedures of
shaping structural forms are presented. Examples of well-known methods are discussed, such as for-
mation on minimal surfaces or the topology of Michell trusses, and some new procedures are propo-
sed, e.g. shaping on the basis of tessellations with Ammann bar grids, topological reconstruction met-
hods, generating spatial lattices through Cartesian products and origami.

Chapter seven examines the suitability of various methods of shaping form, with reference to
works of known designers selected from the last decade. It shows how one can obtain the visual
effect of randomness through the creation of complex systems in which the internal order is not
directly visible and the tectonics of the architectural form is indistinguishable from its structural
system.

The methods presented in this work refer to the unobvious sources of inspiration, and
are intended to enable the return of a situation in which the structural system will form the
basis for shaping the object. This is an attempt to respond to the new challenges described
above.

The author believes that the tendency to free-form should be treated just like all the styles
and fashions in architecture which have occurred over time, neither worse nor better. Unreflec-
tive enthusiasm on the one hand, and inertia and resistance on the other hand, would not improve
relations between architects and structural designers, which by their nature are subject to a certa-
in tension. The structural system should be compatible with the architectural form of the object
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and provide support for it. Such correlation has already been evidenced and there is no reason to
think it would be otherwise in new aesthetic conditions.

Creative activity is not subject to the law of conservation of energy. The author’s intention
was to demonstrate that the recently developed mathematical methods, especially in the field
of discrete geometry, allow the manipulation of concepts which have so far been the domain
of intuition and consequently to restore the original creative sense to shaping form.
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