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1. Wstep

Postep technologiczny oraz wyzwania wspotczesnego przemystu i ustug stymuluja rozwaj robotyki
w kierunku zwigkszonej autonomii robotéw i ich mobilnoSci. Manipulatory przemystowe, jakkolwiek
uzyteczne, oferowaty ustugi jedynie w ograniczonej przestrzeni hal fabrycznych. W ostatnich latach
coraz popularniejsze jest wykorzystanie robotow mobilnych. Najczesciej s to platformy poruszajace
sie na kotach, bogato wyposazone w uktady sensoryczne (sonary ultradzwiekowe, dalmierze laserowe,
kamery, czujniki zblizeniowe). Podstawowa cechg tych platform jest umiejetnoSc osiagniecia wyzna-
czonego celu z wykorzystaniem technik modelowanie Srodowiska i metod planowania ruchu. Zdolno-
Sci sprawcze platform mobilnych s3 ograniczone i polegaja co najwyzej na biernym przewozeniu fa-
dunkdw jak w przypadku zastosowania platformy dostarczajgcej pacjentom leki w szpitalach. Natural-
nym wiec jest potaczenie zdolnosci mobilnych platform ze sprawczymi manipulatoréw w jeden uktad
zwany manipulatorem mobilnym. Techniki planowania ruchu wypracowane dla elementarnych podu-
ktadéw manipulatora mobilnego sa juz ugruntowane. Jednak interesujacym jest zagadnienie zbadania
istnienia synergii dwoch poduktadéw na gruncie planowania ruchu i ewentualnego jej wykorzysta-
nia w praktyce. Wiadomo, ze zdecydowana wiekszo$¢ manipulatoréw to ukfady holonomiczne, czyli
(w uproszczeniu), z odrebnym silnikiem napedzajacym kazdy ze stopni swobody. Natomiast kotowe
platformy mobilne sa przedstawicielkami uktadéw nieholonomicznych, w ktérych liczba sterowan jest
istotnie mniejsza od wymiaru przestrzeni konfiguracyjnej. Zatem, w typowym przypadku, planowanie
ruchu manipulatora jest istotnie tatwiejsze od planowania ruchu platformy. Istniejg w literaturze ro-
botycznej podejscia unifikujace, ktérych istota jest potraktowanie obu poduktadéw manipulatora mo-
bilnego jednolicie, sformutowanie modelu o wektorze stanu bedacym konkatenacja wektorow standéw
poduktadow oraz rozwigzanie klasycznymi metodami problemu w peinej przestrzeni stanu. W niniej-
szej dysertacji, ktdrej celem jest zaproponowanie metod planowania ruchu manipulatora mobilnego
w Srodowisku kolizyjnym, przedstawiono nieco odmienne podejscie. Skoro trudniejszym jest zadanie
planowania ruchu dla platformy niz dla manipulatora na niej umieszczonego, zatem celowym wydaje
sig potozenie nacisku na efektywne planowanie ruchu platformy, a stuzebne potraktowanie planowa-
nia ruchu manipulatora, ktérego zadaniem bedzie generowanie “tatwych” do osiggniecia konfiguracji
platformy. Obrazowo ideg te mozna przedstawi¢ nastgpujaco: zamiast planowac ruch manipulatora
mobilnego hipotetycznie rozsprzegamy manipulator od platformy. Manipulator o uwigzionym efekto-
rze w docelowym punkcie przestrzeni zadaniowej ma mozliwo$¢ przemieszczania swych ogniw. Tak
wiec baza (podstawa) manipulatora, dla tradycyjnego manipulatora nieruchoma, uzyskuje mozliwosci
ruchowe i kresli zbiér potencjalnych docelowych konfiguracji platformy mobilnej, czyli takich dla kto-
rych manipulator mobilny osigga punkt docelowy w przestrzeni zadaniowej. W ten sposob uzyskuje sig
wigec naturalne potaczenie klasycznych metod planowania ruchu manipulatorow i platform mobilnych
traktowanych odrebnie, a jednoczeSnie efekt synergetyczny, polegajacy na tym, ze zbidr konfigura-
cji docelowych platformy, inaczej niz w klasycznych zadaniach, jest nie pojedynczym punktem, lecz
zbiorem konfiguracji. Zatem planowanie ruchu platformy mobilnej moze by¢ fatwiejsze, tym bardziej,
ze podczas swego ruchu moze ona wybierac jako konfiguracje docelowe r6zne konfiguracje oferowane
przez manipulator.

W pracy modelujemy obydwa poduktady manipulatora mobilnego na poziomie kinematycznym,
to znaczy manipulator w petni zadany jest przez jego kinematyke prosta, natomiast platforma mobilna
opisywana jest bezdryfowym uktadem nieholonomicznym wynikajacym z ograniczeh w postaci Pfaffa.
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Dla wigkszosci metod planowania ruchu podejscie takie jest powszechne w literaturze i wystarczajace
w praktyce (dynamika komponent modelowana jest zwykle dopiero na poziomie sterowania). Zdecy-
dowana wigkszos¢ manipulatoréw i platform mobilnych nalezy do rozwazanej klasy.

Zadanie planowania ruchu dodatkowo utrudniamy przez ograniczenia przestrzeni konfiguracyjnej
wynikajace z istnienia przeszkdd w otoczeniu manipulatora mobilnego. Wynikiem planowania ma by ¢
bezkolizyjna trajektoria (manipulatora i platformy) zapewniajaca osiggniecie zadanego punktu prze-
strzeni zadaniowej. Waznym elementem rozwigzania zadania planowania jest dob6r metody planowa-
nia ruchu platformy. Istnienie przeszkod praktycznie uniemozliwia efektywne stosowanie metod glo-
balnych, ktére sg bardzo czute na ograniczenia w przestrzeni konfiguracyjnej. Co wiecej, w zadaniach
praktycznych dos¢ czesto Srodowisko nie jest w petni znane (modelowane gcznie z przemieszczaniem
sie robota), a petna znajomos¢ srodowiska jest warunkiem sine qua non stosowania metod globalnych.
Jako metode bazowa wybieramy lokalng metode Lie-algebraiczng planowania ruchu uktadow nieho-
lonomicznych. Modele przez nig akceptowane sa w petni zgodne z zatozonymi dla manipulatora mo-
bilnego, jest elastyczna w uwzglednianiu przeszkod i byta stosowana z powodzeniem przez cztonkow
zespotu badawczego Zaktadu Podstaw Cybernetyki i Robotyki do zadania planowania ruchu platform
nieholonomicznych z jednym punktem docelowym.

Do5€ czesto zadanie planowania ruchu rozpatrywane jest jedynie z uwzglednieniem modelu obiek-
tu sterowanego, lecz bez uwzglednienia jego potencjalnych interakcji ze srodowiskiem. Metoda propo-
nowana w dysertacji, jakkolwiek nie uwzglednia wszystkich mozliwych interakcji to jednak bierze pod
uwage fizykalne uwarunkowania ruchu. Dlatego tez dla zadania planowania ruchu wykorzystywana
jest oryginalna metafora robota-dzwigu, w ktorej zadanie planowania jest dekomponowane na nastepu-
jace podzadania czgSciowe: przyjecie przez manipulator konfiguracji transportowej, przemieszczenie
platformy do jej dynamicznie wygenerowanej konfiguracji docelowej, przemieszczenie manipulatora
tak, by realizowat wraz z platforma punkt docelowy w przestrzeni zadaniowej.

Techniki zaproponowane w dysertacji sg dedykowane manipulatorom mobilnym o kotowej platfor-
mie jezdnej, jednak mozliwe jest wykorzystanie ich elementéw sktadowych takze dla innych manipu-
latorow mobilnych o modelu wynikajacym z ograniczef w postaci Pfaffa, czyli robotéw szybujacych
W przestrzeni kosmicznej i pojazdow podwodnych.

Dysertacja zorganizowana jest w siedem rozdziatow, uzupetnionych dodatkami. We wprowadza-
jacym rozdziale 2 opisano najczesciej uzywane oznaczenia, wprowadzono niezbedny aparat metod
Lie-algebraicznych intensywnie stosowanych w planowaniu ruchu platformy. Odwracajac najczestsza
kompozycje rozpraw doktorskich (aby nie powtarzac terminéw i modeli) najpierw, w rozdziale 3,
zdefiniowano zadanie planowania ruchu manipulatora mobilnego w Srodowisku kolizyjnym i przed-
stawiono gtdwne idee jego rozwigzania. Dopiero nastepnie, w kolejnym rozdziale, opisano rozwig-
zania literaturowe zadania planowania ruchu dla platform mobilnych i manipulatoréw traktowanych
jako uktady niezalezne oraz metody tgczace dwa poduktady manipulatora mobilnego w jedna catoSc.
Rozdziat 5 jest uszczegotowieniem idei rozwigzania zadania planowania i wprowadza algorytmy okre-
Slajace z detalami spos6b planowania ruchu manipulatora mobilnego i dyskutuje znaczenie parame-
trow warunkujacych dziatanie metody. W rozdziale 6 przedstawiono wyniki symulacji dziatania me-
tody Lie-algebraicznej planowania ruchu manipulatora mobilnego. Jako testowane platformy wybrano
uktad jednokotowy i dwukotowy, natomiast czeS¢ manipulacyjna tworza dwuwahadto i tréjwahadto.
Zarowno platformy jak i manipulatory oraz przeszkody wybrano tak, by zilustrowac idee na jak naj-
prostszych przyktadach pokazujgcych specyfike zastosowanych narzedzi. Zastosowanie proponowa-
nych metod do bardziej skomplikowanych modeli i Srodowisk nie nastrecza zasadniczych ktopotdw,
zwiekszajgc jedynie naktady obliczeniowe. CzeS¢ symulacyjna zawiera wnioski z przeprowadzonych
testow wskazujacych na wptyw poszczeg6lnych faz planowania i ich parametréw na jako$¢ wyniko-
wego toru i trajektorii ruchu. W podsumowujacym rozprawe rozdziale 7 uogélniono wyniki szcze-
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gotowe i wskazano cechy zaproponowanego rozwigzania zadania planowania ruchu. W dodatkach
zebrano materiat pomocniczy.

Sktad:

Do skfadu pracy wykorzystano system przygotowania dokumentow LATEX [45], bedacy naktadka
systemu TgX [40]. Rysunki wykonano programem XFig (http://www.xfig.org/). Wykresy wyge-
nerowano programem gnuplot (http://www.gnuplot.info/). Obliczenia symboliczne wykonano ze
wsparciem programu Mathematica firmy Wolfram Research, Inc., [93]. Pomocnicze skrypty taczace
poszczegblne czedci w catoSE zostaty napisane w jezykach Perl [92], Python [63] i Bash. Gtéwny
program na uzytek symulacji komputerowych napisano w jezyku C [38] z wykorzystaniem bibliotek
Gnu Scientific Library (http://www.gnu.org/software/gsl/).



2. Preliminaria

W rozdziale przedstawiono notacje oraz podstawowe pojecia wystepujace w dalszej czesci pracy.

2.1. Notacja i operatory

Wielkosci skalarne pisane sa czcionka pochyta (a), wielkosci wielowymiarowe — wektory, ma-
cierze i zbiory sa oznaczono symbolami pogrubionymi (a, A). Przestrzenie zapisywane sg z uzyciem
stylizowanych duzych liter (A). Domyslnie, wszystkie wektory sg kolumnowe.

W opisach algorytméw wykorzystano symbol < do operacji przypisania (by unikna¢ niepopraw-
nego matematycznie zapisu i = i+ 1). Zatem przypisanie i < i+ 1 nalezy odczytac jako powigkszenie
zmiennej i o jeden.

Wykorzystywane w pracy operatory oznaczane sg nastepujaco:

— XoYy — iloczyn skalarny,

— a x b —iloczyn wektorowy,

— AT — transpozycja wektora, macierzy,

— ||X|] — norma wektora (o ile nie zatozono inaczej — norma euklidesowa),

— A~1 — odwrotnost macierzy kwadratowej,

— A* — uogolniona odwrotno$¢ macierzy — pseudoodwrotnos¢ Moore’a-Penrose’a:
A* — AT (AAT)

— diag (A) — macierz diagonalna,

— a x b —rozmiar macierzy (w przyktadzie macierz o a wierszach i b kolumnach),

— dim(a) — wymiar (przestrzeni, wektora),

— mod — modulo

— #A — liczba elementdw (moc) zbioru,

— det(A) — wyznacznik macierzy,

— [A,B] — nawias Liego p6l wektorowych A, B,

— stopien(A) — stopien pola wektorowego (jednomianu Liego) A,

— rank (LA(G(q))) — rzad algebry Liego rozpietej przez generatory (kolumny macierzy G) w punk-
cieq,

— V; — pochodna wzgledem z.

2.2. Oznaczenia
NajczesSciej wykorzystywane oznaczenia zebrano ponizej.
Przestrzenie:

— RK — k-wymiarowa przestrzen liczb rzeczywistych,
— X — przestrzen konfiguracyjna manipulatora,
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— Q — przestrzenh poz platformy,

— Y — przestrzeh zadaniowa manipulatora mobilnego,

— U — przestrzenh sterowan,

— SO(3) — specjalna grupa ortogonalna wymiaru 3 do ktérej nalezg macierze rotacji(obrotu) R (3 x 3)
spetniajace wiasnosci R~* =RT, det(R) = 1,

— SE(3) — specjalna grupa euklidesowa, zawierajaca elementy bedace parami (macierz obrotu, wek-
tora przesunigcia—translacji), jest suma potprosta SE(3) ~ SO(3) x R3.

Wektory, funkcje:

— x € X, dim x = r — wektor konfiguracji manipulatora,

— g € Q, dim @ = n— wektor stanu platformy,

— u(t) € U, dim u = m — sterowanie platformy w chwili t,

— u(-) — sterowanie platformy na horyzoncie czasowym,

— y €Y C SE(3) — wektor wspotrzednych efektora,

— gi(q) — i-ty generator, pole wektorowe,

— G(q)nxm — Macierz generatorow,

— 0 — wektor (macierz) o wszystkich elementach bedacych zerami,

— | — kwadratowa macierz jednostkowa, (na diagonali wartosci 1, poza — 0).

Przeksztatcenia:
— k(q,x) € Y — kinematyka prosta manipulatora mobilnego,
Dane specyficzne dla algorytméw planowania ruchu:

— t zmienna opisujaca czas,

— (¢ — stan platformy w biezacym punkcie (podczas omawiania algorytméw planowania),
— AT — dhugo5s¢ elementarnego kroku planowania,

— Qo — macierz wag dla algorytmu pseudoodwrotno$ci wazonej.

Opis otoczenia robota:

— uktad globalny G,

— uktad docelowy D, potozony ,,nad poczatkiem” uktadu G: TR = Tr(Z,z) - Rot, Rot € SO(3), gdzie
Tr(Z,z) oznacza przesunigcie wzdtuz osi Z 0z € R,

— ukiad poczatkowy P.

2.3. Lokalne kierunki ruchu a sterowania

! Pole wektorowe jest wektorem o elementach bedacych funkcjami (z zatozenia analitycznymi),
ktére przypisuje kazdemu punktowi przestrzeni odpowiadajacy mu wektor majacy interpretacje kie-
runku ruchu. Regularnos¢ pola wektorowego wymaga odpowiednio ciggtej zmiany wektoréw od punk-
tu do punktu lezagcego w jego matym otoczeniu. Nawias Liego jest operatorem generujgcym z dwoch
pél-argumentdéw A, B kolejne pole wektorowe [A,B]. We wsp6trzednych nawias Liego zdefiniowany
jest nastepujaco:

dB(q) ,  9A(Q)
[A,B] = B A 3 B. (2.1)

1 Podrozdziat opracowano na podstawie prac [12, 18]
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L atwo pokazac, korzystajac z definicji (2.1), nastepujace whasnoSci nawiasu Liego:
— [A,B] = —[B,A] zwana antysymetria,
— [A,[B,C]] +[B,[C,A]] +[C, [A,B]] = 0 znana jako tozsamo5¢ Jacobiego.

Niech bedzie zadany uktad pol wektorowych zwanych generatorami: @i, i = 1,...,m. Rekurencyjnie
definiujemy stopieh pola wektorowego uzyskanego, przy pomocy operacji (2.1), z generator6w i ich
potomkaow:

{ stopien(gi) = 1, 2.2)
stopien([V,Z]) = stopien (V) + stopien(Z). '

Wszystkie pola wektorowe o tym samym stopniu nalezg do warstwy:
W; = {A|stopien(A) =i}, i=1,.... (2.3)

Wiasnosci pol wektorowych wskazujg, ze nie wszystkie pola utworzone rekurencyjnie z generatoréw
sg potencjalnie od siebie niezalezne. Poniewaz zalezne pola wektorowe nie wnosza nowego kierunku
ruchu, zatem warto je pominga¢. Z tego powodu w literaturze robotycznej przyjmuje sie najczesciej baze
Ph. Halla [89] tworzaca niezalezny (nieskonczony) zbiér jednomianéw Liego. Ich kombinacja liniowa
nad przestrzenig liczb rzeczywistych tworzy wolna algebre Liego. Przykad poczatkowych elementow
bazy Ph. Halla zawiera tabela 2.1.

Tablica 2.1. Elementy bazy Ph. Halla, do warstwy czwartej wiacznie, generowanej przezX,Y i ich przypisanie

do warstw.
warstwa jednomian Liego | warstwa jednomian Liego
1 X 4 X, X, [X,Y]]]
1 Y 4 Y, X, [X,Y]]]
2 X,Y] 4 YL IY, X Y]]
3 X, [X,Y]]
3 Y, X, Y]]

Jako model matematyczny platformy mobilnej rozwazanej w pracy stuzy bezdryfowy ukfad nieho-
lonomiczny opisany rownaniem:

m
q=G(qu= Y gi(q)ui, dimq=n,dim(u)=m, (2.4)
i=1
gdzie @i, i = 1,...,m s3 generatorami. Po podstawieniu za nieokreSlone generatory wolnej algebry

Liego konkretnych pél wektorowych g; i ich zwartoSciowaniu, czyli wyliczeniu p6l i ewentualnym ich
uproszczeniu, otrzymujemy algebre Liego pol wektowych stowarzyszona z (2.4), LA(G(q)). Rozwa-
zajac algebre Liego pél wektowych w ustalonym punkcie przestrzeni stanu uzyskujemy kombinacje
liniowe wektoréw wskazujacych mozliwe kierunki ruchu, bez okre$lenia jak te kierunki wygenerowac
przy pomocy sterowan.

Podstawowa wiasnoscia badang dla uktadéw sterowania jest ich sterowalnos¢, czyli mozliwosc
osiggnigcia przy pomocy sterowah kazdego punktu, gdy ruch zainicjowany jest w dowolnym punkcie
przestrzeni. Trajektoria w przestrzeni stanu ukfadu sterowalnego moze byc¢ teoretycznie bardzo ob-
szerna, nawet gdy stany brzegowe nie s3 od siebie odlegte. Dlatego szczegdlnie dla planowania ruchu
w Srodowiskach kolizyjnych wymagana jest wkasno$¢ mocniejsza, znana jako sterowalnoS¢ lokalna w
krotkim czasie (small time locally controllable, STLC). Wihasnos¢ STLC dla uktadu bezdryfowego (2.4)
opisuje twierdzenie Chow [4]:
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Twierdzenie 2.3.1. Uktad (2.4) jest lokalnie sterowalny w krotkim czasie, jeSli algebra Liego z nim
stowarzyszona rozpina R" w kazdym punkcie przestrzeni stanu, czyli

vq rank (LA(G(q))) =n. (2.5)

Bez straty ogélnosci, algebre Liego mozna zastgpic przez kombinacije liniowe pél z bazy Halla (waru-
nek (2.5) jest wtedy tatwiejszy do sprawdzenia, gdyz zawiera mniej pél). DoS¢ czesto warunek (2.5)
nosi nazwe rzedu algebry Liego, LARC - (ang. Lie algebra rank condition). Geometrycznie twierdze-
nie Chow moéwi o lokalnej sterowalnosci w krétkim czasie, gdy mozliwy jest ruch w dowolnym stanie
w dowolnym kierunku. Ponadto, istnieje trajektoria taczaca kazde punkty bliskie sobie zawarta w ma-
tym otoczeniu zawierajgce te punkty. Generowanie bazy Ph. Halla jest operacja czysto algorytmiczna
(efektywny algorytm zawiera praca [11]) wykonywang w trybie pre-planowania (ang. off-line). Zatem
warunek rzedu (2.5) takze jest sprawdzany w trybie pre-planowania, co w szczeg6lnosci oznacza, ze
dla uktadow sterowalnych wiadomo, w ktorych obszarach przestrzeni stanu jakie pola wektorowe roz-
pinaja przestrzen R". W praktyce najczesciej mozna wybrac jeden minimalny (ztozony z minimalnej
liczby) zbiér p6l wektorowych rozpinajacy przestrzeh w kazdym punkcie.

Dysponujac polami wektorowymi z bazy Ph. Halla i wykorzystywanymi do sprawdzenia warunku
sterowalnosci (2.5) (czyli lokalnymi kierunkami ruchu w konkretnym punkcie przestrzeni) nalezy je
uzyskac przy pomocy dopuszczalnych sterowan. Istnieja dwie drogi osiagniecia tego celu. Jedna wy-
korzystujaca formute Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina, CBHD, [78] i oferujaca sterowania ka-
watkami stale. Druga, stosujaca uogo6lnienie formuty, gCBHD, ktdrej zaletg jest generowanie sterowah
ciggtych (lokalnie, wokot biezacego punktu).

Zapis formuty gCBHD jest dos¢ skomplikowany, dlatego skoncentrujemy sie na waznych dla pla-
nowania ruchu aspektach praktycznych opuszczajac doktadne wyprowadzenia zaleznosci, ktére mozna
znalez¢ w pracach [13, 14]. Formuta (g)CBHD petni w teorii réwnah rézniczkowych podobna role jak
wzOr Taylora dla analizy funkcji statycznych, pozwala bowiem przedstawi¢ (aproksymowac) zmiang
stanu w dowolnym punkcie przestrzeni stanu q. jako liniowa kombinacje p6l wektorowych pomnozo-
nych przez funkcje zalezne od sterowan

k
AQ(Qc)(t) ~ __Ei\l!i(u(')»t) -Zi(Qc), (2.6)

gdzie Zj(qc), i = 1,..., sa polami wektorowymi zwartoSciowanymi w punkcie g i gwarantujacymi
spetnienie warunku (2.5). Jesli zatozymy, ze ukfad (2.4) spetnia warunek rzedu, zatem warto$¢ gérnego
indeksu k jest skonczona. Oczywiscie k > n. Warto zauwazyc¢, ze funkcje ; nie zalezg od biezacego
stanu, mozna wigc je wyliczy¢ w trybie pre-planowania. Jak lokalnie wptywaja sterowania na prze-
mieszczenie stanu Aq w punkcie biezacym qc, zalezy w gtéwnej mierze od uktadu pél wektorowych
w tym punkcie. Interesujaca jest takze interpretacja zalezno$¢ (2.6) od t. Czas t nalezy rozumie¢ jako
parametr odpowiadajacy efektywnemu przemieszczaniu sie stanu w kierunku Aq(qc). Sterowania sa
odmierzane rzeczywistym czasem ruchu s € [0,t]. Istotnym faktem ukrytym w zaleznosci (2.6) jest
zauwazenie, ze lokalny ruch nie odbywa sie wzdtuz odcinka q(t) = qc +Aq(qc)(t) - t/t, T = [0,t]. Tra-
jektoria osiggajac punkty tego odcinka przy zmiennym t moze wykonywac doS¢ obszerne przemiesz-
czenia, co jest szczeg6lnie wazne w planowaniu ruchu w $rodowisku kolizyjnym, stanowi bowiem
istotne utrudnienie planowania. Formuta (2.6) jest zaleznoscia aproksymacyjna (pominieto pola wyz-
szych rzedéw), zatem jej stosowalnos¢ jest ograniczona dla matych czaséw t, gdyz wraz ze wzrostem
t maleje doktadnos¢ aproksymacji przemieszczenia stanu.

Poniewaz w pracy ilustrowanie metod planowania ruchu manipulatora mobilnego bedzie dla plat-
form o dwoch wejsciach, m = 2, przytoczymy uszczeg6towiona postac obliczeniowa zaleznosci (2.6)
w postaci

AQ == ox X + oY + oy v XY 4o vy X XGY ]+ oy e vy Y S XY (2.7)
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0 wspotczynnikach oix, O, ox v, 0x x v]]» %y, [x v]] Zaleznych od sterowan u = (u,v)T danych zalez-
nosciami [18]

ox = /tu(s)ds

I
—

v(s)ds
s=0 s=0
1 t S
oxy] = 5/ /(U(Sl)V(Sz)—V(Sl)U(Sz))dsldsz, (2.8)
-52:05120
S3 S2

OUx, X)) = 3./ / / V(s1)u(s2)u(ss) +u(s1)u(sz)v(s3) — 2u(s1)v(s2)u(sz)) dsadszdss,

S3= 082 051 0

ox Xy = 3|/ // JV(S3) — V(S1)V(S2)u(S3) + 2v(S1)u(S2)Vv(S3)) dsdsodss.

=0s,=051=

W pracy [18] wykazano, ze przemieszczenie wzdtuz pola wektorowego Z; zwigzany jest z jego stop-
niem wzorem: N
Vi (u(-),t) ~ tStopien(Zi)/2 (2.9)

gdzie t jest matym czasem ruchu (by formuta (2.6)) byta wazna. Wspdtczynniki w;i(u(-),t) zalezg
réwniez od parametrow zastosowanych sterowan u(-), np. amplitud i przesunig¢ fazowych dla sterowan
harmonicznych.

2.3.1. Realizacja sterowan

Przyjmijmy ze dana jest trajektoria q(t), t € [0,1]. Z zatozenia o sterowalnosci ukfadu wynika, ze
w kazdym punkcie stanu istnieje zbior pél wektorowych

G(Q) = {gl(Q>7 ce 7gm(Q>vgm+l<Q>v cee 7gS<q)} (210)

gdzie gm-1(q),-..,0s(q) sa polami uzyskanymi przy uzyciu nawiasu Liego zastosowanego rekuren-
cyjnie do generatorow g1(q),...,dm(q), spetniajacy warunek rzedu algebry Liego (Lie algebra rank
condition, LARC)

rank G(q) =n. (2.11)

Warto zauwazyc¢, ze liczba p6l wektorowych moze by¢ wigksza niz wymiar przestrzeni stanu, po-
niewaz wraz z wyborem jednego wektora (pola) o pewnym stopniu, do G(q) automatycznie wszystkie
pozostate wektory (pola) danego stopnia sg dotaczane jako majace porownywalny wptyw na ruch.
Z tego powodu czesto wystepuje sytuacja, ze liczba wektoréw wchodzacych w sktad G przewyzsza
wymiarowos¢ przestrzeni stanu. Na podstawie zaleznosci (2.9) nalezy zauwazyc, iz do G powinny by¢
dobierane wektory o najnizszym mozliwym stopniu, poniewaz sg bardziej efektywne (dajg dtuzsze
przesunigcia) w poréwnaniu do wektoréw stopni wyzszych. W kazdym punkcie stanu moze by¢ inny
sktad p6l wchodzacych w sktad G(q). Lokalne predkosci § mozna wyrazi¢ w formie rozszerzonych
(wirtualnych) sterowan v

q=G(q)v (2.12)
otrzymywanych z zaleznosci
v=G*(q)q. (2.13)
W przypadku, gdy sterowania maja ré6zny wkiad w catkowity ruch stosuje sie wazona pseudoodwrot-
nos¢ [60]
v=Qo(G"(@)"q, (2.14)
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gdzie Qg jest dodatniookre$lona macierza wag, oraz

G* (@) =G(q)Q, - (2.15)

Uzycie bardziej wymagajacej obliczeniowo metody pseudoodwrotno$ci wazonej zamiast standardo-
wego pseudoinwersu Moore-Penrose’a podyktowane jest rozng efektywnoscia pél wektorowych wcho-
dzacych w sktad macierzy G. Ruch wzdtuz wektoréw o wyzszym stopniu powinien by¢ ttumiony na
rzecz pél nizszego stopnia.



3. Postawienie zadanie planowania i idea jego
rozwigzania

Niech bedzie zadany globalny uktad wspétrzednych manipulatora mobilnego i zwigzana z nim
przestrzen zadaniowa rozumiana jako zbior punktow w ukfadzie globalnym osiggalnych przez mani-
pulator mobilny. Ukfad wspotrzednych holonomicznego manipulatora jest sztywno zwigzany z nieho-
lonomiczna platforma mobilng. Poze platformy oznaczamy przez q € Q, a konfiguracje manipulatora
przez X € X. Na platforme oddziatujemy przy pomocy sterowan u(-) € U zdefiniowanych na ograni-
czonym, cho¢ nieokreSlonym horyzoncie czasu T.

Danymi do zadania planowania ruchu manipulatora mobilnego sa:

— model matematyczny platformy wyrazony jako bezdryfowy uktad sterowania postaci

q(t) =G(q(t))u(t) = ig(q)ui, dimg=n>dimu=m, (3.1)
i=1

gdzie gi s analitycznymi polami wektorowymi, Zaktadamy, ze uktad (3.1) jest sterowalny w krot-
kim czasie, czyli spetnia warunek rzedu algebry Liego (2.5).

— sterowania vt u(t) platformy sg nieograniczone,

— kinematyka prosta manipulatora zadana jest przez

km: X — Y, (3.2)

z dodatkowym zatozeniem, ze uktad lokalny manipulatora pokrywa sie z uktadem globalnym.
— odwzorowanie wyjscia
k:QxX—YCSE@3), k(g,x) =Y, (3.3)

wigzace poze platformy i konfiguracje manipulatora z potozeniem efektora manipulatora (tozsa-
mego z efektorem manipulatora mobilnego),

— istnienia przeszkdd naktada ograniczenia wystepujace w przestrzeni zadaniowej w postaci obsza-
row zabronionych O C Y,

— zadana jest poza poczatkowa platformy qq i konfiguracja manipulatora Xo, a takze punkt docelowy
manipulatora mobilnego w przestrzeni zadaniowej yq € Y.

Zadanie planowania ruchu manipulatora mobilnego polega na wyznaczeniu sterowan platformy u(-)

i takiego przebiegu trajektorii manipulatora X(-) na przedziale czasu [0, T], zainicjowanych w punkcie

(qo,Xo), by trajektoria byta bezkolizyjna:

vt € [0,T] B(q(t),x(t))NO =10, (3.4)

gdzie B C R® oznacza bryte w uktadzie globalnym odpowiadajacej wektorowi q(t),x(t) utworzona
przez manipulator mobilny w chwili t,
oraz punkt docelowy zostat osiggniety przez efektor:

k(@(T),x(T)) =Ya. (3.5)

Opcjonalnie, etapy ruchu manipulatora mobilnego moga podlega¢ optymalizacji odpowiednio dobra-
nymi funkcjami kryterialnymi.
Dyskusja danych i zatozen:



3. Postawienie zadanie planowania i idea jego rozwigzania 13

uktad globalny Jakkolwiek umiejscowienie uktadu globalnego mozna dobiera¢ dowolnie, warto jed-
nak wybrac jego lokalizacje tak, by fatwo interpretowac potozenia i orientacje efektora manipula-
tora. Zaktadajac, ze platforma mobilna porusza sie po ptaszczyznie, proponujemy umiesci¢ pocza-
tek uktadu globalnego w punkcie rzutu prostopadtego punktu docelowego efektora na ptaszczyzne
ruchu platformy. Wybrany poczatek uktadu globalnego jest okreSlony jednoznacznie, a ruch w naj-
bardziej interesujgcym obszarze manipulacji jest wykonywany przy relatywnie matych wartosciach
wspdtrzednych wektora potozenia uogélnionego (potozenie i orientacja) w przestrzeni zadaniowej;

przestrzehn zadaniowa W przypadku manipulatora o petnych mozliwosciach ruchowych przestrzeh
zadaniowa jest petnowymiarowym podzhiorem specjalnej grupy euklidesowej SE(3). Gdy mozli-
wosci ruchowe celowo ograniczamy - stanowi podzbior jej wiasciwej podgrupy (np. R3);

model platformy model platformy (3.1) wynika ze spetnienia ograniczeh nieholonomicznych w for-
mie Pfaffa:

A(9)q=0, (3.6)

gdzie macierz A, rozmiaru r x n, r < n, jest petnego rzedu. Ewentualnie renumerujac wspotrzedne
wektora g mozna przeksztatci¢ zalezno$c (3.6) do postaci

A1(@)q" +A2(9)4° =0 (3.7)

z macierzg kwadratowa Az (r x r) petnego rzedu i wspotrzednymi wektora q zgrupowanymi w dwa
wektory q* i q2. Przeksztatcajac (3.7), uzykujemy model (3.1), z

a1 1
G=[ ’,‘;f‘”], q= m u=q> (3.8)

model manipulatora manipulator z zatozenia nie moze mie¢ elastycznosci w przegubach, gdyz wtedy
zaleznoS¢ pomiedzy potozeniem przegubéw a elementem napedzanym (wat silnika) jest dyna-
miczna. Sztywnos¢ ogniw manipulatora jest takze wymagana, gdyz w przypadku ogniw elastycz-
nych uzyskanie statycznej zaleznosci wyjsciowej (3.3) jest w typowym przypadku niemozliwe;

bezpieczenstwo ruchu Warunek (3.4) w praktyce moze okazac sie zbyt tolerancyjny, dopuszcza bo-
wiem dowolnie bliskie zblizenie manipulatora mobilnego do przeszkody. W bardziej restrykcyjnej
wersji warunku (3.4) zadamy, by zachowany byt warunek bezpiecznej odlegtosci:

vt € [0,T] |IB(q(t),x(t)) —O]| > do > O, (3.9)

gdzie do jest zatozonym marginesem bezpieczehstwa. Odlegto$¢ bryt w zaleznosci (3.9) rozu-
miemy klasycznie
IB,O[|=_min [la—bl|.
aeB,beO

ograniczenia na sterowanie platformy Przyjecie braku ograniczeh na sterowanie tatwo ostabic, jesli
tylko wynikowe sterowania sa ograniczone (a takie by¢ musza ze wzgledu na ich fizyczna reali-
zowalnosc). Przez wydtuzenie horyzontu czasowego i liniowe przeskalowanie sterowan platformy
mozna zrealizowaC ten sam tor ruchu, ktéry odpowiada sterowaniom platformy bez skalowania.
Podobna uwaga dotyczy czeSci manipulacyjnej, cho€ explicite nie wystepuja w niej sterowania;

warunek rzedu algebry Liego jest warunkiem kluczowym. Dla platform spotykanych w praktyce
jest on spetniony przez co najwyzej kilka pierwszych warstw pél wektorowych utworzonych z ge-
neratoréw ukfadu gi(q), i = 1,...,m. Znaczenie tego warunku polega na fakcie mozliwosci do-
wolnej reorientacji platformy w matym (otwartym) otoczeniu jej konfiguracji biezacej. Wtasnos¢
maksymalnego rzedu algebry Liego ma istotne znaczenie w dowodzie zbieznosci algorytmu pla-
nowania ruchu.
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3.1. Idea rozwigzania zadania planowania ruchu manipulatora mobilnego

Zaktadamy, ze ruch ruchu manipulatora mobilnego bedzie przebiegat, i bedzie planowany, w trzech
fazach:

1. ustawienie manipulatora w konfiguracji transportowej. Etap charakteryzujacy sie bezruchem plat-
formy i sprowadzeniem manipulatora do konfiguracji optymalnej w sensie odpowiednio skonstru-
owanej funkcji kryterialnej, ktéra ma uwzgledni¢ minimalizacje zajmowanej objetosci przez mani-
pulator mobilny i/lub odpowiednie usytuowanie Srodka masy manipulatora wzgledem $rodka masy
platformy;

2. etap transportowy, w ktorym manipulator pozostaje nieruchomy, a platforma, w iteracyjnym pro-
cesie, dazy do biezacego celu wyznaczonego przez hipotetyczny manipulator o koncu efektora
umieszczonym w punkcie docelowym ruchu;

3. faza manipulacyjna. Platforma zostaje unieruchomiona przez zastosowanie podpdr odcigzajacych
kota platformy, a manipulator osigga docelowe potozenie w przestrzeni zadaniowe;.

Argumenty, natury fizycznej i obliczeniowej, uzasadniajace tréjpodziat zadania planowania sg naste-

pujace (w nawiasie numer fazy ruchu):

(1,2,3) jednoczesne stosowanie napedu manipulatora i platformy moze nie by¢ wskazane (zasilanie
z jednego zrodia, naped hybrydowy, spalinowo-elektryczny);

(1) przemieszczanie nieruchomego manipulatora powinno odbywac sie w takiej konfiguracji, ktéra
zapewni symetryczne obcigzenie két platformy, a takze minimalizacje prawdopodobienstwa koli-
zji z przeszkodami. Ze wzgledu na bezpieczehstwa manewru (bezkolizyjnoSc) celowe wydaje sig
minimalizowanie uwypuklenia manipulatora mobilnego;

(2) wykonywanie jednoczesnego ruchu przez manipulator i platforme moze prowadzi¢ do uszkodzenia
tozysk manipulatora, przez wibracje i udary nieuniknione podczas ruchu platformy. Unieruchomie-
nie manipulatora w fazie drugiej umozliwia jego zaparkowanie przez zastosowanie mechanicznego
unieruchomienia (hamulce);

(2) w przypadku ruchu manipulatora w fazie drugiej, mozliwe jest zmiana potozenia Srodka masy
manipulatora, a tym samym niesymetryczne obcigzenie k6t platformy, ktérego efektem (nawet
przy jednorodnym podtozu) moze by¢ niedoktadnosc realizacji zaplanowanej trajektorii;

(3) dla zachowania energetycznej efektywnosci ruchu koniecznos¢ jest stosowanie lekkich i kompak-
towych (relatywnie mata platforma w stosunku do manipulatora) konstrukcji nosnych. Koniecz-
noS¢ napedzania ciezkich konstrukcji wymaga stosowania duzych akumulatoréw, ktére dodatkowo
obcigzaja platforme. Unieruchomienie platformy przed poczatkiem fazy trzeciej ma nastgpujace
cele,

a) przez rozstaw podpor zwieksza sie zasieg dziatania manipulatora (ruch Srodka masy manipu-
latora moze odbywac sie w szerszym zakresie nie powodujac utraty przyczepnosci platformy
do podtoza),

b) podczas ruchu manipulatora bez podpdr i z migkkimi kotami mozliwe jest pogorszenie doktad-
nosci wykonywanych operacji wynikajacych z ugiecia k6t (amortyzatory, ogumienie)

c) mozliwe jest przemieszczanie cigzszych fadunkow.

(1,2,3) jakkolwiek planowanie ruchu odbywa sie na poziomie kinematycznym, nalezy wzig¢ pod
uwage, ze realizacja zadania planowania bedzie wymagata takze uwzglednienie dynamiki manipu-
latora mobilnego. Podziat na fazy ruchu stanowi pewien rodzaj odsprzezenia poduktadéw manipu-
latora mobilnego, rozumianego jako mozliwo$¢ potraktowania nieruchomego w danej fazie obiektu
jako obcigzenia statycznego obiektu znajdujacego sie w ruchu. Moze sie zdarzyc¢, ze nalezy rozwa-
zat sprzezenie poduktadéw, nawet wtedy, gdy teoretycznie jeden z nich powinien znajdowac sie w
spoczynku. Dzieje sig tak, na przyktad, w przypadku gdy szybki ruch manipulatora moze spowo-
dowac zerwanie kontaktu k6t platformy z podtozem. Przypadek taki nalezy uwzgledni¢ po etapie
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planowania ruchu podczas generacji sterowan fizycznych uwzgledniajacych dynamiczne efekty
ruchu;

(1,2,3) dekompozycja zadania planowania ruchu manipulatora mobilnego zwigksza liczbe zadan, jed-
nak sg to zadania o mniejszej liczbie wymiardw, zatem fatwiejsze do rozwigzania. Praktycznie
ztozonos¢ wszystkich zadan technicznych nie jest liniowa ze wzgledu na liczbe wymiaréw (naj-
czeSciej wielomianowa lub NP-trudna). Zatem korzystne, z obliczeniowego punktu widzenia, jest
rozwigzywanie nawet wielu zadah niskowymiarowych niz jednego w wyzszym wymiarze.

Zadanie pierwszej fazy jest typowym zadaniem optymalizacji statycznej polegajacej na wyznaczeniu

optymalnej konfiguracji manipulatora na platformie potaczonej z planowaniem ruchu manipulatora do

tej konfiguracji. W fazie drugiej rozwigzujemy zadanie planowania trajektorii platformy nieholono-
micznej o dynamicznie zmieniajacym sie celu ruchu, natomiast faza trzeciej jest planowaniem ruchu
manipulatora do zadanego punktu docelowego platformy mobilnej.

Zaproponowana dekompozycja zadania planowania ma takze wady, ktére wymieniamy ponizej:

— optymalizacja kazdej z faz ruchu niekoniecznie prowadzi do ruchu globalnie optymalnego,

— w przypadku ruchu krétkich niecelowe moze okaza¢ sig sktadanie manipulatora do pozycji trans-
portowej, a nastepne jego rekonfiguracja w poblizu docelowego punktu pracy,

— w przypadku bardzo trudnych Srodowisk (wiele przeszkdd o skomplikowanych ksztattach zajmuja-
cych objetos¢ poréwnywalna z przestrzenig wolna (gdy planujemy ruch w ograniczonym podzbio-
rze R3)) moze sie okaza¢, ze rozwiazanie zadania planowania moze wymagac jednoczesnego ruchu
zarbwno manipulatora jak i platformy mobilnej. Zadania dla takich srodowisk stanowia inspiracje
dla projektowania dedykowanych algorytméw planowania ruchu. Przykfadami takich Srodowisk
sg techniki planowania ruchu w labiryntach [47] czy Kklasyczny problem transportu fortepianu
(piano-mover problem [30]).
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Zadanie planowania ruchu robotéw rozwazane byto przez wielu badaczy. Poniewaz zagadnienie
jest klasyczne ma swoja juz kilkudziesiecioletnia historig i doczekato sig opracowanh podrecznikowych
[28, 58, 77, 87]. W rozdziale niniejszym przedstawiono przeglad réznorodnych metod zapropono-
wanych w literaturze robotycznej z uwzglednieniem ich wad i zalet. Zanim przytoczone zostang ich
detale, warto pokusic sie o klasyfikacje zadah planowania ruchu, gdyz rozwazana klasa zadah silnie
koreluje z technika ich rozwigzywania.

By przystgpic¢ do rozwigzania zadania planowania ruchu nalezy okreslic model obiektu dla kté-
rego projektowana jest metoda planowania ruchu. Gtéwna linia podziatu wyznacza holonomicznos¢
badZ nieholonomiczno$¢ obiektu, ktérym moze by¢ zaréwno platforma mobilna jak i manipulator.
Dla manipulatora mobilnego rozwazanego w niniejszej rozprawie, mozliwych sg cztery warianty: nie-
holonomiczna/holonomiczna platforma z nieholonomicznym/holonomicznym manipulatorem na jej
pokiadzie. We wczesnych pracach podstawowym obiektem byta holonomiczna platforma (tzw. omni-
directional robot) i holonomiczny manipulator. Literatura dotyczgca planowania ruchu robotéw holo-
nomicznych nawet w Srodowisku kolizyjnym jest bogata [5, 39, 75, 79] i w wigkszosci przypadkow
polega na wykorzystaniu odpowiednio skonstruowanych funkcji nawigacyjnych. Obecnie najczesciej
spotykane w rozwazaniach teoretycznych (i zarazem najbardziej praktyczne) jest potaczenie nieho-
lonomicznej platformy z holonomicznym manipulatorem. Nieholonomiczne platformy rozpatruje sie
badZ jako konkretne egzemplifikacje uktadéw jezdnych (najczesciej modelowane jako jednokotowy
robot mobilny, badz samochdd kinematyczny) badz zapisuje sig¢ ograniczenia ruchu w postaci Pfaffa,
z ktérych tatwymi przeksztatceniami dochodzi sie do bezdryfowego uktadu sterowania. Istniejg uktady
robotyczne wiodace do tego typu uktadu, a istotnie rézne od platform mobilnych. Sg to roboty szybu-
jace, w ktorych ograniczenia nieholonomiczne wynikaja z zasady zachowania momentu pedu, a nie
z braku poslizgu jak to ma miejsce w uktadach jezdnych. Do tej klasy uktadéw nalezy takze model
spadajacego, w polu grawitacyjnym kota. Ukfadami bezdryfowymi sg takze ukfady o pewnych do-
datkowych wiasnosSciach (np. nilpotentno$¢ w przypadku obiektu znanego z literatury jako integrator
Brocketta [3]). Bezdryfowy uktad sterowania jest uzyskiwany, gdy rozwazania sg przeprowadzane na
poziomie kinematycznym. Gdy, dodatkowo, wzieta jest takze pod uwage dynamika obiektu, sterowany
uktad zawiera takze dryf. Panuje jednak wsréd badaczy przekonanie [27], ze najbardziej istotne trudno-
Sci ze sterowaniem uktadéw nieholonomicznych leza juz na poziomie kinematycznym (uktad bezdry-
fowy), a wynikaja z istotnie mniejszej liczby sterowan niz wynosi wymiar przestrzeni stanu. Pojawiaja
sig takze ostatnio prace poszerzajace (ostabiajace) zatozenia lezace u podstaw wyprowadzenia modelu
bezdyfowego. W tej klasie uktadéw warto wyrdznic uktady z poslizgiem. W naturalny sposéb sg takze
ostabiane zatozenia o znajomosci modelu (parametryczna, strukturalna), ktére, w skrajnej postaci, pro-
wadza do negacji potrzeby modelowania robota i sterowania behawioralnego. Wydaje sig, ze ciagle nie-
docenionym aspektem na gruncie robotyki (acz badanym przez mechanikow) jest oddziatywanie kota
z podtozem na réznych rodzajach gruntéw, poniewaz wigkszos¢ wspétczesnych platform jezdnych pra-
cuje w Srodowisku zestrukturalizowanym (szpitale, hale fabryczne, laboratoria uniwersyteckie). Jed-
nak nalezy oczekiwac wzrostu zainteresowania zastosowaniami robotéw (manipulatoréw) mobilnych
w Srodowiskach otwartych. W ten sposob naturalnie dochodzimy do opisu Srodowiska robota, ktdre
w starszych pracach byto bezkolizyjne, gdyz sterowanie obiektem nieholonomicznym obiektem stano-
wito nie lada wyzwanie. Srodowisko kolizyjne moze by¢ znane, czeSciowo lub catkowicie nieznane.
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Przeszkody moga byt statyczne (jedynym obiektem ruchomym jest robot) lub dynamiczne. W $rodo-
wiskach dynamicznych wyrézniamy obiekty o znanej charakterystyce (przyktadem obiekt poruszajacy
sie po znanej trasie wedtug z géry okreSlonego scenariusza), lub czeSciowo znanej (gdy znamy jedynie
stan poruszajgcego sie obiektu i ewentualnie jego charakterystyki, typu maksymalna predkos¢, przy-
spieszenie, zwrotno$¢ mierzona promieniem minimalnego promienia skretu). Klasycznym i zarazem
najtrudniejszym zadaniem zwigzanym z uwzglednieniem przeszkdd w otoczeniu robota jest spraw-
dzanie kolizyjnosci [56]. Poniewaz robot sie porusza, test ten musi by¢ wykonywany czesto. Wiec
najwazniejsza jest optymalizacja ztozonosci obliczeniowej sprawdzania bezkolizyjnosci robota, gdyz
obliczenia wykonywane sa zwykle w trybie czasu rzeczywistego. Dla przyspieszenia obliczeh wyma-
gany jest wiaSciwy dobdr reprezentacji przeszkod. Zwykle dokonuje sie aproksymacji rzeczywistych
obiektow przy pomocy obiektow elementarnych, charakteryzujacych sie tatwym opisem analitycznym
i efektywnoscig w okreSlaniu odlegtoSci miedzy nimi. Jako obiekty elementarne wykorzystuje sie wie-
losciany wypukte, elipsoidy, kule, stozki. W wielu przypadkach dazy sie do rozpatrywania kolizyjnosci
w przestrzeniach niskowymiarowych, najczesciej dwuwymiarowych. Wiele interesujacych zagadnieh
powstaje juz na etapie okre$lania Srodowiska robota. W zakres tych zagadnieh wchodzi dobér $rod-
kow i metod zbierania informacji o otoczeniu robota, efektywna akwizycja danych i budowa mapy
otoczenia robota.

Przejdzmy teraz do klasyfikacji metod planowania ruchu robota. Gtéwnym podziatem réznicuja-
cym zadania planowania jest zakres dziatania metody. Wyrézniamy tu planowanie globalne, w ktérym
projektowana jest cata trajektoria (Sciezka) robota, oraz lokalne — gdzie okreSlany jest jedynie najbliz-
szy fragment trajektorii wokot biezacego stanu robota (a finalna trajektoria powstaje jako sklejenie
lokalnych fragmentow). Cechg metod globalnych jest uwzglednianie globalnych informacji o otocze-
niu robota, co umozliwia stawianie zadah optymalizacji globalnej. Jednak metody globalne maja tak ze
wiele wad, gdyz sg bardziej ztozone obliczeniowo od lokalnych oraz ich wyniki czeSciowe sg catko-
wicie bezuzyteczne w przypadku zmian w Srodowisku robota. Ponadto, metody globalne wymagaja
peinej znajomosci Srodowiska, co wyklucza planowanie ruchu w $rodowiskach otwartych i ubogo
osensorowanych (aspekt ekonomiczny). Nastepny podziat metod wynika z przyjetego modelu. Mamy
wiec metody ogolne, dziatajgce dla szerokiej klasy modeli i metody specjalizowane, ktore istotnie
wykorzystujac wiasnosci modelu — planuja ruch niewielu (acz waznych praktycznie) typéw robotow.
Ze wzgledu na technike rozwigzania zadania planowania, wyr6zniamy metody analityczne, w ktérych
obliczenia prowadzone sg przez przeksztatcanie wzoréw, numeryczne — gdy intensywnie stosowane sg
procedury numeryczne, oraz hybrydowe, w ktorych obliczenia prowadzi sig tak dtugo analitycznie jak
to jest mozliwe, a w kohcowym etapie — numerycznie. Klasycznie zadanie planowania ruchu polega na
zaplanowaniu trajektorii (Sciezki) robota, ktéra nastepnie staje sie dang wejsciowa dla uktadu sterowa-
nia, ktérego celem jest najbardziej wierne odtworzenie zadanej trajektorii. Dlatego zwykto sie uwazac,
ze zadanie planowania mozna przeprowadzi¢ w trybie off-line. Istnieja takze podejscia, w ktérych za-
ciera sie réznica miedzy planowaniem ruchu a sterowaniem. W tych metodach projektowane jest prawo
sterowania w sposéb jawny uzalezniajace sygnaty sterujace od srodowiska robota i jego modelu. Trady-
cyjnie mozna podzieli¢ metody ze wzgledu na postawione zadanie na: optymalne (gwarantujace opty-
malizacje przyjetego wskaznika jakosci), sub-optymalne — generujace statystycznie lepsze rozwigzania
od typowych (lub gdy optymalizacja wystepuje, lecz trudno udowodni¢ optymalnoS¢ otrzymanego re-
zultatu), oraz bez optymalizacji. Optymalizacja czesto wystepuje w problemach nisko-wymiarowych.
Dla zadah o bardzo duzej liczbie wymiaréw, trudno znalez¢ efektywnie rozwigzanie przy pomocy
algorytmow deterministycznych. Dlatego chetnie stosowane sg algorytmu stochastyczne (losowe).
W uktadach ztozonych, sktadajacych sie z dwoch (wiecej) poduktaddw, czesto stosowane sg techniki
dekompozycji zadania planowania na dwa (kilka) podzadah. Uzasadnieniem teoretycznym dla techniki
dekompozycji jest fakt znacznego zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej, gdy problem wielowymia-
rowy jest zastepowany kilkoma problemami o mniejszej wymiarowoéci. W przypadku manipulatora
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mobilnego, w ktérym poduktady charakteryzuja sie istotnie r6znymi mozliwosciami ruchowymi, pla-
nowanie ruchu manipulatora (jako tatwiejszego w sterowaniu) jest podporzadkowane projektowaniu
trajektorii platformy mobilnej.

Dalej przedstawiono metody planowania ruchu zaréwno platform mobilnych jak i manipulatoréw,
korzystajace z r6znorodnych technik poszukiwania rozwigzania zadania.

4.1. Metoda planowania ruchu nilpotentnych uktadéw nieholonomicznych

W artykule [43] Lafferriere i Sussmann zaproponowali algorytm planowania ruchu dla uktadéw
bezdryfowych (2.4), ktére sa dodatkowo nilpotentne. Sformutowanie zadania planowania jest kla-
syczne: znalez¢ trajektorig przeprowadzajaca uktad z zadanego stanu poczatkowego do kohcowego
w przestrzeni bezkolizyjnej. Najpierw system sterowany podlega rozszerzeniu o pola wektorowe wyz-
szych rzedéw pomnozone przez sterowania wirtualne, tak by wszystkie pola (oryginalne i dodatkowe)
spetniaty warunek rzedu LARC (2.5), czyli rozpinaty przestrzeh stanu R". Zapis uktadu rozszerzonego
jest nastepujacy:

q=Vv101(q) +...+VmGm(Q) +Vm+1Om+1(Q) + ... +Vvr0r(Q), (4.1)

gdzie g1(q),...,9m(q) sa oryginalnymi polami wektorowymi generujacymi uktad bezdryfowy, na-
tomiast gm+1(q), ...,0r(q) sa polami wektorowymi rozszerzenia uzyskiwanymi przez rekurencyjne
zastosowanie operatora nawiasu Liego do generatoréw. Pola wektorowe rozszerzenia nalezy wybrac
z bazy jednomiandéw Liego (np. bazy Ph. Halla). Oczywiscie spetniony jest warunek r > n > m. Dziata-
nie opisywanej metody jest dwuetapowe: najpierw wyznaczenie sg sterowania wirtualne vj, i=1,...,r
dla systemu rozszerzonego (4.1) zapewniajgce przemieszczenie stanu miedzy zadanymi konfigura-
cjami brzegowymi, a nastepnie wyliczane sg pierwotne sterowania us, . . ., Uy zachowujace te wtasnosc.
W pierwszym etapie, w zaleznoSci od wyboru wspétrzednych Ph. Halla “w przéd” (ang. forward) lub
“do tytu” (ang. backward), wprowadzany jest operator

S(t) = exp(h1(t)g1) exp(ha(t)g2) . . -exp(hr (t)gr), (4.2)

ktdry definiuje przemieszczenie stanu po sekwencji dziatah pol wektorowych, a exp(h(t)Z) oznacza
strumief pola Z dziatajacy przez czas h(t). Warunek brzegowy S(0) = | oznacza, ze przemieszczenie
stanu uktadu w chwili t = 0 jest zerowe. Réwnanie (4.1) przybiera postac

S(t) =S(t)(v101(Q) + - ..+ VimGm(Q) + Vi 10m+1(Q) + . .. + Ve Gr(Q)). (4.3)

Po zrozniczkowaniu (4.2), podstawieniu do (4.3) oraz przemieszczeniu S(t) na lewa strong réwnosci
(uwzgledniajac, ze S~1(t) jest odczytywaniem sekwencji strumieni (4.2) wspak ze zmienionym zna-
kiem kazdego h;j(t)) oraz poréwnaniu wspoétczynnikow wystepujacych przy identycznych polach g;,
otrzymujemy uktad réwnah rézniczkowych ze wzgledu na funkcje h;j(t), z warunkiem poczatkowym
hi(0) =0, i=1,...,r. Po ustaleniu horyzontu czasowego sterowania T oraz wybraniu dowolnej, acz
odpowiednio gtadkiej, trajektorii taczaca konfiguracje brzegowe, mozliwe jest wyznaczenie przebiegu
funkcji hj(t) zapewniajacych przemieszczenie stanu do zadanego celu ruchu.

W drugim, trudniejszym etapie, na podstawie formut Campbella-Bakera-Hausfdorffa-Dynkina (w
wersji dyskretnej) wyznaczane sg sterowania uj(t), i = 1,...,m generujace kolejne elementy wyste-
pujace w znanej juz sekwencji (4.2). Przyktadowo, dla uktadu o dwdch generatorach g;,g, element
exp(hs(t)[91,92]) jest generowany przy pomocy sterowan kawatkami statych w nastepujacej sekwencji
(czytanej od lewej strony ku prawej)

exp(ha(t)[g1,92]) = exp(/h3(t)g1) exp(v/h3(t)g2) exp(—+/h3(t)@1) exp(—+/ha(t)g2).
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Metoda Lafferriera i Sussmanna nie wymaga, oprécz wymienionych, dodatkowych zatozefh. Metoda
nie generuje trajektorii optymalnych. Dla uktadéw nie posiadajacej wiasnosci nilpotentnosci mozliwe
jest stosowanie metody na matych kawatkach trajektorii, na ktorych dos¢ wiernie mozna aproksy-
mowac dowolny uktad bezdryfowy uktadem nilpotentnym. Zadanie planowania ruchu tg metodg ilu-
strowano przyktadami dla jednokotowego robota mobilnego w pracy [42] oraz w artykule [41] dla
samochodu kinematycznego.

Sussmann [81] podjat prébe uogdlnienia podejscia dla uktadow z dryfem:

4=0o0(q)+ igi(Q)Ui (4.4)

rozwazanych wokét punktu réwnowagi, go(q) = 0. Zaproponowana modyfikacja metoda rozszerzenia
dynamicznego uktadu (4.4) okazata si¢ skuteczna, jednak warunki sterowalnosci sg znacznie mocniej-
sze niz w przypadku zadania bez dryfu.

W pracy [82] rozpatrzono zadanie wyznaczania rzeczywistych sterowan u na podstawie znajomosci
sterowah rozszerzonych v dla innych sterowah niz kawatkami statych. Przyjeto baze harmoniczna,
dla ktorej rozwigzano zadanie planowania ruchu dla systemu o dwoch wejsciach i pigciu wyjsciach.
Podano réwniez szkic algorytmu $ledzenia trajektorii, ktérego parametrem jest maksymalna odlegto$c
trajektorii rzeczywistej od pozadane;j.

Oprocz bazy Ph. Halla do rozwigzywania zadania planowania ruchu uzywane sg réwniez inne bazy,
np. baza Lyndona. Bazie Lyndona zostata poSwigcona praca [54], gdzie oprécz szczeg6towego omo-
wienia formalnej definicji bazy, przedstawiono algorytm generowania jej elementow. W artykule [34]
Jacob przedstawit klasyczne podejscie wykorzystujace baze Lyndona. Zaprezentowano wprowadzenie
do baz Lyndona oraz metode algorytmicznego wyznaczania wielomiandw algebry Liego z przykia-
dami. Niech dany bedzie alfabet

Z'={zn1,22,...,2m}, (4.5)
gdzie kazda sktadowa zj € Z odpowiada sterowaniu u(-). Niech
Z={z1,22,...,7m},<) (4.6)

oznacza uporzadkowany alfabet. Odwrotny porzadek leksykograficzny na zbiorze Z* ¢ Z zdefinio-
wany jest nastepujaco:

albo (i) v=fudlapewnego f € Z*,

albo (ii) u=fxw,v=gyw, x<y, x,yeZ, f.gelZ*. (4.7)

U<V<:>{

Stowo w € Z* jest odwrotnym stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy gdy jest mniejsze od wszystkich
swoich lewych sktadnikéw. Dowolne stowo Lyndona b € L moze by¢ zapisane jako

{ albo beZ bjestliterg (4.8)

albo b=ml I<m, mlel.

Dla najdtuzszego stowa m spetniajacego wiasnoSc (4.8) para st(b) = (m, 1) jest nazywana standardowa
faktoryzacja b. Dla kazdego odwrotnego stowa b przypisuje sie wielomian Liego Ay:

Ap=hb jeSlibe Z (4.9)
Ap = [Am,Ay] jeslist(b) = (m,1). '
Rodzina {Ap|b € L} jest baza (odwrotna baza Lyndona) w przestrzeni wielomianéw Liego. Bazg Lyn-
dona do stopnia 5, dla uktadu o dwoch wejsciach zamieszczono w tablicy 4.1. Poréwnujac baze Lyn-
dona z baza Ph. Halla (tab. 2.1) tatwo zauwazy¢, ze elementami baz sg w obu przypadkach jednomiany
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Tablica 4.1. Elementy bazy Lyndona

0 A1 =01

1 A =02

10 Ax1 = [A2,A1]
100 Agig = [A1,Aq]
110 Ag = [A2,Az]
1000 Azi11 = [A21,Aq]
1100 Azi1 = [Az1,A1]
1110 Agz1 = [A2, A1

10000 Ap1111 = [A2111,A1]
11000 Ago111 = [A2211,Ad]
10100  Az1211 = [A21,A211]
11100  Azz11 = [A2,Az11]
11010 Agp2121 = [A221,A21]
11110 Agpo1 = [A2, Az21]

Liego, natomiast rézna jest ich postac (tozsamo$¢ Jacobiego zezwala na pewng dowolno$¢ w odrzuca-
niu jednego z jednomianéw Liego wchodzacych w sktad tozsamosci).

Jako sterowania przyjeto przebiegi kawatkami state. Rozszerzeniem uwzgledniajacym takze ste-
rowania wielomianowe jest publikacja [35]. Metoda planowania ruchu uktadéw nieholonomicznych
wykorzystujaca baze Lyndona jest analogiczna jak w przypadku stosowania bazy Ph. Halla: najpierw
wyznaczane jest rozwigzanie w wirtualnych wspétrzednych bazy Lyndona, a nastepnie wyznaczane sg
rzeczywiste sterowania realizujgce te wspotrzedne. Wspotczynniki wirtualne wyznaczane sa poprzez
catkowanie odpowiednich wyrazéw sterowan, a nastepnie wyliczane sa wartosci sterowah rzeczywi-
stych. W artykule podano metode okre$lania sterowan statych, statych z dryfem oraz wielomianowych.

4.2. Metoda sterowan sinusoidalnych

Praca [88] opisuje zastosowanie sterowan sinusoidalnych do planowania ruchu robota typu samo-
chdd z przyczepami. Sterowanie sinusoidalne dobrze nadaje sie do klasy systemow, ktére moga by¢
zapisane w postaci fancuchowej. Najprostszym przyktadem tej klasy jest uktad dwuwejSciowy (us,uz)
postaci

g1 = W

g2 = w

03 = 0ol

On = Op-1U1. (4.10)

Algorytm sterowania opiera si¢ na iteracyjnym doprowadzaniu poszczeg6lnych zmiennych stanu do
pozadanych wartosci docelowych, dzigki okresowosci funkcji sinusoidalnych. Zakfadajac sterowania

up = osinmt
uz = Pcoskmt,

oraz dokonujac catkowania systemu (4.10) podczas jednego okresu T = 21/®, mozna zauwazy¢, ze
pierwszych k+1 stanéw (q1,q2, - - -, Qk.1) Wroci do swojego pierwotnego stanu (zakreSlajac zamknigta
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petle w przestrzeni stanu). Stan gy, zmieni sie doktadnie 0 gy 2(T) — Qk.2(0) = BT /(2¥k!). Algo-
rytm sterowania jest iteracyjny. Najpierw dobiera si¢ odpowiednie sterowania state, tak aby doprowa-
dzi¢ wspotrzedne gy i g2 do zadanych wartoSci. Nastepnie, zaczynajac od g3, dobieramy sterowania
tak, aby doprowadzi¢ kolejne wspétrzedne g, k = 3, ... do zadanej wartosci docelowej. Nalezy wyko-
nac n — 1 krokoéw algorytmu, aby doprowadzi¢ wszystkie n wspotrzedne wektora stanu do zadanych
wartosci.

By okresli¢ mozliwos¢t przeksztatcenia uktadu o postaci

q =0:(q)ur +92(q)ua, (4.11)

z polami generatorow majacych forme:

0:(0) = 2= + X,0:%

: 4.12
0:(0) - 1,02 (412
do postaci tahcuchowej okreslono dystrybucje (rozpiete nad R):
Ay = Span{917927 adgng7 ERE adSIZQZ} (413)

Ay = Span{927 adgng, ceey ad3;292}7

gdzie adglgz =gy oOraz adglgz = [gl,ad'éflgz]. Warunek dostateczny stanowi, ze jesli dla pewnego
otwartego zbioru U, Ap(q) = R" Vq € U i dystrybucja Az jest inwolutywna na U, wtedy istnieje lo-
kalna transformacja naU: & = ¢(q),u = B(q)v, taka ze przeksztatcony system ma postac tahcuchowa.
Przypomnijmy, ze inwolutywnos¢ dystrybucji oznacza, ze operacja nawiasu Liego stosowana do do-
wolnych pél nalezacych do dystrybuciji nie generuje pola lezacego poza nia.

Jezeli dystrybucja A1 nie jest inwolutywna mozliwe jest sprowadzenie uktadu do przyblizonej po-
staci fahcuchowej. Dla uktadu opisanego réwnaniem (4.11) o polach generatorow majacych postac
(4.12), rozwazane jest przyblizenie rzedu p pol

0:(@) = §i1(q)+0(q)*! (4.14)
g2(q) = §2(q)+0(q)"",

gdzie O(q)P*! jest matg rzedu p + 1. Dla uktadu przyblizonego okre$lono, analogicznie do (4.13),
dystrybucje

Ao = span{@1,d>,adg,d>,...,adg *Go} (4.15)
A; = span{@>,adg,d>,...,adg “Ga}.
Warunek sprowadzalnosci do przyblizonej postaci ‘tancuchowej zachodzi, gdy dla pewnego otwartego
zbioru U, Ap(q) = R" Vg € U oraz dystrybucja A; jest inwolutywna na U. Wtedy istnieje lokalna

transformacjanaU: & = (&1,...,&n) = 0(q),u = B(q)v, taka ze przeksztatcony system ma postac tan-
cuchowa p-go rzedu, czyli jest postaci

& = v (4.16)
& = v%+0@E)r"
& = &vi+0@E)P"!

.&n = &n—lvl—f-o(&)ﬁl-
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Oryginalna metoda sterowan sinusoidalnych zaktada sprowadzanie kolejno wspotrzednych wektora
stanu do ich zadanych wartosci. W celu umozliwienia sprowadzania grup wspétrzednych do ich doce-
lowych wartosci jednocze$nie autorzy omawianego artykutu wykorzystuja klasyczng technike plano-
wania ruchu w rozszerzonej bazie Ph. Halla. Sterowania zostaja wyznaczone przez odpowiedni dobor
wspotczynnikdw czestotliwoSciowych.

Podobne zagadnienie byto opisane w pracy [57], gdzie autorzy zaproponowali dla systemow tah-
cuchowych o postaci

g=u 1i=1....m
dij=qiuj 1> ],

nastepujacy algorytm planowania ruchu:
1. dobierz tak sterowania uj, aby wspotrzedne g; osiggnety zadany stan, ignorujac (acz wyliczajac)

ewolucjg wspotrzednych qij,
2. wykorzystujgc sinusoidy o catkowitych czgstotliwoSciach wyznacz sterowania doprowadzajgce gij

do oczekiwanych wartoSci. Na przykfad sterowanie

(4.17)

ui(t) = Y (aicsinkt + by coskt) (4.18)
k>0

zmienia stan na horyzoncie czasowym [0, 2rt] wedtug zaleznosci

0ij (2m) = G4j (0) + (2 w> T (4.19)
k>0
nie zmieniajac (po okresie sterowania) wartosci q;, i=1,...,m.

Na przyktadzie robota skaczacego o jednej nodze zilustrowano poprawnos¢ algorytmu. Nastepnie roz-
wazono system tancuchowy drugiego rzedu

gi = Uj i=1,....m
dij=diuj 1> ] (4.20)
Qijk = dijux (modulo tozsamoS¢ Jakobiego)

i zaproponowano algorytm planowania ruchu w istocie podobny do uprzednio opisanego:

1. dobierz sterowania uj, aby wspotrzedne q; osiagnety zadany stan. Dziatanie powoduje dryf pozo-
statych wspotrzednych,

2. wykorzystujgc sinusoidy o catkowitych czgstotliwoSciach wyznacz sterowania doprowadzajgce gij
do zadanych wartosci. JeSli wejScie i-te ma czgstotliwoSc wj wtedy ewolucja wspotrzednej i be-
dzie zalezna od sktadnikéw harmonicznych o czestotliwosciach mj + ;. Przez odpowiedni dobor
wejsc tatwo uzyskac zerowe czestotliwosci (czyli state, ktore po catkowaniu po okresie - w prze-
ciwiehstwie do wyrazefh harmonicznych - sie nie zerujg), czyli wygenerowa¢ zmiane pewnych
wspotrzednych pozostawiajac pozostate (po okresie) niezmienne,

3. uzywajac ponownie sterowan sinusoidalnych wygeneruj ruch w kierunkach gjjk, pozostate (po-
przednio ustawione) sktadowe stanu maja zataczac petle gwarantujace, ze osiggniete przez nie war-
toSci docelowe sig nie zmienia po okresie sterowania. Nalezy odpowiednio dobra¢ czestotliwosci,
tak aby o; + mj # 0 i jednocze$nie wyrazenie wj + m; £ wx miato zerowy sktadnik czestotliwosci.

W podstawowej wersji algorytm wymaga oddzielnego powtdrzenia kroku (3) dla kazdej ze sktadowych

Qijk- Mozliwe jest takze wygenerowanie ruchu w kilku sktadowych jednocze$nie uzywajac liniowej

kombinacji sterowan i rozwigzujac réwnanie wielomianowe na wspétczynniki wypadkowego sterowa-

nia. Przyktadem ilustrujacym algorytm sterowan sinusoidalnych w postaci (4.20) byta generacja ruchu
samochodu kinematycznego.
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Kolejnym zagadnieniem rozpatrywanym w artykule byty uktady dwutahcuchowe postaci
Jo = Uy dp = U2

G = Qou1 (9'1 = (/10U2)

J2 =Quu1 (O =(qU2

03 =0Qu1 Q3 =05Up (4.21)

On =0On-1U1 G/, =Gy U2.

Roéwnanie na q; jest ujete w nawiasy dla zaznaczenia, ze zmienna g nie jest niezalezng. Aby sterowac

uktadem (4.21) zaproponowano algorytm:

1. dobierz sterowania, by qq i g osiagnety zadane wartosci,

2. dla kazdego gy, k > 1 ustaw pozadang warto$¢ wspotrzednej qx uzywajac sterowah u; = asint,
Uy = bcoskt, gdzie parametry a i b spetniaja zaleznosc

k
ak(2m) ~ax(0) = L2 an (422

3. dla kazdego g, k > 2 ustaw pozgdang warto$¢ ¢, uzywajac sterowan u; = bcoskt, up, = asint,
gdzie a i b spetniaja
k

q.(2m) — g, (0) = <a/k2|) b on. (4.23)
Warto zwrdci¢ uwage, ze metoda sterowan sinusoidalnych (harmonicznych) powinna nosi¢ nazwe ste-
rowan okresowych, gdyz jej istota jest stosowanie wymuszef okresowych w celu przemieszczania pew-
nych wspotrzednych zachowujac brak ruchu (po okresie sterowania) innych wspotrzednych. Docelowe
wartosci wspotrzednych osigga sie przez manipulowanie parametrami przebiegéw okresowych (ampli-
tudy, czestotliwosci, przesunigcia fazowe). Oryginalnie metoda sterowan sinusoidalnych zaktada brak
przeszkdd (obszar6w zabronionych) w przestrzeni stanu. Wydaje sie, ze metoda jest dos¢ elastyczna
i moze by¢ adaptowana do przestrzeni z przeszkodami, gdyz istnieje spory margines dowolnosci w
doborze parametréw sterowan, mogacy stuzy¢ unikaniu przeszkadd.

4.3. Metoda kontynuacji

Meta-metoda rozwigzywania zadania planowania ruchu jest wykorzystanie metody kontynuaciji,
szczego6towo opisanej w artykule [69]. Metody kontynuacji polegaja na przejsciu od rozwiazywania
trudnego zadania F (x) =0 do sparametryzowanej rodziny zadah F{(x) =0,t € [0, 1], gdzie F1(X) =0 =
F (x) jest pierwotnym zadaniem, a rozwigzanie zadania Fo(X) =0 jest znane lub fatwe do wyznaczenia.
W oparciu 0 powyzsza parametryzacje nastgpuje (gtadka) deformacja zadania Fo(x) = 0 w zadanie
oryginalne F1(X) =0, przez rozwigzanie zadan dla wzrastajacej wartosci t.

Matematyczna formalizacja metody kontynuacji jest nastepujaca: dla przestrzeni topologicznych
X 1Y oraz problemu P wyznaczonego przez pare (F,U), gdzie U jest zbiorem zawartym w Y, a F
odwzorowaniem F : X — Y, rozwigzaniem P jest punkt x € X taki, ze F(x) € U. Proces kontynuacji
jest ciaggtym mapowaniem H : X x [0,1] — Y takim, ze:

1. H(x,1) =F(x);
2. istnieje przynajmniej jedno znane xo € X bedace rozwigzaniem H(-,0), tj. H(xg,0) € U;
3. istnieje ciagta krzywa ¢ w X x [0,1] taka, ze (x(t),t) jest rozwiazaniem H(-,-) € U Wt € [0,1]

i x(0) =0;

4. przestrzeh X x [0,1] ma r6zniczkowalna strukture, czyli krzywa (x(t),t) jest rézniczkowalna.
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W cytowanym artykule przytoczono przyktady dwéch metod Sledzenia krzywej o: dyskretnej oraz
ciagtej. W metodzie dyskretnej nastepuje podziat przedziatu [0, 1] na skohczona liczbe problemow:

H(x,t) =0, O=to<ti<---<ty=1. (4.24)

Rozpoczynajac od znanego rozwiazania X(0) dla H(x,0), x(tn.+1) jest obliczane lokalnym algorytmem
iteracyjnym zainicjowanym w punkcie x(t,). Podstawowym problemem teoretycznym jest wyznacze-
nie warunkéw na H zapewniajqcych istnienie podziatu 0 =tg <t; <--- <ty = 1 oraz istnienie procesu
iteracyjnego wyznaczania x = A(tk,xk) takiego ze Xy jest w obszarze atrakcji x¢.+1. Metoda ciggta
polega na zrézniczkowaniu H( (t),t) =0, dajac rownanie Davidenki [91]

d ox(t)

aXH( (t),t) at + atH( (t),t)=0. (4.25)
Warunkiem brzegowym jest x(0) = Xo. Po catkowaniu na przedziale [0, 1] otrzymuje sie rozwiazanie
X(1). Gtdwnym problemem tej metody jest koniecznoS¢ unikania osobliwosci %H(x(t),t). Podano
kilka sposobOw zaradzenia osobliwoSciom: zmiana parametru w t, najczesSciej przejscie do parametry-
zacji 6 wzgledem dhugosci krzywej, dopuszczenie, aby t byto z R a nie tylko skalarem, albo odpo-
wiedni dobor ,,trywialnej” funkcji H(x,0).

Praktyczne zastosowanie metody kontynuacji w dziedzinie robotyki przedstawit Sussmann w ar-
tykule [80]. Zamieszczono w tym artykule algorytm bazujacy na utworzeniu trajektorii wychodzacej
z punktu poczatkowego qo i zmierzajacej do pewnego punktu poSredniego q%, a nastepnie ciggtym
przeksztalceniu tej trajektorii, tak aby osiggna¢ wymagany punkt kohcowy qs.

4.4. Metoda typu pontriaginowskiego

W artykule [67] rozwazono sterowanie dwukotowym robotem mobilnym o dwdch kotach napedo-
wych:

0 (wr—o)/D (4.26)
X = (wr+oL)cose/2

y = (or+op)sing/2
(bR = UR
oL = U,

gdzie n =5, m = 2, D jest odlegtoécia kota od érodka platformy. Sterowaniami byty przyspieszenia
u = (u_,ur) obu két z ograniczeniem wartosci maksymalnej (Jur| < @max, |UL| < @max). Zadaniem
optymalizacyjnym byta minimalizacja czasu trwania ruchu bez ograniczeh na przestrzen stanu. Kla-
sycznie, wprowadzono funkcje Hamiltona H zalezng od réwnah ruchu i zmiennych dualnych

n
H(y,q,u) = -1+ y;fj(q,u), (4.27)
=1

gdzie fj, j=1,...,5 sg kolejnymi funkcjami opisujacymi prawe strony rownan (4.26). Uzupetniono
rownania ruchu (4.26) o te wynikajace ze wspotrzednych dualnych (réwnania kanoniczne Hamiltona)

n .
ST A L LR TP R (4.28)
=1 aQI
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z warunkiem poczatkowym
Vi(to) = Ai. (4.29)

Zasada maksimum Pontryagina orzeka, ze gdy u jest dopuszczalnym sterowaniem przemieszczaja-
cym stan ukfadu z potozenia poczatkowego q(tg) = qo do stanu zadanego q(t1) = q; na horyzoncie
czasu [to,t1], wtedy u(t) i wynikowa trajektoria q(t) sa optymalne czasowo, jesli istnieje nie tozsa-
mosciowo zerowa funkcja (w1 (t),...,wn(t)) spetniajaca rownanie (4.28) taka, ze u(t) maksymalizuje
hamiltonian H dla kazdego t z przedziatu to <t < t;. Stan zmiennych dualnych jest uzalezniony od
rodzaju zadania. Jesli konfiguracja kohcowa platformy jest w petni okreSlona (potozenie i orientacja)
wtedy wartosci zmiennych dualnych sg dowolne. Jesli okreslone jest tylko potozenie badz orientacja,
wtedy wartosci kohcowe zmiennych dualnych sa okreSlone. Na podstawie zasady Maksimum Pon-
triagina dowiedziono, ze sterowaniami czaso-optymalnymi dla rozwazanego przypadku sg sterowania
typu bang-bang (maksymalna amplituda na przynajmniej jednym wymuszeniu w praktycznie kazdej
chwili czasu). Sterowania zostaty sparametryzowane czasami przetgczenia (zmiany znaku przyspie-
szenia dla kazdego z kot). Autorzy przedstawili metode wyznaczania wartosci zmiennych dualnych.
Pokazano, ze do osiggnigcia dowolnego potozenia wystarczg trzy zmiany sterowan, dodajac czwartg
zmiang uzyskuje sie dowolna konfiguracje.

Wada metod wykorzystujacych zasade Maksimum Pontriagina jest wrazliwos¢ na istnienie prze-
szkdd (obszaréw zabronionych) w przestrzeni stanu, oraz duza ztozonos¢ obliczeniowa, natomiast
zaletg gwarantowana optymalnos¢ sterowan.

4.5. Metoda typu Lapunowa

W pracy [60] przedstawiono analize robotéw kosmicznych. Kinematyka i dynamika uktadéw ko-
smicznych wynika z mikrograwitacjq i praw zachowania (momentu) pedu:

Y mde = 0 (4.30)
k

Z(Ikkarmrkxi'k) = 0,
k

gdzie mg jest masg k-tego ciata, ry pozycja Srodka masy k-tego ciata wzgledem poczatku uktadu, @y
predkoscig obrotowa, a I, macierzg inercji. Latwo pokazac, ze tak opisane roboty kosmiczne sg nieho-
lonomiczne i na poziomie kinematycznym zadane jako uktady bezdryfowe

q=G(q)u. (4.31)

Autorzy zaprezentowali metode wyznaczania sterowah u przemieszczajacych stan uktadu z zadanego
punktu go do docelowego q+ uzywajac funkcji Lapunowa zadanej jako

V= %AqTAAq, gdzie AqQ=gq—q,

gdzie q jest stanem biezacym, a A to stata, symetryczna, dodatnio-okreslona macierz. Pochodna v

Wynosi
v=—Aq'Aq = —Aq'AGu. (4.32)

Dla tego przypadku zaproponowano nastgpujgca formutg na sterowania:

u=(AG)" Aq. (4.33)
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Niezadowalajace dziatanie algorytmu pod katem unikania osobliwoéci spowodowato propozycje mo-
dyfikacje algorytmu bazowego i zastosowanie algorytmu dwukierunkowego. Idea tej metody polega
na planowaniu ruchu dwdch kopii uktadu (4.31) (dalej wyrdznionych indeksem dolnym)

G: = Gi(uuz, qu(0) =qo
G2 = Ga(u2)uz, q2(0) =g,

z ktdrych pierwszy jest zainicjowany w stanie poczgtkowym a drugi w docelowym. Celem sterowania
jest osiggniecie, w pewnej chwili czasu, identycznego stanu przez obie kopie uktadu. Dlatego funkcje
Lapunowa konstruuje si¢ postaci

V= %AqTAAq, gdzie AqQ=q:—q>.

Pochodna funkcji Lapunowa v wynosi

vamAR<3;), (4.34)
gdzie A
K=(K; K»). (4.35)
Nastepujacy dobor sterowah
uz _ S\ H#
( U, ) =—(AK)" Aq (4.36)

gwarantuje spetnienie warunkéw Lapunowa, a zatem zbieznos¢ algorytmu. Jezeli funkcja Lapunowa
zbiega do zera dla t = t¢, trajektoria systemu wynikowego t3czgca stan poczatkowy qo oraz kohcowy
qs jest uzyskiwana przez odpowiednig konkatenacje fragmentow trajektorii obu kopii uktadu wyjscio-
wego:
q(t):{ qu(t) dla0 <t <ts
qQ2(2t; —t) dlats <t < 2ty,

a sterowania maja postac:

u(t) = uy(t) dla0 <t <t
—uy(2t; —t) dlats <t < 2ts.

Praca zostata podsumowana kilkoma przyktadami symulacyjnymi robota o 6 stopniach swobody u-
mieszczonego na pojezdzie kosmicznym.

4.6. Metody newtonowskie

W artykule [48] przedstawiono jedna z wersji algorytmu Newtona noszgcej nazwe techniki iteracji
do zaprojektowania kontrolera pracujgcego w trybie czasu rzeczywistego (kolejng wersje wykorzy-
stania algorytmu Newtona w planowaniu ruchu uktadéw nieholonomicznych mozna znalez¢ w pracy
[32]). Pokazano, ze przy znanym modelu podejscie to gwarantuje asymptotyczna stabilno$¢ kontro-
lera (pracujacego w petli sprzezenia zwrotnego), oraz charakteryzuje sie odpornoscig na niepewnosc
parametrow modelu. Zaproponowany algorytm nie jest planerem off-line, a strategia doboru sterowah
podobna do sterowania predykcyjnego. Zadania zaplanowania ruchu dla systemu nieholonomicznego
0 ograniczeniach w postaci Pfaffa (3.6), wyrazonych w postaci uktadu bezdryfowego

q=G(q)u (4.37)



4. Przeglad metod planowania ruchu 27

jest klasyczne i polega na potaczeniu trajektorig zadanej konfiguracji poczatkowej qo z kohcowa g+ na
znormalizowanym do jednoSci horyzoncie czasowym. Osiggniety w rzeczywistosci stan kohcowy q(1)
mozna wyrazi¢ jako nieliniowe odwzorowanie sterowania u(-) zainicjowane w stanie qo:

q(1) =F(qo,u(:)).

Zapisujac btad osiggniecia stanu docelowego jako

e(qo,u(-)) = F(qo,u(-)) —qs (4.38)

zadanie planowania trajektorii ulega przeksztatceniu w nieliniowy problem optymalizacyjny. Kolejne
iteracje poprawiaja poczatkowe wartoSci sterowan u(-)(t), gdzie t jest zmienng iteracyjna (najczesciej
dyskretng) wykorzystujac, przyktadowo, algorytm gradientowy

o [VuF (@0.u() (0)e(0),

gdzie VyF jest pochodna funkcji F wzgledem u. Przy zatozeniu, ze gradient jest petnego rzedu, otrzy-
muje sig rownanie btedu w postaci zbieznego do zera (przy o > 0) stanu ukfadu dynamicznego
de _
dt
Wyznaczanie VyF odbywa sie przez linearyzacje uktadu (4.37) wzdtuz Sciezki odpowiadajgcej stero-
waniu u(-):

—0Oe.

dq =A(t)oq+B(t)ou, 0q(0) =0, (4.39)
gdzie A(t) = [%u(t),...,%&n‘“u(t)}, natomiast B(t) = G(q(t)). Rozwigzaniem rownania (4.39)
w chwilit =1 jest
1
aq(1) = / ®(1,5)B(s)au(s)ds, (4.40)
0

gdzie @ jest macierzg fundamentalng systemu zlinearyzowanego, spetniajaca rownanie

1
(ViF)V = / ®(1,5)B(s)V(s)ds. (4.41)
0

Kolejnym zagadnieniem rozwazanym w cytowanej pracy jest przeksztatcenie schematu iteracyjnego
(generujacego trajektorie w otwartej petli sprzezenia) na schemat z zamknieta petla sprzezenia gwa-
rantujacy $ledzenie Sciezki. Powszechng metoda jest linearyzacja uktadu wzdtuz wybranej trajektorii
i zaprojektowanie liniowego kontrolera utrzymujacego uktad na Sciezce. Z powodu wykorzystania li-
nearyzacji, stabilnoSc takiego rozwigzania jest jedynie lokalna. Autorzy proponuja metode modyfikacji
planera off-line bezposrednio do formy ze sprzezeniem zwrotnym: jednoczesne prowadzenie obliczen
jest uzywany jako warunek poczatkowy algorytmu popraw, wyznaczane sg sterowania, system jest
przemieszczany do nowego stanu i cykl jest powtarzany. Autorzy proponuja uzaleznienie zmiennej
iteracyjnej od czasu t = t(t). Pokazano, ze jezeli 1(t) jest funkcja nieujemna, to btad osiagnigcia
konfiguracji zadanej wynosi
e — e—(xr(l)e(o)

i moze by¢ dowolnie maty przy odpowiednim doborze o badz t(t). Artykut kohczy sie symulacyjnym
badaniem planera wykorzystujac model jednokotowca i samochodu kinematycznego.
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4.7. Metody przestrzeni endogenicznej

W artykule [86] przedstawiono metode planowania ruchu manipulatora mobilnego technika prze-
strzeni endogenicznej skojarzonej z algorytmem newtonowskim. W tym podejsciu kinematyka

Ko, T (U(-),X) =Y(T) =K(@go,7(U(-)),X) (4.42)

okresla potozenie i orientacje kohcowki efektora po zastosowaniu sterowania u(-) przez czas T. Zr6z-
niczkowanie kinematyki generuje Jakobian

Jgo.7 (U(-),X)(V(-), W) = DKgy, 7 (u(-), X)(v(-),W) = (4.43)
C(T,X) Jy ®(T,s)B(s)v(s)ds+D(T,x)w '

Jakobian mozna przedstawic jako mape zasiegu w T liniowej aproksymacji
E=ADE+B(t)lV, n=C(t,X)+D(t,x)W (4.44)

systemu (2.4) wzdhuz (u(t),x,q(t)). Macierze wystepujace w (4.44) maja nastepujaca postac:

C(t,x) = aik(q(t),x) D(t,x) = 2k(q(t),x), (4.45)

X

Q)

a macierz ®(t,s) spetnia rownanie ewolucji uktadu %(I)(t, s) =A(t)d(t,s) z warunkiem poczatkowym
d(s,s) = l,,. Autorzy postuguja sie pojeciem konfiguracji endogenicznej z = (u(-),x). Konfiguracja
endogeniczna jest regularna, jesli jakobian (4.43) jest surjekcja, co jest rownowazne petnemu rzedowi
macierzy zrecznosci

DQ07T (Z) =C (T,X)

S

®(T,s)B(s)BT (s)®@' (T,s)dsC" (T,x) +D(T,x)D" (T,x). (4.46)

f—

Zadanie kinematyki odwrotnej systemu (2.4) polega na znalezieniu takiej konfiguracji endogenicznej
(ug(+),Xq), ze dla zadanego potozeniayy kohcowki efektora zachodzi Kg, 1 (Ug(-),Xd) =Yq. Najczesciej
stosowana metoda rozwigzania zadania planowania ruchu jest wykorzystanie jakobianu pseudoodw-
rotnego o postaci

Do ' (U(-),x)m (4.47)

BT (1)@ (T,t)CT(T,X)
T( X) %7

@y rwirm @ = [* O
I przyjmuje forme:
S0 ) = yar wo.x©)eO) 1) (4.48)
do X(e) qo,T \H0) 5 .
gdzie y > 0 okreSla dtugoSc kroku, (8) = Kgq, 7 (Ug(-),X(0)) —Yq jest bledem w przestrzeni zadaniowej.

Niech z = (u(-),Xx) oznacza konfiguracje endogeniczna. Dla konfiguracji regularnych jakobian (4.43)
posiada odwrotno$¢ DK*(z). Algorytm kinematyki odwrotnej mozna zapisac jako

) — /DK (2(0))e(6). 2(0) =20 (4.49)

Po dyskretyzacji, algorytm (4.49) zapisuje sie zaleznoscia

2(k+1) =2z(k) —yDK*(z(k))e(k), k=0,1,2,... (4.50)
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Zaproponowano dwie metody doboru dtugosci kroku . Pierwsza, Armijo, opiera sig na zdefiniowaniu
dla ustalonej wartosci m zbioru 'y = {1,3,..., 5 } kandydatow i doboru w kazdym kroku algorytmu
wspodtczynnika y = argminycr, F(o).

Druga oparta na warunku, ktéremu podlega DK, polega na zastosowaniu algorytmu predykcyjno-
-korekcyjnego zainspirowanego pracag [8], dajac nastgpujacy algorytm korekty kroku. Na poczatku
algorytm jest inicjowany w zq z wartoscia ) = 1. W k-tym kroku algorytm zwraca z°(k), dokonuje
predykcji 2 i wylicza € (k) =K (z°(k)) —yq. Nastepnie wartos¢ y; poddawana jest serii korekt. Wyzna-
czana jest wartos¢ z' (k) = z0(k) — v DK#(2°(k))e°(k), nastepnie wyliczany btad e' (k) = K (z'(k)) —yq
i (i41) korekta:

i )1 1
k+1 =min {Eylk’ F} , (4.51)
k
gdzie _ _
2||DK*(2%(k))e' (k) — (1 —y)DK*(2°(k))e° (k)|
(Y2 IDK#(z0 (k) )2 (K)
Wyznaczanie korekt trwa ustalong liczbe iteracji dajac i* takie ze Yf: — argmin; ||e'(k)||%. Nastepnie

dysponujac wartoscia v, przyjmowany jest zo(k + 1) = 2" (k) oraz wyliczane predykcje dla kroku
k+1:

i+1 _
hk h—

(4.52)

.4 = min{1, Wll}, (4.53)
+
gdzie
o IDK#(z%(k +1)) (DK (2°(k + 1)) — DK (2°(k)))DK#(z°(k 4-1))e®(k + 1) | (4.54)
o Y [IDK*(z0(k))e0 (k) | ' '

Dziatanie algorytmu zostato sprawdzone symulacyjnie na manipulatorze mobilnym ztozonym z samo-
chodu kinematycznego z manipulatorem RTR na poktadzie.

W artykule [85] szczegdtowo opisano metode jakobianu rozszerzonego dla platformy robotycznej.
Algorytm jakobianu rozszerzonego opiera sie na znalezieniu takiego rozszerzenia kinematyki, aby
dokonywata mapowania endogeniczej przestrzeni konfiguracji X w siebie samg. W tym celu dokonuje
sie dekompozycji

X=R aX/R' (4.55)

przestrzeni endogenicznej, gdzie R" odpowiada przestrzeni roboczej. Wprowadza sie kinematyke po-
szerzajaca
Hg,m : X — X/R, (4.56)

ktora w potaczeniu z pierwotng kinematyka daje kinematyke rozszerzona:
Lq07T = (qu,T7qu,T) . X — X . (457)

Pochodna _

DLy, (u(+)) = Jgo,7(U(+)) = (Jgo,7 (u(-)), DHgy 7 (u(-))) (4.58)
jest jakobianem rozszerzonym robota mobilnego. Dla regularnych konfiguracji (4.58) wprowadza sig
rozszerzong odwrotnosc

JE(ﬁT u):R'—X
jakobianu analitycznego:

IE L (u()m =gk (u(-)(,0(-)), (4.59)
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gdzien € R", 0(-) € X /R". Rozwigzanie dla algorytmu jakobianu rozszerzonego uzyskuje si¢ z wy-
korzystaniem metod kontynuacji. Na przyktadzie monocykla przedstawiona praktycznie zostata idea
wyboru rozszerzenia. Zauwazono, przy tym ze wybér rozszerzenia nie jest jednoznaczny, a jest zalezny
od wymagah odnosnie zadania dodatkowego (np. unikanie przeszkod).

Przystosowanie algorytmu jakobianu rozszerzonego do przestrzeni kolizyjnej opisuje artykut [36].
Przeszkody zostaty przedstawione jako zbior zdarzeh {(t1,y1), (t2,¥2),..., (t,Yk)} okreSlajacych za-
bronione pozycje i orientacje efektora w chwilach czasowych 0 <t; <t <... <t <T,y1,..., Yk e R".
Dla konfiguracji endogenicznej (ug(-),X(6)) wyznaczana jest odlegtoSC w przestrzeni zadaniowej

€i(Up(-),X(8)) = [[Kqq.t (Ue(-),X(8) —Vill (4.60)
i wyznaczana jest najmniejsza wartos¢

2 — min e?
€2 (uo.X(6)) = min ef (up X(6)) (4.61)
zwigzana ze zdarzeniem (t*,y*). Nastepnie okreSlana jest specjalna konfiguracja (o(-), ) albo jako
kierunek wzrostu odlegtosci (4.61) (gradient)

Kagot-(Ue(-),X(8)) -y
el(ug(-),x(8))

gdzie p > 2, albo nastepuje przetransformowanie y* w konfiguracje endogeniczng (u*(-),x*) uzywajac
algorytmu jakobianu pseudoodwrotnego i nastepnie wyznaczane jest

(@(-),8) = (Ug(-),X(6)) — (u*(-),x"). (4.63)

Odepchnigcie od wybranej konfiguracji endogenicznej (»(-),{) nastgpuje z wykorzystaniem algo-
rytmu Newtona z optymalizacja w przestrzeni zerowej.

Kontynuujac badania nad jakobianami rozszerzonymi, w artykule [84] zwrd6cono uwage na powta-
rzalnoS¢ algorytméw wykorzystywanych przy uktadach nieholonomicznych. Powtarzalno$¢ oznacza,
ze algorytm kinematyki odwrotnej przeksztatca zamknieta Sciezke w przestrzeni zadaniowej w za-
mknieta Sciezke w endogenicznej przestrzeni konfiguracyjnej. Autorzy zauwazaja, ze powtarzalny al-
gorytm generuje sterowania dla platformy i manipulatora zalezne jedynie od pozadanej konfiguracji
kohcowej efektora, nie zalezace od potozenia poczatkowego. Na podstawie wiasciwosci jakobianu
rozszerzonego (4.59)

((-),8) = Jgo,t-(uo(-),X(8)) (4.62)

Jgo,7(U(), %) g7 (U(), XM =7 (4.64)
DHg, 7 (u(-),x)Jg.57 (u(-),x)n =0(")

stwierdzono powtarzalno$¢ algorytmu jakobianu rozszerzonego.

Algorytm jakobianu rozszerzonego zostat przeniesiony w artykule [83] na przypadek podwojnie
nieholonomicznego manipulatora mobilnego. Manipulator mobilny typu (nh,nh) skfada sie z nieholo-
nomicznego manipulatora umieszczonego na nieholonomicznej platformie. RGwnanie takiego systemu
ma postac:

4=G(qu' =Y gi(q)ut (4.65)
i=1

p=F@u= fiqu
i=1

y =k(q,p),
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gdzie q € R™, p € R™ okreslaja odpowiednio stan platformy i manipulatora, u'(t) € R™, u?(t) € R™
sa sterowaniami platformy i manipulatora okreSlonymi na przedziale [0, T],y € R" okre$la wspotrzedne
potozenia i orientacji efektora. Kinematyka i jakobian manipulatora podwojnie nieholonomicznego sg
zdefiniowane analogicznie do (4.42) i (4.43),

Kao.po.T (U (-),0%()) = k(0g, 1 (U'(-)), @, 7 (U°())) (4.66)
i
T T
Jgg.po. (U (), U2 () (VE(-), V() =Cl(T)/¢>1(T,S)Bl(S)Vl(S)dS+Cz(T)/<D2(T78)Bz(s)v2(8)ds
° ° (4.67)
gdzie
AL = Z(s(q(;;)u;t)) B; =G(q(t) Cy= XL wos)
A, =2 (p(atl)o)u ®) g, F(p(t)) Cy= Bk(q(g)p,p(t))

adq(t,s) i Dy(t,s) oznaczajg macierze fundamentalne liniowej aproksymacji

E=Ai(D)E+Bvi(t)
C = Az(t)f; + Ble(t) (4.69)
N =Cy(T)E+Ca(T)E

réownania (4.65) wzdtuz (u*(t),u?(t), p(t),q(t)) zainicjowane w (&g, o) = 0. Zaproponowane zostato
rozszerzenie jakobianu o postaci:

Gt)  am(t) @) Ugnz<t)> (4.70)

qu,po,T(Ul(-),UZ(-))(t)=( .

, .
lel X|m1+1 X|m1+m2

gdzie u(t) = Ps, ()Xt + 01 (t), u?(t) = Ps, (t)X? + G%(t), w ktorym Ps jest s 4- 1 elementowym wekto-
rem funkcji bazowych, a G nieskonczenie wymiarowa resztg. Przedstawiong metode ilustruje przyktad
obliczeniowy wraz z symulacjami tréjwahadta nieholonomicznego umieszczonego na samochodzie
kinematycznym.

4.8. Manipulowalnos¢ a planowanie ruchu

Artykut [1] opisuje propozycje kryteriow manipulowalnosci rozszerzonych na przypadek mani-
pulatorow mobilnych. Autorzy opisuja metode modelowania manipulatoréw i platform mobilnych.
Przyjeta strategia modelowania uwzglednia cztery rodzaje kot: state, ktorych 0§ posiada ustalony i nie-
zmienny kierunek; napedowe o osi obrotu przechodzacej przez Srodek kota; kota wozkowe, gdzie 0
obrotu nie pokrywa sie ze Srodkiem kota, oraz szwedzkie zblizone do statych, z dodatkowym para-
metrem opisujacym kierunek sktadnika predkosci w punkcie kontaktu. Zaproponowane zostato zbior-
cze kryterium manipulowalnoéci, uwzgledniajace wiasciwosci konfiguracji manipulatora oraz stanu
platformy mobilnej. Kinematyka manipulatora mobilnego zostata okres$lona jako odpowiednie pota-
czenie kinematyk platformy i manipulatora zaleznoscia k(q,x), gdzie q to konfiguracja platformy, a x
— konfiguracja manipulatora. Kinematyka predkosciowa odpowiadajaca kinematyce k (instantaneous
kinematics configuration model) jest nastgpujaca

, ak(Q7x) . ak(Q7x)

k = aq 4t o % (4.71)
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Przytoczono szereg przyktadow wyliczania kinematyk. Nastepnie przytoczono pojecie manipulowal-
nosci — dysponujac kinematyka manipulatoray =k (x), mozna zapisac réwnanie okre$lajace zaleznos¢
predkosci przegubow X i predkosci przestrzeni zewnetrznej y:

y =J(X)X. (4.72)

Dla danej konfiguracji X, manipulowalno$¢ okreSla podzbior realizowalnych predkosci y przy ograni-
czeniu predkosci przegubdw [x| < 1. Przyjmujac, ze J(X) =U (X)Z(X)V T () jest rozktadem wartosci
osobliwych (singular value decomposition, SVD [53]) macierzy J(x), U(x) i V(x) sa ortogonalne,
a Z(X) ma na diagonali wartoSci wiasne 61 > 62 > ... > on. Zbior osiaggalnych predkosci y spetniaja-
cych ograniczenie predkosci przegubow opisany jest rownaniem:

S WUT (X)W 2
¥ (<Bt< (X)Y))i) o1 @73

6120 Oi

Jest to rownanie m-wymiarowej elipsoidy o p6tosiach ;. Zaproponowane miary manipulowalnoéci to
W1 = 6107 --Om, proporcjonalna do objetosci elipsoidy. Réwnowazng postacia tego wskaznika jest
wy = +/det(J(x)IT (x)). Inng mozliwoscia opisu jest charakterystyka sptaszczenia elipsoidy mierzona
przez wy = op/01, czyli odwrotnoS¢ wspotczynnika uwarunkowania (condition number) jakobianu
J(x). Autorzy zaproponowali miare manipulowalnoSci manipulatora jako

Nastepnie uzywajac kinematyki predkosciowej manipulatora mobilnego w analogiczny sposéb wypro-
wadzono manipulowalno$¢ manipulatora mobilnego. W dalszej czesci artykutu pokazano wykorzysta-
nie manipulowalnoéci do planowania ruchu metoda gradientowa, gdzie maksymalizacja manipulowal-
noSci zostata osiagnigta klasycznymi metodami optymalizacji przestrzeni zerowej.

4.9. Metoda optymalizacyjna

W artykule [26] przedstawiono ,,prawie optymalng” metode planowania ruchu uktadu bezdryfo-
wego (4.37) migdzy zadanymi konfiguracjami qq i Q. Przyjeto reprezentacje sterowah w postaci sze-
regu

u(t) = iaiei(t), (4.74)

gdzie e; sg ortonormalnymi funkcjami bazowymi, a aj € R ich wspdtczynnikami. Zadanie planowania
ruchu polega na wyznaczeniu wspétczynnikow (o, o, . ..) = o minimalizujacych koszt J = ¥° ; o2,
takich, ze trajektoria odpowiadajaca sterowaniom (4.74) zainicjowana w qo 0sigga q W czasiet =T.
Zadanie to jest rownowazne nieliniowemu problemowi optymalizacyjnemu w nieskofczenie-wymia-
rowej przestrzeni. Rozwigzanie doktadne jest trudne do uzyskania. Autorzy proponuja zastosowanie
teorii aproksymacji Ritza — uzywajac skonczenie-wymiarowych zadah optymalizacyjnych do przy-
blizenia nieskohczenie-wymiarowych. W cytowanej pracy opisano sposéb uzyskania skohczenie-wy-
miarowych aproksymacji, na przyktadzie integratora Brocketta

qgu = up (4.75)
2 = U
O3 = —0O2U1+01U2
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rozpatrywanego w bazie sterowan fourierowskich

1(t) =D ajsinit+ Y bjcosit (4.76)
i—1 i—1
t)=Y asinit+ ZBicosit
i—1 i—1

z warunkami brzegowymi qo = (0,0,0)" i qs = (0,0,8)". Catkujac ostatnie réwnanie i dzielac przez
2w otrzymuje sige

& _ qa(2m) —qs(0)
ﬁ:T o / gzu1 +qru2)d :2 (ajbi — |a| (4.77)

Nalezy rozwigzat zadanie minimalizacji kosztu

lotl|? = Za +b? 422 +b? (4.78)
i=1
przy ograniczeniu (4.77).
Pomocniczo pokazano, ze jezeli rozwigzywane zadanie planowania ruchu mozna zapisa¢ w postaci
optymalne rozwigzania dla znanego C € R3, gdzie A,B < R? spetniajg ograniczenia

AxB=C
i minimalizuja koszt
IAI?+1B]1?,
wtedy rozwigzania maja postac
{(A.B):A-B=0,A-C=0,B-C=0, |A|*=B|?=[C]}, (4.79)

a wartos¢ kosztu rowna jest 2||C||. Oraz zbior {A;,B;j € R®}: ; spetniajacy ograniczenie

C=)Yci-(AixBj) dlac; =1,ci<c1,i>2

minimalizujacy koszt
> lIAil? +|Bi®
i=1
ma postac
{Aj=B;j=0 dla i>2},
a (A1,B1) spetnia (4.79). W przypadku problemu Brocketta odpowiada to nastepujacym danym:

0 aj aj
C=| 0 Ai= |bi| Bi= |bi| . (4.80)
BAEERS

Nastepnie ograniczajac baze Fouriera do kilku pierwszych harmonicznych autorzy rozwigzali algo-
rytmem Newtona zadanie planowania ruchu (dobor ) dla nieholonomicznego modelu spadajgcego
kota.

Artykut [74] wprowadza pojecie ,,nieosobliwych petli” pozwalajgcych uzyskac sterowalnos¢ zli-
nearyzowanego uktadu. Pokazana zostata zbiezno$¢ metody iteracyjnej. Zastosowanie technik nume-
rycznych do uktadow bezdryfowych opiera sie na odpowiednim sterowaniu u dajgcemu nieosobliwe

petle:
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— u jest nieosobliwe dla kazdego q,

— po zastosowanie sterowania u(t) na przedziale t € [0,T] system zainicjowany w konfiguracji q;
wréci do q;.

Zaproponowany zostat dobdr sterowania u:

u'(t) dlat €[0,T/2]
ut) :{ (T —t) dlate (T/2,T], (4.81)

gdzie u’ jest pierwotnym sterowaniem okre$lonym dla przedziatu [0, T /2]. Algorytm znajdujacy roz-
wigzanie q(T) = g+ jest opisany w klasyczny sposob: wyznaczenie sterowania u generujacego nie-
osobliwa petle, obliczenie wptywu zastosowania takiego sterowania na stan systemu i wyliczenie line-
aryzacji wzdtuz odpowiedniej trajektorii, uzyskujac zaburzenie sterowania zblizajace do pozadanego
stanu kohcowego. Do systemu stosowane jest nastepnie tak zmodyfikowane sterowanie. Jesli osig-
gnieto stan kohcowy procedura sig zatrzymuje, w przeciwnym przypadku jest powtarzana. Przedsta-
wiono takze wykorzystanie skalowania do omijania przeszkéd lub uproszczenia systemu. Zaktadajac,
ze B: R" — R jest dowolnym gtadkim odwzorowaniem, rozwaza sie nowy bezdryfowy system:

q=B(@G(q)u. (4.82)

Jesli dla takiego systemu znalezione zostanie sterowanie u przy uzyciu ktérego system zainicjowany
W (o osiaga stan docelowy q¢, wtedy sterowanie u(t) = B(q(t))u(t) zastosowane do systemu pierwot-
nego (2.4) takze przynosi odpowiednia zmiang stanu. Jezeli B nigdy nie znika, wiasciwosci systemu
pierwotnego (2.4) i przeskalowanego (4.82) sg identyczne. Zastosowanie skalowania do unikania prze-
szkod sprowadza sig¢ do takiego doboru B, ktéry znika w momencie gdy q osigga stan zabroniony
(kolizyjny).

Artykut [9] opisuje metode uwzglednienia ograniczen nieréwnosciowych w algorytmie Newtona.
Zaktadajac system o postaci (2.4) i sterowaniach

u(t) =3 cigi(t) (4.83)
W postaci bazy Fouriera

¢1(t)=\/%—n, 02(t) = =cos2nt, ¢3(t) = <=sin2at,
da(t) = %00341&, O5(t) = %sinmtt,....

)

Zadanie polega na wyzerowaniu btgdu stanu kohcowego (analogicznie do (4.38)): e(a) = 0. Dla dys-
kretnej wersji algorytmu Newtona réwnanie modyfikacji wspotczynnikdéw wagowych sterowan przed-
stawia sig nastepujaco:

okt = o — h [VoF (qo, o) e(a), (4.84)

gdzie k jest numerem iteracji, h > 0 jest wspétczynnikiem dobieranym w kazdej iteracji aby minima-
lizowat warto¢ |je(a+2(h))]|2.

Nastepnie zatozono, ze dopuszczalny obszar Qg C Q opisany jest nieréwnoscia ¢(q) < 0. Uwzgled-
nienie ograniczehn nieréwnosciowych polega na wprowadzeniu funkcji kary zmieniajacej pierwotny
problem z ograniczeniami w problem bez ograniczenh:

N
zi(o) =i Y, w(ci(Fj(or))), (4.85)
=1
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gdzie v; > 0, ¢; jest i-tym ograniczeniem, a w(c;) jest ciagta skalarng funkcja rowna zero dla c; niedo-
datniego i rosngcg monotonicznie wraz ze wzrostem cj. Wybrana zostata nastepujaca funkcja

) @a- e—rc)2 dlac>0
w(c) = { 0 dlac <0 r>0. (4.86)

Kazdy ze sktadnikéw zj przemieszcza q w strone dopuszczalnego regionu, gdy dane ograniczenie jest
naruszone. Zadanie rozszerza sig do postaci: znajdz takie o, ze e(o) = 0iz(o) = 0. Grupujac zerowane
funkcje:

d(a) = {Z(Ot)} (4.87)
mozna zapisaC réwnanie na korekte wspétczynnikéw:
ot = ok —h[V,H(qo,0)]"d () (4.88)

gdzie
(4.89)

4.10. Planowanie trajektorii robotéw mobilnych w Srodowisku kolizyjnym

Dla $rodowisk bezkolizyjnych znaleziono optymalne sterowania dla platformy typu monocykl z za-
bronionym ruchem wstecz [10] i ruchem wstecz dopuszczalnym [66].

W pracy [72] rozpatrzono praktyczne zadanie uzyskiwania trajektorii spetniajgcych postulat mini-
malnego promienia krzywizny, zadanej promieniem skretu R, dla robota typu monocykl. Poszukiwania
odbywaja sie w przestrzeni kolizyjnej ztozonej z przeszkéd w postaci wielokatéw. Algorytm planowa-
nia ruchu intensywnie korzysta z relacji geometrycznych i pracuje w obrebie Sciezek kanonicznych
taczacych konfiguracje kontaktowe (czyli wchodzgce w kontakt z przeszkodami) kanonicznymi trajek-
toriami. Trajektoria kanoniczna sktada sie ze Sciezki zaczynajacej sie tukiem o promieniu R, kolejnym
segmentem jest odcinek prostej lub tuk o promieniu R i kohczy sie ponownie tukiem o promieniu
R. Dopuszcza sig réwniez przypadki zdegenerowane, pozbawione jednego z segmentéw. Do taczenia
trajektorii kanonicznych wykorzystywany jest graf widocznosci. Gatezie grafu oznaczaja trajektorie
kanoniczne, jeszcze niegtadkie. Po przeszukaniu grafu, wynikowa trajektoria zostaje wygtadzona przez
uzycie mniejszego promienia w okolicy wykrycia niegtadkoéci. Pokazana zostata réwniez metoda wy-
znaczenia promienia krytycznego dla danej trajektorii. Metoda ma jednak istotng wade, gdyz dziata
jedynie dla jednego modelu i trudno sig uogolnia.

Problemem dopuszczalnosci trajektorii dla planowania ruchu uktadéw nieholonomicznych zajat
sie Laumond w pracy [46]. Rozwazania nawigacji w ograniczonej przestrzeni prowadzi do rozwaza-
nia Sciezki w przestrzeni dopuszczalnych konfiguracji. Polegajac na doktadnych modelach Srodowi-
ska uzywa niestety skomplikowanych struktur. Zdaniem cytowanego autora, wigkszo$¢ artykutéw nie
dotyka podstawowego problemu, a mianowicie dopuszczalnoSci trajektorii. Kwestia ta nie ma zna-
czenia w przypadku robotéw holonomicznych, natomiast jest kluczowa dla robotéw nieholonomicz-
nych. Dowodzi sig, ze uktad holonomiczny moze wykona¢ dowolnie maty ruch wokét konfiguracii
biezacej. Problem planowania $ciezek sprowadza sie do odpowiedniego zamodelowania przestrzeni,
wymagajac, aby trajektoria byta zawarta wewnatrz wzajemnie potgczonych obszaréw dopuszczalnych
konfiguracji, prowadzacych od punktu poczatkowego do kohcowego.

Dokonuje sig wiec analizy waSciwosci topologicznych zwigzanych ze spojnoscia przestrzeni kon-
figuracyjnej. Laumond zwraca uwage na problemy z zamodelowaniem takiej przestrzeni w rzeczy-
wistych warunkach: trudno jest wprowadzi¢ kryteria optymalizacyjne w algorytmach przeszukiwania



4. Przeglad metod planowania ruchu 36

przestrzeni konfiguracyjnej w potaczeniu z wysoce ztozonym srodowiskiem robotéw mobilnych, kazda
procedura planowania odbywajaca si¢ off-line oparta jest na niedoktadnych modelach $rodowiska i nie
zapewnia dopuszczalnosci trajektorii (zwtaszcza w przypadku ograniczonej przestrzeni).

Powigkszanie przestrzeni kolizyjnej o odpowiednio dobrane parametry wykorzystujagce geome-
tryczne wymiary robota, redukuje robota do punktu w R8. Gtéwny nacisk zostat potozony na sprawne
zbadanie przestrzeni dopuszczalnych konfiguracji (ACS — Admissible Configuration Space). Jednym
z zauwazonych w artykule probleméw jest reprezentacja ACS - ksztatty przeszkéd w Srodowisku
nie daja sie tatwo zapisac algorytmicznie. Wiekszo$¢ rozwazah oparta jest o proste wielokaty lub
wielokaty i okregi. Podana zostata metoda przyblizonego modelowania $rodowiska do postaci ACS,
gtéwnie na podstawie badania bezkontaktowosci trajektorii (odlegto$¢ miedzy robotem a przeszkoda
jest wigksza od ustalonego parametru €). Problem wystarczajaco doktadnej reprezentacji Srodowiska
zostat uwzgledniony poprzez odpowiednie dobranie e.

Dalej przeprowadzono analize ograniczeh nieholonomicznych monocykla i pokazano dowod na
istnienie i spetnienie warunku dostatecznego istnienia trajektorii w ACS. Nastepnie, postugujac sie de-
kompozycja catej ACS do wielu potgczonych rownolegtobokdw w ktérych oddzielnie nastgpuje proces
poszukiwania trajektorii. Jedynie podczas tego etapu brane sa pod uwage kinematyczne i dynamiczne
ograniczenia robota. Dzigki temu powstata metoda tworzenia trajektorii dopasowana bezpoérednio
do wykorzystywanego robota. Nadmiarowo$¢ manewréw zostata obnizona przez optymalizacje wy-
nikowej trajektorii, jednakze zwrécono uwage na trudnosci w wyznaczeniu odpowiednich kryteriow
w niejednorodnej przestrzeni nieholonomicznej. Przedstawiony algorytm planowania ruchu sktadat
sie z etapu generowania trajektorii off-line, a pdzniej jej realizacji biorgcej pod uwage nieprzewidziane
przeszkody. Podanych zostato kilkanaScie typowych manewrdw dla szczeg6lnych postaci Srodowiska.
CatoS¢ zaimplementowano fizycznie na robocie Hilare.

W artykule [29] przedstawiono rozwigzanie zadania osiggniecia pozadanej konfiguracji przez plat-
forme mobilng w obecnosci przeszkdd. Zadanie zostato rozwigzane na poziomie kinematycznym. Pro-
blem znalezienia rozwigzania kinematyki odwrotnej zastagpiono zadaniem optymalizacyjnym z ogra-
niczeniami rownosciowymi i nieréwnoS$ciowymi. Funkcja kryterialna zostata wybrana tak, aby mini-
malizowac odlegtoSt pomiedzy stanem poczatkowym (qo,Xo) a konfiguracja konhcowa (q,Xs ), zapew-
niajaca osiagniecie zadanego punktu docelowego w przestrzenie zadaniowej k(q+,Xs) = Yq, gdziek to
odwzorowanie wejsciowo-wyjsciowe manipulatora mobilnego Dodatkowo przyjeto, ze w stanie koh-
cowym manipulator mobilny powinien osiagna¢ maksymalng manipulowalnos¢. Unikanie osobliwosci
manipulatora osiggnigto przez zastosowanie pél predkosci intensyfikujacych sie wraz ze zblizaniem do
osobliwosci. Ciggte zaburzanie predkosci stosowane jest do momentu ucieczki z osobliwego otoczenia.
Jako funkcje kosztu przyjeto

/1 1
F(@,%) = p'5 1(a.%) — (a0.X0) |* +p"D(x).

gdzie p’,p” > 0 sa wspotczynnikami, D(x) jest miarg manipulowalnosci manipulatora holonomicz-
nego. Problem rozwiagzania zadania kinematyki odwrotnej manipulatora nieholonomicznego zostat
zapisany jako nastepujace zadanie optymalizacyjne: zminimalizowac F (g,x) spetniajac warunki (osig-
gniecia potozenia docelowego manipulatora nieholonomicznego i spetnienie réwnah kinematyki plat-
formy)

k@x)—ys = 0,
A(@gq = 0.
Unikanie osobliwoéci odbywa sie poprze dodanie optymalizacji w przestrzeni zerowej powodujacego

opuszczenie obszaru osobliwego. Podobny mechanizm zostat uzyty do unikania kolizji z przeszko-
dami. Rozwigzanie generatora trajektorii zostato uzyskane z wykorzystaniem teorii Lapunowa.
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Artykut [61] omawia metode znalezienia bezkolizyjnej Sciezki pomiedzy dwoma okre$lonymi sta-
nami. Zadanie zostaje sprowadzone do problemu optymalizacyjnego operujgcego na przestrzeni cig-
gtych Sciezek. Wprowadzone zostaje pojecie odlegtosci wzrostu, gdzie modelowane obiekty zalezg od
wspotczynnika skalujagcego p. Model obiektu ,,rosnie” wraz ze wzrostem p, odpowiada obiektowi dla
p =1, aw przypadku gdy p = 0 redukuje sie do jednego punktu. Zakfadajac, ze A,B przedstawiaja
modelowane obiekty, wybiera sie punkty pa, ps zawarte we wnegtrzu obiektow pa € intA, pg € intB.
Definiuje sie A=A—{pa}, B=B—{ps}, A(p) = {pa} +pA, B(p) = {ps} +pB. A(p) i B(p) 0zna-
czajg modele wzrostu A i B. Funkcja wzrostu w okre$lona jako

W(A,B) =minp € R : A(p)NB(p) # 0 (4.90)

geometrycznie odpowiada takiej wartoSci p, przy ktorej obiekty A(p) i B(p) zaczynaja sie stykac,
W(A,B) <1 < intANintB # 0. Nastepnie definiowana jest gtebokoS¢ wnikniecia:

d(A,B) = { (RatRe)(1—W(A,B)) xéﬁ g; N i (4.91)

gdzie Ra, Rg sa promieniami sfer zawierajagcych A i B. Jesli A i B sa wieloScianami wypuktymi wy-
znaczenie w(A, B) sprowadza si¢ do rozwigzania zadania programowania liniowego. Zaleta tak sfor-
mutowanej funkcji jest prostota obliczeh zaréwno jej wartosci jak i jej pochodnych po zmiennych

-----

F@a() = [ 3.d(0(@),0@)et, (4.92)
i,j

gdzie O;,0; sg obiektami. JeSli F(q) = 0 oznacza to, ze Sciezka jest bezkolizyjna, co oznacza, ze
obiekty co najwyzej sie stykaja. Zadanie planowania Sciezki staje sie rownowazne zadaniu optymali-
zacyjnemu. Nalezy znalez¢ minF(q) spetniajacej warunki brzegowe

q(0)=qo, q(1)=gqy,

.....

czenie ruchu przegubu). Inicjujaca obliczenia Sciezka moze byt kolizyjna. Zadanie jest rozwigzywane
metoda programowania liniowego.

W artykule [31] zaproponowano metode planowania ruchu manipulatora o wielu stopniach swo-
body w Srodowisku kolizyjnym. Kluczem do efektywnego rozwigzywania zadania planowania jest
dekompozycja manipulatora na kilka pod-tahcuchéw i uzycie etapu przygotowawczego off-line. Pod-
czas tego etapu wyznaczane sg konfiguracje kolizyjne ze statycznymi przeszkodami. Dla manipulatora
0 n stopniach swobody liczba podziatéw p jest ograniczona zaleznoscia

n
2>p> 5

aby kazdy z pod-tahcuchéw mogt mie¢ odpowiednia manipulowalno$¢ do unikania kolizji (miat przy-
najmniej 2 stopnie swobody). Podane zostaty kryteria, aby zdyskretyzowana reprezentacja stanow
pod-tahcuchdw zapewniata odpowiednie pokrycie przestrzeni roboczej. KolizyjnoS¢ standw jest ba-
dana standardowymi metodami. Etap planowania on-line skfada sie z trzech faz: odnalezienia par
zdyskretyzowanych p6z kazdego z p pod-tahcuchéw reprezentujacych konfiguracje poczatkowe i koh-
cowe; potaczenia konfiguracji poczatkowych i kohcowych poszczegélnych pod-tahcuchéw oraz syn-
tezy w finalng Sciezke. Planowanie Sciezek poszczeg6lnych pod-fancuchéw odbywa sie niezaleznie.
Symulacje przeprowadzono na robocie PUMA oraz manipulatorze promu kosmicznego.
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W pracy [2] przedstawiono wykorzystanie metody elastycznej wstegi do planowania ruchu robotow
w dynamicznie zmieniajagcym sie otoczeniu. Wykonywanie zaplanowanej Sciezki jest kontrolowane
w czasie rzeczywistym, uwzgledniajgc zmiany w otoczeniu robota. Zmiana wykonywanego manewru
w skutek reakcji na przeszkody nie zaburza $ledzenia Sciezki. W przypadku braku mozliwoésci kontynu-
owania ruchu zadanie jest wstrzymywane do czasu ustgpienia przeszkod. Przyjmuje sie zadang Sciezke
jako zbior dyskretnych konfiguracji, na ktdre dziataja sity wywodzace sie z przestrzeni roboczej. Sity
sg okre$lone jako dwie funkcje potencjatu. Potencjat zewnetrzny, odpychajacy Vey: jest okreslony jako
funkcja odlegtosci od przeszkod:

1 2 . -
_ | zor(do—d(q))” jeslid(q) <do
Vext (4) { 0 w przeciwnym przypadku, (4.93)

gdzie q jest konfiguracja, d(q) jest odlegtoscia od q do najblizszej przeszkody, do okresla zasieg oddzia-
tywania wokot przeszkod, a o jest wspotczynnikiem wzmocnienia. Minimalizacja potencjatu powo-
duje maksymalizacje odlegtosci od przeszkdd. Sita wywotana potencjatem (4.93) dziatajgca na punkt
q zadana jest zaleznoscig

—

a
Id]|’
gdzie Jjest wektorem pomiedzy q a najblizszym punktem przeszkody. Aby zapobiec niekontrolowa-
nemu wydtuzeniu Sciezki pod wptywem sit odpychajacych wprowadza sie takze site wigzaca poszcze-

golne wezty:
di-t . . o
. _ _ 1 (el _ai-1) i _ g1
Fmt(q> - OLC (d;_l—l-d; (qj qJ ) <qj qJ )) 9 (494)

gdzie d' = ||qJ 'J+1|| jest odlegtoscig w niezmodyfikowanej trajektorii, o, wspotczynnikiem kurcze-
nia. Na przyk+ad2|e robota humanoidalnego wprowadzono dodatkowo czynnik stabilizujacy potozenie
Srodka masy (Xsm,Ysm) — W postaci potencjatu

Fext(@) = —VVext = our(do —d(q))

1
Vpoz(Q) = Eap (Xgm +y§m) )

gdzie oup jest wspotczynnikiem liczbowym.

W artykule [7] przedstawiono lokalng metode nawigacji wsrdd przeszkéd. Metoda nie zapewnia
doktadnego osiagniecia konfiguracji kohcowej. Algorytm opiera sie na bezpoSrednim sterowaniu pred-
koSciowym robotem wykorzystujac kinematyke robota, z bezpo$rednim zastosowaniem pseudoodw-
rotnosci.

q=G(q)u
= (G"(9)G(q)) G qu,

gdzie §q(t) oznacza predkoSt zmian na pozadanej trajektorii. Przyrostowe predkosci 4 generowane
byty na podstawie holonomicznego planera uwzgledniajacego przeszkody z zastosowaniem formuty

Ga = —VqU(Q) = —Vq (Ua(@) +Ur(a)),
gdzie U4(q) jest polem przyciaggajacym, a U,(q) odpychajacym; okreSlonymi jako

u =G*(q)dq

Ua() = %20 —aq)%,

kr L o L Y
Ur@) =3 7 (n(tI) no) n(a@) < Mo,
0 w przeciwnym przypadku,
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gdzie m(q) jest minimalnag odlegtoscia od przeszkéd w stanie g, no zasiegiem oddziatywania pola
odpychajacego, v > 2 wspoétczynnikiem ksztattu charakterystyki. Aby zniwelowac wptyw miniméw
lokalnych pdl potencjatdéw, autorzy proponuja wykorzystanie metody pol wirowych, zastepujac od-
pychanie antygradientowe przeszkdd optywaniem wokot przeszkody. Odpowiada to ruchowi wzdtuz
kierunku

0
Ur(q)

ox
gdzie x,y to wspdtrzedne potozeniowe. Wybdr znaku zalezy od kierunku okrazania przeszkody. Zasy-
gnalizowano takze mozliwo$¢ uzycia wazonej pseudoodwrotnosci celem wyréwnania btedéw i zréw-
nowazenia niehomogenicznych jednostek (potozenie, kat). Dane z planera sterowaty bezposrednio ro-
botem. Symulacje zostaty przeprowadzone na monocyklu.

W artykule [70] przedstawiono metode planowania ruchu robota typu samochdd kinematyczny
o wektorze stanu q = (x,y,¢,0)" i ograniczonym promieniu skretu. Zastosowano podejscie nume-
ryczne generujace bezposrednio trajektorie nieholonomiczna. Problem znalezienia Sciezki przeksztat-
cony zostat w skonczenie-wymiarowy problem optymalizacji nieliniowej. Kryteriami minimalizacyj-
nymi byty catkowita dtugos¢ Sciezki na unormowanym horyzoncie czasu [0,1], J1(q(-)), oraz zmiana
orientacji J2(q(-)):

Fv(Q) ==

aur(q) ]

t

1 1 1
n@e) = [ VR+dt= [luldt, J(a0) = [
0 0 0

1
d—(P'dt:/|u2|dt,
0

gdzie ug,u» sg, odpowiednio, sterowaniami ruchu postgpowego i obrotowego kota napgdowego. Za-
pewnienie bezkolizyjnosci zrealizowano przez odpowiednio dobrang kare za zblizanie do przeszkéd.
Zdefiniowano ekspansywna odlegto$¢ pomiedzy zbiorami P a Q jako

d(P,Q)=min{A: p+APNQ+AQ #0} —1,

gdzie p,q sa pewnymi punktami odniesienia wewnatrz zbiorow P,Q. Zadanie optymalizacyjne sfor-
mutowano jako minimalizacje

minJi((-) + (),
zZ zapewnieniem spetnienia ograniczen:
q(0) =qo, q(1)=qr, Vte[01}i=1,... d(C(q),0i)=0,

gdzie C(q) jest przestrzenig zajmowana przez platforme w stanie q, natomiast O; jest i-ta przeszkoda.
W praktyce, dla uniknigcia rozpatrywania zadania z ograniczeniami, zastosowano minimalizacje funk-
cji kryterialnej zadanej wzorem

1
Ji+R+alo() —ar2+e Y, [ p@(C(a().on)d.
0

gdzie c1, ¢ sg duzymi wspotczynnikami liczbowymi, a p(-) oznacza funkcje kary. Parametrami opty-
malizacyjnymi byty odcinkami state sterowah na poszczegélnych etapach ruchu. Zaproponowana pro-
cedura generuje globalnie bezkolizyjng $ciezke. W sytuacjach duzej gestosci przeszkéd w otoczeniu
robota, algorytm wspomagany jest wstepnym planowaniem mapy geometrycznej, a nastgpnie planer
wyznacza trajektorie pomiedzy odpowiednio dobranymi punktami mapy.

W artykule [24] proponuje sie wykorzystanie programowania dynamicznego do uzyskania do-
puszczalnych trajektorii nieholonomicznych w obecnosci przeszkdd. Przeszkody zamodelowano jako
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ograniczenia w przestrzeni dopuszczalnych stanéw. Autorzy proponuja wykorzystanie metody pro-
gresywnych ograniczen (PC — progressive constraints). Startujgc od poczatkowej Sciezki spetnia-
jacej jedynie ograniczenia holonomiczne w kazdym przebiegu stopniowo dodawane sg ograniczenia
nieholonomiczne, zawezajac dopuszczalng przestrzeh fazowa. Programowanie dynamiczne zapewnia
ewolucje trajektorii adaptujac ja do wprowadzanych ograniczen tak, ze w kazdym kroku istnieje do-
puszczalna Sciezka, miedzy stanem poczatkowym a kohcowym, uwzgledniajaca aktualne ogranicze-
nia. Modyfikacja biezacej Sciezki odbywa sie przez wprowadzenie dodatkowych ruchéw wykonanych
ze stanéw uprzednio istniejacych. Zaproponowano ignorowanie konfiguracji zblizonych do juz obec-
nych celem zapobiezenia nadmiernej ekspansji grafu. Symulacje przeprowadzono na modelu ciggnika
z przyczepami. Wprowadzono takze dodatkowe wymaganie na ciggto$¢ sterowan, nie rozwazane na
etapie opisu algorytmu. Kryterium optymalizacyjnym jakoéci ruchu byta minimalizacja liczby cofnigt
robota. Przyktad zastosowania metody dla modelu dzwigu przenoszacego ciezki fadunek przedsta-
wiony jest w artykule [25].

W artykule [64] przedstawiono zasady doboru funkcji kary dla zadania omijania przeszkdd nie
powodujacy nadmiernego zwiekszenia obszaru osobliwosci sterowan. Pokazano rozszerzenie metody
iteracji w przestrzeni sciezek dla dowolnych uktadéw nieholonomicznych mozliwych do sprowadzenia
do postaci tahcuchowej w obecnoéci dowolnych przeszkdd. Autorzy zwrécili uwage, ze w klasycznych
algorytmach newtonowskich i metodach kontynuacji jedna z trudnosci jest zdolnos¢ algorytmu do
unikania generacji sterowah osobliwych. Algorytmy gradientowe autorzy uwazajg za bardziej odporne
w tej kwestii, jako, ze metody kontynuacji wymagaja doktadnego okreSlenia sterowan osobliwych.
Dla uktadu tancuchowego (4.10) jedynym sterowaniem osobliwym jest u;(t) = 0 prawie wszedzie dla
te[0,T].

Klasyczny sposdb unikania przeszkéd w metodzie kontynuacji polega na wyborze funkcji h(q),
ktérej elementy sg niezerowe (duze) wewnatrz przeszkody i zerowe na zewnatrz. Funkcja kary jest ob-
liczana wzdtuz Sciezki poprzez catkowanie (dla czasu ciggtego) lub sumowanie (dla czasu dyskretnego)
dajac funkcje kosztu z(u(-)). Nastepnie algorytm popraw sterowahn uwzglednia funkcje kosztu, mini-
malizujac jg, oprécz wymuszania osiggniecia stanu docelowego, jako dodatkowe kryterium. Dlatego
zapewnione jest osiggniecie zaréwno konfiguracji docelowej q+ jak i bezkolizyjnosc uzyskanej ciezki.
Na podstawie wczedniejszych prac, aby uproscic obliczenia, zaproponowano wielowymiarowa postac
funkcji kary:

N
zi(u) =y Y h(ci(q(tj))), (4.95)
=1

gdzie N jest liczbg punktéw, na ktore Sciezka zostata podzielona, i € [1,n], yi > O jest statg, h(c) to
nieujemna funkcja skalarna, niezerowa tylko dla c > 0, ¢j(q) < 0 sa sktadnikami funkcji ograniczajacej
opisujace dopuszczalny obszar, wolny od przeszkdd.

W artykule [44] przedstawiono metode sterowania samochodem kinematycznym z ograniczeniem
na krzywizne wynikowej sciezki. Rozwazono samochdd jako uktad czterowymiarowy z punktu widze-
nia kinematyki (uwzgledniajac kat skretu kot) i jako trojwymiarowy na potrzeby sprawdzania kolizyj-
nosci. Samochod kinematyczny (o dtugosci 1) opisany jest rownaniem:

X coscos ¢

y| _ |cos6sing

o sin® v(t)+
0 0

0
0
o| @) =g @V() + g2 @)(t), (4.96)
1

gdzie v i o sg odpowiednio predkoscig ruchu samochodu oraz predkoScig zmiany kata skretu kierow-

nicy. Przestrzeh konfiguracyjna dla samochodu kinematycznego Q = RR? x (81)2 jest czterowymia-
rowa. Kat skretu jest ograniczony fizykalnie || < omax. Konfiguracjaq = (x,y, ®,6) jest dopuszczalna
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jesli |o| < omax. Przyjeto w artykule ograniczenia na predkoS¢ postepowa |v| < 1 i skretu kot |o| < 1.
Autorzy zaznaczajg, ze w wielu pracach nie uwzglednia sig kata skretu két napedowych. Nastepuje
uproszczenie modelu, przez podstawienie u; = vcos0, uz = wsin6, dajac w efekcie model monocykla
0
0] ux(t) (4.97)

(6.11):
X COS®
y| = |sine | ui(t)+
o) 0 1

Zasadniczg réznicg jest zmiana przestrzeni dopuszczalnych sterowah. Ograniczenia na uy i U, przestaja
by¢ niezalezne. Do rozwigzania zadania planowania autorzy postuguja sie $ciezkami kanonicznymi
i krzywymi kanonicznymi. Przytaczajg, ze styczna do Sciezki réwna jest orientacji ¢ samochodu, a kat
skretu przednich két o jest zwigzany z krzywizng x Sciezki zaleznoscia k = tgw. Dla danej konfi-
guracji g = (x,Y,®,K) istnieje jednoznacznie okre$lona dopuszczalna Sciezka przechodzaca przez q
i utrzymujaca statg wartos¢ «. Taka Sciezke kanoniczng otrzymuje sie przez catkowanie systemu (4.96)
dla v =1 o = 0. Odpowiadajaca Sciezka jest tukiem, jesli k # 0, albo prosta, gdy x = 0. Sciezka
jest parametryzowana dtugoscia s dajac krzywa kanoniczna y(q,s) zwigzang z q. Na podstawie krzy-
wych kanonicznych budowana jest nastepnie dopuszczalna Sciezka pomiedzy dwoma konfiguracjami.
W tym celu zdefiniowana zostata pomocnicza gtadka monotonicznie rosnaca funkcja & : [0,1] — [0,1]
spetniajaca wkaSciwosci: £(0) =0, §(1) =1, £(0) =0, (1) =0, &(0) =0, &(1) = 0. Przyjmujac,
ze Q1 i g2 s3 odpowiednio konfiguracjami poczatkowymi i kohcowymi Sciezki zdefiniowano krzywa
P(t)=(1—&(t))y(qi,t)+&(t)y(a2,t —1). Dlat = 0 krzywa P(-) ma taka sama pozycje, styczna i krzy-
wizne jak y(qi,t) oraz analogicznie dla y(qz,t — 1) przy t = 1 — odpowiada dopuszczalnej ciezce
prowadzacej z q1 do Q. Przy tak zdefiniowanej krzywej, x jest ciggte.

Autorzy zaproponowali wykorzystanie opisanej strategii planowania w Srodowiskach kolizyjnych
na przykfadzie dwoch metod: przyblizenia Sciezki holonomicznej, uzywajac planera geometrycznego
do pierwszej fazy planowania, oraz planera probabilistycznego. W obydwu przypadkach krokiem do-
petniajacym byta aproksymacja Sciezki przez podziat na mniejsze podzadania realizowane nieholono-
micznie.

Nieholonomiczno$¢ robota ma nie tylko wptyw na planowanie ruchu, ale takze na relacje robota
wzgledem przeszkdd. W szczeg6lnosci oznacza to, w ogdlnym przypadku, nieeuklidesowo$c odlegto-
Sci miedzy robotem a przeszkodami [90].

4.11. Metody pomocnicze w przestrzeniach kolizyjnych

W pracy [6] przedstawiono ogdlne podejscie do efektywnej reprezentacji przeszkdéd w otoczeniu
robota wyrazonych we wsp6étrzednych konfiguracyjnych. Niech A: Q x Y — R oraz B : Y — R beda
zdefiniowane nastepujaco:

1 jesliy €A(q) 1 jesliyeB

AQ,y) = { 0 jesliy ZA(q) ° B(y) = { 0 jesliygB - (4.98)

gdzie A(qQ) C Y jest zbiorem punktdéw reprezentujacych robota w konfiguracji q, a B C Y oznacza
przeszkody. Niech CB : Q — R bedzie funkcja:

geQ CB@) = [A@y)BY)dy. (4.99)

Mozna dowiest, ze q € Q tree <= CB(q) =0, gdzie Q tree C Q jest podzbiorem konfiguracji, w ktd-
rych robot nie jest w kolizji z zadng z przeszkéd. Aby umozliwi¢ wyznaczenie wartosci funkcji A, B
oraz CB konieczny jest dobdr odpowiedniej parametryzacji Q,Y. Przyjete zostaty dwa uktady odnie-
sienia Fo, Fy, z ktorych Fq jest zwigzany z robotem, a Fy jest nieruchomy. Wybiera si¢ wspotrzgdne
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(Y1,---,¥r) € Yi(qs,...,0n) € Q, ktore opisujg potozenie i orientacje Fp wzgledem Fy. Podstawiajac
wspotrzedne do (4.98) otrzymuje sie

1 jesli(y1,...,yr) €A(Q1,...,0n)
A = S
(q17 ,0n, Y1, ,Yr) { 0 JES“ <y1,...,yr) gA(ql,.--,qn) (4 100)
)eB '
)¢ B

[ 1 jesli(y,...,yr
BW“"’V”—{ 0 jesli (ya,....yr

Natomiast dla CB zadanego przez (4.99) mamy

CB(ql,...,qn):/A(ql,...,qn,yl,...,yr)B(yl,...,yr)dyl---dyr. (4.101)

Nastepnie autorzy redukuja liczbe zmiennych wystepujacych w funkcji A(Q1,...,0n,Y1,---,Yr) przez
wprowadzenie nowej funkcji A’(0,...,0,0s+1,---,0n,Y1 — Q1,---,Ys — Os,Ys+1,---,Yr). DO tego celu
wprowadzono przeksztatcenie:

e:QxY—Q xY

zdefiniowanego jako:
vie{l,....;s} yj=yj—4qj, d;=0
Vie{s+1,...,n} di=q (4.102)
Vke {s+1,....r} Y=Yk

gdzie 1 <'s <, takie ze funkcja A = (A’ o @) spetnia

. A
Vjed{l,...,s} a—,:O. (4.103)
Q]
Dzigki temu, réwnanie (4.101) moze by¢ zapisane jako
CB<q17 .. -aQn) - /(A/ © (p)(qlu s 7qn7y17 cee 7yI’)B(y17 s ,Yr)dY1 o dYr (4104)
Przez podstawienie
A/(07 c '707q5+17 o '7qn7q1 _y17 . '7q5 _y87y5+17 s 7yl’) = (4105)

A/<O7'"707q5+17"'7qn7y1 _qla'-'7yS_qS7yS+l7-'-7yr>

uzyskuje sig postac CB (4.104) zapisang z wykorzystaniem operatora splotu:

CB(qe,...,Gn) = /(A’(07...’0’qs+17...7qn) £B) (G- o, sV, -, Ye)dya - -dyr (4.106)

do ktdrej mozna zastosowac wysoce zoptymalizowane algorytmy obliczeh splotowych.

Przy uzyciu zaproponowanej metody i dla odpowiedniego doboru uktadéw wspétrzednych za-
rowno w przestrzeni konfiguracyjnej jak i zadaniowej uzyskuje sie reprezentacje przeszkéd wyrazong
jako splot dwach funkcji — opisujacych robota i przeszkody. Uzycie wiasciwoésci splotu pozwala na
znaczace zmniejszenie ztozonosci obliczeh. Przedstawiona metoda moze by¢ bezposrednio stosowana
zarowno do robotéw manipulacyjnych jak i mobilnych bez potrzeby dopasowania lub ograniczenia
ksztattu robota czy przeszkaéd.
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4.12. Ocena przydatnosci Sciezek

Praca [15] wprowadza pojecie miary zrecznosci dla bezdryfowych uktadéw nieholonomicznych.
Oznaczmy zbio6r jednomianéw Liego modulo whasno$¢ antysymetrii dla dwéch generatoréw jako:

LM = {01,092, (01,92], 01, [91,92]],[92,[91,92]], - - .} = {LM1,LMg,...} (4.107)

oraz niezalezny zbi6r jednomianéw tworzacych baze Ph. Halla [89] PH = {PH1,PH,,...}, PH C LM.
Niech ¢(Z) oznacza koszt ruchu wzdtuz pola Z:

e(X)=0(Y)=t, @([X,Y])=4V1
o([X, X, Y]]) = o([Y, [X,Y]]) = 81 (4.108)

gdzie t jest elementarnym czasem ruchu. Miara zrecznosci dla uktadéw nieholonomicznych zostata

zdefiniowana jako:
@(PH(n),t)

NH(@) = max |det (LM @)] - e
gdzie P jest zbiorem wszystkich n-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...}, & = (€1,...,&n) wek-
torem indeksujacym, LM(€)(q) = [LMg, (@) LM, (q) ... LM, (q)] kwadratowa macierzg jednomianow
Liego wybrana przez & ze zbioru (4.107) i wyliczonawq, @(PH(n),t) =T, ¢(PHi,t), o(LM(E),t) =
IT-; (LM, t). Mimo, ze elementy bazy Ph. Halla sa niezalezne w wolnej algebrze Liego, moze sig
jednak okazat, ze n pierwszych elementéw wyliczonych w konkretnym stanie systemu moze by¢ za-
lezne jako wektory. Miara ta oparta o wiaSciwosci algebry Liego w kazdym punkcie przestrzeni stanu
wybiera zestaw wektorow zapewniajacych petng zdolno§¢ manewrowa przy jednoczesnym minimali-
zowaniu wydatkow energetycznych zwigzanych z manewrem.

Do analizy zjawisk nieliniowych warto wykorzysta¢ miary opisujace nieliniowosci. Jedna z takich
propozycji przedstawiono w artykule [76] do wyznaczania miary nieliniowoéci uktadu przy ograniczo-
nych sterowaniach. Niech bedzie dana sekwencja u(k). Obciecie uk (k) sterowania jest zdefiniowane
jako

(4.109)

uMm={3w>g§ﬁ§K (4.110)

Skrocona norma || - || p.x sekwencji u(k) jest zdefiniowana zaleznoscig ||u||pk = |Juk||p. Dla nielinio-
wego operatora G : /1 — /5 i zbioru L liniowych operatoréw L : /1 — ¢, miara nieliniowa na ograni-
czonym zbiorze sterowan U przy skohczonym horyzoncie K < oo jest zdefiniowana przez

W (G,U) = inf sup [|(Gu—Lujlp, (4.111)

uelU

a dla nieskonczonego horyzontu jest okre$lona jako

v(G,U) = inf sup || (Gu — Lu)||p. (4.112)
Lel yeu

W artykule zaproponowano procedure relaksacji, ktéra zapewnia zbieganie kresow dolnego i gornego
do wartosci miary. Dla nieliniowego BIBO-stabilnego systemu wyznaczenie kresu dolnego sprowa-
dza sig do sekwencji zadan programowania liniowego. Artykut konczy sie symulacyjna weryfikacja
obliczania normy nieliniowej.

W pracy [73] zwrdcono uwage na jakosc Sciezek uzywanych w klasycznym dwuetapowym algo-
rytmie planowania — najpierw wyznaczana jest holonomiczna bezkolizyjna §ciezka, a nastepnie jest
ona przeksztatcana w cigg Sciezek dopuszczalnych, mozliwych do realizacji przez platforme. Wpro-
wadzone zostato pojecie kosztu uzyskania okreSlonego przemieszczenia w przestrzeni stanu. Koszt
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zostat zdefiniowany na podstawie zaleznosci geometrycznych zwigzanych z robotem typu monocykl.
Przyjeto, ze koszt elementu Sciezki utrzymujacej stata pozycje (zmiana tylko orientacji) jest zerowy,
a odcinka Sciezki na ktorej robot sie przemieszcza:

Cnn(Q1,92) = deuc(d1,92) - | Sin(@1 — @2)|, (4.113)

gdzie deyc(+, -) jest odlegtoscia euklidesowa pomiedzy potozeniami, ¢; jest poczatkowym katem obrotu
robota, a ¢, pozadang orientacjg na kohcu segmentu. Zdefiniowano odlegtost w R? x St

D(Q1,92) = |01 — Q12| + deuc(d1,d2) + P12 — 92, (4.114)

gdzie @12 jest testowa orientacja punktu poSredniego, dobierang heurystycznie. Zaproponowano naste-
pujaca postac kosztu catkowitego segmentu Sciezki:

C(q1,92) = D(Q1,42) + 0 -Chn(Q1,92), (4.115)

gdzie o € R jest wspotczynnikiem wagowym. Catkowity koszt Sciezki jest suma kosztow kawatkow
wchodzacych w jej sktad. Minimalno-kosztowa Sciezka jest wyznaczana algorytmem heurystycznym.
Rozwazany w artykule robot miat ksztatt wielokata, tak jak przeszkody w otoczeniu. Zaproponowano
takze konstrukcyjny algorytm planowania ruchu.

Dosy€ czesto podczas planowania ruchu uktadéw nieholonomicznych najpierw planowana jest
Sciezka holonomiczna, a nastepnie, na jej podstawie, generowany jest jej nieholonomiczny odpo-
wiednik. W artykule [71] rozwazono wptyw jakosci pierwotnej Sciezki holonomicznej na rezultaty
planowania nieholonomicznego. Zauwazono, ze pewne Sciezki sa tatwiej realizowalne niz inne. Na
podstawie wtasciwosci pdl wektorowych przedstawiono nieholonomiczna miare Sciezek

n
19]1% 5 = D Hi - (Wixi)?
i=1

gdzie q oznacza infinitezymalny wektor kierunku w konfiguracji q, ktory jest rozktadany w bazie pol
wektorowych (schematycznie oznaczonych jako X) rozpinajacych przestrzen stanu w tej konfiguracji
(i spetniajacych zarazem zatozenia twierdzenia Chow), i sg dodatnimi statymi, x; jest wspétrzedna g
i-tego pola wchodzacego w sktad zbioru pél rozpinajacych przestrzeh stanu w zadanej konfiguraciji,
a w; stopniem tego pola. Koszt nieholonomiczny Sciezki y(-) okreSlonej na horyzoncie czasowym [0, 1]
jest zadany zaleznoscia

1
0 = [ IOt
0

Zaproponowany w pracy algorytm planowania $ciezek oparty na metodzie p6l potencjatu wykorzy-
stuje wprowadzona miare koszt nieholonomicznego (obok odlegtoSci od przeszkdd) do modyfikacii
potozenia konfiguracji biezacej.

W artykule [37] przedstawiono zaleznosci pomigdzy ré6znymi wskaznikami ztozonosci Sciezek. Za-
ktadajac wolna przestrzeh wokot trajektorii q(-) o rozmiarze €, wskaznik dla sterowan typu bang-bang
ma postac:

Csw(q(+),€) = inf{liczba przetaczen sterowan} .

Dla sterowah dowolnych:

ct(q(-),€) = inf{liczba zmian znaku sterowan},

on(@().€) = ¢ inf{dlugosc(a(-)}
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ce(q(+),€) = inf{liczba két o promieniu € potrzebna do otoczenia Sciezki} .

Zdefiniowana zostata takze e-norma ztozonosci jako

X
e = max { - } , (4.116)

gdzie GX oznacza i-ta wspétrzedna § wyrazong w bazie p6l wektorowych X. Autor zilustrowat sposob
obliczania normy (4.116) na przyktadzie kilku $ciezek samochodu z przyczepami.



5. Algorytmy

W celu rozwigzania zadania postawionego w rozdziale 3 zaproponowano nastepujacg metode po-
stepowania:

(1) przyjecie poczatku uktadu globalnego w punkcie bedgcym rzutem prostopadtym punktu doce-
lowego manipulatora mobilnego na ptaszczyzne ruchu platformy. Orientacja uktadu globalnego
dobieramy tak, aby jego 0§ z byta normalna do ptaszczyzny ruchu. W ten sposéb uzyskujemy
uproszczony opis ruchu platformy mobilnej, poruszajgcej sie po ptaszczyznie z ustalong (najcze-
Sciej rowna 0) wartoscia wspotrzednej z-owej;

(2) wyznaczenie bezpiecznej konfiguracji transportowej manipulatora i jej osiggniecie z konfiguracji
poczatkoweyj;

(3) wyznaczenie (pod-) zbioru p6z docelowych platformy. Poze docelowa platformy definiujemy jako
takie usytuowanie platformy, ktére zapewnia bezkolizyjne osiggnigcie przez manipulator potoze-
nia docelowego manipulatora mobilnego bez koniecznosci rekonfigurowania platformy. Poniewaz
wyznaczenie wszystkich péz docelowych platformy jest zadaniem ztozonym obliczeniowo, na-
lezy wyznacza¢ jedynie mato liczny podzbiér p6z docelowych charakteryzujacy sie dodatkowymi
wiasnosciami. Przyktadowo, kazda z p6z docelowych jest taka, ze manipulator osigga punkt doce-
lowy planowania ruchu na brzegu swojej przestrzeni roboczej. Tak okreslony podzbi6r p6z docelo-
wych jest brzegiem obszaru wszystkich p6z docelowych. Podobnie jak nadzbior, zbiér brzegowych
péz docelowych jest zwykle mocy continuum, wigc przy ograniczonej mozliwosci obliczeh anali-
tycznych, konieczne jest dalsze ograniczenie mocy zbioru. Dlatego w praktycznych przypadkach,
w ktorych ztozonos¢ obliczeniowa jest istotnym ograniczeniem, proponujemy, aby wyznaczany
byty tylko niektore brzegowe pozy docelowe, lub podczas planowania ruchu platformy byta wy-
znaczana jedna brzegowa poza docelowa znajdujgca sie, w pewnym sensie, najblizej biezacej pozy
platformy;

(4) wyznaczenie bezkolizyjnej Sciezki platformy od pozy poczatkowej do wybranej (ewentualnie dy-
namicznie zmiennej) brzegowej pozy docelowej;

(5) wyznaczenie lokalnie optymalnych sterowah zapewniajacych maksymalizacje odlegtoSci trajek-
torii od przeszkad,

(6) optymalizacja dtugosci realizowanej sciezki — redukcja liczby planowah do minimum,

(7) realizacja Sciezki,

(8) w przypadku osiagnigcia konfiguracji umozliwiajacej osiagniecie celu zakohczenie pracy, w prze-
ciwnym przypadku wykonanie dodatkowego manewru zblizajgcego stan kohcowy do wnetrza ob-
szaru dopuszczalnych konfiguracji platform.

W kolejnych podrozdziatach uszczegétowiono ogoélny schemat metody planowania ruchu przedsta-
wiony powyzej.
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5.1. Konfiguracja transportowa manipulatora

Zadanie osiggnigcia transportowej konfiguracji manipulatora sktada sie z dwoch etapdw: w pierw-
szym dla zadanej funkcji kryterialnej opisujacej pozadane wtasnosci transportowe manipulatora wy-
znaczana jest konfiguracja optymalna, ktéra z kolei, w etapie drugim, ma by¢ osiagnigta z zadanej,
poczatkowej konfiguracji manipulatora. Etap pierwszy determinuje jedynie optymalne potozenie rzutu
Srodka masy manipulatora na ptaszczyznie platformy, a konfiguracja optymalng manipulatora nazy-
wamy jedna z realizacji tego potozenia przez manipulator. Poniewaz potozenie srodka masy manipula-
tora w uktadzie lokalnym zwigzanym z platforma jest funkcja jego konfiguracji, zatem rzut tego punktu
na ptaszczyzne platformy dziedziczy te wiasnoSc. Niech funkcja cm(x) opisuje ten rzut.

Matematycznie zadanie wyznaczenia optymalnej konfiguracji transportowej manipulatora jest na-
stepujace: wyznaczyc¢ taka trajektorie x(-) manipulatora zainicjowana w zadanej konfiguracji poczat-
kowej x(0) = Xo, by jej przebieg byt bezkolizyjny z przeszkodami Wt € [0, T] B(x) NO = 0 oraz mani-
pulator osiagnat optymalng wartoS¢ cm(X(T)) = cm*. gdzie T jest horyzontem czasowym planowania.
Zadanie jest wigc analogonem klasycznego problemu kinematyki odwrotnej (tutaj kinematyka prostg
zastepuje potozenie rzutu Srodka masy manipulatora) z ograniczeniami na bezkolizyjnos¢ ruchu. W li-
teraturze robotycznej znajduje sie wiele metod rozwigzania tego problemu [33, 62]. WigkszoS¢ z nich
ograniczenie wynikajace z istnienia przeszkod wprowadza jako kare do funkcji kryterialnej, ktorej dru-
gim elementem jest sktadnik zapewniajacy “przycigganie” do punktu cm*. W warstwie algorytmicznej
moze by¢ wykorzystana klasyczna metoda Newtona.

Rozwigzanie zadania planowania jest zagwarantowana teoretycznie, gdy konfiguracja poczatkowa
i konfiguracja optymalna leza w jednej komponencie spéjnosci przestrzeni bezkolizyjnej (przestrzeh
konfiguracyjna manipulatora w wyniku istnienia przeszkéd moze by¢ podzielona na wiele roztgcz-
nych obszaréw spdjnosci). Warunek ten jest trudny do sprawdzenia, gdyz obszary zabronione w prze-
strzeni konfiguracyjnej nie sa zadane analitycznie. Nie nalezy zatem wykluczy¢, ze zadanie powyzej
postawione nie moze by¢ rozwigzane w petni, co oznacza, ze wygenerowano jedynie czes¢ trajektorii
spetniajacej warunek bezkolizyjnosci, lecz nie zakohczonej w konfiguracji optymalnej. Heurystyczny
i praktyczny sposob postepowania w tym przypadku polega na takim ruchu platformy, ktéry spowoduje
zwigkszenie odlegtosci minimalnej manipulatora od przeszkdd, a nastepnie podjeciu kolejnej proby
osiggniecia konfiguracji optymalnej. Proces ruchu platformy i manipulatora moze by¢ powtarzany ite-
racyjnie.

Warto takze zauwazyc¢, ze algorytm Newona najczesciej wykorzystywany w planowaniu ruchu ma-
nipulatora jest typowym przedstawicielem rodziny algorytmoéw antygradientowych, ktére moga utkng¢
w minimum lokalnym funkcji optymalizowanej. Dlatego warto rozwazy¢ mozliwo$¢ wprowadzenia
albo pewnego elementu losowosci po osiggnieciu w konfiguracji lokalnie optymalnej, badz heury-
stycznych sposobdw opuszczania minimow lokalnych. Przykfad ostatnio wymienionego podejscia (dla
robotow mobilnych) zawiera praca [23].

Ukfad podrozdziatu jest nastepujacy: w sekcji 5.1.1 przeanalizowano zasady wyliczania rozktadu
sit nacisku wywieranych przez manipulator na punktu podparcia két. Szczegdtowe obliczenia wyko-
nano dla platform trdj- i czterokotowych najczesciej wystepujacych w praktyce. Z kolei przedstawiono,
w sekcji 5.1.2, gdzie lezy optymalne potozenie rzutu punktu Srodka masy platformy na ptaszczyzne no-
$na platformy mobilnej. Przeanalizowano takze, jaki wptyw na optymalne przytozenie sity wywieranej
przez manipulator na platforme ma odchylenie ptaszczyzny ruchu platformy od wektora prostopadtego
do sity grawitacji oraz uwzglednienie zjawisk poslizgu i tarcia.

5.1.1. Przenoszenie sit nacisku na podtoze

Analizujac kotowe manipulatory mobilnych nalezy wzigt pod uwage stabilno$¢ platformy wraz
z umieszczonym na niej manipulatorem. W skrajnych przypadkach mozliwe stajg sie niepozadane
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zachowania uktadu, takie jak: wywr6cenie platformy czy utrata przyczepnosci két. W celu wyelimi-

nowania niekorzystnych zjawisk, nalezy wyliczy¢ rozktad sit w punktach podparcia (kotach). Analiza

taka jest wystarczajaca w warunkach statycznych, gdy platforma nie porusza sie. Do analizy rozktadu

sit wykorzystamy zasade zachowania momentu sit oraz pierwszg zasade dynamiki Newtona [68] po

przyjeciu nastepujacych zatozen:

— platforma jest sztywna, co oznacza, ze nie ulega deformacji pod wptywem nacisku;

— sity opisywane sg wzgledem punktéw podparcia két na ptaszczyznie XY stanowiacej ptaszczyzne
ruchu platformy;

— wektor grawitacji dziata wzdtuz osi z,

— sity reakcji dziatajg punktowo, w miejscu styku kota z podtozem;

— wypadkowa sita nacisku manipulatora F jest przytozona w punkcie o wspétrzednych (x,y) wzgle-
dem Srodka masy platformy.

W dalszej czesci podrozdziatu ograniczymy sie do analizy dwdch, wystepujacych najczesciej w prak-

tyce, idealizowanych typach platform: o trzech i czterech kotach [49]. Inne rodzaje platform mozna

rozwazac podobnie.

Platforma tréjkotowa

Pierwsza konstrukcja jest platforma o rzucie w ksztatcie trojkata rownoramiennego o dtugosci pod-
stawy a i wysokosci h (rys. 5.1). Z platforma wigzemy kartezjanski uktad wspoétrzednych OXY , ktérego
poczatek umieszczony jest w Srodku masy tréjkata. Punkty podparcia (stycznosci két z podtozem)
maja wspotrzedne: Ki(—a/2,—h/3), Kz(a/2,—h/3) oraz K3(0,2h/3) i w tych punktach dziataja sity,
F1, R, Fs, odpowiednio. Do wyliczenia rozktadu sit oddziatujacych na kota, wykorzystujemy pierwsza

Y

F3
(0, 2h/3)

F1 F2
(-a/2, -hi3) (@/2, -h/3)
a

Rysunek 5.1. Punkty podparcia i geometria trojkotowca

zasade dynamiki Newtona [68] stanowigca, ze sity dziatajgce na ciato pozostajagce w spoczynku sie
rownowaza. Zatem suma sit przenoszonych przez podpory réwna jest sile nacisku F:

Fl+F+F=F (5.1)

Zasada zachowania momentu sit orzeka, ze suma momentéw wzgledem dowolnego punktu ciata sztyw-
nego jest stata i wynosi 0,

Y Mo =0. (5.2)
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Korzystajac z zaleznosci (5.1) i (5.2) (wzgledem punktu Srodka masy i sit roztozonych wzdtuz ortogo-
nalnych osi OX i OY') uzyskujemy liniowe rownanie w postaci:

1 1 1 F F
—a/2 a2 0 R|=|xF/|. (5.3)
~h/3 —h/3 2n/3 | | s y-F

Po przeksztatceniach (5.3), rozktad sit w punktach podparcia jest nastepujacy:

Fl:':(%—g—%)
F2:F(§+5—%) (5.4)
R=FG+h

>

Platforma czterokotowa

Kolejng opisywana konstrukcja, jest platforma podparta w czterech punktach. Spoéréd wielu moz-
liwych rozmieszczeh punktéw podparcia, wybrana zostata konfiguracja najprostsza, a zarazem naj-
czeSciej spotykana: platforma prostokatna z kotami umieszczonymi w wierzchotkach. Osie ukfadu
wspdtrzednych sa réwnolegte do bokdw prostokata, a punkt poczatkowy uktadu lezy na przecieciu
przekatnych (w srodku masy). Platforma jest symetryczna wzgledem osi lokalnego uktadu wspot-
rzednych. Punkty podparcia (kot) maja nastepujace wspotrzedne: Ki(—a/2,—b/2), Ko(a/2,—b/2),
Ks(a/2,b/2), Ks(—a/2,b/2) (por. rys. 5.2) i w nich dziatajg analogicznie indeksowane sity. Metoda

%
F4 F3
' ,,,,,,
ylo o
: b X
X
F1 o |R2

Rysunek 5.2. Platforma czterokotowa

wyznaczania rozktadu sit jest identyczna jak dla przypadku trojkotowca. Suma sit przenoszonych na
kofa jest réwna sile nacisku:

Fi+R+R+FR=F (5.5)

Uzupetniajac zaleznos¢ (5.5) o réwnania wynikajace z (5.2) wyrazong wzgledem osi OX i OY, uzy-

skujemy zaleznos¢ liniowa:

1 1 1 1 E F

—a/2 a/2 a/2 —a/2 S X-F |. (5.6)
—b/2 —b/2 b/2 b/2 5, :
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Uktad (5.6) jest nadmiarowy (4 niewiadome, 3 réwnania), zatem zbior rozwiazah jest rozmaitoScia
jednowymiarowa. Istotnie, przyjmujac F; =0dlai=1,...,4 mamy cztery rozwigzania (5.6):

_p(l_X _p(* Y _p(i Y _
{Fl_F(é_a)’Fz_F<a+b>’F3_F<2 b)’FA'_O}’

z ktorych kazde dwa sg liniowo niezalezne, a trzy - zalezne. Zbidr rozwigzah dopuszczalnych opisu-
jemy kombinacja liniowa dwéch dowolnych rozwiazan czgsciowych FU) = {F) FJ F) F/}, j=1,2

F¥(0) = oF Y+ (1 - 0) F?) = (F{ (00), Ff (o0), Fi (), Fi (1)), (5.7)

gdzie o jest parametrem rzeczywistym. Eliminacja parametru o (wybdr jednego z rozwigzah) jest
mozliwa po przyjeciu wartosciujacej funkcji kryterialnej Q(FX (o)) i rozwiazaniu zadania optymali-
zacyjnego:

o =argmin Q(F¥(w)). (5.8)

Funkcje kryterialne Q(FX (o)) uzasadnione praktycznie to:

— Q1(F¥() = (Ff (o) + Ff (o) —FX () — F4K(oc))2, wynikajaca z zatozenia, ze przemieszczenie
A §rodka platformy przektada sig na przemieszczenia podp6r A; do A4 (wirtualnie umieszczonych
w punktach Ky, ..., Ky), tak ze przemieszczenie A jest srednig arytmetyczna przemieszczeh na kaz-
dej przekatnej:

A1 +As  Ax+Aq
2 2

Zaktadajac, ze podpory oparte sa na jednakowych sprezynach, wartos¢ sity reakcji (dla matych

przemieszczen) jest proporcjonalna do amplitudy przemieszczeh [68]

A=

(5.9)

F=k-A. (5.10)
ze wspdtczynnikiem proporcjonalnoéci k. Z réwnan (5.9) i (5.10) wynika, ze
Fl+R=R+k. (5.11)

— Q(F¥(w) = (Ff(o) + Ff (o) — Ff (o) — FSK(oc))Z, preferujgca rozktady naciskéw o réwnych
wartoSciach po lewej i prawej stronie platformy,

— Qs(FK(a)) = (Ff() —FX())® + (FK (o) — FX () )?, wymuszajaca réwne naciski na osiach
przednich i tylnych.

Po podstawieniu funkcji kryterialnej Q2(FK (ct)) do réwnania (5.7), parametr o sig upraszcza. Dla

kryteriow Q1 (FX(ar)) i Qs(FX(ct)) oraz dowolnego doboru funkcji F (V) i F(2) rozwigzanie optymalne

(po podstawieniu o* do réwnania (5.7)) przedstawia sie nastepujaco:

R=F(l-X-X)

1,2 3
FZ:F(Z+%_ﬁ) 512
HZF%+%+%) (612)
Fa=F(;—2+%)
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Rozkiad sit dany rownaniem (5.12) nie opisuje poprawnie rzeczywistosci w przypadku, gdy jedna z sit
staje sie ujemna (koto traci kontakt z podtozem). W tej sytuacji platforma staje sie uktadem o trzech
punktach podparcia. W przypadku utraty kolejnego punktu stycznosci z podtozem platforma straci
stabilno$¢ — ten wariant nie bedzie dalej rozpatrywany.

Rozkiad sit w modzie tréjpodporowym, obliczony analogicznie jak dla platformy tréjkatnej, przed-
stawia sie nastepujaco (w i-tej kolumnie wyliczono sity przy brak kontaktu kota i-tego z podtozem):

1 2 3 4
Al 0 [FG-D [FCADIFG-Y)
RlFE-p| o | FER|FG-D (513
RlEGD| Fey | o0 |FE+D
rlFG-DIFCh Faap | o

Model opisany réwnaniami (5.12) i (5.13) wydaje sie dobrze odpowiada¢ rzeczywistosci. Przyktad
wartosci sity F; dla r6znego potozenia punktu F przedstawia rys. 5.3. Wykres sktada sig z pieciu
wycinkéw ptaszczyzn, z czego Srodkowa odpowiada modowi czteropodparciowemu, a narozne - wa-
riantom trjpodporowym. Przejécie migedzy modem 4- i 3-podporowym jest klasy C° (tylko ciagte).

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Rysunek 5.3. Wartos¢ sity F; w zaleznosci od potozenia punktu F

5.1.2. Optymalna lokalizacja sity nacisku

W poprzednim podrozdziale miejsce dziatania sity wywieranej przez manipulator byto ustalone,
parametr (x,y). Obecnie zoptymalizujemy jego potozenie. Dysponujac modelem przenoszenia sit naci-
sku wywieranych przez manipulator na punkty stycznosci k6t z podtozem, opisanym w rozdziale 5.1.1,
mozna wyznaczy¢ mapy zalecanych rzutéw (x,y) skumulowanej sity wywieranej przez manipulator.
Mapy stuza do wyznaczenia konfiguracji transportowej manipulatora. Zbadano nastepujace funkcje
kryterialne:

(1) preferujaca jednakowe sumy sit po przekatnych
Wi(x.y) = [FL(%,y) +Fa(%,Y) — (Ra(x.y) + Fa(x,y))%, (5.14)
(2) rownego sumarycznego nacisku lewej i prawej strony platformy

Wa(x,y) = [FL(x,y) +Fa(x,y) — (R(x,y) + Fs(x,y))]%, (5.15)
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(3) rownego nacisku osi przedniej i tylnej
Ws(x,Y) = (F1(%,Y) = F2(%,¥))* + (Fs(x,y) — Fa(x,¥))?, (5.16)

(4) maksymalnego, réwnego nacisku na oS tylng (zaktadajac, ze jest to 0§ napedowa) przy zapewnie-
niu kotom przednim gwarantowanego minimum obciazenia p-F, p € [0, 1]

l1(x,y) = (Fi(x.y) — F2(x,¥))?
|2(X,y) = F3(X7y) + F4(X7y) (5.17)
Wa(x,y, p) =l 06Y) +la(ey) + 4 o bx,y) > PF

A 1 ’ v(pF —I2(x,y)) gdy przeciwnie
gdzie y > 0 jest wspotczynnikiem wagowym. Pierwszy sktadnik (I1(x,y)) kryterium W, osiaga
wartoSci minimalne dla x = 0, czyli dla sity F dziatajacej w osi OY platformy. Po podstawieniu do
I2(x,y) danych ze wzordéw (5.12) oraz (5.13) i uproszczeniu otrzymujemy l2(x,y) = (y/b+1/2)F.
Do rozstrzygniecia pozostaje jedynie wptyw czesci zwigzanej z karg za zmniejszenie nacisku na
oS przednig. W tym przypadku rozwigzanie sktada sie z dwdch czesci. Gdy I2(X,y) > pF, funkcja
kryterialna zadana jest wyrazeniem

I1(x,y) osiagga minimum dla x = 0, natomiast drugi sktadnik dla wartosci y potozonych jak najblizej
osi napedzanej. Po uwzglednieniu warunku l>(x,y) > pF otrzymujemy

y.(p)=b(p—1/2). (5.18)
W drugim przypadku, gdy I2(x,y) < pF, funkcja kryterialna po uproszczeniu przyjmuje postac:
W,' (%Y, p) = l1(x,y) + [yp — (Y= 1) (y/b+1/2)]F. (5.19)

Funkcja (5.19) osigga minimum dla duzych wartosci y. Uwzgledniajac warunek I>(x,y) < pF,
otrzymujemy identyczng z (5.18) postac optymalnego potozenia y, tym razem wazng dla catego
rozpatrywanego przedziatu:

y«(p) =b(p—1/2). (5.20)

Wykresy funkcji Wi-Wj (dla kryterium czwartego z p = % vy = 100) przedstawiono na rys. 5.4.

5.1.3. Wplyw pochylenia platformy na optymalne potozenie sity

Rozwazania rozdziatéw 5.1.1 i 5.1.2 zakfadaty, ze platforma spoczywa na ptaszczyznie prostopa-
dtej do wektora grawitacji. W tym przypadku wysoko$¢ punktu przytozenia sity nad platforma (mie-
rzona wspétrzedng z) nie odgrywata zadnej roli. Ostabimy to wymaganie i rozwazymy przypadek,
w ktorym ptaszczyzna platformy jest odchylona o kat oo wzgledem ptaszczyzny normalnej do wektora
grawitacji, a sita F jest przylozona w punkcie (x,0,z) (rys. 5.5). Zmianie ulega warto§¢ momentu
powodowanego sitg F, ktory wynosi:

Mg = rFsiny=rFsin(f —o) = rF (sinfcoso.— cosBsina). (5.21)
Z zaleznosci geometrycznych wynika, ze sin3 = x/r oraz cos 3 = z/r, a uwzgledniajac réwnanie (5.21)
otrzymujemy:

Mg =rF (écosoc—;sinoc) =F (xcoso.—zsina.). (5.22)
Powyzsze réwnanie reprezentuje rzut punktu (x,0,z) na ptaszczyzne prostopadta do sity grawitacji.
Dla przypadku oo = 0 rownanie (5.22) upraszcza sie do postaci
Mg = xF,

wykorzystanej uprzednio.
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Réwny nacisk na przekatnej Réwny nacisk z obu stron
platformy platformy

Jednakowy nacisk na obie strony osi Maksimum nacisku na 0§ napedowa
(tylng)
Rysunek 5.4. Wykresy funkcji kryterialnych

5.1.4. Wplyw tarcia i zjawisko poslizgu na optymalne potozenie sity

W przypadku odchylenia platformy od poziomu, nalezy uwzgledni¢ takze wystepowanie sit tarcia,
rys. 5.6. Warunek braku poslizgu jest nastepujacy: sity usitujace przemiescic ciato — sita przesuwajaca
Fp, = Fisino i sita wzajemnych oddziatywah Ry — muszg by¢ co najmniej réwnowazone przez sitg
tarcia i, = Fipj cosa, gdzie ; jest wspdtczynnikiem tarcia i-tego ciata o podioze:

Fisino— Ry < Fipicoso
{ Fosino+ Fy < Fpzcoso. (5.23)
Z uktadu (5.23) otrzymujemy warunek utrzymania platformy w spoczynku:
(F1+R)sina < (Fip1 + Ru2) cosa. (5.24)

Dla platformy podpartej w wigkszej ilosci punktéw (N), uogolnienie réwnania (5.24) jest natychmia-

stowe:
N N

Y Fisino. < ) Fpicosa, (5.25)
i—1 i—1

a maksymalny dopuszczalny kat odchylenia platformy od poziomu opisuje wzér:

N N
o <arctg )’ Eui, gdzie F =) F. (5.26)
i=1 i=1



5. Algorytmy 54

Fnl

F1

Rysunek 5.6. Sity tarcia

Gdy podtoze jest jednorodne, wtedy wspdtczynniki tarcia w poszczegélnych punktach podparcia plat-
formy przyjmuja jednakowe wartoSci 4 = 3 = Jo = ... = Hn, & rownanie (5.26) upraszcza si¢ do
postaci:

o < arctgpl. (5.27)

Przeprowadzono symulacje zaleznosci kata o od punktu przytozenia sity, dla réznych wspétczynnikéw
tarcia. Narys. 5.7 przedstawiono sytuacje, gdy na grunt piaszczysty (1 = 0,4) trafito prawe dolne koto
oraz oba prawe kota (pozostate kota stojg na betonie, u = 1). Na podstawie wykreséw mozna zauwazyc,
ze w przypadku jazdy po niejednorodnym terenie (zmieniajace sie ) najbezpieczniejszg strategia jest
utrzymywanie $rodka masy manipulatora nad srodkiem masy platformy, gdyz wtedy wahania wspot-
czynnika tarcia poszczegolnych kot sg najbardziej ttumione.

5.1.5. Potozenie srodka masy manipulatora

Dla statecznosci manipulatora mobilnego pozadane jest, aby rzut srodka masy manipulatora opi-
sany wsp6trzednymi (x,y) znajdowat sie mozliwie najblizej srodka masy platformy oraz by wspét-
rzedna z-owa byta mozliwie niewielka. Zaktadajgc ze manipulator zbudowany jest z k-ramion o zna-
nych masach mj, i =1, ... .k, potozenie Srodka masy manipulatora wzgledem uktadu platformy zadane
jest rownaniem:

Xem 1 > g mi(Bixi (%) + (1 —Bi)xi-1(x))
Yem | = ¢ T mi(Biyi(X) + (1 —Bi)yi-1(X)) (5.28)
Zem| 2=t S mi(Biai(x) + (1 Bz 1(0)
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Prawe dolne koto stoi na piasku Oba prawe kota stojg na piasku

Rysunek 5.7. Maksymalny kat pochylenia platformy

gdzie Xem, Yem, Zem S@ Wsp6trzednymi rodka masy manipulatora wyrazonymi w uktadzie odniesienia
platformy, (x;j(X),Yi(X),zi(X)), i =1,... ,k sa wspotrzednymi kohcow ogniw manipulatora w uktadzie
platformy, Bi, i = 1,...,k sg wspotczynnikami okreSlajgcym rozktad masy (Bj = 0 gdy masa jest na
poczatku ramienia, p = 1 gdy na koncu). Jesli manipulator przewozi tadunek, nalezy mase tadunku m,
uwzgledni¢ jako skupiong na kohcu efektora.

5.2. Zbiér p6z docelowych platformy

W klasycznym zadaniu planowania trajektorii platform nieholonomicznych nalezy osiagnac jedna,
wyrézniong poze zadang [33]. Jezeli podczas wyznaczania ruchu do pozy docelowej (na etapie pla-
nowania), lub realizacji wyznaczonego scenariusza ruchu (na etapie sterowania) wystgpi uchyb w jej
osiggnieciu (np. wskutek niedoktadno$ci numerycznych badz zbyt duzych krokéw czasowych) — osia-
gana jest poza bliska pozy zadanej [17]. W planowaniu ruchu platformy (nie wspomaganej przez
manipulator) konieczne jest wtedy dosterowywanie do pozy docelowej lub replanowanie toru ruchu.
Gdy zbiér p6z docelowych jest bardziej liczny niz jednoelementowy, osiggniecie pozy bliskiej zadanej
moze by¢ wystarczajgce z punktu widzenia realizacji zadania przez manipulator mobilny. Mozliwosci
dostosowawcze manipulatora, ze wzgledu na jego holonomiczno$¢ w typowym przypadku, sg znacznie
wieksze niz mozliwosci ruchowe nieholonomicznej platformy. Zatem pozadane jest okreSlenie zbioru
pbz docelowych platformy Qp C Q gromadzacego pozy, z ktérych mozliwe jest bezkolizyjne osiagnie-
cie zadanego punktu docelowegoyq € Y w przestrzeni zadaniowej przy pomocy jedynie manipulatora:

Qp={9€Q:3x(:), X(0) =Xm, k(q,x(T)) =yq, Yt €[0,T] (x(t),q) bezkolizyjna}.  (5.29)

Dalsze rozwazania stuzy¢ beda okresleniu wybranych p6z i zostang przeprowadzone na typowej plat-
formie poruszajacej sie po ptaszczyznie opisanej przy pomocy dwoch wspétrzednych potozenia x,y
i jednej orientacji @. Sposob postepowania przebiega w kilku etapach:

(1) wybra¢ rodzine punktow startowych platformy i przy pomocy klasycznego algorytmu Newtona
dla kinematyki k(x,y,®,X) =Y, z zadanymi: potozeniem kohcowym yq i nieruchomym manipu-
latorem w konfiguracji transportowej X, wyznaczyc (x*,y*, ¢*) spetniajace rownanie kinematyki
| zapewniajace osiggniecie punktu zadanego,

(2) wyznaczy¢ punkty nalezace do brzegu obszaru p6z dopuszczalnych korzystajac z p6z otrzyma-
nych w etapie pierwszym jako inicjujacych algorytm Newtona.
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W pierwszym etapie, dla wspotrzednych potozeniowych pozy poczatkowej platformy P (xp,yp) wy-
znaczane sg odpowiadajace im wspdtrzedne biegunowe:

©p = arctan(yp,Xp), rp=1/%3+V3, (5.30)

gdzie @, okresla azymut pozy biezacej wzgledem poczatku globalnego uktadu wspétrzednych. Wyko-
rzystanie wspotrzednych biegunowych pozwala na tatwe okreSlenie grupy punktow startowych P; =
<(Ppia rpi >:

Qp; = Op +AQi, Agj € [—1t/2,1/2], rp, =T (5.31)
znajdujacych sig na tuku okregu scentrowanego w poczatku uktadu globalnego. Z kazdego z tych punk-
tow inicjowana jest klasyczna (a zatem najmniej ztozona obliczeniowa) wersja algorytmu Newtona,
zob. (A.1) (ewentualnie z karg za zblizanie do przeszkdd w przestrzeni kolizyjnej). Uzyskane rozwigza-
nia niekoniecznie musza wyznaczac brzeg obszaru péz dopuszczalnych. Dlatego stosujemy, w drugim
etapie, algorytmem zapewniajgcym optymalizacje (oprécz kryterium podstawowego — (5.29)) takze
dodatkowego czynigcego atrakcyjnym zbidr brzegowy Qp.

W tym celu zastosowano warianty algorytmu Newtona w dwdch wersjach: z minimalizacja w prze-
strzeni zerowej (A.2),(A.3) i minimalizujace funkcje jakosci (A.4) (istnieja réwniez mniej ztozone, od
algorytmu Newtona, sposoby obliczeniowe [51]). Kazdy z tych algorytméw pozostawia manipulator
nieruchomy i utrzymuje zadany punkt docelowy, lecz zmienia pozy platformy by osiggna¢ brzeg ob-
szaru dopuszczalnego. Mozna zaproponowac kilka wariantéw funkcji dodatkowych:

— minimalizacja odlegtosci potozenia biezgcego od punktu startowego @, rp;:

d1(q(e,r)) = [l(@, 1) = (@pi; o)l

— maksymalizacja odlegto$¢ od poczatku uktadu globalnego,

d2(Q(x = a1,y = G2)) = —/ a5 + a3,

— minimalizacja odlegto$¢ od poczatku uktadu globalnego,

d3(q(x =1,y = G2)) = 1/af + 05,

— wzdtuz wytyczonego, na podstawie pozy poczatkowej, kierunku ¢, = arctan(yp, Xp) maksymalizu-
jac odlegtos¢ od poczatku uktadu globalnego,

d4(q(X =0,y = QZ)a(P> =V q% +q% + [((P_ (Pp) mod Zn]zu

gdzie o mod 2r € [—m, ],
— preferowanie punktow wzdtuz kierunku @, minimalizujac odlegto$¢ od poczatku uktadu global-
nego,

ds(Q)(X =01,y = G2),9) = /a2 + 03+ [(9 —p) mod 27},

Funkcje maksymalizujace odlegtoS¢ od poczatku uktadu globalnego, d2(q),ds(q) pozwalaja wyzna-
czy€ zewnetrzny brzeg obszaru dopuszczalnego, natomiast funkcje minimalizujace d3(q),ds(q) — we-
wnetrzna (jesli obszar dopuszczalny jest spéjny). Poniewaz niektére funkcje jakosci zawieraja sktad-
niki o r6znych jednostkach i zakresach, w praktycznych przypadkach wskazane jest wazenie odpo-
wiednimi wspoétczynnikami liczbowymi wptywy poszczeg6lnych sktadowych.
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Na podstawie wyznaczonych punktéw sktadajacych sie na brzeg obszaru dopuszczalnego péz plat-
formy mozna okresli¢, czy zaburzenia wspétrzednych orientacji uniemozliwiaja osiagnigcie punktu
docelowego yq. Utrzymujac ustalony stan platformy, z jedna ze wspo6trzednych zmieniong wzgledem
pierwotnie wyznaczonej wartosci, rozwigzuje sie zadanie (5.29) dopuszczajac jedynie zmiany konfi-
guracji manipulatora X. Dzieki temu mozna zwigkszy¢ réznorodno$¢ konfiguracji wyznaczonych pier-
wotnym algorytmem. Kryteria stopu moga by¢ dwojakie: osiggnigcie rozwiagzania lub przekroczenie
zatozonej liczby iteracji. Zaktadajac niewielkie zmiany we wspétrzednych mozna oszacowat maksy-
malng liczbe iteracji potrzebnych do osiagnigcia rozwigzania.

5.2.1. Wybor biezagcej pozy docelowej platformy

Zat6zmy, ze zbi6r pdz docelowych Qp (lub jego podzbiér Qp) zostat wyznaczony. Algorytm pla-
nowania ruchu platformy wymaga okre$lenia strategii wyboru biezacej pozy docelowej, ktéra stanowi
aktualny cel ruchu platformy. Z obliczeniowego punktu widzenia wykluczone jest planowanie wielu
Sciezek od pozy poczatkowej do tych nalezacych do (pod-) zbioru Qp C Qp i wybor (korzystajac
z miary oceny Sciezek nieholonomicznych — i dodatkowo bezkolizyjnych) najlepszej z nich do reali-
zacji. Efektywniejszym obliczeniowo sposobem okre$lenia pozy docelowej g+ jest szybka selekcja
jednego punktu ze zbioru Qp na podstawie biezacej pozy platformy (inicjujaca jej wartoscia jest poza
poczatkowa). Heurystycznie uzasadnionym wyborem jest przyjecie za qs:

— najblizszy geometrycznie punkt zbioru Qp:

Qp = arg Mingeqy, [1Q —qcll,
— punkt potozeniowo ,,centralny” zbioru docelowego jest wyznaczony w trzech krokach:

(0) rozpatruje sie wytacznie sktadowe potozenia punktéw q € Qp,

(1) wyznacz zbidr punktow Qp C Qp lezacych w potptaszczyznie zwréconej ku punktowi g,
w =#Qp,

(2) Vie{1,...,w} wyznacz kat B;, pod jakim jest ,,widoczny” punkt g; € Qp z punktu startowego
gc (kat jaki tworzy wektor qi — qc wzgledem uktadu odniesienia),

(3) wybierz punktqs =q; : argminicgy _wy |Bi— w .
Oba sposoby wyboru zilustrowano na rysunku 5.8.
e’
7 ./
Bmax’ g
Q. - ~ 2 . d,
min T~ ® - )
. _

Rysunek 5.8. ldee metod wyboru pozy docelowej g ze zbioru p6z docelowych Qp/’
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5.3. Wyznaczenie lokalnie optymalnej Sciezki platformy

Po wyznaczeniu zbioru konfiguracji docelowych platformy (por. podrozdziat 5.2) mozna przysta-
pi¢ do rozwigzania zadania wyznaczenia $ciezki taczacej biezacg konfiguracje platformy z jednym
z punktoéw nalezacych do zbioru jej konfiguracji docelowych. Ten etap planowania sktada sie z dwéch
czesci [52]: planowania holonomicznej Sciezki bezkolizyjnej oraz jej poprawy z wykorzystaniem miary
uwzgledniajacej nieholonomicznos¢ uktadu sterowanego, ciggle zachowujac bezkolizyjnoS¢ ruchu.

5.3.1. Planowanie &ciezki holonomicznej

W literaturze robotycznej znanych jest wiele metod planowania. Niektére z nich przedstawiono
w rozdziale 4. Do planowania $ciezki holonomicznej wykorzystamy metode elastycznej wstegi, ktéra
posiada wiele zalet. Jest bowiem ogdlna, tolerancyjna na ztozony ksztatt i nieregularno$¢ przeszkaéd,
optymalnos¢ sciezki wzgledem przyjetego kryterium jakosci. Jest meta-metodg, poniewaz dopuszcza
kreatywno$¢ badacza w jej ukonkretnieniu dla dedykowanego problemu. Dang wejsciowa dla metody
jest jakakolwiek $ciezka bezkolizyjna (wyznaczona np. metoda grafu widocznosci lub inng). Algorytm
elastycznej wstegi kodujemy w nastepujacych krokach (uwaga: obliczenia sg wykonywane tylko na
wsp6trzednych potozeniowych wektora q):
Krok 1 Pobierz bezkolizyjng $ciezke poczatkowa #3czacq stan poczatkowy q; z kohcowym Q.
Krok 2 Zdyskretyzuj Sciezke przyjmujac punkty posrednie @i, i =0,1,...,M.qo =G, Qv = Q+.
Krok 3 Wyznacz kolejno zmodyfikowane punkty posrednie Sciezki

ql+ —di +ée 'Fe|<Qi> +E.>0 'Fodp<Qi>7 = 17" '7M - 17 (532)

gdzie &g jest dodatnim wspétczynnikiem wagowym odpowiadajacym sile elastycznosci, ktorej ce-
lem jest skracanie Sciezki, a &, wspoétczynnikiem sity odpychajacej od przeszkéd i zapewniajacej
bezpieczehstwo projektowanej sciezce. Site elastycznosci wyliczamy z zaleznosci

Qi-1—Gi Qi+1—Qi

. N ’ 5.33
el (0i) 1gi-1—qill  [I9i+1 —qill o

ktora przyjmuje warto$¢ minimalna réwna 0, gdy punkty qi_1,0;i, Qi1 S wspétiniowe. Site odpy-
chajacg zadana jest wzorem

40
Fodp(@i) = Y. fodp(@i,0§), O=Ujoj, (5.34)

j=1

gdzie foqp(Qi,0j) jest wypadkowa sita odpychania punktu Sciezki q; od przeszkody o; € O. Sita
odpychajaca od przeszkody zdefiniowana jest najczesciej jako wypadkowa sit oddziatywania na
punkt g; pochodzaca od wybranych punktow z brzegu przeszkody. Czesto stosowana jest tutaj
metafora jednoimiennych tadunkow elektrycznych umieszczonych w q; i na brzegu przeszkody.
Witedy site wypadkowa wyliczamy zgodnie z przepisem:

(1) wybierz zbiér punktéw 0j i, k =1,...,#0; nalezgcych do przeszkody oj,
(2) nadaj wartoSC poczatkowa sile wypadkowej fqoq,(Qi,05) =0,

(3) powtarzaj kroki (4)-(6) dlak =1,...,#0;

(4) wyznacz kierunek dziatania sity % — q; —0jk

(5) oraz odlegtosé dy — ||P¥||
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(6) jesli dg < &, wtedy
fodp(di,0) « fodp(Qi,Oj)Jri‘/dE, (5.35)

gdzie &, jest przyjetym dodatnim parametrem rzeczywistym okre$lajagcym zakres ponizej kto-
rego nalezy site sktadowa dodawac (pomijanie matych wartosci sit przyspiesza dziatanie algo-
rytmu),

Krok 4 nadaj niepotozeniowym wspdtrzednym Sciezki odpowiednie wartosci. Wsp6trzedna orientu-
jaca platformy w nowych stanach q* powinna miec taka warto$¢, aby odpowiadata stycznej do
Sciezki wspotrzednych potozeniowych;

Krok 5 jezeli skumulowana zmiana potozenia punktow byta wigksza niz o zatozona warto$¢ parame-
tru & (3;]|q;" —qi > 8) zaktualizuj wartosci standw q; < q;",i=1,...,M — 1 przejdz do kroku 3.
W przeciwnym przypadku algorytm kohczy dziatanie przekazujac jako wyjscie uzyskang Sciezke.

Uwagi do przedstawionego algorytmu:

— potozenie nacisku na wspétrzedne potozeniowe odzwierciedla ich decydujacy wptyw na zapewnie-
nie bezkolizyjnosci ruchu platformy;

— istnieja inne sposoby okreslania sity elastycznosci (5.33) uwzgledniajace takze dtugosci wektoréw
Qi—1 —di, Qi+1 —Qi, a nie tylko ich kierunki (bedace efektem normowania);

— dla przeszkdd bedacych wielobokami mozliwe jest analityczne wyliczenie sity oddziatywania od-
pychajacego przez modelowanie oddziatywania przeszkody jako warto$¢ pola wektorowego od-
dziatywania natadowanych zbioru pretéw (krawedzi przeszkody). Kluczowa operacjg jest w tym
przypadku catkowanie;

— przy modelach posiadajacych wieksza liczbe wspoétrzednych niz dwie potozeniowe i jedna orientu-
jaca platforme (np. katy obrotu ko) nalezy w kroku 4 do wyznaczenia ich nowych wartosci stoso-
wac techniki interpolacyjne z sasiednich pdz platformy (najczesciej najmniej ztozona interpolacja
liniowa dla dwoch najblizszych sasiadéw);

— w zaleznoéci (5.35) zwiekszenie wyktadnika powoduje zwigkszenie sity przy zblizaniu punktu te-
stowego do brzegu przeszkody;

— liczba punktéw dyskretyzujacych sciezke M powinna sig zmieniac z iteracji na iteracje, jesli Sciezka
sig istotnie wydtuza badz skraca;

— po kroku 5 nalezy przyjac, ze zaimplementowano procedurg interpolujaca pozy platformy w Sciezke
(by w kroku 2 te Sciezke zdyskretyzowac). W praktycznych przypadkach jawna interpolacja, jesli
to konieczne, jest stosowana dopiero po zakohczeniu dziatania algorytmu.

5.3.2. Poprawienie sciezki holonomicznej

Zaplanowana Sciezka holonomiczna jest bezpieczna i optymalizuje dtugos¢ euklidesowa. Jednak
geodezyjne uktadéw nieholonomicznych (najkrotsze krzywe spetniajace rownanie uktadu) nie podle-
gaja prawom geometrii euklidesowej [55]. Przyktad parkowania samochodu (uktad nieholonomiczny)
przekonuje o istotnie wigkszej trudnoSci tego manewru, mierzonej zaréwno energetycznie jak i skom-
plikowaniem ruchéw, w poréwnaniu do jazdy na wprost na te sama odlegto$¢ euklidesowa. Co wigcej,
ruch ukkadu nieholonomicznego o minimalnej energii pomiedzy dwoma stanami bardzo rzadko be-
dzie przebiegat po linii prostej. Do planowania optymalnych Sciezek nieholonomicznych nalezatoby
wykorzysta¢ skomplikowane narzedzia geometrii sub-riemannowskiej i rachunku wariacyjnego. W dy-
sertacji postuzymy sige znacznie prostszym i szybszym sposobem oceny Sciezek charakterystycznym
dla Lie-algebraicznych metody planowania [21]. Korzystajac z konsekwencji formuty gCBHD i pod-
sumowanej zaleznoscig (2.9) nietrudno zauwazy¢, ze $ciezka bedzie mato kosztowna, gdy styczna
do niej jest wyznaczana przez pola wektorowe tak niskiego stopnia jak to tylko mozliwe (najlepiej
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przez generatory uktadu) [18]. Sformalizujmy to spostrzezenie proponujac miare bazujaca na lokalnej
ewaluacji pol wektorowych rozpinajacych przestrzeh predkosci. Najpierw wyliczymy koszt ruchu na
maty fragmencie Sciezki (trajektorii) q(t), t € [0, T]. Korzystajac z réwnania (2.14) wyznaczamy wek-
tor sterowan rozszerzonych v odpowiadajacy pewnemu przemieszczeniu g odpowiadajacemu stycznej
do trajektorii. Lokalny koszt trajektorii q(t) wyliczony na krétkim przedziale czasu [t,t + AT] mozna
opisat wzorem

C(,q().AT) = 3 w(@i@(t),AT) - Wi(t) . (5.36)
i=1

gdzie y zadane jest zaleznoscig (2.9), AT jest dtugoscia lokalnego horyzontu czasowego, natomiast s
jest liczebnoscia zbioru pdl spetniajacych w chwili t warunek rzedu (LARC) uzupetnionych o wszyst-
kie pola o stopniu nie przewyzszajacym stopnia pél spetniajacych warunek tw. Chow (2.5)

rank (9 = {01,...,0s}) =n, g={a: stopien(a) =max stopien(gi)}. (5.37)
|

v w réwnaniu (5.36) oznacza wspétczynniki rozktadu wektora predkosci q(t) w chwili t w bazie zto-
zonej z pol g. Kombinacje pol wektorowych uzyskujemy korzystajac z wazonej pseudo-odwrotnoSci
Moora-Penrose’a. Dla uzyskania ttumienia (kosztownych) pol wysokiego stopnia wprowadzono do
rownania (2.14) macierz wag zadang jako

Qo = diag { (AT ) S1OPIeN(@)/2 | (AT)~Stopien(@s)/2y (5.38)

Globalny koszt trajektorii q(-) uzyskuje sie naturalnie — przez zsumowanie kosztéw lokalnych (5.36)
wzdtuz trajektorii
T/AT
C(q(-),AT) = Y, c(rAT,q(rAT),AT) (5.39)
r=0

(podobne kryterium oceny Sciezek byto rozwazane w pracy [71]) Zaleta zdefiniowanego wskaznika

na efektywne zbadanie wielu Sciezek i wybo6r optymalnej.

Sciezki poddawane ocenie moga by¢ generowane na wiele sposobéw. Efektywnym obliczeniowo
podejSciem wydaje sie zastosowanie algorytmu popraw sktadajacego sig z czterech krokow:

Krok 1 pobranie Sciezki wejsciowej, wyznaczonej na etapie planowania holonomicznego q(-) i jej
zdyskretyzowanie, gdy byta w postaci analitycznej qi, i = 0,1,...,M oraz wyznaczenie kosztu
Sciezki koszt(q(-)) = koszt_min

Krok 2 poddanie Sciezki q lokalnym zaburzeniom — utworzenie zbioru $ciezek testowych qtjeSt, j=
1,.... Lokalno$¢ zaburzenia polega badZz na modyfikacji jednego lub niewielu punktéw Sciezki,
badz na modyfikacji wszystkich punktéw z ograniczong (matg) amplituda zaburzenia. Kazda ze
Sciezek testowych musi by¢ ponadto bezkolizyjna oraz posiadac takze mate bezkolizyjne otoczenie;

Krok 3 okre$lenie kosztu realizacji Sciezek testowych

Vj=1,... koszt_j=koszt(q}*™),
Krok 4 wyznaczenie kolejnego przyblizenia Sciezki lokalnie optymalnej: jesli

test

3j=1,... minkoszt(q]
]

) < koszt_min,

wtedy Sciezka o minimalnym koszcie sposréd testowych zastepuje Sciezke q(-), przypisywany jest
jej koszt biezaco minimalny koszt_min = min;koszt(q}*®), oraz nastgpuje powrot do kroku 2.
W przeciwnym przypadku algorytm kofczy dziatanie, gdyz wyznaczono Sciezke lokalnie opty-
malna q(-).



5. Algorytmy 61

W kolejnych podrozdziatach zaproponowano dwie metody zaburzania §ciezki: lokalnych wariacji oraz
lokalnego programowania dynamicznego. Algorytmy tych metod generuja Sciezki lokalnie optymalne
(tj. w niewielkim otoczeniu wyselekcjonowanych Sciezek nie ma éciezki 0 mniejszym koszcie (5.39)).
Gdy lokalna optymalnoS¢ jest niewystarczajaca i pozadane jest zwigkszenie prawdopodobienstwa
otrzymania rozwigzania globalnie optymalnego, nalezy rozszerzy¢ obszar poszukiwan i zastosowac
technike wielokrotnego startu z ré6znymi Sciezkami inicjujgcymi. Parametrami obu algorytméw sa:
wspotczynnik kroku &g, okreSlajacy wielkoS¢ zaburzeh jakiemu poddawane sg wspdtrzedne punktow
testowych Sciezki, oraz wspdtczynnik wzmocnienia €, ktérym skalowane jest przesunigcie wnoszone
od optymalizatora nieholonomicznego — sita nieholonomiczna F 1 (qi) (jako dodatkowy sktadnik we
wzorze (5.32)).

5.3.3. Metoda lokalnych wariacji

Mniej ztozong implementacyjnie i obliczeniowo z proponowanych metod zaburzania Sciezki jest
metoda lokalnych wariacji [22]. Wprowadzmy oznaczenie w(qi, AT ) na koszt ruchu z punktu q;_1
przez gj do gj.1 zadany jako

w(Qi, AT ) = c(ti—1,q(ti—1),AT) +c(t;,q(ti),AT), (5.40)

gdy ruch odbywa sie na matym horyzoncie czasu 2 - AT. Algorytm metody lokalnych wariacji jest
zadany nastepujaca sekwencjg krokdw:
Krok 1 wczytaj ciezke inicjujaca, ktora staje sie Sciezka biezaca;
Krok 2 zdyskretyzuj Sciezke biezaca: g;, i =0,...,M;
Krok 3 wybierz pewien punkt posredni na §ciezce i =q(i-AT), i€ {1,M—1},
Krok 4 zaburz wybrany punkt
a7 —qi+ (ris1,...,mmsn)", (5.41)

gdzie wektor s = (s1,...,5n)" okresla maksymalne zmiany wartosci wspétrzednych, a wektor
wspotczynnikow r = (rq,...,ry)" € [~1,1]" wptywa na rzeczywisty zakres zmian wspotrzednych;

Krok 5 poréwnaj koszt biezacej Sciezki i zmodyfikowanej (zmiany sa lokalne, wigc tylko niewielki
fragment Sciezki wymaga przeliczenia kosztu ruchu):

jesli w(qi,AT) <w(qi,AT) wtedy ;< qF (5.42)

Krok 6 sprawdz warunek stopu (dookreSlony w uwagach): jesli warunek jest spetniony zatrzymaj
wykonywanie algorytmu i zwrd¢ biezacg Sciezke jako dang wyjsciowa; w przeciwnym przypadku
kontynuuj od kroku 2.

Podany algorytm dopuszcza pewna dowolnos¢ w kilku krokach. Wybor punktu poSredniego (krok 3)

mozna dokonac na wiele sposobéw, z ktérych wymienimy:

— wyhbor losowy,
— w kolejnych iteracjach punkty posrednie sa wybierane od poczatkowego do kohcowego, tj. indeks
punktu roénieod 1 do M — 1,

— jak powyzej, tym razem indeksy punktéw malejg od M — 1 do 1,
— jako qj- jest wybierany punkt odpowiadajacy najbardziej kosztownemu fragmentowi Sciezki w bie-
zacej iteracji: w(Qi-, AT ) = maXjc1 m—1 W(Qj,AT).

Wektor maksymalnych dopuszczalnych zmian s powinien zaleze¢ od typu wspétrzednych (katowe,
translacyjne) i zakresu ruchu na poszczegolnych wspotrzednych. Wektor wspotczynnikow skalujacych
r wybieramy zwykle wsréd:

— wierzchotkow hiperkostki; rj (j € {1,n}) wybrane losowo ze zbioru {—1,1};
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— wnetrza hiperkostki; rj (j € {1,n}) wybrane losowo z przedziatu [-1,1];
— sfery, r wybrane losowo, ale spetniajace warunek ||r|| = 1.

Dos¢ naturalnym warunkiem stopu algorytmu jest brak poprawy Sciezki, gdy zaburzenia dokonano
we wszystkich mozliwych punktach posrednich. Gdy jest ich wiele, warto rozwazy¢ inne kryteria
zakonhczenia obliczen ustalajace rozsadny kompromis pomiedzy czasem obliczeh a jakoscig biezgco
najlepszego rozwigzania. Proponowane sg dwa warunki stopu:

— obliczenia zostaja zatrzymane po uptywie N iteracji, warunek ten nie uwzglednia dynamiki zmian
kosztu Sciezki,

— obliczenia zostaja zakofhczone gdy przez Np iteracji nie nastapi poprawa sciezki.

Mozliwe jest takze potaczenie obu warunkoéw.

5.3.4. Metoda lokalnego programowania dynamicznego

Aby rozszerzyc¢ zakres przestrzenny modyfikacji Sciezek rozpatrywanych przez algorytm lokalnych
wariacji zaproponowano metode lokalnego programowania dynamicznego [20]. W metodzie tej odcho-
dzi sig od punktowego zaburzenia wybranego punktu Sciezki na rzecz jednoczesnego zaburzenia catej
Sciezki. ldea metody powiela schemat klasycznego programowania dynamicznego, jednak ograniczo-
nego (w pojedynczej iteracji) do niewielkiego sgsiedztwa biezaco optymalnej Sciezki. Ograniczenie
liczebnosci punktéw sasiedztwa ma na celu redukcje ztozonosci obliczeniowej, ktéra dla algorytmu
klasycznego jest ogromna. Na wstepie generowany jest zbior punktow bezkolizyjnych znajdujacych sie
w sasiedztwie biezacej Sciezki, oraz testowane sg wszystkie mozliwe drogi przechodzace przez punkty
sciezki i jej otoczenia. Sciezka o najmniejszym koszcie staje sie ciezka wokot ktorej poszukiwana jest
kolejna, lepsza, w nastepnej iteracji. Procedura jest powtarzana do momentu otrzymania stacjonarnej
(lokalnie najlepszej) Sciezki. Struktura danych do algorytmu programowania dynamicznego zawiera
dla kazdego punktu jego biezaco minimalny koszt drogi do stanu docelowego oraz wskaznik rodzica,
czyli punktu bezposrednio najblizszego na tej drodze. Algorytm jest nastepujacy:

Krok 1 wczytaj Sciezke inicjujaca, ktora staje sie Sciezka biezaca,

Krok 2 zdyskretyzuj Sciezke biezaca qi , i = 0,...,M i przypisz punktom odpowiadajace im chwile
czasowe tj = i - AT. Dla kazdego punktu posredniego qi, i=1,...,M —1:

a) wygeneruj zbior sasiadow qu €Si, | =#Sj; (#Sg =#Sm =1)

b) przypisz biezaco najlepsze koszty dla kazdego punktu wedtug nastepujgcej reguty:

koszt(qo) « 0, koszt (q}) «— oo, i =0,...,M, j=1,....#S,

Krok3 Dlai=M—-1,...,0,orazdla j=1,....#S5;,r=1,...#5i1:

a) wyznacz koszt €(q}.ql, ;) = c(iAT,q!,AT) ruchu z punktu g/ do g, ;, korzystajac z zalezno-

Sci (5.36), _ _

b) Jezeli koszt(qf_ ;) > koszt(q]) +&(a/.ql, ;) wtedy:

bl) przypisz nowy najlepszy koszt koszt(q, ;) < koszt @)+ C(qij,qirH)

b2) ustaw wskaznik punktu g, ; na punkt qu jako rodzica;

Krok 3 biezaco najefektywniejsza $ciezka jest sktadana przez $ledzenie wskaznikéw rodzica, poczy-
najac od punktu qo. Jezeli najefektywniejsza Sciezka jest identyczna ze Sciezka przed otaczaniem,
algorytm konczy dziatanie wyprowadzajac wynikowa najefektywniejsza Sciezke. W przeciwnym
przypadku nastepuje skok do kroku 2.

Ztozonos¢ obliczeniowa powyzszego algorytmu zalezy liniowo od liczby punktéw zdyskretyzowanej

Sciezki, liniowo od liczby iteracji oraz kwadratowo od licznosci stanéw w zbiorze S; (zaktadajac réwna

liczno$¢ w kazdym ze zbioréw dlai=1,...,M —1). Aby zachowac niska ztozono$¢ obliczeniowa po-

zadane jest utrzymanie niewielkiej liczebnosci zbioréw S;. Do zbioru S; nalezy wybrac elementy z pod-
przestrzeni prostopadtej w q; do segmentu fragmentu $ciezki gi_1, g, i.-1. Proces wyznaczania stanéw
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nalezacych do tej podprzestrzeni moze by¢ diugotrwaty. Dlatego dla zadah o niewielkim wymiarze
wektora stanu, mozna zdefiniowat otoczenie punktu q; poprzez zaburzanie kazdej ze wsp6trzednych
Qi mata wartoscia dodatnia lub ujemna. Warto$¢ zaburzajgca moze by¢ r6zna dla r6znych wspotrzed-
nych, co jest szczegdlnie przydatne w przypadku, gdy wspotrzedne wchodzace w sktad wektora stanu
nie sg homogeniczne (jednakowe pod wzgledem jednostek i zakresu zmian).

5.4. Dobér sterowah zapewniajacy bezpieczehstwo manewru platformy

W Srodowiskach bezkolizyjnych, podczas planowania Sciezki lokalnymi metodami Lie-algebraicz-
nymi, nie jest istotny przebieg trajektorii pomigdzy punktem poczatkowym a kohcowym kazdej lo-
kalnej operacji planowania. Inaczej jest w przypadku Srodowisk kolizyjnych, gdzie wymagana jest
kontrola bezkolizyjnosci przebiegu trajektorii dla kazdej chwili czasowe;j.

Do osiagniecia zatozonego lokalnego ruchu wybieramy pewng baze w przestrzeni sterowan, a na-
stepnie przyjmujemy jej skonczona reprezentacje. W tym przypadku jednoznaczne okreSlenie sterowan
sprowadza sie do podania wektora ich wspoétczynnikéw. Minimalna liczba parametréw nie moze by¢
mniejsza od wymiarowosci przestrzeni stanu, co jest konsekwencja zatozonej sterowalnosci uktadu.
Najczesciej reprezentacja jest stata i nie zalezy od numeru kolejnego lokalnego planowania. Dla $ro-
dowisk kolizyjnych liczba wspétrzednych tego wektora musi istotnie przewyzszac n, aby przez redun-
dancje w przestrzeni sterowah uzyska¢ mozliwos¢ nie tylko ksztattowania trajektorii przejsciowych
wiodacych do identycznej pozy docelowej platformy ale takze jej optymalizacji pod katem maksyma-
lizacji odlegtoSci trajektorii od przeszkod. Istnieja dwa sposoby sprawdzania bezkolizyjnosci. Pierw-
szy z nich operuje w przestrzeni fizycznej, co oznacza, ze przyjmujemy pewien wektor parametréw
sterowan, ktoremu odpowiada trajektoria zainicjowana w zadanej pozie platformy i kolizyjnosc¢ tej
trajektorii jest sprawdzana w przestrzeni stanu. Innym, specyficznym dla metod Lie-algebraiczych,
sposobem sprawdzania kolizyjnoéci jest sprawdzanie kolizyjnosci w przestrzeni predkosci. Temu spo-
sobowi poSwigcimy wiecej uwagi. Pola wektorowe w danym punkcie przestrzeni stanu zapewniajgce
spetnienie warunku rzedu (2.5) tworzag pewien uktad wspotrzednych. Nie wchodzgc w naturg fizyczng
(dtugosci i kierunki tych pél w poczatkowej dla lokalnego planowania pozie platformy) mozemy przy-
jac, ze wektory tych pdl tworza abstrakcyjny uktad ortonormalny. Wektory parametréw sterowan wy-
znaczaja trajektorie w tym abstrakcyjnym uktadzie. Zauwazmy, ze trajektorie takie (a przynajmniej ich
pewna ilo$¢) moze by¢ wyliczona w trybie pre-planowania, gdyz zaleza jedynie od (abstrakcyjnych)
pol wektorowych a nie od ich parametrow fizycznych (dtugosci i kierunki w konkretnym punkcie). Na-
stepnie przeszkody sa transformowane ze Swiata fizycznego do uktadu abstrakcyjnego i tam odbywa
sie sprawdzenie kolizyjnosci. Dla poprawienia efektywnosci (szybkosci) procedury sprawdzajacej bez-
kolizyjnos¢ nalezy przetransformowac jedynie przeszkody znajdujace sie w najblizszych (lokalnym)
zakresie planowania. Z teoretycznego punktu widzenia interesujaca jest takze charakterystyka zakresu
ruchu w uktadzie abstrakcyjnym. Ten aspekt planowania zostat przedstawiony w referacie [50] oraz
w dodatku A.3, gdzie zdefiniowano kilka wskaznikdéw obszernoéci manewru bezdryfowego uktadu
nieholonomicznego. Wskazniki te charakteryzuja jaki obszar i jak usytuowany zajmuje trajektoria abs-
trakcyjna w stosunku do wypadkowego ruchu dla ustalonej iteracji.

Ponizej przedstawiamy konkretny przyktad zastosowania takiego podejscia. Niech bedzie dany
uktad platformy nieholonomicznej o tréjwymiarowej przestrzeni stanu n = 3 i dwdch sterowaniach,
m = 2, z generatorami X,Y spetniajacy warunek rzedu (2.5) w kazdej pozie q polami wektorowymi
X,Y,[X,Y]. Lokalna trajektorig, zainicjowana w pozie biezacej qc, rozpatrywac¢ bedziemy w ukfadzie
wsp6trzednych wyznaczonym przez abstrakcyjne pola X, Y, [X,Y]. Kazda przeszkode w przestrzeni
stanu (czyli kazdy jej punkt) mozna jednoznacznie przeksztatcic do tego uktadu. Niech punkt o nalezy
do przeszkody (na ptaszczyznie ruchu platformy). Jego wspétrzedne wyrazone w przestrzeni stanu,
oznaczone jako 0%, zawierajg potozeniowe wspGirzedne 0, natomiast wszystkie pozostate wspot-
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rzedne przyjmuja dowolne wartoSci. Obraz stanéw w przestrzeni abstrakcyjnych wersoréw pol wekto-
rowych wyliczamy jako:

G(qc)"- (0™ —qc). (5.43)

Nieosobliwos¢ macierzy G(q) jest gwarantowana zatozeniem o sterowalnosci uktadu, czyli spetnie-
niu warunku rzedu algebry Liego (2.5). Jesli teraz przyjmiemy pewne sterowania u(-) dziatajgce na
horyzoncie t € [0, T] , odpowiadajaca im trajektoria kresli w przestrzeni abstrakcyjnej krzywa, ktorej
biezacy punkt ma wspétrzedne o wspétrzednych au(t,u(-)), zaleznych jedynie od sterowan dziatajacych
w przedziale [0, t]. Poniewaz zaréwno przeszkody jak i trajektoria sa w tej samej przestrzeni mozna
dokonac nie tylko sprawdzenia kolizyjnoéci, lecz takze optymalizowa¢ parametry sterowan pod katem
maksymalizacji odlegtosci od przeszkdd. W tym celu warto korzysta¢ z og6lnych wiasnosci obrotow

w przestrzeni sterowan. Niech sterowania ({i(t),7(t))" beda obréconymi sterowaniami (u(t),v(t))"
[16]

i(t)| u(t) cosy —siny

{\7(1)} = Rot(y) {v(r)} , Qgdzie Rot(y)= {smy cosy | (5.44)

Wtedy, niektére ze wspdtczynnikéw o sg obracane, inne nie zmieniaja wartosci:

ax(t)] o (T)
o] = rotn |23,

Oy (T i oy (T
oxy(1) = oxy(1),
OC[X X.,Y] (T) _ -O(’[X,[X,Y]](T):|
LX[Y XY ](T) Rot(v) Oy | Y”(‘C) ’ (5.45)

Algorytm doboru sterowah jest nastepujacy:

Krok 1 zdyskretyzuj Sciezke wejsciowa M + 1 punktamiq;i=0,..., M, gdy sasiednie punkty znajduja
sig blisko siebie. Ustaw licznik punktu biezacego Sciezki na i « 0.

Krok 2 w punkcie biezacym q; dokonaj rzutowania przeszkéd 0 wyrazonych we wspdtrzednych stanu
0%, do przestrzeni abstrakcyjnych pol 02 = G(q;)*(0®™ —q;),

Krok 3 wyznacz ptaszczyzne rzutowania m o rownaniu Ax+By+Cz+D = 0 (gdzie X, Y, z odpowiadaja
abstrakcyjnym polom X.,Y ,[X,Y]) o normalnej réwnolegtej do zamierzonego kierunku ruchu it =
gix1 —Qi. Wspdtczynniki wyznaczajgce ptaszczyzne zadane sa przez

= (AaBaC)7 D= _qCOﬁ7 (546)

Krok 4 zrzutuj przeszkody 02! na ptaszczyzng m i wyraZ wsp6irzedne w uktadzie ptaszczyzny (1, €)
(uktad ptaszczyzny jest dowolnym uktadem ortonormalnym o poczatku w q i lezacym na ptasz-
czyznie m). Kazda rozpatrywana przeszkoda k = 1, ..., tworzy zbiér: (ne,,Eo,)

Krok 5 dla przyjetej reprezentacji sterowan zadanych wektorem parametrow p, wyznacz rodzing
wspotczynnikdw sterowah p realizujacych przemieszczenie stanu od Qi do Qi 1,

Krok 6 dla wybranych sterowan j =1,... z tej rodziny wygeneruj trajektorie zadane wspétrzednymi
ol (1), T € [0, T] w ukfadzie abstrakcyjnym. Kazda z tych trajektorii jest rzutowana na ptaszczyzne
7 i wyznacza w lokalnym uktadzie ptaszczyzny m zbior (na, F;a, )

Krok 7 wyznacz maksymalng z minimalnych odlegtos¢ punktow poszczegélnych trajektorii od prze-
szkod w lokalnym uktadzie wspotrzednych ptaszczyzny n

d = maxmin /(o ~11g0)2 + (G0, a2 (547)

gdzie zmienna i indeksuje przeszkody, a j testowane trajektorie,
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Krok 8 sprawdz warunek zakohczenia iteracji i-tej: jezeli d < dmin, gdzie dmin jest zatozonym margi-
nesem bezpieczehstwa oraz rzeczywista trajektoria odpowiadajgca sterowaniom wyznaczajgcym d
jest bezkolizyjna i jej koniec jest odpowiednio blisko stanu Qi 1, zwieksz licznik iteracji i < i+1,
w przeciwnym przypadku zmieh reprezentacje sterowah lub jako punkt kohcowy trajektorii i-tej
wybierz blizszy q; i powr6¢ do Kroku 5,

Krok 9 Jesli osiggnigeto odpowiednio doktadnie punkt docelowy, nalezy zakohczyc¢ algorytm. W prze-
ciwnym przypadku nastepuje powrdt do kroku 2.

Uwagi dotyczace algorytmu sg nastepujgce: nie wszystkie przeszkody sa aktywne podczas sprawdza-

nia lokalnej bezkolizyjnosci manewru. W tescie kolizyjnosci uwzglednia sie jedynie te z najblizszego

sgsiedztwa biezacego stanu platformy. W kroku 8, wspétczynniki sterowah odpowiadajace najbardziej

(lub wystarczajaco) oddalonej od przeszkdd trajektorii, wyznaczajacej odlegtos¢ d, sa podstawiane do

modelu platformy i wyznaczana jest rzeczywista trajektoria przez catkowanie numerycznie. W prak-

tycznych realizacjach algorytmu najczesciej wykorzystywana jest metoda Rungego-Kutty czwartego
rzedu [65]. Sterowania wynikowe sg konkatenacja sterowan z kolejnych lokalnych planowan.

Planowanie ruchu metoda Lie-algebraiczng jest procesem lokalnym, gdyz doktadnoS¢ realizacji
zadanego kierunku osiggania kolejnych punktéw Sciezki maleje wraz ze wzrostem odlegtosci miedzy
poza poczatkowa i kohcowa dla danej iteracji. W powyzszym algorytmie liczba planowah moze by¢
duza, gdy Sciezka realizowana jest dtuga — a jest to cecha niepozadana. By fakt ten uzasadnic, przeana-
lizujmy klasyczny przyktad generacji (aproksymacji) nawiasu Liego [X,Y ] przez efektywny (i krotki)
czas t przy pomocy sterowan kawatkami statych:

exp(t[X,Y]) = exp(v/tX) o exp(vY ) o exp(—v1X) oexp(—v1Y), (5.48)

gdzie o oznacza konkatenacje, exp(Z) oznacza trajektorie pola Z, a prawa strong (5.48) czytamy od
lewej strony ku prawej (najpierw aplikowane sterowanie wzdtuz pola X o amplitudzie 1, itd.). Energia
sterowan dla scenariusza (5.48) wynosi 4 - (£1)?\/t, a jej wartos¢ przypadajgca na jednostke dtugosci
wynosi 4/+/t. Jesli teraz zmniejszymy czas generacji o potowe, to energia przypadajaca na jednostke
dtugosci wynosi 44/1/2/(t/2) = v/2 - 4/\/1. Zatem wydtuzanie czasu ruchu efektywnego przynosi
wymierne korzySci w postaci zmniejszania energii sterowah an pokonanie tej samej efektywnej od-
legtosci. Dlatego warto zwigkszy€ zakresu dziatania metody lokalnej, nawet akceptujac zmniejsze-
nie doktadnosci realizacji kolejnych podcel6w, ciggle zachowujac jednak bezkolizyjnos¢ Sciezki. Aby
zmniejszy¢ liczbe lokalnych planowah modyfikujemy algorytm powyzszy do nastepujacego:

Krok 1 z zadanej Sciezki wejsciowej przyjmij punkt poczatkowy qq jako poze poczatkowa dla i < 0
iteracji,

Krok 2 przyjmij doktadnoS¢ o; osiggnigcia podcelu i-tej iteracji. DoktadnoS¢ musi by¢ bliska zeru,
gdy podcelem lokalnym jest poza kohcowa q; Sciezki zadanej,

Krok 3 w jednowymiarowym procesie optymalizacyjnym uzmienniana jest poza docelowa @1 dla
i-te] iteracji, potozona na Sciezce zadanej blizej pozy q. Optymalna warto$¢ g, , odpowiada mini-
malnej odlegtosci mierzonej wzdtuz Sciezki zadanej od pozy docelowej q+ przy zachowaniu bezko-
lizyjnoSci trajektorii. W tym kroku algorytmu wielokrotnie wykorzystywana jest czeSci algorytmu
poprzedniego dotyczaca planowania jednej iteracji. CzgS¢ trajektorii wynikowej odpowiadajaca ite-
racji i-tej jest bezkolizyjna, acz rzeczywiscie osiggnieta poza docelowa q{, , iteracji niekoniecznie
musi by¢ dowolnie blisko pozy docelowej iteracji g, ;, spetnia jedynie warunek [|qf, ; —q, ;|| < &i.

Krok 4 jezeli ||q],; —q¢|| < &, osiagnigto poze docelowy Sciezki i nalezy zakohczy€ obliczenia wy-
prowadzajac jako wynik trajektorig bedgca konkatenacja trajektorii kolejnych iteracji. W przeciw-
nym przypadku zwiekszy¢€ licznik iteracji: i < i+ 1 i powrdcic do kroku 2.

W wyniku dziatania algorytmu segmenty przypadajace na jedng iteracje moga by¢ istotnie dtuzsze

niz w algorytmie poprzednim, szczegdlnie wtedy, gdy dla generacji lokalnej trajektorii wymagane jest

uzycie samych generatoréw ukfadu (3.1), oraz gdy, lokalnie, przeszkody s3 odlegte od planowanego
segmentu trajektorii.
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5.5. Rozwigzywalnosc¢ zadania planowania ruchu platformy

Obecnie przedstawimy warunek wystarczajacy rozwigzania zadania planowania ruchu platformy
natozony na wygenerowang Sciezke (po etapie jej planowania holonomicznego i nieholonomicznej
modyfikacji)

Twierdzenie 5.5.1. Gdy Sciezka q(s), s € [0,s+in| bezdryfowego uktadu (3.1) o analitycznych polach
wektorowych g = {d1,...,9m} i spetniajacego warunek rzedu (2.5) jest bezkolizyjna wraz z jej otwar-
tym otoczeniem B, tj.

Je > 0 Vs B(q(5)78) _O = 07 B= USE[O,Sfin]B(q(S)aS)a (549)

gdzie B(q,€) oznacza kulge scentrowana w punkcie g o promieniu €, wtedy istnieja takie sterowania
u(t), t € [0,T] (T ograniczony horyzont czasowy) generowane metoda Lie-algebraiczna, ze trajekto-
ria zainicjowana w stanie q(s = 0) i odpowiadajaca sterowaniom u(-) osigga stan docelowy q(Sfin)
dowolnie doktadnie, oraz lezy wewnatrz zbioru B, czyli jest bezkolizyjna.

Dowod 1. Najpierw udowodnimy twierdzenie nieco stabsze, po natozeniu dodatkowego warunku, ze
kazdy punkt zbioru B jest dowolnie blisko (w sensie pewnej metryki) stanu q(0) (w szczeg6Inosci ozna-
cza to bliskos¢ takze stanu q(Stin))-

Skoro uktad spetnia warunek rzedu, wiec istnieje n pol wektorowych zwartoSciowanych w q(0) (za-
tem wektoréw), ktore, po zgrupowaniu, tworzg macierz nieosobliwg. Uktadéw pdl spetniajacych te
wiasnos¢ w q(0) moze byt wiele. Dlatego wybieramy taki uktad, ktéry zawiera pola o minimalnych
stopniach (w przypadku wielu réwnowaznych uktadéw - dowolny). Do tego zbioru dotaczmy wszystkie
pola o stopniu nie wigkszym od pola o stopniu maksymalnym z pdl uprzednio wyselekcjonowanych
tworzac zbiér poszerzony. Zatem wektor v = q(Stin) —q(0) moze by¢ jednoznacznie (przy pomocy
pseudoodwrotno$ci Moore’a-Penrose’a) przedstawiony jako kombinacja wektoréw zbioru poszerzo-
nego. Co wiecej, wspotczynniki kombinacji maja ograniczony modut. Z bliskoSci standw wnioskujemy,
ze sterowania moga by¢ generowane w dowolnie krétkim czasie. Na mocy formuty gCBHD (2.6) oraz
whasnosci (2.9) wnioskujemy, ze dla matych czaséw T zaburzajacy wptyw pél wyzszych stopni, niz tych
ze zbioru poszerzonego, na przemieszczenie stanu 0 wektor ¥ mozna uczyni¢ dowolnie matym, czyli stan
kohcowy q(0) +v moze by¢ osiagniety z dowolna doktadnoscia. Teraz wybieramy odpowiednio bogata
rodzing sterowan (o liczbie parametrow co najmniej rownej n) ktére moga wygenerowac zgodnie ze
wzorami podobnymi w strukturze do tych przedstawionych dla przypadku szczegdlnego (n =3, m = 2)
(2.7), (2.8) wspdtczynniki kombinacji liniowej wektoréw zbioru poszerzonego. Poniewaz przedziat ste-
rowania jest skohczony, a sterowania ograniczone, zatem trajektoria (ha mocy twierdzenia o ciggtej
zaleznosci rozwigzania réwnania rézniczkowego od warunkéw poczatkowych) musi sie zawierat w
pewnej kuli scentrowanej w q(0) o promieniu 1. Na mocy zatozenia o dowolnie bliskosci punktow
q(0) i q(sfin) wnioskujemy, ze &1 < € i mamy teze twierdzenia stabszego.

-----

ruch odbywa sig w kuli o promieniu co najwyzej €.



6. Symulacje

W rozdziale przedstawiono testy symulacyjne oprogramowania planowania $ciezek. W pierwszych
dwaoch podrozdziatach zaprezentowano modele manipulatorow i platform mobilnych, nastepnie omo-
wione wykorzystane sterowania, kolejno przedstawione zostang przeszkody a na koAcu wyniki symu-
lacji.

6.1. Modele manipulatorow

W pracy przebadano trzy rézne rodzaje manipulatoréw zamontowanych na platformie: manipula-
tor ,,pusty” (brak manipulatora), dwuwahadto planarne oraz dwuwahadto umieszczone na obrotowym
stopniu swobody.

Dwuwahadto planarne
Parametry geometryczne manipulatora: 1,1, — dtugosci ramion. Wektor konfiguracji:

X =[x xz}T, (6.1)

gdzie x1,X2 sa katami odchylenia ramienia wzgledem poprzedniego stopnia. Petna kinematyka mani-
pulatora:

Sin(Xy +X2) cos(Xxg+X2) 0 Iysinxg +Ixsin(Xg +X2)
0 0 1 0

cos(Xy +X2) —sin(xg+x2) 0 l3cosxy+12c08(X1 + X2)
0 0 0 1

Kaw(X) = (62)

Rysunek 6.1. Dwuwahadto
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Za kinematyke uwazamy kinematyke we wspotrzednych:

l1sinxg + l2sin(X1 +X2)
kow(X) = 0 : (6.3)
[ cosxq + 12 cOS(X1 + X2)

Dwuwahadto planarne ze stopniem obrotowym
Parametrami geometrycznymi sg dtugosci ramion: 1, I, wektor konfiguracji

X= [Xl X2 Xg}T, (6.4)

gdzie x; jest katem obrotu ptaszczyzny dwuwahadta wzgledem osi Z, X2, X3 sg kagtami obrotu ramion
wahadta wzgledem poprzedniego stopnia. Kinematyka petna manipulatora:

COSX1SiN(X2 +X3) COSX1COS(X2 +X3) —SinXy €osXy(lysinXa +I28in(X2 +X3))
sinXySin(X2 +X3)  SinX1€os(X2 +x3)  cosxy  sinxg(lysinxz + 12sin(x2 +X3))
COS(X2 +X3) —sin(x2 + X3) 0 I1 cosxp + l2 cos(x2 +X3)

0 0 0 1

Krow(X) = .(6.5)

Przyjmuje sie kinematyke we wspotrzednych:

cosxy (l1sinxa + 12sin(X2 +X3))
Krow(X) = | sinxg(lysinxa +I2sin(x2 4+ x3)) | - (6.6)
[ cosxz + 12 cOS(X2 + X3)

Rysunek 6.2. Dwuwahadto ze stopniem obrotowym

6.2. Modele platform

W pracy przyjeto do rozwazan klase uktadéw nieholonomicznych o dwdch sterowaniach

q(t) =X(q(t))u(t) +Y(q(t))v(t) (6.7)
przyktadami takich uktadow sa:
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— monocykl (unicycle)
— dwukotowiec

Modele uktadéw wynikaja z ograniczeh nieholonomicznych w postaci Pfaffa:

A@)q=0 (6.8)

generowane zatozeniem braku po$lizgu két.

6.2.1. Monocykl

MonocyKil jest najprostsza platforma robotyczng . Posiada wektor stanu

a=[x vy o' (6.9)

na ktory sktadaja sie wspotrzedne kartezjanskie Srodka platformy x, y oraz ¢ katem obrotu od osi X.

Rysunek 6.3. Monocykl

Ograniczenie ruchu bez poSlizgu przyjmuje postac

X
[sing —cosq O] {y] =0. (6.10)
¢

Stad wyprowadzi¢ mozna bezdryfowy ukfad sterowania w postaci

X Cos @ 0
H = [sin (p] u(t) + H v(t) =01(q)u(t) +92(q)v(t). (6.11)
(0) 0 1
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Sterowanie u(-) odpowiada ruchowi postepowemu a v(-) obrotowi platformy. Pola wektorowe mono-
cykla:

g1 = [coso sing 0]
g2 = [00 1]
91,92 = [sing —cose O]
91,[01.92]] = [0 0 0]
92,(01,82]] = [cose sing 0] =g;
[91.001,[9:.02])] = [0 0 0]
92,091,[01,82)]] = [0 0 0]
[92.102,101.02]]] = [-sing cose 0] = —[g1.07] (6.12)

6.2.2. Dwukotowiec

Dwukotowiec jest platforma wyposazong w dwa kota o niezaleznym napedzie. Parametrami geo-

>
X

Rysunek 6.4. Dwukotowiec

metrycznymi platformy mobilnej sg: promieh két r oraz odlegtos¢ pomigdzy kotami |. Wektor stanu

a=[xy ¢ (6.13)

sktada sig z potozenia Srodka platformy x,y oraz z obrotu platformy ¢ wzgledem osi Z.
Ukfad sterowania zwigzany z dwukotowcem:

VoY) £ CosQ
G=|5sine | w+ |5sing | wp, (6.14)
r r
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gdzie oy, wp sg predkoSciami obrotu kota lewego i prawego. Pola wektorowe dla dwukotowca sg na-
stepujace:

e r2 T
91,92] = |Tsing —T-cose O]
i T
01.(00.92]] = |-fcosp —rsine 0]
02,000,021 = [Dcose i !
» 191, It ¢ Esine 0
. T
91,(91,[91,92]]] = _—Ir—:sin(p [—2003@ 0|
. T
92,101,(01,92]]] = _Ir—isin(p —Ir—jc03(p 0|
. T
[02,(02,(01,02]]] = —Ir—gsin(p Ir—ic03(p 0| . (6.15)

6.3. Przeszkody

Na uzytek rozprawy, przyjeto reprezentacje przeszkdd w przestrzeni wielokgtow zadanych przez
kolejne wspotrzedne wierzchotkow. Srodowisko manipulatora skfada sie z dowolnej liczby przeszkod
zawartych w zbiorze O. Pojedyncza przedszkoda ma oznaczenie 0j, i € {1,...,#0}, i jest zbiorem
kolejnych wierzchotkéw, 0; j ktorych wspotrzedne wyrazone sa w globalnym uktadzie odniesienia.

Przyjeta reprezentacja przeszkod pozwala w prosty sposéb wyznaczyc odlegtos¢ testowanej tra-
jektorii od przeszkéd (patrz dodatek A.2). Dzigki temu mozliwa jest dobor sterowah zapewniajacy
maksymalizacje odlegtoSci trajektorii od przeszkdd.

6.4. Sterowania

W lokalnym (wokot ustalonego punktu przestrzeni stanu) zadaniu planowania ruchu na podstawie
znanych wartosci a (znany kierunek ruchu do celu) nalezy wyznaczy¢ sterowania u(-), v(-) je realizu-
jace, czyli rozwigzat pewne zadanie odwrotne. Rozwigzanie réwnania (2.8) — wyznaczenie funkcji
u(+), v(+) jest zadaniem skomplikowanym. Dlatego przyjmuje si¢ zwykle baze w przestrzeni sterowan
(funkcje harmoniczne, wielomianowe), wyrazajac sterowania jako kombinacje liniowa funkcji bazo-
wych. Poszukiwanie sterowan zastepuje sie wyznaczaniem ich wspétczynnikow.

W pracy przyjeto sterowania z bazy Fouriera o jednej harmonicznej, cho¢ mozliwy jest réwniez
wyhor sterowah z innych baz [19]. Zaleta takiego wyboru jest efektywna mozliwos¢ wptywania na
energie sterowan. Baza ortonormalna funkcji fj(s) na przedziale [0, T] spetnia warunek:

)
[ 1) fis)ds =i, (6.16)
0

gdzie

5. )1 gdy i=]
. 0 gdy i#j.
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Dla bazy Fouriera funkcje bazowe przyjmuja nastepujaca postac:
1
fo(s) = \/; :
fon—1(s) = 2 sinnws
2n—1 - T ’
fon(s) = 2 CoSN®s
2n - T )
gdzie o = 2=,
Przyjeta postac sterowan:
us) = a 1 +A 2 sin(ws + @)
- 0 T T D),
1 2
v(s) = bg ?+B ?sin(wsjtw). (6.17)
Energia sterowan (6.17) wynosi:
T
E— / ))dt = a2 + b3 + A? + B2 (6.18)
0
Wsp6tczynniki gCBHD, poréwnaj (2.8), dla sterowan (6.17) wynosza:
(0.5% \/Ta()
Oy VThg
T .
Ol Y] oI <\/§(Abocoscp— Bag cosvy) +ABsm((p—1|f))
T3/2 3 ) )
0L [X Y]] 327 <2A bo + A°bg cos(2¢) — 2ABag cos(¢ — y) — ABag cos(¢ + )
+v/2(—2Aaghgsin@ + A2Bsin(2¢ — y) — A’Bsiny + Za%Bsimp))
T3/2 3 ) )
0Ly (X Y]] 321 < —2B“ag + 2ABbg cos(¢ — ) — B“ag cos(2y) + ABbg cos(¢ + )
+V/2(AB?sin @ — 2AbZsin @ + ABZsin(¢ — 2y) + 2Baghg sin w))- (6.19)

6.5. Parametry algorytmu planowania ruchu

Dziatanie algorytmu planowania ruchu manipulatora mobilnego zalezy od wielu parametréw. Jako
parametry nominalne do testow przyjeto:
Warunki przyjete za nominalne:

— Doktadnos¢ realizacji sciezki &g = 0,01.

— Liczba punktéw dyskretyzowanej sciezki N = 100.

— Wspotczynnik odpychania od przeszkéd &, = 0,001.

— Wspotczynnik elastycznosci & = 0,5

— Zasigg oddziatywania odpychajacego od przeszkod 0, = 1.
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— Odlegtosci pomiedzy stanem osiggnigetym z catkowania sterowah, a stanem docelowym liczone
z uwzglednieniem rodzaju wspotrzednych (liniowe lub katowe).

— Srodowisko sktadajace sie z trzech przeszkéd, pomiedzy ktérymi powinna przebiegaé trajektoria.

— Aby uniezalezni¢ wyniki od doboru szczegdlnej wartosci wspétrzednych punktu startowego, wylo-
sowano 100 punktow z obszaru gwarantujgcego przejScie miedzy przeszkodami — trojkat o wierz-
chotkach (—10,—-2.5),(—10,—1),(—3,—2.5). Przedstawione wyniki sa Srednia arytmetyczng 100
préb.

— Liczba podpunktéw catkowania: 1000.

— Brak ograniczen na wartoSci parametrow sterowan (ag, az, b, b1, @, ).

Symulacje zostaty przeprowadzone dla dwdch rodzajow platform: monocykla i dwukotowca i dla
trzech rodzajow manipulatorow umieszczonych na platformie: bez manipulatora, dwuwahadto, dwu-
wahadto ze stopniem obrotowym w podstawie. Trajektorie i sterowania dla wariantu nominalnego
zostaty przedstawione na wykresach 6.5 i 6.6.

6.6. Badania symulacyjne

6.6.1. Zbidr konfiguracji docelowych

Symulacje przeprowadzono na modelu monocykla z zamontowanym dwuwahadtem. Kryterium
podstawowym byto osiagniecie konfiguracji docelowej y; = TrZ(1). DtugoSci ramion manipulatora
(I1,12) wybrano na dwa sposoby: aby utworzy¢ wewnetrzny brzeg (I = 1 < |, = 3.75) oraz aby go nie
tworzy€ (Iy = 1 > I, = 0.75). Stan poczgtkowy platformy (xp,0,0°) byt wybierany na dwa sposoby:
w odlegtosci przekraczajgcej sume dtugosci ramion manipulatora (x, = —20), ,,daleko” oraz w zasiggu
manipulatora (Xp = —3.5 lub xp = —1), ,,blisko”.

Opis wartosci odpowiada zastosowanemu kryterium dodatkowemu. Srednia liczba iteracji kazdego
wariantu algorytmu wynosita 177. Na rysunku 6.7 przedstawiono stany platform w momencie osig-
gniecia konfiguracji docelowej yq odpowiednio dla przypadkéw ,,bliskiego” i ,,dalekiego”. Funkcje
d1(q) i d2(q) wykazuja znaczna zaleznos¢ od odlegtosci startowej. Na rysunku 6.8 przedstawiono stan
przy uzyciu funkcji d4(q). W tym przypadku odlegtos¢ poczatkowa nie ma znaczenia. Na rysunku 6.9
przedstawiono wariant manipulatora posiadajacy wewngtrzny brzeg. W tym przypadku punkt startowy
zostat umieszczony ,,daleko”. Funkcja ds(q) zachowuje sie podobnie jak d4(q) — lepiej odtwarza
ksztatt brzegu w poblizu kohcéw testowanych zakresow katow.

Przetestowano réwniez okre$lanie orientacji. Dla manipulatora typu dwuwahadto, orientacja plat-
formy musiata by¢ okreSlona — rozwigzanie zadania ze zmienionym stanem platformy nie byto moz-
liwe. W przypadku manipulatora typu dwuwahadto zamocowanego na przegubie obrotowym, algorytm
rozwigzywat zadanie Srednio w 161 krokach.

6.6.2. Zmiana doktadnoSci realizacji Sciezki

Przetestowano wptyw doktadnosci realizacji zadanej ciezki (maksymalnej dopuszczalnej odchyiki
pomigdzy stanem pozadanym a zrealizowanym). Doktadno$¢ zmieniana byta w pieciu krokach w za-
kresie 0.001 do 0.25. W tablicy 6.1 przedstawiono odpowiednio liczbe elementéw Sciezki wynikowej,
sumaryczng energie sterowan oraz czas symulacji dla zmieniajacej sie wartosci doktadnoéci realizacji
Sciezki. Wykres 6.10 przedstawia zmiane wygladu Sciezek dla r6znych wartoSci parametru.
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Rysunek 6.5. Sciezka i sterowania dla nominalnych parametréw monocykla
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Rysunek 6.6. Sciezka i sterowania dla nominalnych parametréw dwukotowca
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wariant ,,bliski” wariant ,,daleki”
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Rysunek 6.7. Zbior konfiguracji docelowych dla funkcji di(q) i d2(q)
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Rysunek 6.8. Zbior konfiguracji docelowych dla funkcji di(q), dwa warianty
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Rysunek 6.9. Zbior konfiguracji docelowych dla manipulatora z brzegiem wewnetrznym
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Tablica 6.1. Wptyw doktadnosci realizacji Sciezki na charakterystyki planera

doktadno$¢ bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
realizacji  mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw Sciezki
0.001 51 56 62 65 64 67
0.005 43 47 ol 52 94 55
0.05 18 18 18 19 19 19
0.1 12 12 12 12 12 13
0.25 7 7 7 7 8 8
energia sterowan
0.001 25.9 30.0 234 257 245 26.8
0.005 39.6 39.9 286 311 297 32.2
0.05 45.7 57.1 343 39.0 36.5 40.7
0.1 48.6 59.9 385 434 403 45.2
0.25 55.6 65.8 46.1 519 484 53.9
czas symulacji [s]
0.001 7.2 8.3 8.3 89 104 10.7
0.005 7.4 8.2 8.1 8.9 9.1 9.0
0.05 5.3 5.8 53 6.8 58 5.9
0.1 4.8 4.8 4.7 5.6 5.1 5.2
0.25 4.7 4.7 4.7 5.2 4.9 5.0

i
i
,‘“l”‘
7
) ‘;&/
‘

-10 -8 6 -4 2 0 2

Rysunek 6.10. Sciezka dla monocykla przy zmiennej doktadndéci realizacji sciezki
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6.6.3. Uproszczony spos6b wyznaczania doktadnosci realizaciji

Kolejnym testem byto sprawdzenie wptywu uproszczonego wyznaczania doktadnoSci realizacji
Sciezki na zachowanie algorytmu. Uproszczona metoda zaniedbuje réznice pomiedzy wspdtrzednymi
liniowymi i katowymi (potozenie i orientacja). Programowa realizacja takiej metody jest troche prost-
sza od wariantu uwzgledniajacego réznice. W tablicy 6.2 przedstawiono wptyw metody obliczania
doktadnoéci realizacji (normalna, uproszczona) na parametry symulacji. Wykres 6.11 przedstawia sy-
mulacje monocykla, a 6.12 symulacje dwukotowca.

Tablica 6.2. Wptyw uproszczonego sposobu obliczania odlegtdci na charakterystyki planera

liczenie bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
odlegtosci  mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw Sciezki
uproszczone 18 18 40 19 42 19
doktadne 18 18 18 19 19 19
energia sterowan
uproszczone 45.7 57.1 296 39.0 31.2 40.7
doktadne 45.7 57.1 343 39.0 365 40.7
czas symulacji [s]
uproszczone 5.0 5.1 8.9 5.0 7.5 5.0
doktadne 4.9 5.2 4.8 5.0 6.3 6.6

6.6.4. Liczba punktow Sciezki testowej

Przebadano wptyw liczby punktéw dyskretyzujacych Sciezke testowa na algorytm planowania
Sciezki. Liczba punktéw byta zmieniana od 25 do 500 w pieciu krokach. Wyniki przedstawiono w ta-
blicy 6.3. Sciezka uktadu zostata zobrazowana na rysunku 6.13.

Zwigkszanie liczby punktéw dyskretyzujacej Sciezki poczatkowej powoduje wzrost liczby punk-
tow Sciezki wynikowej. Rezultat ten mozna wytlumaczy¢ nastepujaco: im wigcej punktow dyskrety-
zujacych liczy Sciezka poczatkowa, tym dalej (do pewnego stopnia) bedzie omija¢ przeszkody. Jesli
punktéw jest niewiele, Sciezka jest wyciggnigeta, mniej powyginana i do jej realizacji potrzeba mniej
punktéw w Sciezce wynikowej. Energia sterowan i czas symulacji réwniez rosng wraz ze zwigkszaniem

,,,,,

6.6.5. Wspotczynniki wykorzystywane w algorytmie elastycznej wstegi

Przebadano wptyw wspdtczynnikdw algorytmu elastycznej wstegi (wspdtczynnika odpychania, za-
siegu oddziatywania odpychajacego oraz wspdtczynnika Sciggania) na zachowanie algorytmu plano-
wania.

Wspotczynnik odpychania

Dla cel6w testowych przyjeto cztery wartosci wspotczynnika odpychania od przeszkad &, od 10~4
do 10~L. Wyniki przedstawiono w tablicy 6.4. Sciezka zostata uwidoczniona na rysunku 6.14.

Z danych symulacyjnych wynika, ze zwiekszanie wspétczynnika odpychania powoduje wzrost
liczby punktéw wynikowej Sciezki, zwigkszenie energii potrzebnej na realizacje sterowan oraz wy-
dtuzenie symulacji. Zbyt duza warto$¢ wspoétczynnika daje w efekcie Sciezki omijajace przeszkody jak
najdalej, ktore niekoniecznie sg najkrotsze.



6. Symulacje

79

Sciezka (x,Y) sterowania
monocykl
‘ ‘ 400 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
przeszkody —+— u
ol trajektoria --------- 350 ,J\ Ve
wezly  x
] 300 -
05 f e ol
al i i 200 F
D XI 150 |
15 **’ 1 100 b
i s0 |
-2 F i 1 g(\
. a 0 ]
25 nn“’“’x*/x,ﬂ»&xx ] 50 |
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-10 -8 6 -4 2 0 0 5 10 15 20 25 30 35 40
monocykl i dwuwahadto
T T 350 T T T T T T T
przeszkody —— E—
of P aekiota 300 | \F """""
7 e i
05 F I* | 250
! 200 |

i D 150
i
a5 | i 1 100 ¢
J ]
2 b e > 7 o
0 Iy
25+t -50 -
. . . . . 100 . . i .
-10 -6 -4 -2 0 0 5 10 15 20 25 30 35 40
monocykl i dwuwahadto obrotowe
T T 400 T
przeszkody —+— u
oLk trajektoria --------- 4 350 ,J\ Voo
wezly  x
] 300
o8y D Fa 250 |
2l If | 200
D f
¥ 150 4
¥
15 ¥ 1 100 | J\ 1
. H 50 |
e ! ] NN NN YY)
— / o) AN
25 L \»-\““Xxe/)ev»n??#z( 1 50
. . . 100 . . . . . . .
-4 2 0 0 5 10 15 20 25 30 35 40

-10

Rysunek 6.11. Uproszczone wyliczanie doktadndsci realizacji — monocykl
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Rysunek 6.12. Uproszczone wyliczanie doktadndsci realizacji — dwukotowiec
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Tablica 6.3. Wptyw liczby punktéw dyskretyzujacych sciezke na charakterystyki planera

liczba bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
punktow N mono duo mono duo mono duo
kohcowa liczba elementéw Sciezki

25 12 12 12 12 13 13

50 13 15 15 16 16 17

100 18 18 18 19 19 19

200 17 17 17 17 18 18

500 20 20 18 18 19 19

energia sterowan

25 18.7 23.8 159 186 158 17.9

50 29.2 335 23.1 253 230 25.4

100 45.7 57.1 343 39.0 36.5 40.7

200 58.3 72.0 46.8 529 473 53.4

500 81.1 89.5 73.0 748 748 77.0

czas symulacji [s]

25 1.4 1.4 1.4 14 1.7 1.6

50 3.0 34 29 31 34 3.8

100 4.9 5.2 48 50 6.3 6.6

200 9.0 9.1 89 89 106 111

500 22,5 22.3 224 223 276 28.7
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Rysunek 6.13. Whykres Sciezki monocykla dla réznej liczby elementéw Sciezki testowej



6. Symulacje

82

Tablica 6.4. Wptyw wspotczynnika odpychania na charakterystyki planera

wspotczynnik  bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem

odpychania&, mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw Sciezki

0.0001 12 12 13 13 13 13
0.001 18 18 18 19 19 19
0.01 17 18 18 18 18 18

0.1 19 20 21 22 22 23
energia sterowan

0.0001 34.3 43.7 248 285 235 27.2
0.001 45.7 57.1 343 39.0 36.5 40.7
0.01 45.9 55.3 38.2 417 39.7 42.1

0.1 72.7 79.8 69.8 69.0 759 77.6
czas symulacji [s]

0.0001 3.7 3.7 44 44 57 51
0.001 4.9 5.2 48 50 6.3 6.6
0.01 4.9 4.9 48 48 6.3 5.8

0.1 5.0 5.1 51 53 6.3 6.3

-12 -10 -8 6 -4 2 0 2

Rysunek 6.14. Zmiana wspdtczynnika odpychania —S&ciezka monocykla
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Zasieg oddziatywania

Test na wptyw zasiegu odpychania &, $ciezki od przeszkod zostat wykonany dla wartosci od 0.1
do 2 w czterech krokach. Wyniki przedstawione zostaty w tablicy 6.5.

Tablica 6.5. Wptyw zasiegu odpychania elastycznej wstegi na charakterystyki planera

zasieg bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
odpychania 8, mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw Sciezki
0.1 5 5 4 4 4 4
0.5 8 8 7 7 8 8
1 18 18 18 19 19 19
2 23 23 27 27 29 28
energia sterowan
0.1 59.6 72.6 43.7 575 46.9 62.9
0.5 43.6 57.3 31.8 39.6 36.9 45.3
1 45.7 57.1 343 39.0 365 40.7
2 36.1 41.9 384 411 37.0 39.8
czas symulacji [s]
0.1 1.4 1.5 16 17 14 1.5
0.5 4.4 4.4 45 43 6.0 6.0
1 4.9 5.2 48 50 6.3 6.6
2 5.2 55 54 53 74 7.5

Zwiekszanie zasiegu odpychania powoduje znaczacy wzrost liczby punktéw Sciezki wynikowej
oraz czasu symulacji. Natomiast energia sterowah maleje. Powiekszenie zasiegu oddziatywania moze
spowodowact niezdolnos¢ algorytmu do przejScia pomigedzy gesto ustawionymi przeszkodami (w prze-
prowadzonych symulacjach jest to sytuacja dla wartosci 2).

Wspotczynnik Sciggania

Zmiany wspoétczynnika Sciggania zostaty przeprowadzone dla trzech wartosci od 0.05 do 0.5. Wy-
niki przedstawiono w tablicy 6.6

Mozna zauwazy¢, iz zwiekszanie wartosci wspdtczynnika Sciggania powoduje zmniejszanie dtugo-
wartosci (oraz zbyt matej liczby punktéw tworzacych éciezke) Sciezka moze stac sig kolizyjna. Wptyw
wspdtczynnika Sciggania na energige oraz czas symulacji nie jest jednoznaczny.

6.6.6. Wspoitczynniki optymalizatora nieholonomicznego

Przebadano wptyw zmian wspotczynnikow optymalizatora nieholonomicznego: wspdtczynnika
wzmocnienia $ciezki nieholonomicznej w zakresie 0.01 do 0.9 — przedstawione w tablicy 6.7 i na
wykresie 6.15 oraz elementarnego kroku zmian w zakresie 0.01 do 0.7 przedstawione w tablicy 6.8
I na wykresie 6.16.

Na podstawie symulacji mozna wywnioskowac, ze wspétczynnik wzmocnienia posiada niewielki
wptyw na parametry Sciezki. Jedynie dla kosztu nieholonomicznego daje sie zauwazy¢ pewne mi-
nimum dla wartosci 0.5. Krok zmian nieholonomicznych takze jest wielkoscig, ktérg mozna dobrac
w miare dowolnie, bez znaczacych réznic na wyglad Sciezki.
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Tablica 6.6. Wptyw wspotczynnika Sciggania algorytmu elastycznej wstegi na charakterystyki planera

wspotczynnik  bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
Sciggania&e mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw Sciezki
0.05 19 19 18 19 19 20
0.1 18 19 18 18 19 20
0.5 18 18 18 18 19 19
energia sterowan
0.05 38.1 43.5 322 343 437 42.4
0.1 41.2 48.5 334 365 416 42.3
0.5 45.7 57.1 343 39.0 36.5 40.7
czas symulacji [s]
0.05 5.1 4.9 4.9 4.8 7.0 7.3
0.1 5.0 5.1 4.8 4.9 6.9 7.4
0.5 4.9 5.2 48 50 6.3 6.6

Tablica 6.7. Wptyw wspotczynnika wzmocnienia optymalizatora nieholonomicznego na charakterystyki planera

wspotczynnik  bez manipulatora dwuwahadto  dwuwahadto z obrotem
wzmocnienia &, - mono duo mono duo  mono duo
liczba elementéw Sciezki
0.01 38 40.0 41 42 44 45
0.05 37 40 41 42 45 45
0.1 37 40 41 42 45 45
0.5 38 39 41 42 44 46
0.9 36 39 40 43 43 46
energia sterowan
0.01 42.2 44.2 291 329 356 35.0
0.05 42.7 44.0 290 331 355 34.9
0.1 42.6 44.2 29.1 329 3538 34.9
0.5 42.2 44.2 290 321 381 35.0
0.9 42.1 43.1 31.9 339 394 34.5
koszt nieholonomiczny
0.01 136.4 189.8 128.6 158.6 147.9 176.1
0.05 136.1 189.1 128.9 158.8 147.5 176.2
0.1 1349 188.9 128.2 158.4 146.9 176.3
0.5 133.8 187.5 126.5 156.7 145.6 174.8
0.9 145.7 190.2 161.3 1824 1795 198.1
czas symulacji [s]

0.01 38.8 37.7 376 43.1 37.6 42.4
0.05 37.4 37.7 375 375 37.6 41.4
0.1 37.5 37.8 374 378 379 41.4
0.5 41.6 37.6 376 379 379 38.1
0.9 37.4 38.2 374 377 382 41.6
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Rysunek 6.15. Wspotczynnik wzmocnienia Sciezki nieholonomicznej — Sciezka wynikowa

Tablica 6.8. Wptyw wspotczynnika kroku zmian planera nieholonomicznego na charakterystyki planera

krok bez manipulatora dwuwahadio  dwuwahadto z obrotem
zmian & mono duo mono duo  mono duo
liczba elementéw Sciezki
0.01 38 40 42 43 45 46
0.05 37 39 41 42 45 46
0.1 38 39 41 42 44 46
0.2 37 40 42 42 45 46
0.7 38 40 42 43 45 45
energia sterowan
0.01 42.1 44.5 285 321 348 34.0
0.05 41.9 43.8 285 316 36.2 34.4
0.1 42.2 44.2 29.0 321 381 35.0
0.2 42.6 44.5 289 323 36.2 35.2
0.7 42.0 44.1 288 324 352 35.1
koszt nieholonomiczny
0.01 133.3 1858 1235 1529 1429 170.9
0.05 132.3 1857 1242 153.7 1434 172.8
0.1 133.8 1875 1265 156.7 145.6 174.8
0.2 137.3 1895 129.7 159.4 148.1 177.5
0.7 138.7 1911 1314 160.9 150.2 178.9
czas symulacji [s]
0.01 42.3 52.9 40.6 436 43.0 41.0
0.05 41.1 50.3 40.3 434 459 37.6
0.1 41.1 46.5 404 415 464 44.3
0.2 41.2 40.6 40.6 40.6 458 37.9
0.7 41.7 40.3 406 442 479 37.9
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Rysunek 6.16. Sciezki dla réznych wartosci wspotczynnika kroku zmian planera nieholonomicznego

6.6.7. Wielokrotne planowanie Sciezki

Zbadano wptyw wielokrotnego wywotywania algorytmu planowania Sciezki. Po kazdym etapie
planowania Sciezki, realizowany jest tylko nastepny punkt $ciezki (zamiast dochodzenia az do punktu
kohcowego). Od tego punktu nastepowato kolejne wywotanie algorytmu planowania Sciezki dla po-
zostatego fragmentu, az do uzyskania punktu kohcowego. Wyniki symulacji zostaty przedstawione
w tablicy 6.9, a Sciezki na wykresach 6.17 i 6.18.

Tablica 6.9. Wptyw wielokrotnego planowania $ciezki na charakterystyki planera

wielokrotne bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem
planowanie mono duo mono duo mono duo
liczba elementéw
wiaczone 37 40 41 42 43 44
wytaczone 18 18 18 19 19 19
energia sterowan
wiaczone  42.5 44.4 295 337 299 33.4
wylgczone  45.7 57.1 343 390 365 40.7
czas symulacji [s]
wiaczone 1335 1052 100.0 1114 97.3 934
wytaczone 4.9 5.2 4.8 5.0 6.3 6.6

Uzycie wielokrotnego planowania éciezki pozwala na obnizenie energii sterowah potrzebnych do
realizacji Sciezki kosztem zwiekszenia liczebnosci elementéw Sciezki oraz znacznego zwigkszenia
czasu planowania.

6.6.8. Ograniczenie dopuszczalnej rodziny sterowan

Zbadano wptyw ograniczenia dopuszczalnej rodziny sterowan (6.17), przez przyjecie dodatkowo
wartoSci wspotczynnika by < 0 wystepujacego w sterowaniu v. Wyniki zebrane sa w tablicy 6.10 oraz
na wykresie 6.19.

Wyniki uzasadniaja wniosek, ze zmniejszenie wymiarowosci przestrzeni wspétczynnikéw stero-
wah daje w rezultacie wyzszg energie realizacji Sciezki. Ograniczenie nie ma znaczacego wptywu na
czas wykonywania algorytmu ani na liczbe elementéw $ciezki.
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Rysunek 6.17. Wielokrotne planowanie Sciezki — Sciezka i sterowania monocykla
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Rysunek 6.18. Wielokrotne planowanie Sciezki — Sciezka i sterowania dwukotowca
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Rysunek 6.19. Ograniczone sterowanie v —5ciezka i sterowania dwukotowca
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Tablica 6.10. Wptyw ograniczenia harmonicznych sterowania v na charakterystyki planera

ograniczenie bez manipulatora dwuwahadto dwuwahadto z obrotem

harmonicznychv ~ mono duo  mono duo  mono duo
liczba elementéw Sciezki

ograniczony 17 18 18 18 18 19

bez ogr. 18 18 18 19 19 19

energia sterowan
ograniczony 121158 615 90625 56.8 12435.3 77.4

bez ogr. 45.7 57.1 343 390 365 40.7
czas symulacji [s]

ograniczony 4.9 4.9 4.8 4.8 7.4 5.0

bez ogr. 4.9 5.2 4.8 5.0 6.3 6.6

6.6.9. Algorytm optymalizacji odlegtosci od przeszkod

Aby przetestowat wptyw algorytmu doboru kata wstepnego przesuniecia fazowego sterowah na
ksztatt Sciezki, przeprowadzono eksperyment polegajacy na celowym wymuszeniu planowania SciezKki
w niekorzystnym kierunku [X,Y]. Scena skfada si¢ z pojedynczej prostokatnej przeszkody o wierzchot-
kach w punktach (—1.5—-1.0), (-1.5—-0.5), (—2.5—-0.5), (—2.5— 1.0). Stan poczatkowy ruchu to
(0,—1,0°) a stan kohcowy to (0,0,0°). Sciezka zawiera tylko te dwa punkty, bez stanéw posrednich.
Na wykresie 6.20 przedstawiono symulacje dla wariantu bez i z optymalizacja. Symulacje wykonano
dla monocykla.

Z wykresu wynika, ze przez dobér poczatkowego przesuniecia fazowego sterowah mozna znaczaco
zmieniac ksztatt Sciezki platformy. Wptyw jest tym bardziej widoczny, im wigksza role w manewrze
ruchu platformy odgrywa pole [X,Y].
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Rysunek 6.20. Wptyw optymalizacji jednokrokowej na charakterystyki planera
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7. Zakonhczenie

W dysertacji przedstawiono metody planowania ruchu nieholonomicznego manipulatora mobil-
nego w Srodowisku kolizyjnym. Na tle metod literaturowych, dotyczacych zaréwno poszczeg6inych
komponent uktadu ztozonego z holonomicznego manipulatora umieszczonego na nieholonomicznej
platformie jak i ich potgczeniu, zaproponowano adaptacje lokalnych metod Lie-algebraicznych do roz-
wigzania zadania planowania. Rozwazania przeprowadzono na poziomie kinematycznym, tzn. manipu-
lator w petni jest zadany przez transformacje kinematyki prostej, natomiast platforma mobilna — przez
bezdryfowy uklad sterowania. Metaforg zaproponowanego podejscia jest koncepcja robota-dzwigu,
w mys$l ktorej nastepuje naturalna dekompozycja zadania planowania ruchu uktadu ztozonego na trzy
etapy: osiggnigcia bezpiecznej konfiguracji transportowej manipulatora, etap transportowy i etap mani-
pulacyjny w okolicy zadanego punktu docelowego w przestrzeni zadaniowej. W kazdym z etapéw ruch
wykonuje jeden podukitad, podczas gdy drugi pozostaje w bezruchu. Wymieniono zalety i wady takiego
podejscia. Dla kazdego z etapéw zaproponowano algorytmy planowania ruchu. Dla etapu pierwszego
i kohcowego adoptowano klasyczne algorytmy rozwigzania zadania kinematyki odwrotnej z ograni-
czeniami wynikajacymi z istnienia przeszkod w przestrzeni konfiguracyjnej. Podczas wyznaczania
konfiguracji transportowej manipulatora zaproponowano, korzystajac z przestanek fizycznych, kilka
kryteribw oceny rozktadu sity nacisku wywieranej przez manipulator na punkty styku kot platformy
z podtozem oraz postawiono zadanie takiego ksztattowania konfiguracji manipulatora, by nacisk spet-
niat wybrane kryterium jakoSci optymalnie.

Gtowne i oryginalne osiggnigcia rozprawy dotyczg etapu przemieszczania platformy. Dla mobil-
nego etapu planowania ruchu zaproponowano nieholonomiczna miare jakosci Sciezek platformy, adap-
tacje metod Lie-algebraicznych do zadania docelowa konfiguracja zadana jako zbior péz docelowych
oraz miary bezkolizyjnosci lokalnego manewru wyrazone w abstrakcyjnej przestrzeni pél wektoro-
wych rozpinajacych przestrzen stanu wokdt biezacej pozy platformy. Po etapie planowania bezko-
lizyjnej Sciezki nieholonomicznej, realizowanej przy pomocy klasycznej metody elastycznej wstegi,
nastepuje etap poprawy Sciezki z wykorzystaniem wprowadzonej miary nieholonomicznej. Zapro-
ponowano dwa algorytmy optymalizacyjne: lokalnych wariacji oraz lokalnego zaburzenia Sciezki.
Dziatanie obydwu algorytmy polega na zaburzaniu bezkolizyjnej Sciezki biezacej, ocenie potencjal-
nych Sciezek i wyborze najlepszej, ktéra staje sie biezaca dla kolejnej iteracji algorytméw. Réznica
miedzy algorytmami polega na zakresie dopuszczalnych zaburzeh: w algorytmie lokalnych wariacji
zaburzana jest Sciezka na catej swej dtugosci, dla algorytmu lokalnych wariacji — tylko wokét wybra-
nego punktu Sciezki. Etapy planowania ruchu manipulatora mobilnego przetestowano na wybranych
uktadach platform i manipulatoréw na réznym poziomie szczegétowosci. Etapy dla ktérych istnieja
klasyczne metody planowania (osiggniecie zadanej konfiguracji transportowej manipulatora i o0sig-
gniecie zadanego punktu przestrzeni zadaniowej w etapie trzecim planowania) praktycznie pominigto
w testach poSwigcajac etapowi przemieszczania platformy najwiecej uwagi. W szerokich badaniach
symulacyjnych zbadano wptyw parametréw warunkujacych dziatanie zaproponowanych algorytmaow.

Wyniki dysertacji moga by¢ naturalnie rozszerzane w kierunku uwzglednienia dynamiki zaréwno
manipulatora jak i platformy mobilnej. Kolejnym etapem jest planowanie koordynacji ruchu mani-
pulatora i platformy w fazach przejsciowych, gdy, z powodu Srodowiska z duzg liczba przeszkéd,
niemozliwe jest unikniecie kolizji przez ruch jedynie jednego poduktadu manipulatora mobilnego.



A. Dodatki

Materiat uzupetniajacy przedstawiono w nastepujacym porzadku: w podrozdziale A.1 zaprezento-
wano klasyczny algorytm Newtona stuzacy do wyznaczania rozwigzah zadania kinematyki odwrotnej,
wraz z wersjami umozliwiajacymi optymalizacje w przestrzeni zerowej. W podrozdziale A.2 przed-
stawiono algorytmiczne aspekty sprawdzania kolizyjnosci robota (punktu materialnego) z przeszko-
dami w przestrzeni wielokatéw. W podrozdziale A.3 zaproponowano kilka wskaznikdéw obszernosci
lokalnego manewru platformy mobilnej w abstrakcyjnej przestrzeni pél wektorowych ztuzacych do
sprawdzania bezkolizyjnosci ruchu.

A.l. Algorytm Newtona

Klasyczny algorytm Newtona [59] pozwala na wyznaczenie dla funkcji f (z) =y, o wymiarze prze-
strzeni wewnetrznej z € Z nie mniejszym od wymiaru przestrzeni zadaniowejy €Y, z zadang wartoscig
Y4, jednego z rozwigzah z*, czyli f(z*) =yyq, gdy poszukiwania zapoczgtkowane sa w zadanym punk-
cie zg. Klasyczna postac algorytmu Newtona zapisana w wersji dyskretnej, gotowej do implementacji
komputerowej, jest nastepujaca:

2ii =2i+8-3% (@) (Yo — (@), (A1)

gdzie i jest licznikiem iteracji zainicjowanym wartoscia zerowa, & jest dodatnim parametrem rzeczy-
wistym warunkujacym szybkoS¢ zbieznosci procesu iteracyjnego, J(z) = of(z)/oz jest jakobianem,
aJ# =J37(3-37)~1 pseudoodwrotnoscia Moore-a-Penrose’a, wybierajaca z mozliwych rozwigzan —
rozwigzanie o najmniejszej dtugosci euklidesowej. Wersja algorytmu Newtona pozwalajaca dodat-
kowo na optymalizacje w przestrzeni zerowej zadana jest zaleznoscia:

Zip1 =21 +&-3%(@i) (Yo — F (@) + (1 = 3%@)I (@), (A2)

gdzie v € RU™MZ jest dowolnym wektorem. Optymalizacje w przestrzeni zerowej przeprowadza sie
w celu minimalizacji dodatkowej funkcji kryterialnej d(z). Wtedy v (A.2) przyjmuje postac antygra-
dientu:
ad(z)
= A.
v(2) = (A3)

W literaturze robotycznej [59] znane s3 takze wersje algorytm Newtona z drugorzedng funkcja kryte-
rialng f,(z), ktora powinna osiggnat wartos¢ yg»:

r = yi—f1(2
r, = Ya2—f2(2)

J, = 1L(1-39)
Zi = 2i+& 3% +35(r - 323%). (A4)
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A.2. Sprawdzanie kolizyjnosci robota z przeszkodami

Przeszkody sg reprezentowane dowolnymi wielokatami. W implementacji komputerowej prze-
szkoda przedstawiona jest jako lista krawedzi. Przeszkoda musi zawiera¢ przynajmniej dwa wierz-
chotki. Przyjmuje sig, ze robot reprezentowany jest jako punkt materialny. Podczas wyznaczania wza-
jemnej relacji robota i przeszkdd istotne sg tylko wspétrzedne potozeniowe, oznaczone q'. Do spraw-
dzania kolizyjnosci robota z przeszkodami zaimplementowano funkcje pomocnicze:

— wyznaczenie odlegtoSci punktu trajektorii q; od krawedzi przeszkody 0j x, 0j k1 — jako odlegto$t
pomiedzy punktem a odcinkiem:

(1) V—0jki1—0jk

(2) W—0qi—0jx

(3) jeSliwoV < 0: odl —d(0j,q;), koniec

(4) jesli V> <Wo¥: odl « d(0jx1,q!), koniec

(5) odl — d(0j,+ {77.47),

gdzie d(p,q’) — oznacza odlegto$¢ pomigdzy punktem p aq’.

— sprawdzenie, czy odcinek trajektorii g, q;_ , przecina sig z krawgdzig przeszkody 0j, 0 k1. Test
polega na sprawdzeniu przecigcia sie dwdch odcinkow:

(1) a<q,b—q, ;,c—0jxd—0jki1
(2) m « —cyay +dyay + cxby — dyby +axcy — bycy — aydy + bydy
(5) jeSlity € [0,1] Aty € [0,1] wtedy odcinki sig przecinaja

gdzie indeksy dolne x, y 0znaczajg odpowiednio wsp6trzedne potozeniaowe wektordw.

Wyznaczanie odlegtosci punktu od przeszkody jest wykorzystywane w momencie wybierania najlep-
szego wariantu sterowan dla realizacji okreSlonego odcinka $ciezki qi, Qi1

Sprawdzanie przeciecia trajektorii z przeszkodami uzywane jest do weryfikacji, czy Sciezka otrzy-
mana z planera holonomicznego jest bezkolizyjna.

A.3. ObszernoS¢ manewru

Zaleznoéci (6.19) i (2.6) opisuja zmiane stanu uktadu po zastosowaniu sterowania na horyzoncie
czasu [0, T]. Z punktu widzenia zbieznosci metody Lie-algebraiczej istotny jest tylko stan q(T). Nie
jest to charakterystyka wystarczajaca w Srodowiskach kolizyjnych, gdzie jest konieczna informacja
0 przebiegu petnej trajektorii dla t € [0,T]. Dzigki znajomosci trajektorii mozliwy jest dobor para-
metréw sterowah zapewniajacy odpowiednio bezpieczny manewr. Aby rozwazy¢ trajektorie uktadu
nalezy uzmienni¢ gérna granice catkowania w (2.8) (podstawic T za T) i okre$li¢ wspotczynniki o dla
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1€ [0,T]: Przyjmujac t=v-T,v € [0, 1], wspbtczynniki sa bardziej skomplikowane niz (6.19)

ox(v) = g(aov1t+\/ﬁAsin(vn)sin(vnnL(p)),

oy (v) = g<bovn+\/EBsin(vn)sin(vnnLlu)),

#
oaxy)(V) = g (2\ﬁboAvn oS @ + 2v/2bgAvrcos(¢ + 2vr)
—ABCoS(¢ — 2vit — ) +ABCos(q + 2vit — ) — 2v/2agBvrcosy
—2V/2apBvrcos(2vr + ) 4 2v/2Abg sin @ — 2v/2Abg sin(¢ + 2vr)

+4ABvTsin(¢ — ) — 2v/2a9Bsiny + 2\/§aoBsin(2vn+1|l)). (A.5)

W zaleznosci od planowanego manewru, czyli pozadanego stanu kofhcowego q(T ), wyrézniono
trzy charakterystyczne typy ruchow:
1. tylko w kierunkach pierwszej warstwy

OL[X’Y]EOZ>A:B:0 i ax:ﬁao, OCY:\/-Tbo,
2. tylko w kierunkach drugiej warstwy

ox =0Aoy =0 = ag=hg =0,

T .
Ox,y] = EABS”’((P V),

3. ruch mieszany w kierunku jednego pola pierwszej warstwy i pola drugiej warstwy.

oy =0 = bg=0, ch:\/_l_—ao,

T .
Ox y] = 58 <—\/§ao cosw+Asm((p—\|;)> :

Analiza przytoczonych wariantéw prowadzi do wniosku, ze istotne jest jedynie zachowanie statej war-
toSci @ — . Aby zmaksymalizowa¢ dtugoS¢ ruchu w kierunku [X,Y] nalezy przyjac |sin(¢ — )| = 1.

Dla ustalonego T (dla uproszczenia zapisu konsekwentnie ten parametr jest dalej pomijany), gru-
pujac parametry a.(v) = (o (v), 0y (V), 0x v] (v))T, wyodrebniamy dwa stany parametrow o. — przed
i po zastosowaniu sterowania u(-),v(:): e = a(0) =0, ai; = ou(1). W celu utatwienia analizy ksztattu
trajektorii uktadu miedzy stanami ot i o1 rzutujemy trajektorie z abstrakcyjnej przestrzeni pol wek-
torowych X,Y,[X,Y] na ptaszczyzne. Parametry rzutowania sg tak dobrane, by rzutem punktu oy byt
o (por. rys. A.l). Rzut trajektorii staje si¢ krzywa zamknigta i mozliwa jest obserwacja obszernosci
manewru.

Lokalna trajektoria we wspdtrzednych a kresli na ptaszczyznie n krzywa (n(+),&(+)). Jej analiza
daje poglad na ksztatt trajektorii, a przede wszystkim pozwala na znalezienie regularnych bryt zawie-
rajgcych trajektorie lokalna (prostopadtoScian, walec).

A.3.1. Wskazniki obszernosci manewru

Do analizy obszernosci manewru proponujemy kilka wskaznikow:
— prostokat ograniczajacy o przeciwlegtych wierzchotkach w punktach

(Minyejo 1M (v),Minyeo 1)§(v)) | (Maxye(o 1 M(V), MaXyeo,1)€(V)), okresla podstawe prostopadto-
Scianu (o wysokosci o) zawierajgcego trajektorie lokalng;
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[X,Y] trajektoria -
rzut trajektorii °
0.15 ¢ efektywny ruch -~

Rysunek A.1. ldea rzutowania

— promien walca o osi wzdtuz normalnej i, w ktérym zawarta jest trajektoria lokalna

R = 2 2
v@[‘?}ﬁ] n(v)2+&(v)?,

— obliczajac “odlegtost” rzutu punktow (&(v),n(v)) od prostej przechodzacej przez punkt (0,0) i ka-
cie nachylenia 6 (wzgledem wersora zwrdconego w kierunku &()),

D(v,0) =n(v)sin® —&(v)cosO (A.6)

mozna wyznaczy¢ szerokoS¢ rzutu

W (8) = D(v,0) — min D(v,0
C) v?[%‘,’i] (v,0) VE}B'L (v,0)],

oraz kat 6* wzdtuz ktérego roztozone sa punkty realizujgce minimalna szeroko$¢ rzutu W*:

0" = argmeinW(e), W* =W (6%).

Niewielka warto$¢ wskaznika W* w poréwnaniu do R Swiadczy o waskim i wydtuzonym rzucie.
Wielkos¢ D(p,0) ze wzoru (A.6) jest dodatnia lub ujemna, w zaleznosci od strony, po ktérej lezy
punkt wzgledem prostej.
Na rysunkach A.2 i A.3 przedstawiono ilustracje Sciezki oraz wartosci liczbowe wskaznikéw dla przy-
padku ruchu w kierunku pola [X,Y] i X wraz z [X,Y].
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