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Daniel Iskra
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

WARTOSC ZAGROZONA INSTRUMENTU
FINANSOWEGO SZACOWANA PRZEDZIALOWO

Streszczenie: Szacowanie wartosci zagrozonej z przyjetego rozkladu teoretycznego (cen,
stop zwrotu) powiazane jest z wczesniejsza estymacja parametrow wybranego rozktadu. Ze
wzgledu na fakt, iz estymatory uzyte do szacowania parametrow modelu sa zmiennymi lo-
sowymi, ich oszacowana warto$¢ bedzie zalezata od probki uzytej w estymacji. Fakt ten nie
pozwala zatem na dokladna kalkulacje wartosci zagrozonej, a jedynie na jej oszacowanie.
Mozna go takze wykorzysta¢ do konstrukeji przedzialow ufnosci pokrywajacych wartosé
zagrozong z zadanym poziomem ufnosci. W artykule zostanie przedstawiona procedura wy-
znaczania przedziatdéw ufnosci warto$ci zagrozonej dla instrumentéw z dynamika opisang
geometrycznym ruchem Browna o statych parametrach.

Stowa kluczowe: wartos¢ zagrozona, prognoza przedziatowa, ryzyko finansowe.

1. Wstep

Wartos¢ zagrozona (wartos¢ narazona na ryzyko, VaR) jest jedna z popularniejszych
miar wykorzystywanych do pomiaru ryzyka inwestycji finansowych [Alexander
2008; Holton 2003]. Miara ta okresla wielko$¢ straty, ktorej osiagnigcie lub przekro-
czenie w ustalonej chwili czasu # jest rowne zadanemu z gory prawdopodobienstwu o
[Jorion 2001]:

P(S,-58,2VaR(a,t))=a, (1)

gdzie: §,,S — jest odpowiednio wartoscig poczatkowg i koncowa procesu ceny
instrumentu finansowego,
o — jest poziomem tolerancji (poziomem istotnosci) dla szacowanej war-
tosci VaR.

Ze wzgledu na fakt, iz estymatory uzyte do szacowania parametrow rozktadu sg
zmiennymi losowymi, ich oszacowana wartos¢ zalezy od probki uzytej w estymacji.
Fakt ten nie pozwala zatem na doktadna kalkulacje warto$ci zagrozonej, a jedynie na
jej oszacowanie. Mozna go takze wykorzysta¢ do konstrukcji przedzialow ufnosci,
ktore pokryja wartos¢ zagrozong z zadanym poziomem istotnosci.
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W artykule zostanie przedstawiona proba wyznaczania przedzialow ufnosci dla
VaR [Contreras, Satchell 2003] w przypadku akcji z dynamika opisana geometrycz-
nym ruchem Browna. Przedzialy te bedg wyznaczane symulacyjnie.

2. Wartos$¢ zagrozona

W pracy do opisania dynamiki ceny akcji zostal zaadaptowany geometryczny ruch
Browna o statych parametrach:

ds
- = pudt+odW,, 2)
Sl‘
gdzie: §, — wartos¢ akcji,
H, 0 — odpowiednio wspotczynnik dryfu i wspotczynnik zmiennosci,
dW, — przyrost procesu Wienera.

Rozwigzujgc rownanie Kotmogorowa [Papoulis 2002], mozna wyznaczy¢ roz-
ktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej opisujacej logarytmiczng stope zwrotu

zakcji X, =In (%} dla ustalonego czasu t:

0

1 2 2
v Ax—(u-J00)]
[ exn( 2 i 3)
\/2720'21‘ e 20°t

P(X, <x',t)=

Rozktad ten jest rozktadem normalnym:
1
N(u= oMo @)

1 postuzy do wyznaczania warto$ci zagrozonej.
Dokonujgc przeksztalcen, wzdér (3) mozna sprowadzi¢ do prostszej postaci,
otrzymujac dystrybuante standaryzowanego rozktadu normalnego:

2
X

N(z)= % ‘[ e 2dx, (5)
T —0
gdzie:
ln(S’J—(/J—IO' )t
S, 2
Zz= ‘\/l_‘ . (6)
o
Niech:

S, =S,—AS, (AS,=S,-S,), (7)
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wowcezas AS, reprezentuje wielko$¢ VaR, przy czym dodatnia warto$¢ AS, oznacza

spadek, a ujemna — wzrost cen akcji w stosunku do ich wartosci poczatkowej (dla
horyzontu inwestycji ). Uwzgledniajac powyzsze przeksztalcenie oraz rownosci (5) i

t

(6), mozna wyznaczy¢ wielko$¢ , ktéra reprezentuje wzgledng warto$¢ VaR
0
(bedzie ona réwniez nazywana wzVaR). Wielko$¢ ta bedzie uzywana w symulacjach

w dalszej czgséci pracy:

AS N @) (ot

wzVaR=—2L=1-¢ , ()
SO
gdzie: a — ustalony poziom tolerancji,
t — ustalony horyzont,
u, 6 — wspolczynnik dryfu i zmiennosci,

N ' () — odwrotna dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

3. Symulacje

Znajgc parametry u i o, mozna wyznaczy¢ wzgledng warto$¢ VaR (wzVaR), korzy-
stajgc ze wzoru (8). W praktyce jednak parametry te nalezy najpierw oszacowac na
podstawie probki.

W przypadku opisywanego modelu mozna uzy¢ logarytmicznych stop zwrotu do
ich estymacji. Jezeli dynamika cen instrumentu opisana jest geometrycznym ruchem

S
Browna, to logarytmiczne stopy zwrotu ln( gd’j o okresie df maja rozktad nor-

t

malny:
N((y—%az)dt, o~dt). )

Do wyznaczenia wzordw na estymatory u i 0 mozna uzy¢ metody momentow,

stad:
c’dt=D’ (ln [—S”d’ D
Sl
1, s )
——0’)dt=E| In| =&
w 26) ( [ St j]

gdzie: E(e),D*(e) — odpowiednio warto$é oczekiwana i wariancja rozktadu nor-

(10)

malnego.
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Podstawiajgc do wzorow (10) estymatory na warto$¢ oczekiwang i wariancje
rozktadu normalnego, otrzymamy wzory na estymatory [ i & :

DAZ In St+dt
~2 St
e

. (11)
ﬁZ [ll’l( St+dt JJ

A S

P ER I )
s a2 d

Korzystajac ze wzoru (8), na podstawie oszacowanych warto$ci parametrow 4
i o mozna postawi¢ prognoze punktowa wzglednej warto$ci zagrozone;.

Do wyznaczenia przedziatu ufnosci pokrywajacego warto$¢ wzVaR postuzono
si¢ metodg symulacji. Dla rozktadu normalnego N(E(X), D(X)) nieobcigzone

estymatory wariancji oraz wartosci oczekiwanej sg niezalezne i powigzane ze zmien-
nymi losowymi [Sobczyk 2006]:

g = (=HD'X). (12)
D*(X)

T:(E(X)—F(X))Vn—1’ (13)
D(X)

ktore maja odpowiednio rozklad chi-kwadrat z n—1 stopniami swobody oraz
t-Studenta réwniez z n —1 stopniami swobody, 7 jest liczebno$cig probki.

Nalezy obecnie podkresli¢, iz rzeczywista warto$¢ zagrozona nie jest zmienng lo-
sowg 1 nie ma rozktadu prawdopodobienstwa, jest to jedna konkretna wartos¢, po-
dobnie jak np. warto$¢ oczekiwana czy wariancja rozktadu. Mozna natomiast wy-
znaczy¢ przedzialy ufnosci, ktore pokryja warto§¢ zagrozong przy zatozonym po-
ziomie ufnosci. W tym celu skonstruowano zmienng losowg wzVaR * na podstawie
wzoru (8):

N (a) (0'2 )*r+(y7%02 )*t

wzVaR*=1—e , (14)
gdzie (porownaj wzory (10), (12) 1 (13)):
1 _(m-DD*(X) 1

(0?) =D (X)E " o (15)
R N S ey 120 9N
(u=50%) =EX)—=(E(X) N (16)

sg takze zmiennymi losowymi,
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E (X), D? (X) — estymatory warto$ci oczekiwanej 1 wariancji,

H, T — zmienne losowe o rozktadzie chi-kwadrat i 7-Studenta, oba z n—1 stop-
niami swobody.

W badaniach rozktad zmiennej wzVaR* wyznaczano symulacyjnie na podsta-

wie 10 000 realizacji zmiennej H oraz T. Warto$ci £ [ln [%B , D? (ln (%D

t t

estymowano na podstawie 100 jednodniowych logarytmicznych stop zwrotu, co przy
zalozeniu 250 dni sesyjnych w roku ustala warto$¢ df =1/250.

Symulacje przeprowadzono dla spotek (wlaczajac takze indeksy) notowanych na
Gieldzie Papierow WartoSciowych w Warszawie od stycznia 1998 r. do lipca 2011 r.
Dla kazdego instrumentu estymowano parametry modelu na podstawie 100 jedno-
dniowych logarytmicznych stop zwrotu i weryfikowano zgodno$¢ probki z rozkta-
dem normalnym za pomocg testu Kotmogorowa-Lillieforsa [Domanski, Pruska
2000] z poziomem istotnosci 0,05 (hipoteza H, testu zakltada, ze badane wartosci
pochodza z rozkladu normalnego o wyestymowanych parametrach). Jezeli test byt
pozytywny, wyznaczano prognoze punktowa i przedziat ufnosci dla wzglednej war-
tosci VaR na kolejny dzien (£ =1/250) dla ustalonego poziomu tolerancji « =0,05.
Jezeli test byl negatywny, pomijano taka probke. Nastepnie szereg stop zwrotu prze-
suwano o jeden dzien i powtarzano procedure. Dodatkowo Zadano takze, aby dla
kazdego instrumentu mozna bylo skonstruowac¢ co najmniej 300 jednodniowych
prognoz wzglgdnej wartosci zagrozonej (co najmniej 300 razy powinny by¢ spetnio-
ne zatozenia modelu). Zadane warunki spehnito 65 instrumentow.

Na rysunku 1 przedstawiono jednodniowe prognozy punktowe i przedziaty ufno-
sci uzyskane w trakcie symulacji dla poziomu ufnosci 0,95 (doktadniej wartosci
In(1-wzVaR), por. wzor (7)) wraz ze zrealizowang logarytmiczng stopg zwrotu dla
spotki KGHM.

Na przyktad przedzial ufnosci dla poziomu 0,95 (wyznaczany jako

[O0.0255 Qo751 O, — kwantyl rzedu p) odczytany z rozktadu wzVaR* wygenero-

wanego na dzien 29.07.2011 wynosi [0,0215; 0,0313]. Przedziat ten powinien pokry¢
warto$¢ zagrozong z dnia nast¢pnego z poziomem ufnosci 0,95. Natomiast prognoza
punktowa obliczona na ten sam dzien wynosi wzVaR = 0,0260 (czyli VaR wynosi
2,6% w stosunku do warto$ci poczatkowej, oszacowane ¢ 1 ¢ wynosza odpowiednio
0,161 10,259 w skali roku).

W tym przypadku rozpigtos¢ przedziatu ufnosci w stosunku do prognozy punk-
towej wynosi 38%. Natomiast $rednia warto$¢ rozpigtosci przedzialow ufnosci
w stosunku do prognoz punktowych z tego samego okresu byta réwna 37,4%. Od-
chylenie standardowe wyniosto 2,8%, co oznacza niewielkie roznice pomigdzy
wzglednymi rozpigtosciami przedziatow ufnoscei.

Zweryfikowano takze zgodnos¢ prognoz punktowych wartosci zagrozonej z za-
obserwowanymi startami w rzeczywistosci. W tym celu uzyto testu Kupca z przyje-
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tym 5-procentowym poziomem istotnosci [Aleksander 2008] (hipoteza zerowa testu
zaklada, Ze czestotliwo$¢ przekroczen wartosci VaR nie rozni si¢ istotnie od zatozo-
nego poziomu tolerancji & ). Wartos¢ prawdopodobienstwa dla obliczonej statystyki
wyniosta 0,12, wigc nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (aby odrzucic¢
hipotez¢ H, warto$¢ ta musialaby by¢ wigksza lub réwna 0,95).

wzVAR (KGHM)

logarytmiczna stopa zwrotu — — prognoza punktowa

kwantyl 0,025 —— kwantyl 0,975 |
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Rys. 1. Jednodniowe prognozy wartosci zagrozonej

Zr6dlo: opracowanie wilasne.

Tego samego testu uzyto takze do przetestowania liczby przekroczen dla kilku
wybranych wartosci z przedziatu ufnosci. Wartosci te to wybrane kwantyle rozktadu

wzVaR* zawarte w przedziale ufnosci, np. kwantyle O, z kazdego przedziatu

mozna potraktowac jako prognozg punktowa wartosci zagrozonej. W tabeli 1 przed-
stawiono wyniki testu Kupca dla kwantyli rz¢du od 0,05 do 0,95 (wartosci prawdo-
podobienstwa dla obliczonych statystyk, hipoteze zerowa dorzucamy, gdy wartos¢
jest wicksza od 0,95 lub rowna 0,95, wartos¢ 0 oznacza idealng zgodnos$¢).

Jak wynika z tab. 1, dla kwantyli niskich i wysokich rzedow test Kupca byt nega-
tywny, a prognozy odpowiednio niedoszacowane i przeszacowane. Mozna jednak
stwierdzi¢, ze w tym eksperymencie przedziat ufnosci pokryt wzgledng warto$¢ za-
grozona.

Opisang procedur¢ powtdrzono w przypadku pozostalych — instrumentow.
W pierwszej kolejnosci sprawdzono dla kazdego instrumentu, jaka $rednig warto$¢
przyjmie rozpigtos¢ przedzialu z 95-procentowym poziomem ufnosci w stosunku do
prognozy punktowej wzVaR. Najmniejsza zaobserwowang warto$cig byto 33,6%, naj-
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Tabela 1. Wyniki testu Kupca

Qo5 | Qo1 | Qo.1s | Qo2 | Qozs | Qos | Qoss | Qoa | Qoas | Qos | Qoss | Qos | Qoses | Qo7 | Qors | Qos | Qo.ss | Qoo | Qoos

1 ISR 0,90 | 0,77 | 0,70 | 0,44 | 0,31 | 0,10 | 0,26 | 0,72 [ 0,86

0-0,25
0,25-0,5 i . L .
05-075 Skala koloréw przypisanych do wartosci. Kolor czarny oznacza odrzucenie
0.75 - 0.95 hipotezy zerowej w tescie Kupca

- >0,95

Zrodlo: opracowanie wlasne.

wigkszg 39,6%. Wartos$¢ $rednia dla wszystkich instrumentoéw to 36,7%. Odchylenie
standardowe wynosito ok. 2,5%. Zatem wzgledne rozpigtosci przedziatdow ufnosci
poszczegdlnych instrumentdéw nie wykazujg wickszych rdznic pomiedzy soba.

0-0,25
0 25’_ 03 Skala kolorow przypisanych
0’5 0 7’5 do warto$ci. Kolor czarny
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Czestotliwosé przekrocze wzVaR dla kolejnych kwantyli
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Rys. 2. Wyniki testu Kupca

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Kolejnym krokiem byta weryfikacja prognoz punktowych wzVaR oraz wybra-
nych kwantyli rozktadu wzVaR* (ktore takze sg prognozami punktowymi). Na ry-
sunku 2 po lewej stronie przedstawiono wyniki dla wszystkich instrumentéw (warto-
sci prawdopodobienstwa dla obliczonych statystyk testu Kupca, hipoteze zerowag
odrzucamy, gdy wartos¢ ta jest wigcksza od 0,95 Iub roéwna 0,95). Pionowy pojedyn-
czy pasek reprezentuje prognoze punktowa wzVaR. Instrumenty posortowano rosna-
co ze wzgledu na wartos$ci prawdopodobienstwa statystyki Kupca tej prognozy. Po
prawej stronie przedstawiono empiryczne czestotliwosci przekroczen wzVaR dla
odpowiednich kwantyli rozktadu wzVaR*.

Mozna zauwazy¢, ze w kazdym przedziale znalazty si¢ prognozy wzVaR
nieistotnie rozne od wartosci rzeczywistej. Dla kazdego instrumentu optymalna
prognoza wzVaR byta wewnatrz przedzialu ufnosci. Jest to widoczne takze na wy-
kresie z czestotliwosciami przekroczen wzVaR. Zaczynajac od najmniejszego
kwantyla, nalezy stwierdzi¢, ze czgstotliwosci przekroczen dla kazdego instrumen-
tu byly wigksze niz zalozony poziom tolerancji 0,05, a dla najwigkszego kwantyla
— mniejsze niz zatozone 0,05. Inaczej moéwiac, dla kazdego instrumentu w prze-
dziatach ufnos$ci znajdowat si¢ kwantyl rzgdu p, dla ktorego czgstotliwos¢ przekro-
czen wzVaR byla tak blisko, jak to tylko mozliwe, zadanego poziomu tolerancji
(np. dla niektoérych ilosci probek odsetek 0,05 nie zawsze bedzie liczba catkowita.
Mozna stwierdzi¢ zatem, ze w §wietle przeprowadzonych badan wyznaczone prze-
dziaty ufno$ci pokryly wzgledng warto$¢ zagrozona (przy zalozonym poziomie
tolerancji 0,05 i horyzoncie jednego dnia).

4. Podsumowanie

W artykule wyznaczano prognozy wartosci zagrozonej oraz przedzialy ufnosci po-
krywajace wartos¢ zagrozong (doktadniej jej wzgledng warto$¢ w stosunku do ceny
poczatkowej instrumentu). Do weryfikacji prognoz uzyto testu Kupca. Dla prognoz
punktowych obliczanych ,,standardowo” (wzor (8)) test Kupca wykazal zgodno$é
dla ok. 90% spotek. W przypadku przedziatoéw z 95-procentowym poziomem ufnosci
w kazdym przedziale znalazty si¢ prognozy nieistotnie rézne od wartosci zagrozonej
i kazdy przedziat ufnosci pokryt VaR.

Srednia wzgledna rozpigtosé przedziatow ufnosci w stosunku do prognozy punk-
towej byta podobna dla wszystkich badanych instrumentow i wynosita ok. 37%.

W artykule przedstawiono wyniki badan w przypadku modelu, w ktorym para-
metry byly estymowane na podstawie 100 jednodniowych logarytmicznych stop
zwrotu. Te same badania przeprowadzono takze w przypadku estymacji ze 150 da-
nych, przy czym im dhuzszy szereg, tym mniej razy spetnione sg zatozenia modelu
(w przypadku 200 danych tylko kilkanascie spotek spenito zaktadane warunki 300
prognoz). Wyniki w obu przypadkach sa podobne, aczkolwiek nie identyczne, roz-
pictos¢ przedziatdéw ufnosci (w przypadku 150 danych uzytych do estymacji) jest
nieznacznie mniejsza, przy czym, jak wspominano, model mozna zastosowaé wow-
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czas mniejszg liczbe razy. W przypadku mniejszych poziomow tolerancji wartosci
zagrozonej obnizenie jej wartosci ponizej 0,03 skutkuje znacznym pogorszeniem
wlasnosci prognostycznych modelu. Jest to wynik prawdopodobnie zbyt lekkich
ogondéw rozktadu normalnego, poniewaz znaczna cze$¢ prognoz wzVaR jest wOw-
czas niedoszacowana.
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CONFIDENCE INTERVAL FOR VALUE AT RISK

Summary: Calculating Value at Risk from assumed probability distribution is associated
with the estimation of the parameters of this distribution. Estimators of these parameters are
random variables. This fact allows us to calculate confidence intervals for Value at Risk. In
the article, the author calculated confidence intervals for VaR, in case, where the share’s
price is described by Geometric Brownian Motion.

Keywords: Value at Risk, interval forecast, financial risk.



