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GRANICA EFEKTYWNOSCI

PORTFELI INWESTYCYJNYCH

A INDEKS OGONA ROZKLADU STOPY ZWROTU
— ANALIZA EMPIRYCZNA NA PRZYKLADZIE
GPW W WARSZAWIE'

Streszczenie: Przedmiotem artykutu jest proba odpowiedzi na pytanie, czy istnieje zwiazek
pomigdzy wartoscig indeksu ogona rozktadu stabilnego a granica efektywnosci inwestycji.
Wykorzystane zostang walory notowane na GPW w Warszawie w latach 2000-2009. Opty-
malizacja portfeli przeprowadzona zostanie na podstawie strategii minimalizacji ryzyka przy
jednoczesnej maksymalizacji dochodu. Badanie wykaze, jaka jest optymalna alokacja akty-
wow w portfelach tworzacych granice efektywnosci inwestycji.

Stowa kluczowe: rozktady stabilne, granica efektywnosci, ryzyko, portfele optymalne.

1. Wstep

Proces inwestowania jest zjawiskiem obecnym w bardzo wielu dziedzinach zycia,
a jego glownym zatoZeniem jest pomnazanie w czasie poczatkowej wartosci zainwe-
stowanego kapitalu. Szeroko rozumiany rynek finansowy jest obszarem bardzo zto-
zonym w aspekcie zarowno badawczym, jak i inwestycyjnym. Mozliwosci pomna-
zania kapitatu jest bardzo wiele: inwestycje w papiery wartoSciowe, nieruchomosci,
dzieta sztuki, fundusze inwestycyjne itp., natomiast kazda z nich narazona jest na
ryzyko oraz niepewno$¢. Strategie inwestycyjne wybierane przez inwestora dobiera-
ne sg subiektywnie, zgodnie z indywidualnymi preferencjami. Niemniej jednak ich
efektywnos$¢ nalezy skorelowac z rzeczywistoscia rynku. Rozwazajac Srodowisko
rynkéw finansowych, nalezy zwroci¢ uwagg na specyficzne statystyczne wlasnoscei,
jakimi cechujg si¢ analizowane si¢ szeregi czasowe.

Stopy zwrotu, bedace przedmiotem badania, charakteryzuja si¢ wysokim pozio-
mem zmienno$ci, tworzeniem skupisk danych, heteroskedastycznoscia wariancji,
leptokurtoza czy tez wystegpowaniem grubych ogondéw empirycznych rozktadow.

! Praca napisana w ramach grantu promotorskiego o numerze KBN: N N111 299838.
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Zatozenie normalnosci rozktadu stopy zwrotu nie jest obecnie odpowiednim pode;j-
sciem przy budowaniu portfeli inwestycyjnych. Nieuwzglgdnianie wspomnianych
wlasnosci moze negatywnie wptywaé na alokacje¢ kapitatu, a tym samym na efek-
tywnos¢ inwestycji.

Biorac pod uwage powyzsze charakterystyki, zaproponowano klas¢ rozktadow
prawdopodobienstwa, ktore doktadniej dopasowuja si¢ do rozktadow empirycznych
— rozklady stabilne. Teoretyczne badania nad ich wlasnosciami zapoczatkowali
B. Mandelbrot [1963] oraz E. Fama [1965] w latach 60. XX wieku, jednakze ze
wzgledu na stopien ztozonosci oraz brak odpowiedniego aparatu obliczeniowego nie
byly szeroko wykorzystywane w praktyce. Rozklady nalezace do tej klasy cechuja
si¢ pewnym parametrem ksztattu, umozliwiajacym modelowanie asymetrii oraz gru-
bosci ogona rozktadu, co czyni je uzytecznymi w wielu dziedzinach nauki (od inzy-
nierii, przez fizyke, az po zastosowanie na rynkach finansowych).

Wiasnosci rozktadow stabilnych majg szczegdlne znaczenie w analizie portfelo-
wej. Jak wspomniano powyzej, zasadno$¢ stosowania rozktadu normalnego do anali-
zy finansowych szeregdw czasowych, jakimi sg stopy zwrotow z inwestycji, nie jest
odpowiednia, a w zwigzku z tym zmodyfikowac¢ nalezy takze sposob budowy portfe-
la inwestycyjnego. W artykule przedstawiono optymalng alokacj¢ aktywow w przy-
padku klasycznym, opartym na rozktadzie normalnym, oraz nieklasycznym, wyko-
rzystujacym rozklad stabilny. Badanie przeprowadzono na podstawie wybranych
waloréw notowanych na GPW w Warszawie.

2. Metodologia

Teoria budowy portfela inwestycyjnego zapoczatkowana w latach 50. XX wieku
przez H. Markowitza oraz sposob wyboru optymalnej strategii inwestycyjnej oparte
sg na dwoch podstawowych ilosciowych charakterystykach instrumentow finanso-
wych: oczekiwanym dochodzie oraz ryzyku. Zatem problem decyzyjny, przed jakim
stoi indywidualny inwestor, determinowany jest rodzajem aktywow oraz strategia
inwestycyjna, jaka jest gotow zrealizowa¢ [Tarczynski 1997, s. 67]. Z matematycz-
nego punktu widzenia wybor efektywnego portfela w teorii Markowitza moze zosta¢
przedstawiony jako zagadnienie programowania kwadratowego, ktorego funkcjg celu
jest maksymalizacja oczekiwanego dochodu przy zadanym poziomie ryzyka lub
minimalizacja ryzyka przy zadanym poziomie oczekiwanego dochodu. Poziom za-
réowno oczekiwanego dochodu, jak i akceptowalnego ryzyka sg subiektywnie dobie-
rane przez indywidualnego inwestora. Niemniej jednak teoria ta zaklada rozktad
normalny stopy zwrotu oraz wariancj¢ jako miarg ryzyka. Podejscie to mozna uogol-
ni¢ na przypadek rozktadow stabilnych, ktérego szczegdlnym rodzajem jest rozktad
normalny.

Rodzina rozkladow stabilnych stosowana jest w modelowaniu stop zwrotu akty-
wow finansowych z wielu powodow, do ktérych zalicza sie:
— uwzglednianie przez te rozktady leptokurtozy oraz sko$nosci rozktadu,
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— rozklady stabilne sg wygodne w modelowaniu ze wzgledu na liczbg charakte-
ryzujacych je parametrow [Belkacem 1997, s. 3].
Niech X oznacza jednowymiarowg zmienng losowa majaca rozktad stabilny:

X~S, ( B0y, yX). Rozklad tej zmiennej najwygodniej przedstawi¢ za pomoca
funkcji charakterystycznej [Samorodnitsky, Taqqu 1994, s. 5]:

exp{i,ut?—o-a|9|a (1—iﬁsign(6’)tan%)} dla =1
9 (0)=EexpifX =

B

exp{iy&—a|¢9|[1+iﬂ£(sign(9))ln|€|} dla a =1
T

gdzie: 0 <a <2 jest indeksem stabilnosci, —1< <1 jest parametrem skosnosci,
o >0 jest parametrem skali, natomiast xR — jest parametrem potozenia, oraz

1 dla 050
sign(6)=10 dla 6=0.
-1 dla 6<0

Dodatkowo nalezy podkresli¢, iz rozklady stabilne majg tzw. obszar przyciggania
(domain of attraction), co oznacza, ze wszystkie rozklady stabilne wchodzace
w zakres tego obszaru cechuja si¢ podobnymi wtasnosciami.

3. Problem optymalnej alokacji aktywow

Budowa portfela inwestycyjnego zwigzana jest z problemem wtasciwej alokacji ak-
tywow. Odpowiednie proporcje udziatdw spotek w portfelu umozliwiajg z jednej
strony zminimalizowanie ryzyka inwestycyjnego, natomiast z drugiej strony — uzy-
skanie maksymalnego poziomu oczekiwanego dochodu. Rozktady stabilne cechuje
wlasno$¢ stabilnosci ze wzgledu na probabilistyczny schemat sumowania. Oznacza
to, ze liniowa kombinacja niezaleznych stabilnych zmiennych losowych majacych
indeks stabilnosci & jest w dalszym ciggu stabilng zmienng losowa z tym samym
indeksem stabilno$ci. Tylko rozktady stabilne majg te¢ wiasnos¢. Jest to wazna cecha
z punktu widzenia analizy portfelowej.

Jesli R,R,, ...,R, saniezaleznymi stabilnymi zmiennymi losowymi z indeksem

stabilnosci a, tzn. R, ~ S, (B,.0,,4,),i=1,..,N, wtedy [Mittnik, Rachev, Schwartz
2002, s. 55]:

N
R, :ZWiRi ~S, (IBP’O-P’IUP)7

i=1
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gdzie:

1
o, - ((|w]|01)a +...+(|WN|0N)a)” jesli a#l

|W;|O'1 +|w2|0'2 +...+|wN|0'N jesli a =1

sign(w;) B, (|w1|0'1 )a +...+sign(wy) By (|WN|O'N )a

- ~ jesli a #1
_ (|w1|0'1) +...+(|wN|O'N)
By
Sign(wl)ﬂl |W1|O-1 +---+Sign(WN)'BN |WN|O_N jesli o =1
lwi| o) +...+|wy|oy
Wl + .ot Wy Ly jeshi a =1

Hr = —3(w11n|w1|alﬁ1 oty InfwyloyBy) jesli =1
T

W sytuacji gdy parametr stabilnosci o <2, wariancja zmiennej losowej o roz-
ktadzie stabilnym jest nieskonczona, nie moze zatem reprezentowaé miary ryzyka
i zaleznosci w kategoriach wariancji lub korelacji [Rachev, Mittnik, Stable 2000,
s. 25]. Stad ryzyko mozna wyrazi¢ w kategoriach parametru skali, podobnie jak od-
chylenie standardowe w przypadku teorii Markowitza. Przypadek jednowymiarowy
przedstawiony powyzej mozna uogolni¢ na N-wymiarowg zmienng losowa [Samo-
rodnitsky, Taqqu 1994, s. 57-110].

Niech zmienna losowa R bedzie wektorem o wymiarze N. Zmienna losowa R
jest stabilna, jesli jej funkcja charakterystyczna wyrazona jest wzorem:

exp {i@Tu - J.S |

exp {i@Tu - L ’

gdzie: miara widmowa I jest ograniczong nieujemng miarg w przestrzenie jednost-

G)Ts‘“ (1—isign(®Ts)tan%jF(ds)} dla a#1
0, (0)=

b

.2 B
@Ts‘(l+l;s1gn(®Ts)ln(®Ts))F(ds)} dla a=1

kowej S, jednostkowy wektor s € .S, jest wektorem funkcji catkowalnych, nato-

miast u jest wektorem potozenia. W przypadku gdy parametr stabilno$ci jest wigkszy
od jednosci, wektor potozenia u jest wektorem wartosci oczekiwanych komponentow

wektora R, tj. u=FE [R] Parametr skali portfela N-sktadnikowego, bedacego kom-

N
binacjg liniowa postaci R, = Z w,R., mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

i=l1

WTS‘F(dS).

o’ [RP] - J‘S,\,
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Miara o [RP] reprezentuje ryzyko portfela. Struktura zaleznosci pomig¢dzy

dwoma indywidualnymi sktadnikami portfela wyrazona jest za pomocg kowarian-
cji [Samorodnitsky, Taqqu 1994, s. 87-88] (zalezno$¢ pomiedzy dwiema syme-
trycznymi stabilnymi zmiennymi losowymi), okreslonej jako:

1 60‘“(wl.R,. +wJ.RA/.)

[R.&,], =

_ (@-1)
a 6W |va:0,»‘1/:1_ J‘SN ‘Sisj r(ds)7

1

a’? dla a=0

gdzie a'” :|a|p Sign(a):{_|a|p dla a<0

4. Analiza empiryczna

Analizg portfelowg przeprowadzono na podstawie notowan wybranych spotek war-
szawskiej Gieldy Papierow Wartosciowych od stycznia 2000 r. do grudnia 2009 r.
Wykorzystano akcje spotek, ktore byly notowane rownolegle do notowan indeksu
WIG20. Zbudowano 5 portfeli dwusktadnikowych, a gléwnym kryterium wyboru
spotek wchodzacych w ich sktad byla minimalizacja wspolczynnika korelacji po-
miedzy poszczegdlnymi walorami. Ostatecznie do budowy portfeli wykorzystano
notowania spotek JUPITER, SWIECIE, RAFAKO, BUDIMEX, MOSTALZAB oraz
INGBSK, natomiast ostateczne sktadowe kazdego z nich przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Sktadowe portfeli inwestycyjnych

Portfel Sktadniki portfela
JUPITER
Portfel 1 -
SWIECIE
RAFAKO
Portfel 2 -
SWIECIE
BUDIMEX
Portfel 3
JUPITER
MOSTALZAB
Portfel 4 -
SWIECIE
INGBSK
Portfel 5 p
SWIECIE

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Analiza indywidualnych sktadnikéw portfeli wykazata, ze warto$¢ indeksu sta-
bilnos$ci zawiera si¢ w przedziale od 1,33 do 1,61. Swiadczy to o rozbieznosSci
z rozkladem normalnym, czego dowodza wyniki testow Kolmogorowa-Smirnowa
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oraz Jarque-Bera. Dodatkowo, poniewaz o < 2, wariancja rozkladu stabilnego stopy
zwrotu jest nieskonczona, natomiast parametr potozenia reprezentuje wartos¢ ocze-
kiwang (dla 1 < < 2).

Na rysunku 1 przedstawiono histogram stopy zwrotu akcji spotki INGBSK oraz
dopasowany rozktad stabilny. Jak wida¢, rozktad stopy zwrotu spotki INGBSK jest
leptokurtyczny. Znacznie wigcej obserwacji skoncentrowanych jest wokot parametru
potozenia, reprezentowanego warto$cig oczekiwanag, niz w przypadku rozktadu gaus-
sowskiego. Ponadto indeks stabilnosci $wiadczy o wystgpowaniu grubych ogonow.

50
40
30
20

10

0,1 ~0,05 0 0,05 0,1

Rys. 1. Dopasowanie rozkladu stabilnego — INGBSK

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Ponizej przedstawiono graficzne poroéwnanie granicy efektywnosci inwestycji
otrzymanej przy zastosowaniu klasycznej teorii Markowitza, tj. dla & =2 (rozklad
normalny), z teorig wykorzystujaca zalozenie stabilnosci rozktadu stopy zwrotu, tj.
dla @ < 2. Na rysunku 2 przedstawiono granice efektywne dla Portfela 1, ktorego
sktadowymi sa walory JUPITER oraz SWIECIE.

Rysunek 2 ukazuje granice efektywne w przypadku zastosowania klasycznej
teorii Markowitza oraz przy wykorzystaniu rozktadow stabilnych. Granica wyzna-
czona wedtug teorii Markowitza okazuje si¢ nieefektywna. Stosujgc rozklad sta-
bilny, uzyskano znacznie nizsze ryzyko dla dowolnej alokacji sktadnikow w port-
felu. Podobne wnioski mozna wyciagna¢, analizujgc oczekiwany dochdod. Na przy-
ktad ryzyko zwigzane z uzyskaniem oczekiwanego dochodu na poziomie 0,05%
wynosi dla rozktadu stabilnego niespetna 1,1%, podczas gdy dla rozktadu normal-
nego oscyluje w granicach 2,06%. Tym samym réwniez efektywne udziaty spotek
w portfelu bedg istotnie rdzne.

W przypadku granicy stabilnej uzyskanie 0,05% oczekiwanej stopy zwrotu zwig-
zane jest z budowg portfela sktadajacego si¢ w blisko 80% z akcji spotki JUPITER
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Rys. 2. Granice efektywne — Portfel 1

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rys. 3. Granice efektywne — Portfel 5

Zrodto: obliczenia wlasne.

oraz w pozostalej czesci z akeji spotki SWIECIE. Natomiast w przypadku granicy
gaussowskiej portfel powinien sktadac¢ si¢ w ok. 17% z waloréw spotki JUPITER
przy pozostalym udziale waloréw spotki SWIECIE. Wynika stad catkowicie od-
mienna alokacja aktywow w przypadku obu prezentowanych teorii. Ponadto, jak
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wynika ze stabilnej granicy efektywnej, inwestor podejmujacy 1% ryzyka moze uzy-
ska¢ oczekiwany efektywny dochdd na poziomie przekraczajacym 0,08% (przy od-
powiednim udziale sktadnikéw badanego portfela).

Na rysunku 3 przedstawiono granice efektywne uzyskane dla Portfela 5, skta-
dajacego si¢ z waloréow INGBSK oraz SWIECIE. W tym przypadku, podobnie jak
dla Portfela 1, granica gaussowska jest nieefektywna w poréwnaniu z granicg sta-
bilng. Dodatkowo wida¢, iz zaktadajac brak mozliwosci dokonywania krotkiej
sprzedazy, nie mozna dokona¢ takiej alokacji sktadnikow w portfelu, aby dla obu
efektywnych granic uzyska¢ dla zadanego poziomu ryzyka odpowiednie wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu oraz dla oczekiwanej stopy zwrotu odpowiednie warto-
$ci poziomu ryzyka.

5. Podsumowanie

Rozbieznosci obserwowane w poziomie dochodu i ryzyka dla granic efektywnych
obu analizowanych modeli moga wynika¢ z duzej r6znicy rozktadu empirycznego od
teoretycznego rozktadu normalnego. Sktadniki portfela cechujg si¢ leptokurtoza oraz
grubymi ogonami, co sugeruje odrzucenie podejscia zaktadajacego rozktad normalny
stopy zwrotu, bedacego podstawowym zalozeniem teorii Markowitza. We wszyst-
kich przypadkach granica efektywnosci uzyskana metoda Markowitza okazata si¢
nieefektywna w poroéwnaniu z granica efektywnos$ci utworzong przy zatozeniu, ze
stopy zwrotu rozwazanych akcji podlegajg rozktadowi stabilnemu. Wynika stad, ze
poziom indeksu stabilno$ci wptywa na sposob alokacji aktywoéw w portfelu inwesty-
cyjnym. Grubo$¢ ogona empirycznego rozktadu, wynikajaca z poziomu parametru
stabilnos$ci, uwzglgdnia wystgpowanie obserwacji istotnie oddalonych od jego cen-
tralnej czesci. Stosowanie rozktadu normalnego prowadzi do zupelie odmiennej
alokacji aktywow. Rozktad gaussowski jest dobrym przyblizeniem pewnych zjawisk
ekonomicznych, ale jak dowodza badania nad jego doktadnos$cig i zasadnos$cig sto-
sowania, w przypadku aktywow finansowych bardziej stosowne jest wykorzystanie
rozkltadéw alternatywnych, jakimi sg rozklady stabilne. Gléwng zaleta metody jest
wykorzystanie klasy i wlasnosci rozktadow prawdopodobienstwa, ktore w sposob
doktadniejszy dopasowuja si¢ do rzeczywistych rozkladow stop zwrotu akcji,
uwzgledniajac podstawowe charakterystyki finansowych szeregow czasowych. Po-
dejscie takie jest wazne zwlaszcza w przypadku rozktadéw o grubych ogonach. Jako
wade podej$cia mozna wskaza¢ ograniczenie dotyczace réwnosci indeksu ogona
wszystkich sktadnikow budowanego portfela. Zatozenie takie w praktyce nie jest
spelnione, co moze obciazy¢ uzyskane wyniki charakterystyk portfela pewnym ble-
dem szacunku. Prezentowany sposdb wyznaczania granicy efektywnej portfeli inwe-
stycyjnych stanowi ciekawa alternatywg dla podejécia klasycznego, niewatpliwie
wartg dalszego studiowania w aspekcie zarowno teoretycznym, jak i praktycznym.
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THE EFFICIENT FRONTIER OF INVESTMENT PORTFOLIOS
AND THE TAIL INDEX OF DISTRIBUTION OF RETURNS
— AN EMPIRICAL ANALYSIS ON THE WSE

Summary: The aim of this paper is an attempt to answer the question if there exists any re-
lationship between the index of stability of stable distribution and portfolio efficiency fron-
tier. The data from the WSE is used (over the period 2000-2009). Portfolio optimization
based on minimizing the risk while maximizing the expected return is considered. The study
shows what the optimal allocation of assets in investment portfolios which create investment
efficiency frontier is.

Keywords: stable distributions, efficient frontier, risk, optimal portfolios.



