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GRANICA EFEKTYWNOŚCI 
PORTFELI INWESTYCYJNYCH 
A INDEKS OGONA ROZKŁADU STOPY ZWROTU 
– ANALIZA EMPIRYCZNA NA PRZYKŁADZIE 
GPW W WARSZAWIE1 

Streszczenie: Przedmiotem artykułu jest próba odpowiedzi na pytanie, czy istnieje związek 
pomiędzy wartością indeksu ogona rozkładu stabilnego a granicą efektywności inwestycji. 
Wykorzystane zostaną walory notowane na GPW w Warszawie w latach 2000-2009. Opty-
malizacja portfeli przeprowadzona zostanie na podstawie strategii minimalizacji ryzyka przy 
jednoczesnej maksymalizacji dochodu. Badanie wykaże, jaka jest optymalna alokacja akty-
wów w portfelach tworzących granicę efektywności inwestycji. 

Słowa kluczowe: rozkłady stabilne, granica efektywności, ryzyko, portfele optymalne. 

1. Wstęp 

Proces inwestowania jest zjawiskiem obecnym w bardzo wielu dziedzinach życia,  
a jego głównym założeniem jest pomnażanie w czasie początkowej wartości zainwe-
stowanego kapitału. Szeroko rozumiany rynek finansowy jest obszarem bardzo zło-
żonym w aspekcie zarówno badawczym, jak i inwestycyjnym. Możliwości pomna-
żania kapitału jest bardzo wiele: inwestycje w papiery wartościowe, nieruchomości, 
dzieła sztuki, fundusze inwestycyjne itp., natomiast każda z nich narażona jest na 
ryzyko oraz niepewność. Strategie inwestycyjne wybierane przez inwestora dobiera-
ne są subiektywnie, zgodnie z indywidualnymi preferencjami. Niemniej jednak ich 
efektywność należy skorelować z rzeczywistością rynku. Rozważając środowisko 
rynków finansowych, należy zwrócić uwagę na specyficzne statystyczne własności, 
jakimi cechują się analizowane się szeregi czasowe.  

Stopy zwrotu, będące przedmiotem badania, charakteryzują się wysokim pozio-
mem zmienności, tworzeniem skupisk danych, heteroskedastycznością wariancji, 
leptokurtozą czy też występowaniem grubych ogonów empirycznych rozkładów. 
                    

1 Praca napisana w ramach grantu promotorskiego o numerze KBN: N N111 299838. 
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Założenie normalności rozkładu stopy zwrotu nie jest obecnie odpowiednim podej-
ściem  przy budowaniu portfeli inwestycyjnych. Nieuwzględnianie wspomnianych 
własności może negatywnie wpływać na alokację kapitału, a tym samym na efek-
tywność inwestycji. 

Biorąc pod uwagę powyższe charakterystyki, zaproponowano klasę rozkładów 
prawdopodobieństwa, które dokładniej dopasowują się do rozkładów empirycznych 
– rozkłady stabilne. Teoretyczne badania nad ich własnościami zapoczątkowali  
B. Mandelbrot [1963]  oraz E. Fama [1965] w latach 60. XX wieku, jednakże ze 
względu na stopień złożoności oraz brak odpowiedniego aparatu obliczeniowego nie 
były szeroko wykorzystywane w praktyce. Rozkłady należące do tej klasy cechują 
się pewnym parametrem kształtu, umożliwiającym modelowanie asymetrii oraz gru-
bości ogona rozkładu, co czyni je użytecznymi w wielu dziedzinach nauki (od inży-
nierii, przez fizykę, aż po zastosowanie na rynkach finansowych). 

Własności rozkładów stabilnych mają szczególne znaczenie w analizie portfelo-
wej. Jak wspomniano powyżej, zasadność stosowania rozkładu normalnego do anali-
zy finansowych szeregów czasowych, jakimi są stopy zwrotów z inwestycji, nie jest 
odpowiednia, a w związku z tym zmodyfikować należy także sposób budowy portfe-
la inwestycyjnego. W artykule przedstawiono optymalną alokację aktywów w przy-
padku klasycznym, opartym na rozkładzie normalnym, oraz nieklasycznym, wyko-
rzystującym rozkład stabilny. Badanie przeprowadzono na podstawie  wybranych 
walorów notowanych na GPW w Warszawie. 

2. Metodologia 

Teoria budowy portfela inwestycyjnego zapoczątkowana w latach 50. XX wieku 
przez H. Markowitza oraz sposób wyboru optymalnej strategii inwestycyjnej oparte 
są na dwóch podstawowych ilościowych charakterystykach instrumentów finanso-
wych: oczekiwanym dochodzie oraz ryzyku. Zatem problem decyzyjny, przed jakim 
stoi indywidualny inwestor, determinowany jest rodzajem aktywów oraz strategią 
inwestycyjną, jaką jest gotów zrealizować [Tarczyński   1997, s. 67]. Z matematycz-
nego punktu widzenia wybór efektywnego portfela w teorii Markowitza może zostać 
przedstawiony jako zagadnienie programowania kwadratowego, którego funkcją celu 
jest maksymalizacja oczekiwanego dochodu przy zadanym poziomie ryzyka lub 
minimalizacja ryzyka przy zadanym poziomie oczekiwanego dochodu. Poziom za-
równo oczekiwanego dochodu, jak i akceptowalnego ryzyka są subiektywnie dobie-
rane przez indywidualnego inwestora. Niemniej jednak teoria ta zakłada rozkład 
normalny stopy zwrotu oraz wariancję jako miarę ryzyka. Podejście to można uogól-
nić na przypadek rozkładów stabilnych, którego szczególnym rodzajem jest rozkład 
normalny.  

Rodzina rozkładów stabilnych stosowana jest w modelowaniu stóp zwrotu akty-
wów finansowych z wielu powodów, do których zalicza się: 
– uwzględnianie przez te rozkłady leptokurtozy oraz skośności rozkładu, 
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– rozkłady stabilne są wygodne w modelowaniu ze względu na liczbę charakte-
ryzujących je parametrów [Belkacem   1997, s. 3]. 
Niech X oznacza jednowymiarową zmienną losową mającą rozkład stabilny: 

( )~ , , .X X XX Sα β σ µ  Rozkład tej zmiennej najwygodniej przedstawić za pomocą 
funkcji charakterystycznej [Samorodnitsky, Taqqu 1994, s. 5]: 

( )
( )

( )( )

exp 1 sign tan dla 1
2

exp ,
2exp 1 sign ln dla 1

R

i i
E i X

i i

αα παµθ σ θ β θ α
ϕ θ θ

µθ σ θ β θ θ α
π

   − − ≠   
   = = 

   − + =     

 

gdzie: 0 2α< ≤  jest indeksem stabilności, 1 1β− ≤ ≤  jest parametrem skośności, 
0σ >  jest parametrem skali, natomiast Rµ∈ – jest parametrem położenia, oraz 

( )
1 dla 0

sign 0 dla 0.
1 dla 0

θ
θ θ

θ

>
= =
− <

 

Dodatkowo należy podkreślić, iż rozkłady stabilne mają tzw. obszar przyciągania 
(domain of attraction), co oznacza, że wszystkie rozkłady stabilne wchodzące  
w zakres tego obszaru cechują się podobnymi własnościami. 

3. Problem optymalnej alokacji aktywów 

Budowa portfela inwestycyjnego związana jest z problemem właściwej alokacji ak-
tywów. Odpowiednie proporcje udziałów spółek w portfelu umożliwiają z jednej 
strony zminimalizowanie ryzyka inwestycyjnego, natomiast z drugiej strony – uzy-
skanie  maksymalnego poziomu oczekiwanego dochodu. Rozkłady stabilne cechuje 
własność stabilności ze względu na probabilistyczny schemat sumowania. Oznacza 
to, że liniowa kombinacja niezależnych stabilnych zmiennych losowych mających 
indeks stabilności α  jest w dalszym ciągu stabilną zmienną losową z tym samym 
indeksem stabilności. Tylko rozkłady stabilne mają tę własność. Jest to ważna cecha 
z punktu widzenia analizy portfelowej. 

Jeśli 1 2, , ..., NR R R  są niezależnymi stabilnymi zmiennymi losowymi z indeksem 
stabilności α, tzn. ( )~ , , , 1, ..., ,i i i iR S i Nα β σ µ =  wtedy [Mittnik, Rachev, Schwartz 
2002, s. 55]: 

( )
1

~ , , ,
N

P i i P P P
i

R w R Sα β σ µ
=

=∑  
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gdzie: 

( ) ( )( )
1

1 1

1 2 2

... jeśli 1,
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N N
P

i N N

w w

w w w

α α ασ σ ασ
σ σ σ α


 + + ≠= 
 + + + =

 

( ) ( ) ( ) ( )
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1 1 1 1
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N N

P
N N N N

w w

w w w w

µ µ α
µ
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= 
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W sytuacji gdy parametr stabilności 2,α <  wariancja zmiennej losowej o roz-
kładzie stabilnym jest nieskończona, nie może zatem reprezentować miary ryzyka  
i zależności w kategoriach wariancji lub korelacji [Rachev, Mittnik, Stable 2000,  
s. 25]. Stąd ryzyko można wyrazić w kategoriach parametru skali, podobnie jak od-
chylenie standardowe w przypadku teorii Markowitza. Przypadek jednowymiarowy 
przedstawiony powyżej można uogólnić na N-wymiarową zmienną losową [Samo-
rodnitsky, Taqqu 1994, s. 57-110]. 

Niech zmienna losowa R  będzie wektorem o wymiarze N. Zmienna losowa R 
jest stabilna, jeśli jej funkcja charakterystyczna wyrażona jest wzorem: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
R

exp μ s 1 sign s tan s dla 1
2

,
2exp μ s 1 sign s ln s s dla 1

N

N

T T T

S

T T T T

S

i i d

i i d
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   Θ − Θ + Θ Θ Γ =     

∫

∫
 

gdzie: miara widmowa Γ  jest ograniczoną nieujemną miarą w przestrzenie jednost-
kowej ,NS  jednostkowy wektor NS∈s  jest wektorem funkcji całkowalnych, nato-
miast μ jest wektorem położenia. W przypadku gdy parametr stabilności jest większy 
od jedności, wektor położenia μ jest wektorem wartości oczekiwanych komponentów 
wektora R, tj. [ ]R .Eµ =  Parametr skali portfela N-składnikowego, będącego kom-

binacją liniową postaci 
1

,
N

P i i
i

R w R
=

=∑  można zapisać następująco: 

[ ] ( )w s s .
N

T
P S

R dασ = Γ∫  
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Miara [ ]PRασ  reprezentuje ryzyko portfela. Struktura zależności pomiędzy 
dwoma indywidualnymi składnikami portfela wyrażona jest za pomocą kowarian-
cji [Samorodnitsky, Taqqu 1994, s. 87-88] (zależność pomiędzy dwiema syme-
trycznymi stabilnymi zmiennymi losowymi), określonej jako: 

( ) ( )1
0, 1

1, | s ,
i j

N

i i j j
i j w w i jS

i

w R w R
R R s s d

w

α
α

α

σ

α
−

= =

∂ +
  = = Γ  ∂ ∫  

gdzie ( )
dla 0

sign .
dla 0

p
pp

p

a a
a a a

a a

 ≥= = 
− <

 

4. Analiza empiryczna 

Analizę portfelową przeprowadzono na podstawie notowań wybranych spółek war-
szawskiej Giełdy Papierów Wartościowych od stycznia 2000 r. do grudnia 2009 r. 
Wykorzystano akcje spółek, które były notowane równolegle do notowań indeksu 
WIG20. Zbudowano 5 portfeli dwuskładnikowych, a głównym kryterium wyboru 
spółek wchodzących w ich skład była minimalizacja współczynnika korelacji po-
między poszczególnymi walorami. Ostatecznie do budowy portfeli wykorzystano 
notowania spółek JUPITER, ŚWIECIE, RAFAKO, BUDIMEX, MOSTALZAB oraz 
INGBSK, natomiast ostateczne składowe każdego z nich przedstawiono w tab. 1. 

Tabela 1. Składowe portfeli inwestycyjnych 

Portfel Składniki portfela 

Portfel 1 
JUPITER 
ŚWIECIE 

Portfel 2 
RAFAKO 
ŚWIECIE 

Portfel 3 
BUDIMEX 
JUPITER 

Portfel 4 
MOSTALZAB 
ŚWIECIE 

Portfel 5 
INGBSK 
ŚWIECIE 

Źródło: obliczenia własne. 
 
Analiza indywidualnych składników portfeli wykazała, że wartość indeksu sta-

bilności zawiera się w przedziale od 1,33 do 1,61. Świadczy to o rozbieżności  
z rozkładem normalnym, czego dowodzą wyniki testów Kołmogorowa-Smirnowa  
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oraz Jarque-Bera. Dodatkowo, ponieważ 2<α , wariancja rozkładu stabilnego stopy 
zwrotu jest nieskończona, natomiast parametr położenia reprezentuje wartość ocze-
kiwaną (dla 21 << α ).  

Na rysunku 1 przedstawiono histogram stopy zwrotu akcji spółki INGBSK oraz 
dopasowany rozkład stabilny. Jak widać, rozkład stopy zwrotu spółki INGBSK jest 
leptokurtyczny. Znacznie więcej obserwacji skoncentrowanych jest wokół parametru 
położenia, reprezentowanego wartością oczekiwaną, niż w przypadku rozkładu gaus-
sowskiego. Ponadto indeks stabilności świadczy o występowaniu grubych ogonów. 

 

 

Rys. 1. Dopasowanie rozkładu stabilnego – INGBSK 

Źródło: obliczenia własne. 
 
Poniżej przedstawiono graficzne porównanie granicy efektywności inwestycji 

otrzymanej przy zastosowaniu klasycznej teorii Markowitza, tj. dla 2=α  (rozkład 
normalny), z teorią wykorzystującą założenie stabilności rozkładu stopy zwrotu, tj. 
dla 2<α . Na rysunku 2 przedstawiono granice efektywne dla Portfela 1, którego 
składowymi są walory JUPITER oraz ŚWIECIE. 

Rysunek 2 ukazuje granice efektywne w przypadku zastosowania klasycznej 
teorii Markowitza oraz przy wykorzystaniu rozkładów stabilnych. Granica wyzna-
czona według teorii Markowitza okazuje się  nieefektywna. Stosując rozkład sta-
bilny, uzyskano znacznie niższe ryzyko dla dowolnej alokacji składników w port-
felu. Podobne wnioski można wyciągnąć, analizując oczekiwany dochód. Na przy-
kład ryzyko związane z uzyskaniem oczekiwanego dochodu na poziomie 0,05% 
wynosi dla rozkładu stabilnego niespełna 1,1%, podczas gdy dla rozkładu normal-
nego oscyluje w granicach 2,06%. Tym samym również efektywne udziały spółek 
w portfelu będą istotnie różne.  

W przypadku granicy stabilnej uzyskanie 0,05% oczekiwanej stopy zwrotu zwią-
zane jest  z  budową portfela składającego się w blisko 80% z akcji spółki JUPITER 
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Rys. 2. Granice efektywne – Portfel 1 

Źródło: obliczenia własne. 
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Rys. 3. Granice efektywne – Portfel 5 

Źródło: obliczenia własne. 

oraz w pozostałej części z akcji spółki ŚWIECIE.  Natomiast w przypadku granicy 
gaussowskiej portfel powinien składać się w ok. 17% z walorów spółki JUPITER 
przy pozostałym udziale walorów spółki ŚWIECIE. Wynika stąd całkowicie od-
mienna alokacja aktywów w przypadku obu prezentowanych teorii. Ponadto, jak 
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wynika ze stabilnej granicy efektywnej, inwestor podejmujący 1% ryzyka może uzy-
skać oczekiwany efektywny dochód na poziomie przekraczającym 0,08% (przy od-
powiednim udziale składników badanego portfela). 

Na rysunku 3 przedstawiono granice efektywne uzyskane dla Portfela 5, skła-
dającego się z walorów INGBSK oraz ŚWIECIE. W tym przypadku, podobnie jak 
dla Portfela 1, granica gaussowska jest nieefektywna w porównaniu z granicą sta-
bilną.  Dodatkowo widać, iż zakładając brak możliwości dokonywania krótkiej 
sprzedaży, nie można   dokonać takiej alokacji składników w portfelu, aby dla obu 
efektywnych granic uzyskać dla zadanego poziomu ryzyka odpowiednie wartości 
oczekiwanej stopy zwrotu oraz dla oczekiwanej stopy zwrotu odpowiednie warto-
ści poziomu ryzyka. 

5. Podsumowanie 

Rozbieżności obserwowane w poziomie dochodu i ryzyka dla granic efektywnych 
obu analizowanych modeli mogą wynikać z dużej różnicy rozkładu empirycznego od 
teoretycznego rozkładu normalnego. Składniki portfela cechują się leptokurtozą oraz 
grubymi ogonami, co sugeruje odrzucenie podejścia zakładającego rozkład normalny 
stopy zwrotu, będącego podstawowym założeniem teorii Markowitza. We wszyst-
kich przypadkach granica efektywności uzyskana metodą Markowitza okazała się 
nieefektywna w porównaniu z granicą efektywności utworzoną przy założeniu, że 
stopy zwrotu rozważanych akcji podlegają rozkładowi stabilnemu. Wynika stąd, że 
poziom indeksu stabilności wpływa na sposób alokacji aktywów w portfelu inwesty-
cyjnym. Grubość ogona empirycznego rozkładu, wynikająca z poziomu parametru 
stabilności, uwzględnia występowanie obserwacji istotnie oddalonych od jego cen-
tralnej części. Stosowanie rozkładu normalnego prowadzi do zupełnie odmiennej 
alokacji aktywów. Rozkład gaussowski jest dobrym przybliżeniem pewnych zjawisk 
ekonomicznych, ale jak dowodzą badania nad jego dokładnością i zasadnością sto-
sowania, w przypadku aktywów finansowych bardziej stosowne jest wykorzystanie 
rozkładów alternatywnych, jakimi są rozkłady stabilne. Główną zaletą metody jest 
wykorzystanie klasy i własności rozkładów prawdopodobieństwa, które w sposób 
dokładniejszy dopasowują się do rzeczywistych rozkładów stóp zwrotu akcji, 
uwzględniając podstawowe charakterystyki finansowych szeregów czasowych. Po-
dejście takie jest ważne zwłaszcza w przypadku rozkładów o grubych ogonach. Jako 
wadę podejścia można wskazać ograniczenie dotyczące równości indeksu ogona 
wszystkich składników budowanego portfela. Założenie takie w praktyce nie jest 
spełnione, co może obciążyć uzyskane wyniki charakterystyk portfela pewnym błę-
dem szacunku. Prezentowany sposób wyznaczania granicy efektywnej portfeli inwe-
stycyjnych stanowi ciekawą alternatywę dla podejścia klasycznego, niewątpliwie 
wartą dalszego studiowania w aspekcie zarówno teoretycznym, jak i praktycznym.   
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THE EFFICIENT FRONTIER OF INVESTMENT PORTFOLIOS 
AND THE TAIL INDEX OF DISTRIBUTION OF RETURNS 
– AN EMPIRICAL ANALYSIS ON THE WSE 

Summary: The aim of this paper is an attempt to answer the question if there exists any re-
lationship between the index of stability of stable distribution and portfolio efficiency fron-
tier. The data from the WSE is used (over the period 2000–2009). Portfolio optimization 
based on minimizing the risk while maximizing the expected return is considered. The study 
shows what the optimal allocation of assets in investment portfolios which create investment 
efficiency frontier is.  

Keywords: stable distributions, efficient frontier, risk, optimal portfolios. 


