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WYBOR PORTFELA AKCJI
Z. WYKORZYSTANIEM NARZEDZI TEORII GIER

Streszczenie: Jednym z istotnych problemoéw podczas gry na gieldzie jest wybor odpowied-
niego portfela. Gracz pragnie duzego zysku, ale rownocze$nie i matego ryzyka. Kazdy rozsad-
ny gracz ogranicza swoj wybor tylko do portfeli nalezacych do efektywnego zbioru. Jednak
w tym momencie decyzja o wyborze jednego konkretnego portfela sposrod wskazanych jest
juz indywidualna i zalezy od gracza, jego awersji do ryzyka. W artykule problem ten zostat
przedstawiony jako gra — wewnetrzny konflikt gracza. Z jednej strony oczekuje on duzego
zysku, z drugiej strony oczekuje niskiego poziomu ryzyka. Ktory portfel powinien zosta¢
mu wskazany, aby usatysfakcjonowaé go pod wzgledem zaréwno oczekiwanej wygranej, jak
i ryzyka? W celu rozwigzania tak postawionego problemu pewna gra zostala sformutowana,
opisana i rozwigzana na podstawie modelu Raiffa gier kooperacyjnych.

Stowa kluczowe: gry kooperacyjne, model Raiffa, wybor portfela.

1. Wstep

Teoria gier jako dziedzina matematyki jest jedng z metod podejmowania decyzji
w $wiecie ekonomii w warunkach strategicznej niepewnosci co do dziatan, ktore po-
dejmuja inne podmioty. Wydaje si¢ wiec odpowiednim narz¢dziem do wykorzysta-
nia podczas gry na gietdzie. W pracy tej elementy teorii gier wykorzystane zostana
do wyboru portfela akcji przez gracza gietdowego.

Podczas gry na gieldzie gracz staje przed problemem wyboru odpowiedniego
dla siebie portfela. Znajac oczekiwane zyski wraz z poziomem ryzyka dla poszcze-
gblnych portfeli, musi on podjaé¢ decyzje o wyborze konkretnego portfela najko-
rzystniejszego dla niego. Z jednej strony pragnie oczywiscie uzyskac jak najwigkszy
zysk, z drugiej jednak — minimalizowa¢ ryzyko. Problem lezy wiec w wyborze ta-
kiego portfela, ktory usatysfakcjonowalby go pod wzgledem zarowno oczekiwane;j
wygranej, jak i ryzyka. W pracy tej rozwigzanie tak postawionego problemu znale-
zione zostalo na bazie teorii gier. Poszukiwanie odpowiedniego portfela potrakto-
wano jako pewng gre dwuosobowg i rozwigzano ja, wykorzystujac narzedzia gier
kooperacyjnych.
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Celem pracy jest przedstawienie mozliwosci wykorzystania teorii gier do kon-
strukcji portfela. Sposob postgpowania gracza gieldowego przeanalizowany zosta-
nie na podstawie danych pochodzacych z GPW w Warszawie.

2. Model Markowitza

W modelu Markowitza jako miara dochodu wykorzystywana jest oczekiwana stopa
zwrotu, a jako miara ryzyka odchylenie standardowe stop zwrotu. Wykorzystujac
dane historyczne, warto$¢ oczekiwang stopy zwrotu dla i-tej akcji wyznacza si¢ ze
wzoru [Haugen 1993]:

2 (1)

Er = >

1

n

gdzie: r,— stopa zwrotu i-tej akcji zrealizowana w k-tym okresie,
n — liczba okresow, z jakich pochodzg dane. Odchylenie standardowe sto-
py zwrotu dla i-tej akcji mozna obliczy¢, wykorzystujac wzor

2

Znajac rozklady stop zwrotu i odchylenie standardowe akcji wchodzacych
w sktad portfela, mozna okresli¢, ile wynosi oczekiwana stopa zwrotu z portfela
ijakie jest jego ryzyko. Przez oczekiwang stope zwrotu z portfela okresla si¢ srednia
wazong oczekiwanych stop zwrotu akcji wehodzacych w sktad portfela, przy czym
wagami sg ich udzialy w portfelu. Opisang zaleznos¢ dla portfela zbudowanego
z m akcji przedstawia wzor

n=;%&a 3)

gdzie: x,— waga i-tej akcji. Odchylenie standardowe dla portfela okreSla si¢ nato-
miast jako pierwiastek z sumy iloczyndéw postaci

COV(I’;,}"j)Xxl.Xxj, (4)

gdzie i, j =1, ..., m. Wyrazenie cov(r, rj) oznacza kowariancj¢ obliczang zgodnie ze
wzorem

6))

i(nk — Er;)(ry —Er,)'

cov(1) -
k=1 n
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Znajac oczekiwang stop¢ zwrotu i odchylenie standardowe dla portfeli, gracz
gieldowy musi podja¢ decyzje o wyborze jednego z nich. Latwo jest wskaza¢ gra-
czowi, ktory wybdr jest btedny ze wzgledu na to, iz istniejg portfele o takim samym
stopniu ryzyka, ale o wyzszej stopie zwrotu. Analogicznie gracz nie powinien wybie-
ra¢ portfela, gdy mozna zbudowac portfel o takiej samej stopie zwrotu, a mniejszym
poziomie ryzyka. Zbior wszystkich portfeli, jakie mozna utworzy¢ na podstawie roz-
patrywanej populacji akcji, nazywa si¢ zbiorem mozliwosci [Haugen 1993]. Krzywa
ograniczajaca zbior mozliwosci to zbior minimalnego ryzyka, czasami nazywany
pociskiem Markowitza. Wszystkie portfele lezace w nim majg najnizsze mozliwe do
osiggnigcia odchylenia standardowe dla zadanej wartosci oczekiwanej stopy zwrotu.
Jezeli dodatkowo na portfel zostanie natozony warunek, iz ma on najwyzsza mozli-
wa do osiagniecia stope zwrotu, przy zadanym poziomie ryzyka, otrzymuje si¢ tzw.
zbior efektywny, bedacy gérng czescig zbioru minimalnego ryzyka rozpoczynajaca
si¢ punktem o najnizszym ryzyku, zwanym globalnym portfelem minimalnego ry-
zyka. Z punktu widzenia gracza, biorac pod uwage tylko odchylenie standardowe
i oczekiwana stopg zwrotu, zbior efektywny okresla najlepsze portfele.

Decyzja wyboru konkretnego portfela sposrod zbioru efektywnego jest indywi-
dualng decyzjg gracza i zalezy od jego sktonnosci do ryzyka. Jednym ze sposobow
wskazania postepowania jest wykorzystanie krzywych obojetnosci. W tym przypad-
ku gracz powinien wybra¢ portfel bedacy punktem stycznosci krzywej obojetnosci
do zbioru efektywnego. W ten sposob gracz otrzymatby tzw. portfel maksymalnej
uzytecznosci (portfel Z na rys. 1). Kazdy bowiem inny portfel lezy na krzywej obo-
jetnosci odpowiadajacej nizszej warto$¢ funkcji uzytecznosci.

A
Ro

Sp

Rys. 1. Wybor portfela maksymalnej uzytecznosci
Zrodto: [Jajuga 1997].
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Niestety, metoda ta wymaga wyznaczenia rzeczywistych krzywych obojetnosci
dla danego gracza, co w praktyce stwarza wiele problemow.

3. Gry kooperacyjne

Dwuosobowe gry kooperacyjne zaktadaja mozliwo$¢ porozumienia si¢ graczy przed
gra i wspolny wybor pewnego rozwigzania. Gracze mogg rozszerzy¢ tradycyjny ob-
szar wyptat w danej grze przez korelowanie swoich strategii mieszanych. Gdy gra-
cze wspoéldziataja, moga zastosowac taczne strategie zrandomizowane [Luce, Raiffa
1964], czyli strategie zrandomizowane ustalone przez obydwu graczy, przy czym
nie kazda taczna randomizacja daje si¢ zrealizowac przez niezalezny wybor strategii
mieszanych. Gracze oczywiscie ograniczajg utworzony w ten sposob zbior do zbioru
strategii lacznie niezdominowanych, gdzie punkt (a, p ) jest tacznie zdominowa-
ny przez (al, ﬂl), jezeli o, 2a oraz B = . Jest to tzw. faczny zbiér maksymal-
ny. W tym momencie gracze nie mogg juz dtuzej wspoétdziata¢ w celu osiagnigcia
wspolnych korzysci, ich preferencje stajg si¢ przeciwstawne. Neumann i Morgen-
stern stwierdzili, iz trudno jest wymagac od gracza, aby zgodzit si¢ on na rozwigza-
nie dajace mu mniejszg wygrang niz ta, ktéra moze sobie zapewni¢ sam. Wykluczyli
wigc dodatkowo punkty dajace mniej niz wygrana w przypadku niekooperacyjnej
wersji tej gry realizowanej przez strategi¢ maksyminowg z tacznego zbioru maksy-
malnego. W ten sposdb otrzymuje si¢ obszar negocjacji gry bedacy rozwigzaniem
gier kooperacyjnych Neumanna i Morgensterna. Jednakze w pewnych szczego6lnych
przypadkach rozsadne wydaje si¢ zatozenie, iz gracze gotowi sg nawet do pewnych
ustepstw, aby uzyska¢ rozwigzanie satysfakcjonujace obydwu graczy. W takich
przypadkach nalezy jedynie ograniczy¢ mozliwe rozwigzania do lacznego zbioru
maksymalnego i wykorzystujac wybrany schemat arbitrazowy, poszuka¢ w nim roz-
wigzania. Jedna z metod postepowania zaproponowana zostala przez Raiffe [1953].
Uscislajac, nalezy stwierdzi¢, ze rozgrywajac gre kooperacyjng dwuosobowa, za-
ktadamy, iz wszystkie wiadomosci poprzedzajace gr¢ formulowane przez jednego
gracza sg przekazywane drugiemu, wszystkie umowy sa wiagzace, wartosciowanie
wynikow gry przez gracza nie ulega znieksztalceniom wskutek negocjacji przed
gra oraz preferencje kazdego z graczy na zbiorze wynikoéw zrandomizowanych
moze odzwierciedli¢ liczbowy wskaznik uzytecznosci, a kazdemu potencjalnemu
rozwigzaniu przyporzadkowana jest para uzyteczno$ci (a, p ) przedstawiona jako
punkt na plaszczyznie, gdzie a i S reprezentuja odpowiednio uzytecznos¢ dla gra-
cza pierwszego i drugiego. Do rozwigzania gry dwuosobowej kooperacyjnej Raiffa
wykorzystat podejscie, w ktorym proponuje si¢ wybor punktu, ktérego wspotrzedne
sg $Srednimi arytmetycznymi wspotrzednych dwoch punktéw proponowanych od-
powiednio przez gracza I i II. Gracz [ proponuje rozwigzanie (0{1 , B ), gracz I na-
tomiast dazy do rozwiqzania(az, B, ) Woweczas rozwigzaniem jest punkt (a*, ,B*),

a t+a B+ 5

gdzie o = 2 oraz =22 Raiffa rozszerzyt podany model do tzw. mo-
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delu o ruchu cigglym, ktory mozna wyobrazi¢ sobie jako graniczny przypadek coraz
to wiekszej liczby skokow dyskretnych o coraz mniejszej dtugosci. Sposéb postepo-
wania zilustrowany zostal na rys. 2.

Gracz II

Z (o, B)

Gracz 1
S

Rys. 2. Rozwiazanie gry kooperacyjnej metoda Raiffy

Zrbdto: opracowanie wiasne.

4. Konstrukcja portfela akcji jako gry portfelowej

Zadaniem gracza gietdowego jest przede wszystkim znalezienie portfela satysfak-
cjonujacego go pod wzgledem zaréwno spodziewanego zysku, jak i poziomu ry-
zyka. Z jednej strony dazy on do jak najwyzszej wartosci oczekiwanego zysku, ale
z drugiej strony do jak najmniejszego ryzyka. Ktory portfel powinien zosta¢ wska-
zany graczowi jako ten, ktéry w peti go zadowala? Rozwigzanie tak postawionego
problemu znalezione zostanie na podstawie teorii gier. Poszukiwanie odpowiednie-
go portfela potraktowaé nalezy jako gre dwuosobowa. Niech pierwszym graczem
w przedstawianej grze bedzie ta cze$¢ ludzkiej natury, ktora jest odpowiedzialna
za ,,0stroznos¢ i rozwage”, a drugim graczem ta strona ludzkiej natury, ktora jest
odpowiedzialna za — nazwijmy ja tak w przenos$ni — ,,zadze¢ pieniadza”. Wyptlata dla
gracza [ niech beda poziomy ryzyka dla portfeli, a wyptata gracza /I oczekiwane
wartosci zysku z portfeli. Graczowi / zalezy wigc na jak najmniejszym ryzyku, a gra-
czowi /I na jak najwigkszej wygranej. Nie jest to gra antagonistyczna, poniewaz nie
zawsze dobra strategia dla gracza [ jest zlg dla gracza /1. Moze si¢ znalez¢ portfel,
ktory bedzie miat wysoki poziom ryzyka i rownocze$nie niskg warto$¢ oczekiwang
zysku i przez to nie bedzie zadowalat Zadnego z graczy. Na pewno mozna jednak t¢
gre traktowac jako kooperacyjna, biorac pod uwage, iz jest to wewngtrzny konflikt
gracza. Dodatkowo mozna takze zatozy¢, iz gracze gotowi sa nawet do pewnych
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ustepstw, aby znalez¢ rozwiazanie satysfakcjonujace obydwu z nich. Zaktada si¢
wiec, ze rozwigzanie musi naleze¢ do tacznego zbioru maksymalnego i w nim trzeba
poszukac rozwigzania arbitrazowego.

W celu wyjasnienia sposobu postgpowania wykorzystany zostanie przyktad
oparty na danych pochodzacych z GPW w Warszawie. Za miar¢ zysku przyjeto
oczekiwang stope zwrotu, a za miar¢ ryzyka odchylenie standardowe. Zadaniem gra-
cza gietdowego jest skonstruowanie portfela sktadajacego si¢ z akcji dwdch spodtek:
Positive Advisory SA i Internet Group SA. Spotki te zostaty wybrane do portfela
jako najlepsze inwestycje na gietdzie zgodnie z miesigczna stopa zwrotu podang
przez Dom Maklerski BDM SA (zroédto: www.money.pl) 17 czerwca 2011 r. Tabe-
la 1 przedstawia obliczone na podstawie 50 obserwacji oczekiwane stopy zwrotu
wraz z odchyleniem standardowym dla podanych spotek.

Tabela 1. Charakterystyki Positive Advisory SA i Internet Group SA w dniu 17.06.2011 wyznaczone
na podstawie 50 obserwacji

Spoétka Oczekiwana stopa zwrotu Odchylenie standardowe
Positive Advisory SA 0,486 8,843839
Internet Group SA 0,3232 4,069942

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na podstawie wyznaczonych oczekiwanych stop zwrotu i odchylen standar-
dowych dla poszczegodlnych spotek wyznaczono oczekiwane stopy zwrotu wraz
z odchyleniami standardowymi dla portfeli zbudowanych z analizowanych dwoch
spotek przy zmieniajacych si¢ ich udziatach w portfelu. Uzyskane rezultaty zostaty
przedstawione na rys. 3.
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Rys. 3. Zbior portfeli ztozonych z akeji spotek IGROUP 1 POSITIVE 17.06.2011

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Oczywiscie, w pierwszym kroku nalezy ograniczy¢ przedstawiony zbior do
portfeli tworzacych zbior efektywny modelu Markowitza (rys. 4).

0,5

0,48

0,46 -

0,44

0,42
04

0,38 /

0,36 './

0,34

E(rp)

0,32

0,3

Rys. 4. Zbior efektywny portfeli w modelu Markowitza (spotki IGROUP i POSITIVE)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Zbior ten tworza najlepsze portfele. Proponujac portfel, ktory nie nalezy do tego
zbioru, zawsze mozemy wskazac inny lepszy od danego pod wzgledem albo wyso-
kosci oczekiwanej stopy zwrotu, albo poziomu ryzyka. Na przyktad wybor portfela
S,=381 E(rp ) =0,337 (co oznacza 9% akcji IGROP i 91% akcji POSITIVE) jest
nierozsadny ze wzglgdu na mozliwos¢ wyboru portfela: S, =3,8 i E (rp ) =0,366
(co oznacza 27% akcji IGROP i 73% akcji POSITIVE). Od tego momentu decyzja
wyboru konkretnego portfela sposrod zbioru efektywnego jest indywidualng decyzja
gracza i zalezy od jego sktonnosci do ryzyka. Jednym ze sposobow postepowania
jest wykorzystanie krzywych obojetnosci i wyznaczenie portfela maksymalnej uzy-
tecznosci. Metoda ta wymaga jednak wyznaczenia dla realnego gracza krzywych
obojetnosci, co jest procesem bardzo skomplikowanym i stwarzajagcym duze pro-
blemy. W pracy tej znajdziemy rozwigzanie problemu wyboru najlepszego portfela
dla gracza gietdowego, ktory z jednej strony dazy do jak najwigkszego zysku, ale
oczywiscie z drugiej strony obawia si¢ ryzyka, wykorzystujac narzedzia teorii gier.

Aby przeanalizowaé sposob postepowania, nalezy na rys. 3 spojrzeé nie jak
na zbidr portfeli, ale jak na zbior mozliwych wyptat w pewnej grze. Oczywiscie,
aby otrzymac klasyczna postac gry (aby obydwaj gracze dazyli do jak najwickszej
wygranej; w niezmienionej wersji gracz / dazytby do jak najmniejszej wygranej
— odchylenia standardowego), przeprowadzono pewng transformacj¢. Na rysun-
ku 5 przedstawiono zbior wszystkich mozliwych wyptat w grze portfelowej po
transformacji. W tej chwili obydwaj gracze dgzg juz do uzyskania jak najwigkszej
wyplaty.
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Rys. 5. Zbior wszystkich mozliwych wyptat w grze portfelowej (IGROUP i POSITIVE 17.06. 2011)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W ten sposob otrzymano zbidr wszystkich mozliwych wyptat w grze. Oczywi-
$cie gracze ogranicza swoj wybor tylko do zbioru strategii facznie niezdominowanych
i w ten sposob otrzymujemy taczny zbior maksymalny (przedstawiony na rys. 6).
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Rys. 6. Laczny zbidr maksymalny w grze portfelowej (IGROUP i POSITIVE 17.06. 2011)

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Zbidr rozwigzan tworzacych taczny zbidér maksymalny to rownoczes$nie zbidr
efektywny modelu Markowitza. Mozna powiedzie¢, iz lgczny zbiér maksymalny
w terminologii teorii gier to zbior efektywny w terminologii modelu Markowitza.
Obydwa zbiory sktadajg si¢ z tych samych portfeli.
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Po ograniczeniu rozwigzan do lacznego zbioru maksymalnego gracze nie moga
dtuzej wspolpracowacd, ich dazenia stajg si¢ przeciwstawne. Gracz / proponuje roz-
wigzanie (8,884; 0,352) natomiast gracz /I (3,697; 0,486) Do rozwigzania problemu
uzyto metody Raiffa.

Gracz [ proponuje wigc rozwiazanie (8,884; 0,352), natomiast gracz /7 (3,697,
0,486). Stad

~0,352+0,486

o 383443697 oy p==T TR 20419 (6)

Gracz [ proponuje w tym momencie rozwigzanie (7,077; 0,419), natomiast gracz
11(6,271; 0,436). Stad

a*—7’077+6’271 ~0,419+0,436

=6,674, f' = =048 7)

Zatem gracz [ proponuje rozwigzanie (6,687; 0,427), natomiast gracz /1 (6,674;
0,428). Kontynuujac postgpowanie, w analogiczny sposob otrzymuje si¢ rozwigza-
nie gry(6,680; 0,428). Szukany portfel charakteryzuje si¢ wigc oczekiwang stopa
zwrotu 0,428 oraz odchyleniem standardowym 5,862 (wspotrzedne punktu przed
transformacjg). Oznacza to, iz udziat akcji spotki IGROUP powinien wynie$¢ 64,2%,
a POSITIVE 35,8%. W ten sposob otrzymano pewnego rodzaju uniwersalny portfel
maksymalnej uzyteczno$ci.

5. Whnioski

Gracz gieldowy, znajac oczekiwany poziom zysku i ryzyka dla poszczegodlnych stra-
tegii (wyboru portfela), moze wykorzysta¢ narzedzia teorii gier do podjecia decyzji
o wyborze portfela. Metoda ta zostata zaprezentowana i opisana w niniejszym ar-
tykule. Model Markowitza opisano jako pewng gr¢ (wewnetrzny konflikt gracza)
1 rozwiazano ja, korzystajac z metod teorii gier kooperacyjnych. Najwicksza zaleta
podanej metody jest jej prostota w zastosowaniu praktycznym. Nie wymaga si¢ od
gracza zadnych dodatkowych dzialan, szczegdlnie wyznaczania krzywych obojet-
nosci, co w praktyce stwarza duze problemy. Nie charakteryzuje si¢ rowniez zadny-
mi restrykcyjnymi zatozeniami trudnymi do spetnienia. Cechuje ja takze pewnego
rodzaju uniwersalnos¢. W pracy za miar¢ zysku przyjeto oczekiwang stope zwrotu,
a za miare ryzyka odchylenie standardowe. Jednakze opisane postepowanie oparte
na podanej metodzie mozliwe jest w przypadku uzycia dowolnej innej miary zysku
czy ryzyka. Nalezy jednak podkresli¢, iz do rozwigzania zbudowanej w pracy gry
uzyto metody Raiffy. Wada tej metody w ujeciu teorii gier jest niespetnienie aksjo-
matu Nasha o niezalezno$ci od alternatyw niezwigzanych, ale wydaje si¢, iz w kon-
tekScie wykorzystania jej na rynku kapitalowym nie stanowi to istotnego problemu.
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Aby wyjasni¢ wszystkie mechanizmy rzadzace gielda, nalezatoby potraktowac
ja jako jedna gigantyczng gre z wieloma graczami, co wydaje si¢ zadaniem zbyt
obszernym i ztozonym. Dlatego tez proba opisu funkcjonowania gietdy jako jednej
wielkiej gry wydaje si¢ nasuwac zbyt wiele watpliwosci, problemow i pytan. Na
pewno mozna jednak wykorzystywaé pewne narzgdzia teorii gier do rozwiazywania
zadan czastkowych stojacych przed graczem gietdowym.
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THE CHOICE OF SHARES PORTFOLIO BASED
ON THE THEORY OF GAMES

Summary: During gambling on the stock exchange the problem of the choice of proper port-
folio appears. The player wants the impossibility: both great profit and low risk. It is rea-
sonable for him to limit the choice only to portfolios which belong to the efficient set. Then
the decision of choice of a particular portfolio is individual and depends on the player and
his aversion to the risk. In this article this problem is presented as the game that is the inner
conflict of the player. On the one hand he is expecting a great profit, yet on the other he is
expecting a low risk. Which portfolio should be pointed out to give the satisfaction to the
player? For the purpose of solving this problem one game was formulated and described. The
solution of this problem was found by the theory of cooperative games with the use of Raiffa
model and applied on the stock exchange in Warsaw.

Keywords: cooperative games, model of Raiffa, portfolio selection.



