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ZASTOSOWANIA KOPULI NIESYMETRYCZNYCH
W MODELOWANIU EKONOMICZNYM

Streszczenie: Wiclowymiarowa analiza danych ekonomicznych w wielu przypadkach musi
uwzglednia¢ fakt niewymiennosci badanych czynnikow. Taka swoistg asymetri¢ danych da-
je si¢ modelowa¢ przy uzyciu kopuli niesymetrycznych. W opracowaniu przedstawiona jest
pewna procedura tworzenia dwuwymiarowych kopuli niesymetrycznych. Procedura ta zilu-
strowana jest analiza przykltadowych danych empirycznych, w przypadku ktérych — na pod-
stawie stosownego testu statystycznego — uprzednio rozpoznana zostata asymetria. Mimo
znacznej ztozonosci modeli bazujacych na kopulach niesymetrycznych i pewnych trudnosci
stad wynikajacych, odnotowac nalezy ich zdecydowana przewage w sensie wickszej ade-
kwatno$ci merytorycznej i elastycznosci dopasowania w pordwnaniu z tradycyjnie uzywa-
nymi modelami bazujacymi na kopulach archimedesowych.

Stowa kluczowe: asymetria sktadowych wektora losowego, kopula archimedesowa, kopula
niesymetryczna.

1. Wstep

Z natury samej rzeczy w badaniach ekonomicznych najczesciej nie jest zasadna,
a niekiedy jest wrecz niemozliwa, wyizolowana analiza ustalonego zjawiska, czynio-
na przez rozwazenie rozktadu odpowiadajgcej mu zmiennej losowej. Konieczne jest
bowiem uwzglednienie wystgpowania wielu — roznie rozumianych i definiowanych —
wspotzaleznosci. Zatem dane zjawisko nalezy bada¢ wespodt z innymi czynnikami
1 prowadzi¢ analiz¢ wielowymiarows.

W tym wzgledzie uzyteczne okazuja si¢ kopule, ktore mozna traktowac jako uo-
golnienie klasycznych, liczbowych wspotczynnikéw korelacji zmiennych losowych,
takich jak wspotczynniki Pearsona, Spearmana czy Kendalla. Co wazne, kopule,
dajac mozliwos¢ badania réznych typow zaleznosci pomigdzy rozktadami brzego-
wymi wielowymiarowych wektorow losowych, sa narzgdziem nie tylko bardzo efek-
tywnym, ale i w ostatnim czasie coraz bardziej popularnym.

Zauwazy¢ nalezy, ze powszechnie postulowane dgzenie do prostoty konstruowa-
nego modelu teoretycznego oraz pewne trudnos$ci natury estymacyjnej (w przypadku
nawet mato skomplikowanych postaci funkcyjnych kopuli) sprawiaja, ze w praktyce
niestety uzywane sg w zasadzie tylko kopule symetryczne, a do tego najczesciej je-
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dynie archimedesowe. Dzieje si¢ tak rowniez dlatego, ze w przypadku wielu kopuli
archimedesowych istnieja:

a) wzory analityczne funkcji pomocniczych niezbgdnych m.in. przy
procedurach symulacyjnych czy tez estymacyjnych,

b) gotowe programy i pakiety obliczeniowe,
co wespot skutkuje znaczng prostota i szybkoscig obliczeniows.

Stosowanie kopuli symetrycznych stoi jednak w jawnej sprzecznosci z naturg
wielu zjawisk ekonomicznych, w przypadku ktorych nie moze by¢ mowy o wymien-
nosci (w sensie wzajemnej zastgpowalnosci) modelowanych czynnikow.

Podkresli¢ nalezy, ze symetria wektora losowego (X, ..., X, ) rozumiana jest tu
jako symetria kopuli (w sensie wymiennosci jej argumentow) tgczacej wspotrzedne
tego wektora, czyli wektor (X, .., X,) nazywany jest symetrycznym, jezeli
(F (X)), oo, F (X)) ~ (B (X )5 s By (X)) dla dowolnej permutacji 7,

gdzie F; sa dystrybuantami brzegowymi, a symbol ,,~” oznacza réwno$¢ rozktadow

wektoréw losowych.

Wobec powyzszych uwag bardziej zasadne jest stosowanie kopuli niesymetrycz-
nych. Jednakze w ich przypadku jawig si¢ pewne problemy. Mianowicie same kopu-
le wyrazone sg bardziej skomplikowanymi wzorami funkcyjnymi niz kopule syme-
tryczne. W konsekwencji maja na ogdt wigkszg liczbg parametrow, co sprawia kto-
pot np. w toku estymacji. Kolejny mankament stanowi generalny brak wzorow anali-
tycznych funkcji pomocniczych (np. funkcji kwantylowych warunkowych rozkta-
dow brzegowych), ktére sg stosowane i w symulacji, i w estymacji. Fakt ten spra-
wia, ze wydluzaja si¢ procesy symulacji i estymacji szczeg6lnie, poniewaz wymaga-
ja one stosowania procedur numerycznych.

Mimo zgrubnie nakreslonych probleméw, wskazane jest stosowanie kopuli nie-
symetrycznych, cho¢ wybor ,,ztotego $rodka” pomigdzy prostota a wystarczajacym
stopniem adekwatno$ci modelu teoretycznego moze sprawi¢ wiele klopotu i sam
w sobie jest osobnym, niebagatelnym wyzwaniem.

Wobec powyzej nakreslonych kwestii zasadniczym celem opracowania jest przy-
toczenie wybranej konstrukcji kopuli niesymetrycznych oraz wskazanie niektorych
mozliwosci ich praktycznego zastosowania. Wszystkie dalsze rozwazania dotyczg —
dla uzyskania przejrzystosci — przypadku dwuwymiarowego, jednak nie ogranicza on
ich ogodlnosci.

2. Kopule niesymetryczne — konstrukcja, estymacja, symulacja

Sposrod wielu mozliwosci opisanych w literaturze w opracowaniu prezentowany jest
szczegolny przypadek ogolniejszej metody konstrukcji dwuwymiarowych kopuli
niesymetrycznych zaproponowanej w pracy [Durante 2009]. Zgodnie z wynikami
podanymi w tej pracy (wnioski 3 i 4, s. 387-388) kopule niesymetryczng mozna
utworzy¢, jak nastepuje.
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Niech f; g:[0,1]—[0,1] beda funkcjami rosnacymi takimi, ze (1) = g(1) =1
oraz f(0) # 1 # g(0), a ponadto niech funkcje x — x/ f(x) i x = x/g(x)
bedg rosngce na przedziale (0, 1]. Wowczas dla dowolnej pary kopuli 4 i B funk-

cja C,,:[0, 11> = [0, 1] dana wzorem:

Cro(xy) = A(x/ f(x), x/g(x))-B(f(x), g(y)) ()

takze jest kopula.
Z kolei po ograniczeniu si¢ do funkeji postaci f(x) = x* g(x) = x” z para-
metrami ¢, f € (0,1) takimi, ze & # % lub S # %, uzyskuje si¢ kopule

Ca,ﬁ(xay) = A(xlia:yliﬁ)'B(xa’yﬂ)a (2)

ktdra jest niesymetryczna.
W dalszym ciggu opracowania za kopule A przyjeta jest kopula Claytona. Jest
to kopula archimedesowa dana wzorem C,(x,y) = (x7 +y™” -7, gdzie y >0

jest parametrem. Z kolei za kopule B przyjeta jest tzw. kopula przetrwania Clayto-
na, czyli: (ATy (x,y) =x + y —1 + C,(1-x,1-y), ktora nie jest archimedesowa
ze wzgledu na brak tgcznosci. Dobdr typu kopuli jest arbitralny. Natomiast uzycie
kopuli przetrwania podyktowane jest faktem, ze kopula Claytona ma niezerowy dol-
ny wspotczynnik zaleznosci ekstremalnych (réwny 27 ) 1 zerowy gorny, z kolei w
przypadku kopuli przetrwania wartos$ci tych wspoltczynnikéw sa zamienione. Dzigki
temu w kopuli utworzonej na podstawie wzoru (2), a wyrazonej jako:

Ca,,b’,;/,ﬁ(xay) = Cy (xl_a, yl_ﬂ)'ég(xa, yﬂ):

, 3)
(R Iy =T (=) (=) =1,

oba wspotczynniki zalezno$ci ekstremalnych sg niezerowe, cho¢ niestety nie dajg si¢
one w prosty sposob wyrazi¢ wzorami w zaleznosci od parametrow o , f € (0,1)
iy,0 >0.

Dla kopuli danej wzorem (3) — i ogoélnie dla kopuli niesymetrycznych — brak jest
swoistych procedur estymacji i symulacji. Konieczne jest wiec stosowanie metod
najogodlniejszych, a ze wzgledu na nadmieniony czesty brak wzoréw analitycznych
stosownych funkcji pomocniczych nieuniknione sg metody numeryczne.

Wobec tego w przypadku symulacji rozktadow o danej kopuli C' postepuje si¢ w

nastepujacy sposob. Najpierw generuje si¢ niezaleznie wartosci v,, v, z rozkiadu
jednostajnego na przedziale (0,1), a nastgpnie podstawia si¢: u, = v, oraz

u, = G7(v, |u,), gdzie G'™" jest uogolniong funkcja odwrotna dystrybuanty wa-
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runkowego rozktadu brzegowego, czyli funkcji G(¢|u,) = P(U, <t|U, =u,) =

5%1 C(u,,t) (por. np. [Heilpern 2007]). W dalszej czgsci opracowania stosowana jest

ta procedura i wymaga ona numerycznego znajdowania wartosci funkcji G,

Z kolei w przypadku estymacji parametrow kopuli niesymetrycznych zastosowa-
nie znajduja takie metody, jak: a) metoda najwickszej wiarogodnosci i jej modyfika-
cje, b) minimalizacja odlegtosci dystrybuanty teoretycznej od empirycznej, ¢) mini-
malizacja odleglosci teoretycznej funkcji Kendalla od stosownego odpowiednika
empirycznego. Najczgséciej jednak i te metody wymagaja uzycia procedur numerycz-
nych. W ciagu dalszym uzyta jest numeryczna metoda najwickszej wiarygodnosci.

3. Przyklad empiryczny'

Aby pokazaé, ze postulat braku symetrii jest nie tylko ideg teoretyczna, warto przyj-
rze¢ si¢ prezentowanej ponizej analizie przyktadowych danych empirycznych.

Pod rozwagg wzigte zostaty szeregi czasowe dlugosci n = 50, 100, 200, 500,
1000, 1500 zwrotow logarytmicznych dziennych kurséw $rednich wybranych walut
(CHF, CZK, EUR, GBP, HUF, JPY, USD?) wzgledem ztotego notowanych w NBP
z okresOw o réznych dniach poczatkowych (zaleznie od 7)) i statym dniu koncowym
— 29 lipca 2011 r. Na podstawie wszystkich par roznych kursow 1 wszystkich przyje-
tych dlugosci n utworzono dwuwymiarowe szeregi czasowe, traktowane jako reali-
zacje dwuwymiarowych zmiennych losowych. Utworzone tak realizacje zweryfiko-
wano ze wzgledu wystgpowanie w nich symetrii.

Weryfikacj¢ symetrii realizacji dwuwymiarowych zmiennych losowych prze-
prowadzono przy uzyciu testu y opisanego w pracy [Levin 1993], oryginalnie za-
proponowanego do badania jednorodnosci wielu (nie tylko dwu) rozktadéw wielo-
wymiarowych. Test ten zostat zaadaptowany do badania symetrii w ten sposob, ze
weryfikuje si¢ jednorodno$¢ 2m-elementowej proby S ztozonej z potaczonych

n-elementowych prob S,, S, zlozonych z realizacji odpowiednio wektorow
(Fy(X), F,(Y)) 1 (Fy(Y), Fy (X)), przy czym zamiast F, i F, uzyte sa odpo-
wiednie empiryczne dystrybuanty brzegowe.

W tej sytuacji statystyka testowa redukuje si¢ do postaci y, = \/% (6,+6, —n),
gdzie @, oznacza liczbg elementéw proby S, dla ktorych najblizszy (w sensie do-

wolnie ustalonej metryki®) element (rézny od niego samego) z proby S takze lezy

! Wszystkie prezentowane obliczenia oraz wykresy wykonane sa w srodowisku obliczeniowym R.

2 Powszechnie stosowane skroty: CHF, CZK, EUR, GBP, HUF, JPY, USD oznaczaja odpowied-
nio: franka szwajcarskiego, korong czeska, euro, funta brytyjskiego, forinta wegierskiego, jena japon-
skiego i dolara amerykanskiego.

3 : . . .

W opracowaniu uzyta jest metryka euklidesowa.
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w probie S,. Wiadomo wtedy rowniez, ze E(y,) = — % oraz ze odchylenie stan-

dardowe statystyki y, jest ograniczone z géry przez \/5 . Fakty te pozwalajg na

przyjmowanie hipotezy o symetrii rozkladu, gdy warto$¢ statystyki testowej wpada
do przedziatu (—%—\E , — fj“l +\/5) ‘

Po przeprowadzeniu testu symetrii wszystkich par kursow stwierdza si¢ wyste-
powanie symetrii jedynie w nielicznych przypadkach: CZK-USD, EUR-JPY dla
n =50 (9,52% wszystkich przypadkéw); CHF-HUF, CZK-EUR, EUR-JPY, GBP-
-JPY dla n =100 (19,05%); CZK-JPY, EUR-JPY dla n =200 (9,52%); CHF-HUF,
CZK-JPY, GBP-USD, HUF JPY dla n = 500 (19,05%); CZK-HUF, CZK-JPY,
CZK-USD dla n = 1000 (14,29%); CHF-CZK, CHF-EUR, CHF-HUF, CZK-EUR,
CZK-HUF, EUR-HUF dla n = 1500 (28,57%).

Ponadto okazuje si¢, ze 8 par walut (CHF-GBP, CHF-JPY, CHF-USD, CZK-
GBP, CZK-EUR, CZK-USD, HUF-USD, JPY-USD) charakteryzuje staty (bez
wzgledu na warto$¢ 7 ) brak symetrii.

Jak wida¢ na podstawie przeprowadzonego testu, zjawisko asymetrii danych ist-
nieje i powinno by¢ przez modele teoretyczne uwzglednione.

W dalszym ciggu uwaga skupiona jest na przyktadowej parze JPY-USD dla
n = 500. Wykresy na rys. 1 prezentuja kolejno: (a) — diagram korelacyjny zwrotow
logarytmicznych kurséw obu walut (realizacja wektora (X,Y)), (b) — diagram kore-

lacyjny zwrotow logarytmicznych pozbawionych empirycznych rozktadéw brzego-
wych (realizacja wektora (F, (X), F,(Y))), (c) — poziomice kopuli empirycznych
dla pary JPY-USD (linie ciggle) i USD-JPY (linie przerywane), (d) — poziomice
gestosci zadanych przez kopule empiryczne dla par jak poprzednio.

Warto zaobserwowacé, jak zwodnicza moze by¢ wzrokowa ocena wystgpowa-
nia symetrii. Ani diagram korelacyjny z wykresu (a), ani poziomice kopuli empi-
rycznych z wykresu (c) w ogole nie sugeruja wystepowania asymetrii. Co wiecej,
,kopulowy” wykres korelacyjny (b) jedynie nieznacznie sugeruje brak symetrii
ze wzgledu na fakt, ze wigcej pustego pola znajduje si¢ przy punkcie (1, 0) ani-
zeli przy punkcie (0, 1). Dopiero poziomice gegstosci zadanych przez kopule
z wykresu (d) wskazuja na wystgpowanie asymetrii w na tyle znacznym stopniu,
ze daje si¢ to wychwycié.

Dla tej samej pary walut, przy uzyciu numerycznej metody najwigkszej wiaro-
godnos$ci, wyestymowano parametry kopuli teoretycznej danej wzorem (3) aproksy-
mujgcej rozrzut punktow z wykresu (b) z rys. 1. W efekcie uzyskano nastgpujace

* Przedziat ten zostal dobrany arbitralnie ze wzgledu na brak petnego rozpoznania rozktadu sta-
tystyki testowej. W konsekwencji nie moze by¢ mowy o wyborze poziomu istotnosci przeprowadza-
nego testu.
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wartosci: @ = 0,4661731; ,é =0,4077852; y =2,9771430; 5 =4,5035469, ktore
wyraznie wskazujg zaré6wno na brak symetrii, jak i na dodatnie dolny oraz gorny
wspotczynniki zaleznosci ekstremalnych.
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Rys. 1. Zalezno$¢ miedzy kursami JPY i USD dla n = 500

Zrodlo: opracowanie wlasne.

W celu zobrazowania jakosci dopasowania wyestymowanej kopuli dokonano
zgodnie z jej rozktadem symulacji kilku 500-elementowych prob, sposrdd ktorych
dwie zaprezentowane sa na wykresach na rys. 2.
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Rys. 2. Przyktadowe wysymulowane proby dla n = 500

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Warto zauwazy¢ — mimo oczywistej zawodno$ci oceny wzrokowej — ze wykresy
te sg bardzo podobne do wykresu (b) z rys. 1, bowiem w okolicach punktow (0, 0),
(1, 1) pojawiaja si¢ ostrza wskazujace na wystepowanie zalezno$ci ekstremalnych,
za$ w okolicach punktéw (1, 0) i (0, 1) pojawia si¢ pusta przestrzen, ktdrej na doda-
tek wigcej znajduje si¢ przy punkcie (1, 0). Pewnym jednak odstepstwem od wykresu
danych empirycznych jest w przypadku danych symulowanych wigkszy stopien roz-
proszenia punktow od przekatnej w kierunku punktow (1, 0) i (0, 1).

4. Podsumowanie

W podsumowaniu nalezy zwro6ci¢ uwagg na kilka ogolnych kwestii, ktore prezento-

wana przyktadowa analiza danych jedynie egzemplifikowata.

e Zjawisko asymetrii danych istnieje i powinno by¢ ujgte w modelach teore-
tycznych, o ile tylko sa ku temu przestanki. Zwlaszcza, ze za pomocg testow
statystycznych jest je niezwykle tatwo wykry¢ lub potwierdzic.

e Kopule dajg mozliwo$¢ uwzglednienia w modelu nadmienionej asymetrii.
Dobitnie sugeruje to rozwazony przyktad dotyczacy pary kursow dolara i jena
wzgledem zlotego. Bowiem jedyna analizowana — do tego arbitralnie wybrana
— kopula niesymetryczna zdaje si¢ dawa¢ zadowalajace efekty, a co naj-
wazniejsze — wyraznie wychwytuje asymetri¢ danych. Widaé stad, ze w przy-
padku badan szczegdélowych wnikliwszy dobor modelu datby z pewnoScig
zdecydowanie lepsze efekty.
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e Zlozono$¢ modeli z kopulami asymetrycznymi i w konsekwencji ztozonos¢
procedur estymacyjnych oraz symulacyjnych sg niebagatelne. Niemniej jednak
nie powinny by¢ czynnikiem przesadzajacym o zaniechaniu stosowania tych
modeli. Co wigcej, zgrubna analiza danych rzeczywistych, przeprowadzona
W opracowaniu, pozwala na stwierdzenie istnienia koniecznosci glebszego roz-
poznania obszaru modelowania za pomoca kopuli niesymetrycznych oraz
potrzeby rozwijania w tym zakresie stosownych procedur zaréwno analitycznych,
jak 1 gléwnie numerycznych.
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ASYMMETRIC COPULAS APPLICATIONS
IN ECONOMIC MODELLING

Summary: In many cases, multidimensional analysis of economic data must take into con-
sideration non-exchangeability of deliberated factors. Such a peculiar data asymmetry may
be modelled with use of asymmetric copulas. In the paper a specific procedure of 2-
dimensional asymmetric copula construction is presented and, additionally, illustrated with
an analysis of exemplary empirical data, asymmetry of which was previously identified on
the basis of a proper test. Despite complexity of asymmetric copula models and some further
difficulties caused by them, the presented analysis reveals much higher accuracy and elastic-
ity of asymmetric copula models in comparison with the traditional Archimedean ones.

Keywords: asymmetry of random vector entries, Archimedean copula, asymmetric copula.



