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ZASTOSOWANIA KOPULI NIESYMETRYCZNYCH  
W MODELOWANIU EKONOMICZNYM 

Streszczenie: Wielowymiarowa analiza danych ekonomicznych w wielu przypadkach musi 
uwzględniać fakt niewymienności badanych czynników. Taką swoistą asymetrię danych da-
je się modelować przy użyciu kopuli niesymetrycznych. W opracowaniu przedstawiona jest 
pewna procedura tworzenia dwuwymiarowych kopuli niesymetrycznych. Procedura ta zilu-
strowana jest analizą przykładowych danych empirycznych, w przypadku których – na pod-
stawie stosownego testu statystycznego – uprzednio rozpoznana została asymetria. Mimo 
znacznej złożoności modeli  bazujących na kopulach niesymetrycznych i pewnych trudności 
stąd wynikających, odnotować należy ich zdecydowaną przewagę w sensie większej ade-
kwatności merytorycznej i elastyczności dopasowania w porównaniu z tradycyjnie używa-
nymi modelami bazującymi na kopulach archimedesowych. 

Słowa kluczowe: asymetria składowych wektora losowego, kopula archimedesowa, kopula 
niesymetryczna. 

1. Wstęp 

Z natury samej rzeczy w badaniach ekonomicznych najczęściej nie jest zasadna,  
a niekiedy jest wręcz niemożliwa, wyizolowana analiza ustalonego zjawiska, czynio-
na przez rozważenie rozkładu odpowiadającej mu zmiennej losowej. Konieczne jest 
bowiem uwzględnienie występowania wielu – różnie rozumianych i definiowanych – 
współzależności. Zatem dane zjawisko należy badać wespół z innymi czynnikami  
i prowadzić analizę wielowymiarową. 

W tym względzie użyteczne okazują się kopule, które można traktować jako uo-
gólnienie klasycznych, liczbowych współczynników korelacji zmiennych losowych, 
takich jak współczynniki Pearsona, Spearmana czy Kendalla. Co ważne, kopule, 
dając możliwość badania różnych typów zależności pomiędzy rozkładami brzego-
wymi wielowymiarowych wektorów losowych, są narzędziem nie tylko bardzo efek-
tywnym, ale i w ostatnim czasie coraz bardziej popularnym. 

Zauważyć należy, że powszechnie postulowane dążenie do prostoty konstruowa-
nego modelu teoretycznego oraz pewne trudności natury estymacyjnej (w przypadku 
nawet mało skomplikowanych postaci funkcyjnych kopuli) sprawiają, że w praktyce 
niestety używane są w zasadzie tylko kopule symetryczne, a do tego najczęściej je-
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dynie archimedesowe. Dzieje się tak również dlatego, że w przypadku wielu kopuli 
archimedesowych istnieją: 

a) wzory analityczne funkcji pomocniczych niezbędnych m.in. przy 
procedurach symulacyjnych czy też estymacyjnych, 

b) gotowe programy i pakiety obliczeniowe, 
co wespół skutkuje znaczną prostotą i szybkością obliczeniową. 

Stosowanie kopuli symetrycznych stoi jednak w jawnej sprzeczności z naturą 
wielu zjawisk ekonomicznych, w przypadku których nie może być mowy o wymien-
ności (w sensie wzajemnej zastępowalności) modelowanych czynników. 

Podkreślić należy, że symetria wektora losowego 1( , ... , )kX X  rozumiana jest tu 
jako symetria kopuli (w sensie wymienności jej argumentów) łączącej współrzędne 
tego wektora, czyli wektor 1( , ... , )kX X  nazywany jest symetrycznym, jeżeli 

1 1( ( ), ... , ( ) )k kF X F X  ~ (1) (1) ( ) ( )( ( ), ... , ( ) )k kF X F Xτ τ τ τ  dla dowolnej permutacji τ , 

gdzie iF  są dystrybuantami brzegowymi, a symbol „~” oznacza równość rozkładów 
wektorów losowych. 

Wobec powyższych uwag bardziej zasadne jest stosowanie kopuli niesymetrycz-
nych. Jednakże w ich przypadku jawią się pewne problemy. Mianowicie same kopu-
le wyrażone są bardziej skomplikowanymi wzorami funkcyjnymi niż kopule syme-
tryczne. W konsekwencji mają na ogół większą liczbę parametrów, co sprawia kło-
pot np. w toku estymacji. Kolejny mankament stanowi generalny brak wzorów anali-
tycznych funkcji pomocniczych (np. funkcji kwantylowych warunkowych rozkła-
dów brzegowych), które są stosowane i w symulacji, i w  estymacji. Fakt ten spra-
wia, że wydłużają się procesy symulacji i estymacji szczególnie, ponieważ wymaga-
ją one stosowania procedur numerycznych. 

Mimo zgrubnie nakreślonych problemów, wskazane jest stosowanie kopuli nie-
symetrycznych, choć wybór „złotego środka” pomiędzy prostotą a wystarczającym 
stopniem adekwatności modelu teoretycznego może sprawić wiele kłopotu i sam  
w sobie jest osobnym, niebagatelnym wyzwaniem. 

Wobec powyżej nakreślonych kwestii zasadniczym celem opracowania jest przy-
toczenie wybranej konstrukcji kopuli niesymetrycznych oraz wskazanie niektórych 
możliwości ich praktycznego zastosowania. Wszystkie dalsze rozważania dotyczą – 
dla uzyskania przejrzystości – przypadku dwuwymiarowego, jednak nie ogranicza on 
ich ogólności. 

2. Kopule niesymetryczne – konstrukcja, estymacja, symulacja 

Spośród wielu możliwości opisanych w literaturze w opracowaniu prezentowany jest 
szczególny przypadek ogólniejszej metody konstrukcji dwuwymiarowych kopuli 
niesymetrycznych zaproponowanej w pracy [Durante 2009]. Zgodnie z wynikami 
podanymi w tej pracy (wnioski 3 i 4, s. 387-388) kopulę niesymetryczną można 
utworzyć, jak następuje. 
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Niech f, g :[0,1] [0,1]→  będą funkcjami rosnącymi takimi, że f(1) = g(1) = 1 
oraz )0(f  ≠ 1 ≠ )0(g , a ponadto niech funkcje x → )(/ xfx  i x → )(/ xgx  
będą rosnące na przedziale ]1,0( . Wówczas dla dowolnej pary kopuli A  i B  funk-
cja gfC , : ]1,0[]1,0[ 2 →  dana wzorem: 

 ),(, yxC gf   =  A ( )(/ xfx , )(/ xgx ) ))(),(( ygxfB⋅  (1) 

także jest kopulą. 
Z kolei po ograniczeniu się do funkcji postaci )(xf  = αx  )(xg  = βx  z para-

metrami α , β  ∈  )1,0(  takimi, że α  ≠ ½ lub β  ≠ ½, uzyskuje się kopulę 

 ),(, yxC βα   =  ),(),( 11 βαβα yxByxA ⋅−− , (2) 

która jest niesymetryczna. 
W dalszym ciągu opracowania za kopulę A  przyjęta jest kopula Claytona. Jest 

to kopula archimedesowa dana wzorem ( , )C x yγ  = 1/( 1) ,x yγ γ γ− − −+ −  gdzie 0>γ  
jest parametrem. Z kolei za kopulę B  przyjęta jest tzw. kopula przetrwania Clayto-
na, czyli: ˆ ( , )C x yγ  = x  +  y  1−  + (1 ,1 ),C x yγ − −  która nie jest archimedesowa 
ze względu na brak łączności. Dobór typu kopuli jest arbitralny. Natomiast użycie 
kopuli przetrwania podyktowane jest faktem, że kopula Claytona ma niezerowy dol-
ny współczynnik zależności ekstremalnych (równy γ/12− ) i zerowy górny, z kolei w 
przypadku kopuli przetrwania wartości tych współczynników są zamienione. Dzięki 
temu w kopuli utworzonej na podstawie wzoru (2), a wyrażonej jako: 

),(,,, yxC δγβα   =  1 1 ˆ( , ) ( , )C x y C x yα β α β
γ δ

− − ⋅ =  
(3) 

( 1) ( 1) 1/ 1/( 1) ( 1 ((1 ) (1 ) 1) )x y x y x yα γ β γ γ α β α δ β δ δ− − − − − −+ − ⋅ + − + − + − − , 

oba współczynniki zależności ekstremalnych są niezerowe, choć niestety nie dają się 
one w prosty sposób wyrazić wzorami w zależności od parametrów α ,β  ∈ )1,0(  
i γ ,δ  >  0.  

Dla kopuli danej wzorem (3) – i ogólnie dla kopuli niesymetrycznych – brak jest 
swoistych procedur estymacji i symulacji. Konieczne jest więc stosowanie metod 
najogólniejszych, a ze względu na nadmieniony częsty brak wzorów analitycznych 
stosownych funkcji pomocniczych nieuniknione są metody numeryczne. 

Wobec tego w przypadku symulacji rozkładów o danej kopuli C  postępuje się w 
następujący sposób. Najpierw generuje się niezależnie wartości 1v , 2v  z rozkładu 
jednostajnego na przedziale 0,1 ,〈 〉  a następnie podstawia się: 1u  = 1v  oraz 

2u  = [ 1]
2 1( | ),G v u−  gdzie ]1[−G  jest uogólnioną funkcją odwrotną dystrybuanty wa-
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runkowego rozkładu brzegowego, czyli funkcji )|( 1utG  = IP( 112 | uUtU =≤ ) = 
),( 11

tuCu∂
∂  (por. np. [Heilpern 2007]). W dalszej części opracowania stosowana jest 

ta procedura i wymaga ona numerycznego znajdowania wartości funkcji ]1[−G . 
Z kolei w przypadku estymacji parametrów kopuli niesymetrycznych zastosowa-

nie znajdują takie metody, jak: a) metoda największej wiarogodności i jej modyfika-
cje, b) minimalizacja odległości dystrybuanty teoretycznej od empirycznej, c) mini-
malizacja odległości teoretycznej funkcji Kendalla od stosownego odpowiednika 
empirycznego. Najczęściej jednak i te metody wymagają użycia procedur numerycz-
nych. W ciągu dalszym użyta jest numeryczna metoda największej wiarygodności. 

3. Przykład empiryczny1 

Aby pokazać, że postulat braku symetrii jest nie tylko ideą teoretyczną, warto przyj-
rzeć się prezentowanej poniżej analizie przykładowych danych empirycznych. 

Pod rozwagę wzięte zostały szeregi czasowe długości n  = 50, 100, 200, 500, 
1000, 1500 zwrotów logarytmicznych dziennych kursów średnich wybranych walut 
(CHF, CZK, EUR, GBP, HUF, JPY, USD2) względem złotego notowanych w NBP  
z okresów o różnych dniach początkowych (zależnie od n ) i stałym dniu końcowym 
– 29 lipca 2011 r. Na podstawie wszystkich par różnych kursów i wszystkich przyję-
tych długości n  utworzono dwuwymiarowe szeregi czasowe, traktowane jako reali-
zacje dwuwymiarowych zmiennych losowych. Utworzone tak realizacje zweryfiko-
wano ze względu występowanie w nich symetrii. 

Weryfikację symetrii realizacji dwuwymiarowych zmiennych losowych prze-
prowadzono przy użyciu testu γ  opisanego w pracy [Levin 1993], oryginalnie za-
proponowanego do badania jednorodności wielu (nie tylko dwu) rozkładów wielo-
wymiarowych. Test ten został zaadaptowany do badania symetrii w ten sposób, że 
weryfikuje się jednorodność 2n-elementowej próby S  złożonej z połączonych  
n-elementowych prób 1S , 2S  złożonych z realizacji odpowiednio wektorów 
( ( ), ( ))X YF X F Y  i ( ( ), ( ))Y XF Y F X , przy czym zamiast XF  i YF  użyte są odpo-
wiednie empiryczne dystrybuanty brzegowe. 

W tej sytuacji statystyka testowa redukuje się do postaci nγ  = )( 21
2 nn −+θθ , 

gdzie iθ  oznacza liczbę elementów próby iS , dla których najbliższy (w sensie do-
wolnie ustalonej metryki3) element (różny od niego samego) z próby S  także leży  

                    
1 Wszystkie prezentowane obliczenia oraz wykresy wykonane są w środowisku obliczeniowym R. 
2 Powszechnie stosowane skróty: CHF, CZK, EUR, GBP, HUF, JPY, USD oznaczają odpowied-

nio: franka szwajcarskiego, koronę czeską, euro, funta brytyjskiego, forinta węgierskiego, jena japoń-
skiego i dolara amerykańskiego. 

3 W opracowaniu użyta jest metryka euklidesowa. 
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w próbie iS . Wiadomo wtedy również, że IE( nγ ) = 12
2
−− n
n  oraz że odchylenie stan-

dardowe statystyki nγ  jest ograniczone z góry przez 2 . Fakty te pozwalają na 
przyjmowanie hipotezy o symetrii rozkładu, gdy wartość statystyki testowej wpada 
do przedziału ( 2

2 1 2n
n−− − , )2

2 1 2n
n−− + 4. 

Po przeprowadzeniu testu symetrii wszystkich par kursów stwierdza się wystę-
powanie symetrii jedynie w nielicznych przypadkach: CZK-USD, EUR-JPY dla  
n  = 50 (9,52% wszystkich przypadków); CHF-HUF, CZK-EUR, EUR-JPY, GBP- 
-JPY dla n  = 100 (19,05%); CZK-JPY, EUR-JPY dla n  = 200 (9,52%); CHF-HUF, 
CZK-JPY, GBP-USD, HUF JPY dla n  = 500 (19,05%); CZK-HUF, CZK-JPY, 
CZK-USD dla n  = 1000 (14,29%); CHF-CZK, CHF-EUR, CHF-HUF, CZK-EUR, 
CZK-HUF, EUR-HUF dla n  = 1500 (28,57%). 

Ponadto okazuje się, że 8 par walut (CHF-GBP, CHF-JPY, CHF-USD, CZK-
GBP, CZK-EUR, CZK-USD, HUF-USD, JPY-USD) charakteryzuje stały (bez 
względu na wartość n ) brak symetrii. 

Jak widać na podstawie przeprowadzonego testu, zjawisko asymetrii danych ist-
nieje i powinno być przez modele teoretyczne uwzględnione. 

W dalszym ciągu uwaga skupiona jest na przykładowej parze JPY-USD dla  
n = 500. Wykresy na rys. 1 prezentują kolejno: (a) – diagram korelacyjny zwrotów 
logarytmicznych kursów obu walut (realizacja wektora ),( YX ), (b) – diagram kore-
lacyjny zwrotów logarytmicznych pozbawionych empirycznych rozkładów brzego-
wych (realizacja wektora ( ( ), ( ))X YF X F Y ), (c) – poziomice kopuli empirycznych 
dla pary JPY-USD (linie ciągłe) i USD-JPY (linie przerywane), (d) – poziomice 
gęstości zadanych przez kopule empiryczne dla par jak poprzednio. 

Warto zaobserwować, jak zwodnicza może być wzrokowa ocena występowa-
nia symetrii. Ani diagram korelacyjny z wykresu (a), ani poziomice kopuli empi-
rycznych z wykresu (c) w ogóle nie sugerują występowania asymetrii. Co więcej, 
„kopulowy” wykres korelacyjny (b) jedynie nieznacznie sugeruje brak symetrii 
ze względu na fakt, że więcej pustego pola znajduje się przy punkcie (1,  0) ani-
żeli przy punkcie (0, 1). Dopiero poziomice gęstości zadanych przez kopule  
z wykresu (d) wskazują na występowanie asymetrii w na tyle znacznym stopniu, 
że daje się to wychwycić. 

Dla tej samej pary walut, przy użyciu numerycznej metody największej wiaro-
godności, wyestymowano parametry kopuli teoretycznej danej wzorem (3) aproksy-
mującej rozrzut punktów z wykresu (b) z rys. 1. W efekcie uzyskano następujące 

                    
4 Przedział ten został dobrany arbitralnie ze względu na brak pełnego rozpoznania rozkładu sta-

tystyki testowej. W konsekwencji nie może być mowy o wyborze poziomu istotności przeprowadza-
nego testu. 
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wartości: α̂  = 0,4661731; β̂  = 0,4077852; γ̂  = 2,9771430; δ̂  = 4,5035469, które 
wyraźnie wskazują zarówno na brak symetrii, jak i na dodatnie dolny oraz górny 
współczynniki zależności ekstremalnych. 

 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Rys. 1. Zależność między kursami JPY i USD dla n = 500 

Źródło: opracowanie własne. 
 
W celu zobrazowania jakości dopasowania wyestymowanej kopuli dokonano 

zgodnie z jej rozkładem symulacji kilku 500-elementowych prób, spośród których 
dwie zaprezentowane są na wykresach na rys. 2. 
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(a) (b) 

Rys. 2. Przykładowe wysymulowane próby dla n = 500 

Źródło: opracowanie własne. 

Warto zauważyć – mimo oczywistej zawodności oceny wzrokowej – że wykresy 
te są bardzo podobne do wykresu (b) z rys. 1, bowiem w okolicach punktów (0, 0), 
(1, 1) pojawiają się ostrza wskazujące na występowanie zależności ekstremalnych, 
zaś w okolicach punktów (1, 0) i (0, 1) pojawia się pusta przestrzeń, której na doda-
tek więcej znajduje się przy punkcie (1, 0). Pewnym jednak odstępstwem od wykresu 
danych empirycznych jest w przypadku danych symulowanych większy stopień roz-
proszenia punktów od przekątnej w kierunku punktów (1, 0) i (0, 1). 

4. Podsumowanie 

W podsumowaniu należy zwrócić uwagę na kilka ogólnych kwestii, które prezento-
wana przykładowa analiza danych jedynie egzemplifikowała. 
• Zjawisko asymetrii danych istnieje i powinno być ujęte w modelach teore-

tycznych, o ile tylko są ku temu przesłanki. Zwłaszcza, że za pomocą testów 
statystycznych jest je niezwykle łatwo wykryć lub potwierdzić. 

• Kopule dają możliwość uwzględnienia w modelu nadmienionej asymetrii. 
Dobitnie sugeruje to rozważony przykład dotyczący pary kursów dolara i jena 
względem złotego. Bowiem jedyna analizowana – do tego arbitralnie wybrana 
– kopula niesymetryczna zdaje się dawać zadowalające efekty, a co naj-
ważniejsze – wyraźnie wychwytuje asymetrię danych. Widać stąd, że w przy-
padku badań szczegółowych wnikliwszy dobór modelu dałby z pewnością 
zdecydowanie lepsze efekty. 
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• Złożoność modeli z kopulami asymetrycznymi i w konsekwencji złożoność 
procedur estymacyjnych oraz symulacyjnych są niebagatelne. Niemniej jednak 
nie powinny być czynnikiem przesądzającym o zaniechaniu stosowania tych 
modeli. Co więcej, zgrubna analiza danych rzeczywistych, przeprowadzona  
w opracowaniu, pozwala na stwierdzenie istnienia konieczności głębszego roz-
poznania obszaru modelowania za pomocą kopuli niesymetrycznych oraz 
potrzeby rozwijania w tym zakresie stosownych procedur zarówno analitycznych, 
jak i głównie numerycznych. 

Literatura 

Durante F., Construction of non-exchangeable bivariate distribution functions, „Stat Papers” 2009,  
no 50. 

Heilpern S., Funkcje łączące, AE we Wrocławiu, Wrocław 2007. 
Levin A.Yu., On a consistent multidimensional non-parametric test for homogeneity, „Russ. Math. 

Surv.” 1993, vol. 48. 
Liebscher E., Construction of asymmetric multivariate copulas, „J. Multivariate Anal.” 2008, no 99. 
Nelsen R.B., An Introduction to Copulas, Springer, New York 1999. 
R Development Core Team (2011). R: A language and environment for statistical computing.  

R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria, ISBN 3-900051-07-0, URL 
http://www.R-project.org/. 

ASYMMETRIC COPULAS APPLICATIONS 
IN ECONOMIC MODELLING 

Summary: In many cases, multidimensional analysis of economic data must take into con-
sideration non-exchangeability of deliberated factors. Such a peculiar data asymmetry may 
be modelled with use of asymmetric copulas. In the paper a specific procedure of 2-
dimensional asymmetric copula construction is presented and, additionally, illustrated with 
an analysis of exemplary empirical data, asymmetry of which was previously identified on 
the basis of a proper test. Despite complexity of asymmetric copula models and some further 
difficulties caused by them, the presented analysis reveals much higher accuracy and elastic-
ity of asymmetric copula models in comparison with the traditional Archimedean ones. 

Keywords: asymmetry of random vector entries, Archimedean copula, asymmetric copula. 


