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BUDOWA MODELU PROGNOSTYCZNEGO 
NALEŻNOŚCI SPŁACANYCH TERMINOWO METODĄ 
HARMONICZNĄ I METODĄ KLEINA*

Streszczenie: Artykuł na wstępie przedstawia znaczenie zarządzania należnościami w przed-
siębiorstwie w aspekcie utrzymania płynności finansowej. Na efektywność zarządzania na-
leżnościami wpływają przeprowadzane analizy, do których można zaliczyć prognozy. W arty-
kule przedstawiono etapy budowy modeli na podstawie dwóch metod: harmonicznej i Kleina. 
Następnie zamieszczono wyniki badań nad poszukiwaniem modeli prognostycznych wyko-
rzystujących dwie zastosowane metody. W wyniku przeprowadzonych obliczeń otrzymano 
dwa modele. Okazało się, że model II skonstruowany metodą Kleina może być zaimplemen-
towany do prognozowania badanego szeregu, gdyż wykazał się niskim poziomem błędu pro-
gnozy ex post – MAPE. Natomiast model I, który powstał metodą harmoniczną, posiadał wy-
soki poziom błędu prognozy, co spowodowało, że wyników predykcji otrzymanych na jego 
podstawie nie można byłoby uznać za trafne.

Słowa kluczowe: zarządzanie należnościami, prognozowanie, metoda harmoniczna, metoda 
Kleina.

1.	 Wstęp

Współczesna gospodarka rynkowa charakteryzuje się wysokim stopniem zorganizo-
wania obrotu, co związane jest w dużej mierze z obrotem należnościami z tytułu do-
staw i usług. Obrót gospodarczy realizowany jest w formie gotówkowej, jak rów-
nież w formie kredytowej, czyli odroczonej zapłaty. Ta druga może mieć formę 
kredytu manipulacyjnego, jeśli odroczenie płatności jest niewielkie, bądź kredytu 
kupieckiego, jeśli termin płatności jest znacznie dłuższy.

Kredyt kupiecki jest powszechnym narzędziem zarządzania należnościami, któ-
ry ma wiele zalet, takich jak poprawa płynności finansowej lub zwiększenie skali 
sprzedaży, a przez to również zysków w przypadku terminowego regulowania na-
leżności. Może jednak powodować pogorszenie przepływów pieniężnych, jak też 

*  Artykuł napisany w 2012 r. w ramach badań statutowych zarejestrowanych na AGH Akademii 
Górniczo-Hutniczej w Krakowie pod  nr. 11.11.100.481.
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nieść duże ryzyko wydłużania terminów płatności należności, ponoszenia kosztów 
windykacji lub nawet ich utraty (uznania za nieściągalne). Wysoki poziom należ-
ności trudno ściągalnych może być przyczyną utraty płynności finansowej przez 
dostawcę, w tym przypadku kopalnię. Dlatego też ważną kwestią jest posiadanie 
informacji (analiz) w procesie zarządzania polityką kredytową przedsiębiorstwa 
(kopalni), między innymi z zakresu przewidywania (prognozowania) wielkości na-
leżności terminowych, jak również nieterminowych, aby przez to wspomóc zarzą-
dzanie kopalnią jako całością.

Celem artykułu jest skonstruowanie modelu prognostycznego należności tytu-
łu dostaw i usług, nadającego się do zaimplementowania w analizowanej kopalni 
odkrywkowej surowców skalnych „X”. W związku z tym w artykule zamieszczono 
wyniki badań nad poszukiwaniem modeli prognostycznych dla należności spłaca-
nych terminowo w analizowanej kopalni. Do tego celu posłużono się metodą har-
moniczną i metodą Kleina, wykorzystując program STATISTICA oraz arkusz kal-
kulacyjny Excel.

2.	 Pojęcie należności

Należność jest uprawnieniem osoby fizycznej lub prawnej do otrzymania w ustalo-
nym terminie określonego świadczenia rzeczowego lub pieniężnego od innej osoby 
fizycznej lub prawnej. W rachunkowości podmiotów gospodarczych należności 
są kategorią wyłącznie pieniężną i oznaczają wszelkie przewidywane przychody 
środków pieniężnych zaliczane do aktywów obrotowych [Panfil 2004, s. 12].

Można też powiedzieć, że należności oznaczają uprawnienia do otrzymania za-
płaty pieniężnej w określonej kwocie i konkretnym terminie [Kreczmańska-Gigol 
2010, s. 39].

Należność można rozpatrywać w różnym kontekście prawnym [Kłak 2006,  
s. 17]:
–– prawa bilansowego, według którego występujące w przedsiębiorstwie należno-

ści, bez względu na źródło i podstawę prawną, dzieli się według kryterium wy-
magalności na:
•• krótkoterminowe, wymagalne do 12 miesięcy od dnia bilansowego,
•• długoterminowe, wymagalne powyżej 12 miesięcy od dnia bilansowego.

Dodatkowo grupy te dzielą się na należności od jednostek powiązanych i pozo-
stałych jednostek. Te dwie grupy należności z tytułu dostaw i usług dotyczą opera-
cyjnej działalności przedsiębiorstwa.

Należności długoterminowe ujęte w bilansie (litera A.III) dotyczą działalności 
finansowej i inwestycyjnej, dzielą się, podobnie jak krótkoterminowe, na należności 
od jednostek powiązanych i pozostałych jednostek:
–– prawa cywilnego, na podstawie którego przedsiębiorcy zawierają umowy cywil-

noprawne, w wyniku których sprzedający nabywa wobec kupującego uprawnie-
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nia do żądania zapłaty za wydaną mu rzecz, a uprawnienie to określa się wów-
czas należnością,

–– prawa podatkowego, np. w przypadku wystąpienia nadwyżki podatku VAT nali-
czonego nad należnym, czy problem uwzględniania należności w przychodach 
w kontekście podatków dochodowych,

–– prawa upadłościowego regulującego diametralnie różny problem, mianowicie 
sposób odzyskiwania należności,

–– prawa handlowego (kodeksu spółek handlowych), w którym sprecyzowano za-
kres odpowiedzialności za zobowiązania w spółkach handlowych wobec wie-
rzycieli należności.

3.	 Proces prognozowania w przedsiębiorstwie

Zapotrzebowanie na prognozy w przedsiębiorstwie powstaje z dwóch zasadniczych 
powodów: braku pewności związanej z przyszłością oraz opóźnienia w czasie mię-
dzy momentem podjęcia decyzji a jej skutkami [Dittman i in. 2009, s. 14].

Z racji tego, że w działalności przedsiębiorstw w gospodarce wolnorynkowej 
zachodzi wiele zmian, a co z tym związane – również popyt na produkty lub usługi 
firmy się zmienia, to firma, żeby osiągnąć sukces na rynku, powinna m.in. opraco-
wywać prognozy dla różnych zmiennych, wpływających na sytuację ekonomiczną 
przedsiębiorstwa, które to prognozy wspomagałyby proces zarządzania przedsię-
biorstwem. 

3.1.	 Konstrukcja modelu

Przy analizie szeregu czasowego można wyodrębnić pewne jego składowe, przy 
czym nie wszystkie one muszą jednocześnie występować w konkretnym szeregu. 
Jeśli elementy te połączone są poprzez dodawanie, a taka sytuacja występuje w ana-
lizowanym przypadku, to taki model nazywamy addytywnym i można go przedsta-
wić następującym wzorem [Kot, Jakubowski, Sokołowski 2007, s. 337]:

	 ξ++++++= IKSCTMyt ,	 (1)

gdzie: yt – szereg czasowy; M – stały przeciętny poziom zjawiska; T – trend; C – cy-
kle długookresowe, czyli wahania regularne o cyklu dłuższym niż rok; S – wahania 
sezonowe, czyli wahania regularne o okresie rocznym; K – wahania krótkookreso-
we, czyli wahania regularne o cyklu krótszym niż rok; I – jednorazowe zmiany w 
szeregu wynikające z wpływu czynników zewnętrznych (interwencje); ξ – składnik 
losowy, co do którego zazwyczaj zakładamy, że jest zmienną losową o wartości 
przeciętnej równej zero i stałej wariancji.

Analiza szeregu czasowego może przebiegać niejako oddzielnie w stosunku do 
każdego składnika lub też może traktować szereg całościowo, bez konieczności do-
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kładnej identyfikacji jego struktury. Wyszczególnione elementy mogą być widoczne 
na sporządzonym wykresie badanego zjawiska.

Model powinien uchwycać to, co w zachowaniach wyników obserwacji jest sys-
tematyczne, pozostawiając na boku czynniki, które nie działają systematycznie i któ-
rych skutki nie mogą być przewidziane – traktowane są one jako błędy losowe (resz-
ty modelu). Zakłada się, że błędy losowe ξt mają rozkład normalny. Zaobserwowane 
błędy, zwane resztami, informują, na ile wyniki obserwacji nie zostały wyjaśnione 
przez model [Aczel 2000, s. 456].

Jeżeli stwierdzone zostanie, że reszty modelu mają pewien nielosowy, syste-
matyczny składnik, to zachodzi potrzeba zrewidowania zaproponowanego modelu i 
dopracowania go tak – na ile to możliwe – aby wyjaśniał ów składnik, albo odrzuca 
się cały model i podejmuje próbę zbudowania kolejnego, w którym reszty wyrażają 
czystą losowość. Modelu takiego można użyć, aby osiągnąć założony cel, w tym 
przypadku prognozowanie. 

Trafność prognoz można mierzyć za pomocą różnego rodzaju mierników. 
Wyróżnia się dwa rodzaje mierników dokładności predykcji [Zeliaś, Pawełek, Wa-
nat 2003, s. 23]:
–– mierniki dokładności ex post (błędy ex post) podają wartość odchylenia rzeczy-

wistych realizacji zmiennej prognozowanej od prognoz,
–– mierniki dokładności ex ante (oceny ex ante błędów) wyrażają spodziewaną 

wartość odchyleń rzeczywistych relacji zmiennej prognozowanej od prognoz.
Wśród błędów ex post wyróżnić można średni względny absolutny błąd ex post 

(MAPE – mean absolute percentage error), który obliczany jest według następują-
cego wzoru [Klóska, Hundert, Czyżyński 2007, s. 17]:
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gdzie: yt – poziom badanego zjawiska; t – zmienna czasowa, t = 1, 2, 3, …, n;  
T – numer okresu prognozy; yt

P – przewidywana wartość zmiennej prognozowanej 
w okresie T.

3.2.	 Identyfikacja składników szeregu czasowego

Przed wykonaniem obliczeń został utworzony wykres szeregu należności spłaca-
nych terminowo w analizowanej kopalni „X”, które stanowiły średnio ok. 87% cało-
ści wymaganych należności z tytułu dostaw i usług. Z wykresu można odczytać, że 
kształtowanie się należności terminowych w analizowanym okresie 72 miesięcy ce-
chuje się sezonowością, jak również występuje trend, interwencje i wahania losowe. 
Dlatego w trakcie budowy modelu prognostycznego został usunięty trend, jak też 
uwzględnione zostały interwencje w miesiącach: 47-49, 53-56, 60-62, poprzez 
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wprowadzenie do modelu dodatkowych zmiennych zero-jedynkowych. Analizowa-
no szereg składający się z 72 danych miesięcznych, natomiast ostatnie 6 danych 
miesięcznych posłużyło do weryfikacji prognozy. 
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Rys. 1. Kształtowanie się należności terminowych kopalni „X” w badanym okresie 

Źródło: opracowanie własne.

4.	 Zastosowanie analizy harmonicznej do prognozowania szeregu 
czasowego należności spłacanych terminowo

Metoda harmoniczna służy do badania zjawiska sezonowości w szeregach czaso-
wych. Polega ona na budowie modelu w postaci tzw. harmonik, czyli funkcji sinus  
i cosinus o danym okresie. Pierwsza harmonika ma okres równy długości badanego 
okresu (w analizowanym przypadku 66 miesięcy), druga harmonika ma okres równy 
połowie tego okresu, trzecia harmonika – jednej trzeciej tego okresu itd. Ogólnie dla 
n (n – liczba parzysta) obserwacji liczba wszystkich możliwych harmonik jest równa 
n/2, w badanym przypadku występuje i = 33 harmonik. Stosując analizę harmonicz-
ną, prognozę oblicza się, wykorzystując tylko te harmoniki, których udział w wyjaś- 
nieniu wariancji prognozowanej zmiennej jest największy; służy do tego obliczenie 
parametru ω, który określa, jaki procent ogólnej wariancji zmiennej prognozowanej 
jest wyjaśniany przez i-tą harmonikę.

W przypadku gdy w szeregu czasowym występują: trend, wahania sezonowe 
i wahania przypadkowe, wówczas zapis odpowiedniego modelu przyjmuje postać 
[Klóska, Hundert, Czyżyński 2007, s. 78]:
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gdzie: f(t) – funkcja trendu; i – numer harmoniki; αi , βi – parametry; n – liczba danych w 
szeregu; ξ – wahania przypadkowe (losowe).

Parametry harmonik w analizowanym w niniejszym artykule przypadku osza-
cowano na podstawie szeregu czasowego „uwolnionego” od trendu i interwencji, w 
tym celu zostało przeprowadzone testowanie istotności parametrów przy wykorzy-
staniu metody regresji wielorakiej zstępującej. Wyniki przedstawia tab. 1. 

Tabela 1. Końcowe podsumowanie wyników regresji wielorakiej szacowania równania trendu  
z uwzględnieniem interwencji

Źródło: opracowanie własne.

W analizowanym przypadku wyznaczone równanie ma postać:

Trend t t I= + ⋅ − ⋅ − ⋅ −6336378 32 2293 3 25 45 1113845 2 2496877 42 3
2, , , , , 99 3⋅ I ,	 (4)

gdzie: t2 – zmienna t (kolejny miesiąc analizy), podniesiona do kwadratu, t = 1, 2, 
…66; t3 – zmienna t (kolejny miesiąc analizy), podniesiona do potęgi trzeciej, t = 1, 
2, …66; I2 – interwencja w miesiącach 53-56; I3 – interwencja w miesiącach 60-62.

Na podstawie szeregu pozbawionego trendu i z uwzględnieniem interwencji, 
wykorzystując metodę harmoniczną, obliczono parametry 33 harmonik, które wy-
stępują w analizowanym szeregu. Oszacowane parametry harmonik zawiera tab. 2. 
Pogrubiono harmoniki brane pod uwagę do równania modelu I.

Tabela 2. Wartości ai oraz bi ocen parametrów αi i βi oraz parametr ωi dla poszczególnych harmonik

Nr harmoniki 
Wartości ai  

dla poszczególnych 
harmonik

Wartości bi  
dla poszczególnych  

harmonik
Parametr ωi

1 2 3 4
1 −57 771,8322 96 388,0546 0,8025
2 −56 152,2551 −128 805,4097 1,2547
3 72 951,9240 137 158,8411 1,5337
4 355 965,4955 −127 284,6587 9,0819
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Tabela 2. (cd.)

1 2 3 4
5 117 097,0325 −805 191,6781 42,0720
6 −316 080,1699 271 199,5393 11,0229
7 276 985,3626 199 007,6669 7,3923
8 67 567,7037 131 464,2516 1,3884
9 −128 293,3749 17 482,8411 1,0654

10 120 206,8988 68 407,8131 1,2156
11 −83 183,4133 −207 410,9206 3,1735
12 −81 503,4215 235 505,2414 3,9467
13 2 200,2159 −843,4313 0,0004
14 41 896,5910 84 325,1326 0,5634
15 6 520,8935 −6 125,7000 0,0051
16 59 666,8840 137 230,7331 1,4230
17 −237 379,5392 59 740,2864 3,8077
18 −128 906,7529 90 275,9466 1,5739
19 −56 578,7352 −21 587,7675 0,2330
20 −182 715,3800 36 092,0099 2,2043
21 −52 741,0348 −83 452,1968 0,6193
22 −35 538,4515 −161 454,6594 1,7368
23 −37 807,6922 −76 522,3682 0,4630
24 −40 478,0803 13 730,2222 0,1161
25 −31 432,3280 −120 796,6388 0,9901
26 11 057,5187 −100 288,5118 0,6469
27 −35 321,5629 −8 079,0929 0,0834
28 −181,1501 20 025,0703 0,0255
29 25 289,4456 38 447,8634 0,1346
30 −8 080,3803 4 680,5695 0,0055
31 79 500,1938 −82 243,3366 0,8315
32 −49 354,3456 67 482,7957 0,4442
33 0,0000 −33 492,0876 0,1426

Źródło: opracowanie własne.

Wartości ai oraz bi ocen parametrów αi i βi poszczególnych harmonik oszacowa-
no na podstawie wzorów 5 i 6 [Dittman i in. 2009, s. 109]:
–– od pierwszej do przedostatniej harmoniki, czyli w analizowanym przypadku od 

1 do 32 harmoniki :
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gdzie: yt – analizowany szereg pozbawiony trendu i z uwzględnieniem interwencji; 
n – liczba danych w szeregu czasowym, n = 66 (w tym przypadku); i – poszczególne 
harmoniki i = 1, 2, … 32 (w tym przypadku).

–– dla ostatniej harmoniki, i=33
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Najczęściej w konstruowanym modelu nie trzeba ujmować wszystkich moż-
liwych do wyznaczenia harmonik. Chcąc określić, jaki procent ogólnej wariancji 
zmiennej prognozowanej jest wyjaśniany przez i-tą harmonikę, zastosowano nastę-
pujące wzory [Klóska, Hundert, Czyżyński 2007, s. 79]:
–– od pierwszej do przedostatniej harmoniki, czyli i = 1, 2, …32
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gdzie: S2(yt) – wariancja szeregu czasowego po wyeliminowaniu trendu i z uwzględ-
nieniem interwencji – 7 86 800 310 608,45.

–– dla ostatniej harmoniki, czyli dla i = 33
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Na podstawie oszacowanych parametrów 33 harmonik zawartych w tab. 2 moż-
na powiedzieć, że największy udział w wyjaśnieniu zmienności należności spłaca-
nych terminowo w badanym okresie 5,5 roku (66 miesięcy) ma 12 harmonik, które 
wyjaśniają 88,97% zmienności badanej zmiennej:
–– harmonika 5 reprezentująca wahania o okresie 66

5 13=
 
miesięcy, która wyja-

śnia 42,07% zmienności,
–– harmonika 6 reprezentująca wahania o okresie 66

6 11=
 
miesięcy, która wyja-

śnia 11,02% zmienności,
–– harmonika 4 reprezentująca wahania o okresie

 
66

4 16 5= ,
 
miesiąca, która wyja-

śnia  9,08% zmienności,
–– harmonika 7 reprezentująca wahania o okresie 66

7 9=  miesięcy, która wyjaśnia 
7,39% zmienności,

–– harmonika 12 reprezentująca wahania o okresie 66
12 5 5= ,

 
miesiąca, która wy-

jaśnia 3,95% zmienności,
–– harmonika 17 reprezentująca wahania o okresie 66

17 4=
 
miesiące, która wyja-

śnia 3,81% zmienności,
–– harmonika 11 reprezentująca wahania o okresie 66

11 6=
 
miesięcy, która wyja-

śnia 3,17% zmienności,
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–– harmonika 20 reprezentująca wahania o okresie 66
20 3 3= ,

 
miesiąca, która wy-

jaśnia 2,20% zmienności,
–– harmonika 22 reprezentująca wahania o okresie 66

22 3=
 
miesiące, która wyja-

śnia  1,74% zmienności,
–– harmonika 18 reprezentująca wahania o okresie 66

18 3 6= ,
 
miesiąca,  która wy-

jaśnia 1,57% zmienności,
–– harmonika 3 reprezentująca wahania o okresie

 
66

3 22=
 
miesiące,  która wyja-

śnia 1,53% zmienności,
–– harmonika 16 reprezentująca wahania o okresie 66

15 4=
 
miesiące, która wyja-

śnia 1,42% zmienności,
Otrzymaną za pomocą metody harmonicznej sezonowość ilustruje wykres na 

rys. 2 – periodogram, wykreślony względem okresu, na którym widać, że należności 
terminowe  badanej kopalni „X” przejawiają silny 13-miesięczny cykl, daje się rów-
nież zauważyć dłuższy cykl, ok. 6–22-miesięczny.

Analiza widmowa: Należności terminowe
Liczba obs.: 66
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Rys. 2. Wartości periodogramu względem okresu

Źródło: opracowanie własne.
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Na podstawie obliczonych parametrów 12 wziętych pod uwagę harmonik można 
sformułować równanie modelu prognostycznego (Model I) (wzór 11), które przyj-
mie postać:

Model I t t I( ) , , , ,= + ⋅ − ⋅ − ⋅ −6336378 32 2293 3 25 45 1113845 2 2496872 3
2 77 49
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Równanie to posłużyło do wyznaczenia prognozy poprzez ekstrapolowanie mo-
delu na kolejne 6 miesięcy, co zostało zilustrowane graficznie na rys. 4. 

5.	 Zastosowanie metody Kleina do prognozowania wielkości  
należności

Sezonowość addytywną, występującą w analizowanym przypadku, można zapisać 
przy użyciu sezonowej zmiennej zero-jedynkowej, która przyjmuje wartość 1  
w k-tym sezonie (w tym przypadku – miesiącu) i zero w pozostałych [Klóska, Hun-
dert, Czyżyński 2007, s. 75].  

Weryfikacja postaci przebiega w taki sposób, że ocenia się istotność parametrów 
strukturalnych modelu, w tym parametrów sezonowych. Wystarczy przy tym istot-
ność jednego tylko parametru sezonowego, aby uznać, że wahania sezonowe po-
winny być uwzględnione w modelu. W przypadku sezonowości addytywnej i trendu 
liniowego model regresji przedstawia się następująco [Sokołowski 2010, s. 63]:

	 y t d Q d Qt t m mt t= + + + + + +β β ξ0 1 1 1 ... ... ,	 (12)
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gdzie: yt – równanie ogólne modelu; β0 + β1t – równanie trendu; m – liczba faz cyklu 
(12 w analizowanym przypadku – sezonowość miesięczna); d1,…dm – parametry se-
zonowe modelu; Q1t , …Qmt – zmienne zero-jedynkowe; ξt – błędy losowe.

W następnym kroku analizy wahania sezonowe będą reprezentowane przez 
zmienne zero-jedynkowe wskazujące poszczególne miesiące. Jeden z miesięcy re-
prezentuje tzw. poziom odniesienia i powinien to być miesiąc, w którym wartość 
szeregu zazwyczaj najmniej odbiega od linii trendu, miesiąc o najmniejszym skład-
niku sezonowości [Sokołowski 2011, s. 4]. 

W tym przypadku będzie to czerwiec, na co wskazują wyniki zamieszczone w 
tab. 3, otrzymane po zastosowaniu analizy wariancji (ANOVA) dla klasyfikacji jed-
noczynnikowej.

Tabela 3. Wartość obliczonych wskaźników sezonowych

Źródło: opracowanie własne.

Po wprowadzeniu do modelu trendu (zmienne t, t2 t3), 11 zmiennych zero-je-
dynkowych wskazujących poszczególne miesiące, jak również trzech rodzajów 
interwencji końcowe wyniki zastosowanej metody regresji wielorakiej zstępującej 
przedstawia tab. 4.

Istotne statystycznie okazały się wszystkie parametry z wyjątkiem Q2, Q3, Q4, 
Q5 i Q11. Oznacza to, że w lutym, marcu, kwietniu, maju i listopadzie przeciętny 
poziom zmiennej nie różnił się istotnie od poziomu z czerwca. Wartość współczyn-
nika determinacji – R2 świadczy o tym, że w 76,72% oszacowany model II wyjaśnia 
kształtowanie się należności terminowych w badanym okresie. Błąd standardowy 
estymacji na poziomie 680 403,60 PLN świadczy o tym, że o tyle jednostek (PLN) 
myli się średnio model, szacując wartości należności terminowych kopalni „X”. We-
ryfikując współczynnik korelacji wielorakiej R = 0,8759, można postawić nastę-
pujące hipotezy: H0: R = 0 i H1: R ≠ 0. Ze względu na fakt, iż na z góry przyjętym 
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poziomie istotności α = 0,05, F = 18,13 ≥ 2,026, można wyciągnąć wniosek, że 
współczynnik korelacji wielorakiej jest statystycznie istotny, a tym samym stopień 
dopasowania modelu do danych empirycznych jest dostatecznie duży.

Tabela 4. Końcowe wyniki metody regresji wielorakiej dla modelu II

 

Źródło: opracowanie własne.

W analizowanym przypadku można przedstawić równanie modelu II, który ma 
postać następującego równania zawierającego trend, interwencje i wahania sezo- 
nowe:
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gdzie: t – kolejny miesiąc analizy; Q1 – zmienna zero-jedynkowa wskazująca sty-
czeń; Q7 – zmienna zero-jedynkowa wskazująca lipiec; Q8 – zmienna zero-jedynko-
wa wskazująca sierpień; Q9 – zmienna zero-jedynkowa wskazująca wrzesień; Q10 
– zmienna zero-jedynkowa wskazująca październik; Q12 – zmienna zero-jedynko-
wa wskazująca grudzień; I1 – interwencja w miesiącach 47-49; I2  – interwencja w 
miesiącach 53-56; I3 – interwencja w miesiącach 60-62.

Wykres otrzymanego modelu II przedstawiony został na rys. 4. Dalsza weryfi-
kacja modelu polega na ocenie własności reszt. Normalność rozkładu reszt można 
sprawdzić, stosując test Shapiro-Wilka. Wartość statystyki Shapiro-Wilka odczyta-
nego z rys. 3 wynosi 0,9793, a wartość prawdopodobieństwa testowego to 0,2822. 
Nie ma więc podstaw do odrzucenia hipotezy mówiącej o normalności rozkładu 
reszt, na poziomie istotności α = 0,05. 
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Histogram   Reszty modelu II
Reszty modelu II = normal(x; 43901,7732; 7,2105E5)
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Rys. 3. Wykres normalności rozkładu reszt modelu II

Źródło: opracowanie własne.
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Rys. 4. Porównanie rzeczywistych wartości należności terminowych kopalni „X” w analizowanym 
okresie z otrzymanymi modelami

Źródło: opracowanie własne.
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6.	 Weryfikacja skonstruowanych modeli

Poprawność obu modeli zostanie oceniona za pomocą błędu ex post – MAPE (mean 
absolute percentage error) obliczonego na okres prognozy n + 6, przy założeniu, że 
n = 66.

Tabela 5. Wyniki obliczeń MAPE

Horyzont prognozy

Model I (metoda harmoniczna)

y y

y
t rz t M I

t rz

( ) ( . )

( )

−

Model II (metoda Kleina)

y y

y
t rz t M II

t rz

( ) ( . )

( )

−

67 0,2120 0,0426
68 0,1732 0,0705
69 0,1436 0,0365
70 0,0998 0,0080
71 0,0308 0,0336
72 0,1037 0,0139
SUMA 0,7632 0,2051

Źródło: opracowanie własne.
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gdzie: n  – numer ostatniej znanej obserwacji zmiennej prognozowanej, w tym przy-
padku n = 66; T  – numer ostatniego momentu/okresu, dla którego była sprawdzana 
prognoza, T = 72; Yt(rz)– rzeczywiste wartości należności terminowych w okresie 
prognozy n + 6; Yt(M.I) – prognozowane wielkości badanej zmiennej za pomocą mo-
delu I; Yt(M.II) – prognozowane wielkości badanej zmiennej za pomocą modelu II.

7.	 Podsumowanie 

W wyniku przeprowadzonych obliczeń otrzymano dwa modele, które posłużyły do 
ekstrapolowania analizowanego szeregu czasowego na okres prognozy n + 6. Otrzy-
mane wyniki porównano z rzeczywistymi wartościami szeregu i okazało się, że mo-
del II skonstruowany metodą Kleina, wykazał się o wiele mniejszym błędem pro-
gnozy ex post – MAPE (3,42%). W związku z tym, na poziomie istotności α = 005, 
może on być zaimplementowany do prognozowania badanego szeregu, gdyż jego 
wartość wyniosła poniżej dopuszczalnego (granicznego poziomu 5%, ze względu na 
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przyjęty poziom istotności). Model I natomiast, który powstał na podstawie metody 
harmonicznej, posiadał wysoki poziom błędu prognozy ex post. MAPE modelu I 
wyniósł 12,72%, co powoduje, że wyników predykcji otrzymanych na jego podsta-
wie nie można uznać za trafne. Informacje otrzymane na podstawie modelu II mogą 
wspomóc zarządzanie należnościami w badanej kopalni poprzez prognozowanie, 
przy uwzględnieniu występowania w szeregu wahań sezonowych, trendu, jak rów-
nież pojawieniu się interwencji.
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CONSTRUCTION OF THE PROGNOSTIC MODEL OF PAID-IN- 
-TERM RECEIVABLES USING THE HARMONIC METHOD AND 
THE KLEIN METHOD

Summary: This article, at the outset, presents the importance of  receivables management 
in the aspect of maintaining financial liquidity. The effectiveness of receivables management 
affects the conducted analyzes, which may include predictions. This article shows the stages 
of the construction of prediction models based on two methods: harmonic and Klein. Subse-
quently, the paper presents the results of the research on construction prediction models using 
two described methods. As a result of the carried out calculations, two models have been re-
ceived. It appears that model II, constructed using the Klein method, has low value of forecast 
ex post error - MAPE (mean absolute percentage error), and therefore it can be implemented 
to estimate the analyzed time series of paid in term receivables. At the same time model I, 
which was based on harmonic method, has high value of prognosis error which causes that 
it cannot be used for making predictions, because their values could not be considered as 
accurate. 

Keywords: receivables management, forecasting, harmonic method, Klein method.




