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Wstep

Ksiazka Repetytorium z matematyki dla studentow pierwszego roku jest pod-
rgcznikiem pomocniczym do przedmiotéw matematycznych dla studentow
pierwszego roku oraz maturzystow przygotowujacych si¢ do egzaminu ma-
turalnego z matematyki dla poziomu rozszerzonego. Prezentuje ona te za-
gadnienia matematyczne z zakresu szkoty ponadgimnazjalnej, ktérych zna-
jomos¢ jest potrzebna do rozumienia wyktadu i ¢wiczen z przedmiotow ma-
tematycznych na studiach oraz na maturze z matematyki na poziomie rozsze-
rzonym. Zagadnienia te w wigkszo$ci nie wystepuja w standardach wyma-
gan egzaminacyjnych dla egzaminu maturalnego na poziomie podstawo-
wym. Pojawiaja si¢ one za$ w standardach wymagan egzaminacyjnych dla
poziomu rozszerzonego. Dlatego tez wigkszo§¢ absolwentow szkot ponad-
gimnazjalnych, ktorzy zostali przyjeci na pierwszy rok studiow pierwszego
stopnia, nie posiada wiedzy i1 umiejgtnosci z zakresu wspomnianych zagad-
nien. Sytuacja taka znacznie utrudnia, a czasami wrgcz uniemozliwia tym
absolwentom rozumienie tre$ci matematycznych prezentowanych na zajg-
ciach podczas studiow wyzszych. Wskutek tego wzmiankowani absolwenci
nie moga aktywnie uczestniczy¢ w tych zajeciach i tym samym nie moga
osiagna¢ oczekiwanych efektéw uczenia sig.

W opisywanej ksiazce teorig ograniczono do niezbgdnego minimum,
w szczegblnosci pominigto dowody twierdzen i wzorow. Przedstawione
przyktady ilustruja kluczowe pojecia oraz zastosowania wazniejszych twier-
dzen. Pierwszy rozdziat ksiazki omawia elementy logiki matematyczne;j.
Drugi rozdzial poswigcono elementom teorii mnogosci. Trzeci rozdziat
przedstawia takie zagadnienia jak: silnia, symbol Newtona, dwumian
Newtona, indukcja matematyczna. W czwartym rozdziale oméwiono ele-
menty rachunku wektorowego i geometrii analitycznej na ptaszczyznie. Na-
stepne rozdzialy po§wigcono na przedstawienie podstaw teorii funkcji oraz
na omowienie poszczegolnych klas funkcji elementarnych: funkcji trygono-
metrycznych, wielomianowych, wymiernych, wyktadniczych i logarytmicz-
nych. Zaprezentowano roéwniez metodyke rozwiazywania rOwnan i nierow-
nosci z wartoscig bezwzgledna. W nastepnej czesci podano krotki wstep do
teorii ciagdéw i ich granic. W kolejnym rozdziale zawarto elementy analizy
matematycznej funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej. Ostatni
rozdzial poswigcono elementom kombinatoryki i rachunku prawdopodo-
bienstwa.






Rozdzial 1
Elementy logiki matematycznej

1.1. Zdania

Na lekcjach jezyka polskiego tworzymy i poznajemy rézne rodzaje zdan.
Zdania bywaja pytajace, wykrzyknikowe, proste czy ztozone. W logice ma-
tematycznej rowniez uzywamy pojecia ,,zdanie”, ale znaczenie jego jest inne
niz w gramatyce.

Definicja
Zdaniem w sensie logiki matematycznej nazywamy wyrazenie oznajmujace,
o ktérym mozemy powiedziec, ze jest ono prawdziwe lub falszywe (wyraze-
nie, ktoremu mozna przypisa¢ jedna z dwoch wartosci logicznych: prawde
lub falsz).

Zdania proste w matematyce oznacza¢ bedziemy matymi literami alfabetu p,
g, 1, ..., prawde oznaczymy warto$cia 1, a falsz 0.

Na przyktad zdanie ,,Wroctaw jest stolica Polski” jest zdaniem fatszywym,
wigc jego wartos¢ logiczna wynosi 0, zdanie ,,Stonie sg ssakami” jest praw-
dziwe, wiec jego wartoscia logiczna jest 1. Zdanie ,,Zamknij okno!” nie jest
zdaniem, bo nie mozemy okresli¢, czy jest ono prawdziwe, czy fatszywe.

Powyzej zostaly podane zdania proste. Podobnie jak w jezyku polskim,
w logice zdania proste mozemy laczy¢ spdjnikami i otrzymamy wowczas
zdania ztozone. W logice matematycznej uzywamy nastgpujacych spojnikéw:
7, ,ub”, jezeli..., to...”, ,,wtedy i tylko wtedy, gdy...”, ,,nieprawda, ze...”.
Symbole odpowiadajace powyzszym spojnikom oraz nazwy zdan zlozonych
zbudowanych przy ich uzyciu zostang przedstawione w ponizszej tabeli:

Tabela 1.1. Spéjniki logiczne

o . . Nazwa zdania
Spojnik logiczny Symbol logiczny Zozonego
i A koniunkcja
lub \Y alternatywa
Jezeli..., to... = implikacja
Wtedy i tyko wtedy, gdy... = rownowaznos¢
Nieprawda, ze... - zaprzeczenie (negacja)

Omowimy teraz poszczegolne spdjniki logiczne.
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1.1.1. Koniunkcja

Zajmowac si¢ bedziemy zdaniem: ,, Zbyszek ma psa i kota”. Zdanie to skta-
da si¢ z dwoch zdan prostych:

p: ,,Zbyszek ma psa”

q: ,,Zbyszek ma kota”

potaczonych ze soba spojnikiem ,,i”. Zdanie to nazywamy koniunkcja zdan
prostych p oraz q i zapisujemy p A q .

Zdanie bedace koniunkcja dwoéch zdan prostych bedzie prawdziwe, gdy
oba zdania proste sa prawdziwe. Gdyby ktérekolwiek zdanie proste byto
falszywe (tzn. ,,Zbyszek nie ma psa”, lub ,.Zbyszek nie ma kota”), to cale
zdanie ztozowe bytoby rowniez fatszywe.

Tabelka wartosci logicznych koniunkcji dwdch zdan prostych jest wigc
nastgpujaca:

Tabela 1.2. WartoSci logiczne koniunkcji

P q PAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Koniunkcja jest zatem tylko raz prawdziwa, wtedy gdy oba zdania proste
sa prawdziwe.

1.1.2. Alternatywa

Zajmowac¢ bedziemy si¢ obecnie zdaniem ,,Kupig sobie nowy ptaszcz lub
buty”. Zdanie zlozone sktada si¢ tu z dwoch zdan prostych:

p: ,,Kupie sobie nowy ptaszcz”,

q: ,,Kupig sobie buty”

polaczonych ze soba spojnikiem Iub. Zdanie to nazywa¢ bedziemy alterna-
tywa zdan p oraz q, co zapisujemy p V q.

Zdanie to uwaza¢ begdziemy za prawdziwe, gdy kupimy tylko plaszcz lub
kupimy tylko buty, ale rowniez wtedy, gdy kupimy ptaszcz oraz buty. Zda-
nie to bedzie fatszywe tylko w przypadku, gdy nie kupimy ani ptaszcza, ani
butow.

Tabelka wartos$ci logicznych alternatywy dwoch zdan prostych jest wigc
nastgpujaca:
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Tabela 1.3. Wartosci logiczne alternatywy

P q pPvq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Alternatywa jest wigc tylko raz fatszywa, wtedy gdy oba zdanie sa fat-
SZywe.

1.1.3. Implikacja

Zdanie ,,Jezeli rozwiazesz te zadania, to dostaniesz si¢ na studia” jest impli-
kacja dwdch zdan prostych:

p: ,,Rozwiazesz te zadania”,

q: ,,Dostaniesz si¢ na studia”,

co symbolicznie zapisujemy p = q. Zdanie p nazywane jest poprzednikiem
implikacji, a zdanie q jest nastgpnikiem.

Zastano6wmy sig, jaka warto$¢ logiczna bedzie miata implikacja w zalez-
nos$ci od tego, jakie wartosci przyjmuja zdania proste.

W ktorym przypadku bedziemy niezadowoleni? Oczywiscie wowczas,
gdy rozwiazemy zadania i nie dostaniemy si¢ na studia. Nietrudno zatem
stwierdzi¢, ze jesli poprzednik jest prawdziwy, a nastgpnik falszywy, to im-
plikacja réwniez jest falszywa. W przypadku gdy nie rozwiazemy zadan, to
mozemy si¢ spodziewaé, ze na studia si¢ nie dostaniemy, ale rownie dobrze
mozemy si¢ na nie dosta¢. Oba przypadki moga si¢ zdarzy¢. W zadnym razie
nie mozemy czu¢ si¢ pokrzywdzeni, gdy na studia w tej sytuacji si¢ nie do-
staniemy.

Wobec powyzszego tabelka wartosci logicznych dla implikacji wyglada
nastgpujaco:

Tabela 1.4. WartoSci logiczne implikacji

P q Pp=4q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1
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Jak nietrudno zauwazy¢, implikacja jest tylko raz fatszywa, gdy jej po-
przednik jest prawdziwy, a nastepnik fatszywy, czyli gdy z prawdziwej prze-
stanki wynika falszywy wniosek.

W zdaniu zapisanym w postaci implikacji p = q zdanie p jest warun-
kiem wystarczajacym dla q, zdanie q jest warunkiem koniecznym dla p.

1.1.4. Rownowaznos$¢

Zdanie ,,Liczba jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra
jednosci jest 5 lub 0” sktada sig¢ z nastgpujacych zdan prostych:

p: ,,liczba jest podzielna przez 57,

q: ,jej cyfra jednosci jest 5 lub 0”.

Takie zdanie ztozone nazywac bedziemy réwnowaznoscia zdan prostych p
i q1ioznaczaé bedziemy p < q.

Oczywiscie nietrudno stwierdzi¢, ze rOwnowazno$¢ dwoch zdan prostych
bedzie prawdziwa, gdy oba zdania maja t¢ sama warto$¢ logiczna, tzn. oba
sa prawdziwe lub oba falszywe.

Tabelka wartosci logicznych zdania zlozonego dla réwnowaznosci jest
nastgpujaca:

Tabela 1.4. WartoSci logiczne r6wnowaznosci

P q peq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1.1.5. Zaprzeczenie zdania

Zdanie ,,Nieprawda, ze ludzie zyja na Marsie” jest zaprzeczeniem zdania p:
»Ludzie zyja na Marsie”. Zaprzeczenie zdania oznaczamy ~ p. Oczywiscie
nasze zdanie p jest zdaniem fatszywym, wiec jego zaprzeczenie jest zdaniem
prawdziwym. Mozemy wigc stwierdziC, ze zdanie p oraz jego negacja ~ p
maja przeciwne wartosci logiczne. W ponizszej tabeli przedstawiamy warto-
sci logiczne dla negacji zdania:



Prawa logiczne

Tabela 1.5. WartoSci logiczne negacji

p ~p
0 1
1 0

1.2. Prawa logiczne

Jesli chcemy przeprowadzi¢ poprawny i logiczny tok rozumowania czy po-
stgpowania w jakiej§ sprawie, musimy znaé przynajmniej podstawowe pra-

wa logiczne (zwane prawami rachunku zdan badz tautologiami).

Definicja

Prawem rachunku zdan (tautologiq) nazywamy zdanie zlozone, ktore jest

zawsze prawdziwe, niezaleznie od warto$ci logicznych zdan tworzacych.

Zapoznamy si¢ w tym momencie z niektorymi tautologiami, a czgs¢

z nich udowodnimy.

Tabela 1.6. Podstawowe prawa logiczne

pVv~p Prawo wytgczonego $rodka
~(@A~Dp) Prawo sprzecznosci
~(~pep Prawo podwdjnego przeczenia
(pAp) =p

(rvp)=p

~(@Vg ©~pA~q

| prawo De Morgana

~(@PAg ©~pV~q

Il prawo De Morgana

(@Pvq) e @Vp)

Przemiennos¢ alternatywy

(kv vr)e @vgvr)

tacznosé alternatywy

A © (@@AD)

Przemiennos¢ koniunkgji

(pA@AT) © (PA(qAT))

tacznos¢ koniunkgji

(pA(@avr) e ((pAg)V(pAT))

Rozdzielnos¢ koniunkcji wzgledem
alternatywy

(pvi@an)e (v Arlvr)

Rozdzielno$¢ alternatywy wzgledem
koniunkcji

[(p=DrA@=>n]=@=71)

Prawo przechodniosci implikacji

[~ =q9] e (pA~q)

Prawo zaprzeczenia implikacji

=9 <= (~q=>~p)

Rownowaznos¢ implikacji prostej
i przeciwstawnej
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=)= (~p=>~9 Réwnowaznos¢ implikacji odwrotnej
i przeciwne;j

pegpe[p=q9AN(Gq=D) Zamiana réwnowaznosci na
koniunkcje implikacji prostej
i odwrotnej

Jedna z metod dowodzenia praw logiki matematycznej jest metoda zero-
-jedynkowa. Wykorzystujac wszystkie mozliwe wartosci zdan prostych wy-
stgpujacych w zdaniu ztozonym, ocenia sig¢ wartos¢ calego zdania.

Przyklad
Udowodnimy powyzsza metoda I prawo De Morgana.
~ (Vv
p |9 pvq |~®VD | ~P | ~q | ~PA~q @(Epp,\@q)
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1

W trakcie uzupelniania tabeli warto§ciami logicznymi korzystalismy
z wczesniej podanych tabelek dla alternatywy, negacji, koniunkcji oraz row-
nowaznosci.

W ostatniej kolumnie otrzymali$my same jedynki, co $wiadczy o tym, ze
niezaleznie od tego, jakie wartosci logiczne przyjmuja zdania proste p i q,
cate zdanie ztozone jest prawdziwe, zatem jest to tautologia.

1.3. Formy zdaniowe

Wyrazenie ,, x jest liczba nieparzysta” nie jest zdaniem, gdyz nie jestesmy
w stanie okresli¢ jego wartosci logicznej tak dtugo, poki nie dowiemy sig,
czym jest X. Bywaja sytuacje, gdy to wyrazenie jest zupetnie bez sensu, np.
gdy w miejsce x wstawimy stowo ,,malpa”. Wyrazenie to staje si¢ zdaniem,
gdy zastapimy x konkretna wartoscia.

Definicja

Formq zdaniowq zmiennej x nazywamy wyrazenie zawierajace zmienna X,
ktore staje si¢ zdaniem w sensie logiki matematycznej dopiero po zastapie-
niu x nazwa pewnego elementu.
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Zbior elementéw, ktore po podstawieniu w miejsce x dadza sensowne
wyrazenie, nazywamy dziedzina danej formy zdaniowej. Wszystkie elemen-
ty z dziedziny, ktore po podstawieniu w miejsce x dadza zdanie prawdziwe,
tworza zbidr elementow spetniajacych dana forme zdaniowa.

Formy zdaniowe zmiennej x oznacza¢ bedziemy p(x), g(x) itd., jej dzie-
dzing odpowiednio Dy, Dg(x) itd. Zbior elementow spetniajacych dang for-
mg zdaniowa p(x) oznaczamy {x: p(x)}.

Przyklad
Dana jest forma zdaniowa zmiennej x p(x): x2 — 4 = 0. Dziedzing jej jest
zbidr liczb rzeczywistych, Dy () = R. Wyznaczy¢ zbior elementéw spetnia-
jacych t¢ forme¢ zdaniowa.

Aby ze zbioru liczb rzeczywistych wybra¢ te, ktore spelniaja forme zdanio-
wa, wystarczy rozwiaza¢ rownanie x2 — 4 = 0. Nietrudno zauwazy¢, Ze row-
nos$¢ ta jest prawdziwa, gdy x = 2 lub x = —2. Zatem {x: p(x)} = {-2,2}.

1.4. Kwantyfikatory
W matematyce czgsto uzywamy wyrazen: ,,dla kazdego x...”, czy ,,istnieje
takie x, ze...”. Wyrazenia te nazywane sg kwantyfikatorami, odpowiednio

ogblnym i szczegdtowym, ktore pozwalaja zastosowac skroty w zapisie.

Definicja
Wyrazenie dla kazdego x... nazywamy kwantyfikatorem ogoélnym i zapisu-
jemy go V, (mozna spotka¢ oznaczenie A,).

Definicja
Wyrazenie istnieje takie x, Ze... nazywamy kwantyfikatorem szczegdtowym
i zapisujemy go 3, (mozna spotka¢ oznaczenie V).

Przyklad
Zdanie: ,istnieje liczba rzeczywista spetiajaca réwnanie x? —3x =0
z uzyciem symbolu kwantyfikatora zapiszemy: 3,¢g x% — 3x = 0.

Uwaga
Forma zdaniowa jednej zmiennej poprzedzona kwantyfikatorem staje si¢
zdaniem.
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Aby zaprzecza¢ zdania z kwantyfikatorem, postuzymy si¢ nastepujacym
przyktadem. Wezmy pod uwagg nastgpujace zdanie: ,,Kwadrat kazdej liczby
rzeczywistej jest nieujemny”’. Zanegowaniem tego zdania begdzie wskazanie
przynajmniej jednej liczby rzeczywistej, ktorej kwadrat bedzie ujemny. Za-
tem zaprzeczeniem powyzszego zdania bgdzie: ,Istnieje liczba rzeczywista,
ktéra podniesiona do kwadratu da warto$¢ ujemna”. Mozemy wigc wycia-
gna¢ nastegpujace wnioski:

Whiosek
Zaprzeczeniem zdania ,,dla kazdego x zachodzi p(x)” jest zdanie ,,istnieje
takie x, dla ktérego nie zachodzi p(x), czyli ~V,p(x) & 3,~p(x).

Whiosek
Zaprzeczeniem zdania ,,istnieje takie x, ze p(x)” jest zdanie ,,dla kazdego x
nie zachodzi p(x)”, czyli ~3,p(x) & V,~p(x).

Kwantyfikatory maja ogromne znaczenie w formutowaniu twierdzen ma-
tematycznych. Twierdzenia zapisywane z uzyciem kwantyfikatora maja
najcze$ciej forme zdaniowa zapisana w postaci implikacji, czyli: V,p(x) =
q(x). Taka posta¢ nosi nazwe twierdzenia prostego, w ktorym p(x) jest jego
zatozeniem, a g(x) — teza.

Wykorzystujac wiedzg zwigzang z prawami rachunku zdan, mozemy mowié
o twierdzeniu odwrotnym, czyli: V,q(x) = p(x), twierdzeniu przeciwnym,
czyli: V,~p(x) = ~q(x) oraz twierdzeniu przeciwstawnym: V,~q(x) =
~p(x).

Nalezy pamigtaé, ze jezeli twierdzenie proste jest prawdziwe, to nie zaw-
sze znaczy, ze twierdzenie odwrotne jest prawdziwe. Tak jest w przypadku
np. twierdzenie Talesa i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa. Jesli
natomiast zajmowac si¢ bedziemy twierdzeniem prostym: ,,Jesli liczba jest
podzielna przez 10, to jest podzielna przez 27, ktore jest prawdziwe, to
twierdzenie do niego odwrotne: ,,Jesli liczba jest podzielna przez 2, to jest
podzielna przez 10” jest oczywiscie falszywe (np. 4 jest podzielne przez 2,
ale nie jest podzielne przez 10).

W przeciwienstwie do definicji twierdzenia matematyczne musza by¢
udowodnione. Twierdzenie matematyczne mozemy dowodzi¢, stosujac me-
todg wprost lub metode nie wprost.

Metoda wprost polega na tym, ze przyjmujemy za prawdziwe wszystkie
zatozenia i, wykorzystujac znane nam oraz udowodnione twierdzenia,
prowadzimy logiczne rozumowanie, za pomoca ktorego wykazujemy
prawdziwos¢ tezy.

Metoda nie wprost polega na tym, ze zakladamy falszywos$¢ tezy dowo-
dzonego twierdzenia i poprzez wykorzystywanie znanych i udowodnionych
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twierdzen pokazujemy, ze doprowadzi nas to do sprzecznos$ci z zalozeniem.
Uzyskana sprzecznos$¢ oznacza, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe.

1.5. Zadania

1. Czy podane wyrazenia sg zdaniami logicznymi?:
a) Wczoraj padat deszcz.
b) Zamknij okno!
c) 8 jest liczba pierwsza.
d) Czy lubisz Spiewac?.
e) X jest liczba dodatnia.
f) Istnieje liczba, ktorej kwadrat jest ujemny.
g) Liczba przekatnych pigciokata jest rowna liczbie jego bokdw.
h) (x—y)? =@ -x>

2. Ocen warto$¢ logiczna nastgpujacych zdan:
a) 8 jest liczba pierwsza.
b) Istnieje liczba, ktorej kwadrat jest ujemny.
c) Liczba przekatnych pigciokata jest rowna liczbie jego bokow.
d (x=y)? = -x)>
e) Kazdy trapez jest rownolegtobokiem.
f) Trojkat o bokach 12, 16, 20 jest prostokatny.
g) 1 jest liczba pierwsza.
h) Chiny s krajem europejskim.
1) Dlugos¢ wysokosci czworoscianu foremnego o boku 2 jest liczba
niewymierna.

3. Ocen warto$¢ logiczna zdania ztozonego, okreslajac najpierw warto$ci

logiczne zdan prostych:

a) W Polsce uprawia si¢ kawe oraz cytrusy.

b) 5 jest liczba ztozona lub pierwsza.

¢) V2>1lubV32+42=7.

d) Kazdy trojkat ma trzy osie symetrii oraz §rodek symetrii.

e) Jan Kochanowski napisal ,,Treny” i Adam Mickiewicz napisat
»Lalke”.

f) Jan Kochanowski napisat ,,Treny” lub Adam Mickiewicz napisat
,,Lalke”.

g) Jezeli 3 jest dzielnikiem 5, to 7 jest liczba parzysta.

h) JezelivV2 > 1,to (—1)3 > 0.
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Elementy logiki matematycznej

i) J(-2)=-22=-2
j) Trapez jest rownoleglobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy ma dwie
pary bokow rownolegtych.

4. Znajdz taka liczbg catkowita, ktéra po podstawieniu w migjsce X
sprawi, ze rowno$¢ bedzie prawdziwa:
Q) x+1=2=x%=x,
b) Vx<0Vvxt3,
) x<0Ax<0,
d) x jestliczba pierwsza & x t 7,

e)\/ﬁ=x=>|x|=3.

5. Wiadomo, ze zdanie p A q jest prawdziwe. Ocen warto$¢ logiczna
zdania: (p = q) = (p A~ q).

6. Wiadomo, ze zdanie p jest falszywe. Ocen warto$¢ logiczna poniz-
szych zdan:
a) (pAq)=p,
b) = q) =0,
o [p=aqVvpl= (@Ap).

7. Udowodnij prawa rachunku zdan znajdujace sie w tabeli 1.7 na stronie 9.

8. Czy podane wyrazenia sa prawami logicznymi?
a) (pVq) =p,
b) [~ (~pV~q] e @A),
) ®Aq)=>q,
d [e=a)Apl =q.
9. Woyznacz zbior elementéw spetniajacych podana forme zdaniowa:
a) p):Vx=1A(x-1Dx—-4) =0,
b) p(x):2x +3>0 A x2 > 2,
c) p(x):i—;i> 0vx<DO,

d) px):vx=1VvV (x—1)(x—4) =0.

10. Poprzedz dang formg¢ zdaniowa zmiennej rzeczywistej x kwantyfika-
torem tak, aby powstalo zdanie prawdziwe:
a) (x+2)2=x2+2,
b) x% < x,
¢) (x—1)(x—3) =x%—4x + 3,
d) x2 > 0.
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11. Ocen warto$¢ logiczna podanych zdan oraz znajdz ich zaprzeczenia:
a) Vyer x2+1>0,
b) J,erx2—1>0,
C) Vyerx+1>0,
d) e ¥* <0,
e) Ve (@x3+1>0 vx>0),
f) Fer (X2 4+1>0 Ax—3=0).






Rozdzial 2
Elementy teorii mnogosci

2.1. Zbiory

W dotychczasowej edukacji matematycznej spotykaliSmy si¢ z pojeciem
zbioru. Wyr6znialiSmy zbior liczb rzeczywistych, naturalnych, catkowitych,
wymiernych, niewymiernych, zbiory figur ptaskich, w tym zbiory prostoka-
tow, trojkatow, wielokatow foremnych itp.

Zbidr nie jest definiowalny, gdyz jest to pojecie pierwotne w matematyce.

Zbiory oznacza¢ bedziemy wielkimi literami alfabetu, a ich elementy ma-
tymi literami.

Chcac zapisaé, ze ,,a jest elementem zbioru A”, bedziemy uzywacé zapisu
symbolicznego a € A, jesli ,,element a nie nalezy do zbioru B”, zapiszemy
a¢B.

Uwaga
Zbior, ktory nie posiada zadnego elementu, nazywa¢ bedziemy zbiorem
pustym i oznacza¢ symbolem @.

Definicja
Zbior A zawiera si¢ w zbiorze B (inaczej mowimy, ze zbior A
jest podzbiorem zbioru B), jesli wszystkie elementy zbioru A sa

jednoczesnie elementami zbioru B.

Fakt, ze A jest podzbiorem B zapisujemy symbolicznie A C B.

Rysunek 2.2. Graficzna ilustracja zawierania zbiorow
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Definicja

Dwa zbiory A i B sa rowne (co symbolicznie zapiszemy
A = B), jesli A jest podzbiorem B oraz jednoczesnie B jest podzbiorem A,
zatem:

(A=B)e (AcB ABcA).

2.2. Dzialania na zbiorach
Na zbiorach mozemy wykonywac r6zne dziatania.

Definicja

Sumgq zbiorow A oraz B nazywac bedziemy zbidr tych wszystkich elemen-
téw, ktore naleza do zbioru A lub naleza do zbioru B. Sume¢ zbioréw ozna-
czamy symbolicznie A U B. Wigc:

(xeAuB)e (xe A vVvxeEB).

Rysunek 2.1. Graficzna ilustracja sumy zbioréw

Definicja

lloczynem (czgscia wspodlna) zbior6w A oraz B nazywaé bedziemy zbior
tych wszystkich elementow, ktoére naleza do zbioru A i naleza do zbioru B.
Iloczyn zbioréw symbolicznie oznaczamy A N B. Zatem:

(xeAnB)e (x€eA Ax €B).

»

Rysunek 2.3. Graficzna ilustracja iloczynu zbioréw
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Definicja

Dwa zbiory, ktorych iloczyn jest zbiorem pustym, nazywamy roztqcznymi.
Definicja

Roznicq zbiorow A oraz B nazywaé bedziemy zbior tych wszystkich ele-
mentow, ktore naleza do zbioru A i jednocze$nie nie naleza do zbioru B.
Rdznicg zbiorow symbolicznie oznaczamy A \ B. Zatem:

(xeA\B) e (xeAx¢&B).

Uwaga
Rézniceg zbiordéw mozemy rowniez zapisywac w postaci: A — B.

)

Rysunek 2.2. Graficzna ilustracja réznicy zbioréw

Definicja

Niech A bedzie dowolnym zbiorem przestrzeni I1. Dopetnieniem zbioru A
nazywamy zbior réwny réznicy przestrzeni oraz zbioru A, oznaczamy go A’
(A" =1 —A). Zatem:

(xeAd)e (xell Ax¢A).
Uwaga

Nietrudno zauwazy¢, ze zbidor w sumie z jego dopetnieniem daja calg prze-
strzen oraz zbidr i jego dopehienie sg zbiorami roztacznymi, czyli:

AUA =TlorazANA = 0.

Rysunek 2.3. Graficzna ilustracja dopelnienia zbioru
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2.3. Prawa rachunku zbiorow

W teorii mnogosci mozemy sformulowaé analogiczne do praw logicznych
prawa dotyczace rachunku zbiorow. Przedstawimy je w postaci tabeli.

Tabela 2.1. Prawa rachunku zbiorow

AUA=A

ANA=A

(AUB) =ANnH

| prawo De Morgana dla zbioréw

(AnB)y =AUR

Il prawo De Morgana dla zbioréw

AUB=BUA Przemiennos$¢ dodawania zbioréow
(AUB)UC=AU(BUC) taczno$¢ dodawania zbioréw
ANB=BNA Przemiennos¢ iloczynu zbiorow

(AnB)NnC=An(Bn C)

tacznosé iloczynu zbioréow

ANn(BUC)=(ANB)UANOC)

Rozdzielnos¢ iloczynu zbioréow wzgle-
dem ich sumy

AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)

Rozdzielno$¢ sumy zbioréw wzgledem
ich iloczynu

Przyklad

Udowodnimy teraz I prawo De Morgana.

Niech x e (AUB)' &~ (x € AUB) ©~ (x € A Vx € B). Korzysta-
jac z praw logiki matematycznej, mamy: ~ (x € A) A~ (x € B). Zatem:
xXEAANxEéB ©x€EA ANxEB & x€e (A NB). Z réwnowaznosci
zapisow wynika zatem: x € (AU B)" & x € (A" N B"), co dowodzi, ze:

(AuB) =A'nB.

2.4. Zbior liczb rzeczywistych

W tym miejscu omowimy podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Definicja

Zbiorem liczb naturalnych nazywamy zbior N = {0,1,2,3, ... }.

Definicja

Zbiorem liczb catkowitych nazywamy zbior Z = {—2,-1,0,1,2,3, ... }.
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Uwaga
Liczby catkowite ujemne oznaczamy Z_, a dodatnie Z,. Zachodzi wigc
zaleznos¢:

Z_U{0}UZ, =17.

Definicja
Liczbg nazywa¢ bedziemy wymierng, gdy mozna ja przedstawi¢ w postaci
utamka zwyklego S, gdziep €Z N q €EZ Aq # 0. Zbiodr liczb wymiernych

oznaczamy W.

Uwaga
Kazda liczba wymierna da si¢ zapisa¢ w postaci utamka dziesigtnego skon-
czonego lub nieskonczonego okresowego.

Definicja
Liczbe, ktora nie jest liczba wymierna, nazywamy niewymierng. Zbior liczb
niewymiernych oznaczamy NW.

Wszystkie wymienione zbiory sa podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych
(R).
Migdzy podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych zachodza nastgpujace re-
lacje zawierania: N € Z ¢ W < R oraz: NW c R.
Ponadto: W U NW = Roraz: W n NW = @.
R

Rysunek 2.4. Zbior liczb rzeczywistych
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Elementy teorii mnogosci

2.5. Zadania

. Wyznacz zbiory:

a) NuU Z,

b) ZnNnW,

¢) Nn Z,

d) Zn NW,

e) (Z—NW)n R.

. Wskaz zdania prawdziwe, uzasadniajac odpowiedz:

a) Kazda liczba naturalna jest liczba catkowita.

b) Kazda liczba wymierna jest liczba calkowita.

c) Kazda liczba naturalna jest liczba wymierna.

d) Kazda liczba niewymierna jest liczba rzeczywista.

e) Istnieje liczba wymierna, ktora jest jednoczesnie niewymierna.

f) Istnieje liczba wymierna, ktora nie jest liczbg naturalna.

g) Istnieja dwie liczby niewymierne, ktorych suma jest liczba wy-
mierna.

h) Istnieja dwie liczby niewymierne, ktorych iloczyn jest liczba wy-
mierna.

1) Iloczyn dwoch liczb niewymiernych jest zawsze liczba wymierna.

. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A oraz B, a nastgpnie wyznacz zbio-

ry:AUB,ANB,A—B,B — A, jesli:
a) A=(-1,3),B=(2,5),

b) A=<-3,1),B=(0,2 >,

¢) A=(—,3>B =< —1,4x).

. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A" oraz B’, a nastgpnie wyznacz

zbiory: AUB,A NB,A"—B,B — A, jesli
a) A=(—-1,3),B =(2,5),

b) A=<-3,1),B=(0,2>,

¢) A=(—00,3>B =< —1,+»).

. Wyznacz zbiory: AUB,ANB,A—B,B — A, jedli:

a) A={xeN:x<3},B={x€eN:x >3},
b)A={xeR:x<1},B={xeN:x <1},
c) A={xeR:ix<1},B={x e N:x < 2}.
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6. Niech przestrzen X bedzie zbiorem wszystkich czworokatow. A niech
bedzie zbiorem wszystkich trapezow, B — zbiorem wszystkich rowno-
legtobokdéw, C — zbiorem prostokatéw. Znajdz zbiory:

a) AnB)NC,
b) (ANB)NC,
c) An(BnNC),
d (AnB)NnC.

7. Wykaz, ze liczba v/7 jest liczba niewymierna.

8. Sprawdz, czy podane roéwnosci sg prawdziwe:
a) A—(BUC)=(A-B)n(A-0),
b) AU(ANB) = A,
¢c) An(AUB) =B,
d) (AuBUC)—-(AUB) =C.






Rozdzial 3
Dwumian Newtona

3.1. Indukcja matematyczna

W matematyce mozemy si¢ spotkac z twierdzeniami, w ktérych mowa jest
o liczbach naturalnych. Takie twierdzenia dowodzimy z wykorzystaniem
zasady indukcji matematyczne;.

Twierdzenie (zasada indukcji matematycznej)

Niech bedzie dane pewne twierdzenie, w ktorym mowa jest o liczbach natu-

ralnych. Jezeli:

e twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej n,

e dla dowolnej liczby naturalnej k (k = ny) — z prawdziwosci tego twier-
dzenia dla liczby k wynika jego prawdziwos¢ dla liczby k + 1,

to moéwimy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n

takiej, ze n = ny.

Przyklad
Wykorzystujac zasadg indukcji matematycznej, wykazemy, ze:

Vaen 1+34+5+ -+ (2n+1) = (n+ 12

Sprawdzimy, czy twierdzenie jest prawdziwe dla ny = 0.
L=1orazP=(0+1)2=1,wiecL=P

Przechodzimy do drugiego kroku, czyli z prawdziwosci:
Vien 1+3+5+ -+ 2k +1) = (k+ 1)

Wykazemy, ze prawdziwa jest zalezno$¢:
Vien1+3+5++ Qk+1)+[2(k+1)+1] = [(k+ 1)+ 1],

czyli po wykonaniu dziatan:

Vien 1+3+5+ 4+ Qk+1)+ 2k +3) = (k+2)~

Dowdd:
L=1+34+5++Qk+1)+Qk+3)=(k+1)*+2k+3) =
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(po zastosowaniu zatozenia, ze dla k twierdzenie jest prawdziwe)
=k?4+2k+1+2k+3=k>’+4k+4=(k+2)?=P
(po wykonaniu dziatan oraz zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia).
Pokazali$my, ze twierdzenie jest prawdziwe dla ny = 0, a nastgpnie przy
zatozeniu, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby, k wykazaliSmy praw-

dziwos$¢ twierdzenia dla k+1, wigc twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej n.

Przyklad
Wykorzystujac zasadg indukcji matematycznej, wykazemy, ze:

V,en liczba postaci 10™ + 4™ — 2 jest podzielna przez 3.

Sprawdzimy, czy twierdzenie jest prawdziwe dla ny = 1.

L=10+4—-2 =12 = 3 -4, czyli liczba jest podzielna przez 3.

Przechodzimy do drugiego kroku, czyli z prawdziwosci:
Viey 108 + 4k —2 =3t,t e N

wykazemy, ze prawdziwa jest zalezno$¢:

Viey 1081 + 4k+1 — 2 =3y, y € N.

Dowdd:
L =101 441 -2=10-10*+4-4"-2=
(z wlasnosci dziatan na potegach o wyktadnikach naturalnych)

=4-10*+4-4"-4-2+6-10*-2+4-2=
= 4(10% + 4k —2)+3.2-10"+3-2=4-3t+3-2-10"+3-2 =

(po zastosowaniu zalozenia, ze dla k twierdzenie jest prawdziwe)

=3(4t+2-10™ + 2) = 3u.

Pokazalismy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla ny = 1, a nastepnie przy
zatozeniu, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby k, wykazaliSmy praw-
dziwos¢ twierdzenia dla k+1, wigc twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej n.
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3.2. Silnia

Rozdziat ten rozpoczniemy od wprowadzenia niektérych poje¢ zwiazanych
ze zbiorem liczb naturalnych.
Zaczniemy od policzenia iloczynu kolejnych liczb naturalnych dodatnich:

1-2=2
1-2-3=6
1-2:-3-4=24
1-2-3-4-5=120
1-2-3-4-5-6=720

Nietrudno zauwazy¢, ze kazda kolejna warto$¢ iloczynu rosnie szybko.
Ze wzgledu na dlugos¢ takiego zapisu postanowiono wprowadzi¢ symbol
zastepujacy dhugi zapis iloczynu kolejnych liczb naturalnych. Symbol ten to
n! (czytamy: n silnia).

Definicja
0l=1
1-2:3:4-...-(n—1)-n=nl,neN,
3.3. Symbol Newtona
Definicja

Symbolem Newtona nazywamy liczbe postaci:

(Z) = #‘_)', gdzien,k € Norazn > k.

Symbol Newtona czytamy ,,n po k. Symbol Newtona jest zaw-
sze liczba dodatnia.

Twierdzenie
Jezelin € N, to:

(0)=1()=n()="57()=1

Dowdd:
Wykorzystujac definicje symbolu Newtona oraz silni, mamy:
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(g)zﬁio)E%:l.

Analogicznie mamy:

Natomiast:
(n)_ n! _n-(n—l)!_
U - 1-n—1 "
oraz
(n) _ n! _ n(n-1)-(n-2)! _ n(n-1)
2) T 2rm-2 T 2m-2 2
Twierdzenie
oy ny _ n
Jezelin,k € Norazn = k, to (k) = (n _ k)'
Dowéd:

Bezposrednio z definicji dwumianu Newtona mamy:

C{l) - k!-(:!—k)! - (n—k)!-(:!—(n—k))! - (n f k)'

Twierdzenie
Jezelin,k e Norazn >k + 1, to (Z) + (k :l_ 1) = (Zi 1)
Dowaod:

Wykorzystujac definicj¢ symbolu Newtona oraz wykonujac kolejne dziata-
nia, mamy:

n n _ n! n! _
(k)+(k+1)_k!'(n—k)!+(k+1)!-(n—(k+1))!_
n! n!
SNl kI m—k=D1
n! n!
M —k—Dl R -kt D) -(n—k=1)1
_ n'-(k+1)
T kD —k—Dl- k)
nl-(n—k)

K-kt D) -n—k—Dl-(n—k)

+




Dwumian Newtona 29

B nl-(k+1)+n(n—k) _nl-(k+1+n—k)
T kle(k+1D)-(n—k-1D!-(n—k)! (k+D!-(n—k)
B nl(n+1) B (n+ 1! _(n+1)
kDR k+ D (D - (k+ D) \k+1

co konczy dowad.

3.4. Dwumian Newtona

W dotychczasowej nauce matematyki korzystaliSmy wielokrotnie ze
wzordw skroconego mnozenia.

Pamigtamy, ze:

(a +b)? = a? + 2ab + b?,

(a + b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3.

Chcac wyznaczyé wzor skréconego mnozenia dla (a + b)*, mozemy
skorzysta¢ z faktu, ze:

(a+b)* = (a+b)?- (a+b)?

lub
(a+b)*=(a+b)® (a+b).

Wykonujac dziatania (z wykorzystaniem jednej z powyzszych rownosci),
otrzymamy:
(a + b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*

Postepujac analogicznie, mogliby$§my wyznaczy¢ rozwinigcie wyrazenia
(a + b)" dla dowolnego n naturalnego.

Twierdzenie (wzér dwumianowy Newtona)
Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n zachodzi réwnos¢:

(a+b)" = (g) a + (111) a™1p + (721) a"2p? + .-

+Hulg)an ()
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3.5. Zadania

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej prawdziwa jest rownos¢:

1 n

R I SR =
1.2 23 34 n(n+1) n+1

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej prawdziwa jest rownos$¢:

1+11+111+..+111...11=2 (10" — 9n — 10).
— 81

n jedynek

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej prawdziwa jest rownos¢:

(1 - %) (1 N %) T (1 B (n+11)2) - 27:;22'

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej prawdziwa jest rownos$¢:

(o) + )+ @) +-+()=2"

. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej liczba postaci

n3 + 5n jest podzielna przez 6.

. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej liczba postaci

26n+1 4 9N+l jest podzielna przez 11.

. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n>2 prawdziwa jest nieréw-

noéé: n? > 2n + 1.

. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej prawdziwa jest nie-

rownosé: 2™ > nl.

. Doprowadz do jak najprostszej postaci, podaj zatozenia:

n!
) Gar
(2n)!
b) (2n-3)"
C) 2n-1)!-(n+2)!
d)

b

nl-(2n+2)!
(2n-k-2)!-(2n—-k-1)!
2n-k)!-2n—-k-3)! °
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8. Oblicz, korzystajac z definicji symbolu Newtona:
10
2 (5):
8
b (,)
(e)
C) %<
(5)
9. Oblicz:
24
g
19

(i?)

10. Doprowadz do jak najprostszej postaci, podaj zatozenia:

(")

a) Ty
("7)
Py
b) z— )
(in-s)
) gl
(4n—3)+(4n—2)+(4n—1)
11. Oblicz n:
a) n+ (721) =15,
n+2
b) ( : ) = s6.

o @Y=

12. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, zapisz w postaci
sumy:

a) (x+ 3)°,
b) (x +%)8,x * 0,
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) (2x—1)°
4
d) (x2 —xiz) ,x # 0.
: D : 1\1?
13. Wyznacz piaty wyraz rozwinigcia wyrazenia (2x - %> .

7
14. W rozwinigciu (x + %) , x # 0 wyznacz wspbtczynnik przy x2.
X

12
15. Znajdz wyraz rozwinigcia dwumianu (3{/} + E) , W ktorym nie wy-
stepuje X.



Rozdzial 4
Elementy rachunku wektorowego
i geometrii analitycznej

4.1. Wektory

Definicja
Wektorem o poczqtku w punkcie A i koncu w punkcie B nazywamy upo-
rzadkowana parg punktéw A i B. Wektor o poczatku w punkcie A i koncu

B oznaczamy AB. Wspoétrzedne wektora AB w ukladzie kartezjanskim obli-
czamy ze Wzoru:

—

AB = [xp — x4,Yp — Yal, gdzie A(x4,y4), B = (xp,¥3).

Przyklad
Wyznaczy¢ wspotrzedne wektora AB, jesli: A(—2,3),B(3,—4).
Skorzystamy ze wzoru powyzej, czyli:

AB =[3 - (-2),-4-3] = [5,-7].

Definicja
Odleglos¢ punktow A 1 B nazywamy dugosciq wektora AB i oznaczamy
|Z§| Dlugo$¢ wektora AB obliczaé bedziemy ze wzoru:

|ﬁ| = \/(xB —x4)% + (Vg — ya)*.

Dhugosc¢ odcinka AB jest rowna dtugosci wektora AB.

Przyklad
Obliczy¢ dtugos¢ wektora AB, jesli: A(—2,3),B(3,—4).

|A_§| = \/(3 —(-2)?+(—-4-3)? = \/52 +(=7)? = V74.

Definicja
Zwrotem wektora AB nazywamy zwrot polprostej AB. Dwa wektory maja
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ten sam kierunek, jesli proste wyznaczone przez te wektory maja ten sam
kierunek (sa réwnolegte).

Definicja

Dwa wektory nazywamy rownymi, jezeli maja ten sam kierunek i zwrot oraz
rowne dlugosci. W prostokatnym uktadzie wspotrzednych dwa wektory
rowne maja identyczne odpowiednie wspotrzedne.

Definicja
Dwa wektory nazywamy przeciwnymi, jesli maja rowne dlugosci i ten sam
kierunek, ale przeciwne zwroty. Wektor przeciwny do wektora AB ozna-
czamy —4F lub BA. Wektory mozemy rowniez oznacza¢ matymi literami:
u,v,witp.

Definicja

Sumq dwéch wektoréw U =[xy y,],% = [x5¥,] nazywamy wektor: W =
[x; + x5, ¥1 + ¥2]. ROznica wektoréw u oraz ¥ nazywamy sume wektora
U oraz wektora przeciwnego do v.

Definicja
Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktorego poczatek i koniec pokrywaja
sig¢. Wektor zerowy nie ma ani kierunku, ani zwrotu.

Twierdzenie
Wihasno$ci dodawania wektorow:
a) U+ ¥ = U + U (przemienno$¢),
b) &+ (B+w) = (B +u) + w (facznosé),
c) u+0=1,
d) i+ (—uw) =0.

Definicja

lloczynem wektora niezerowego przez liczbe A # 0 nazywamy wektor:
A-du=[A-x,1-y;] o kierunku wektora u, dtugosci rownej |A]- |u]
i zwrocie tym samym co wektor 1, jesli 1 > 0, a zwrocie przeciwnym, gdy
A<0.

Twierdzenie

Wtlasnosci mnozenia wektora przez liczbg:
a) 1-u=1u,
b) §(A-u)=(6-1) U,
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) A@W+wW)=21-v+1-W,
d@A+&)u=21-u+6-u

Definicja

lloczynem skalarnym wektora niezerowego U i wektora niezerowego v na-
zywamy liczbg rdwna iloczynowi dtugosci tych wektoréw przez cosinus kata
zawartego miedzy nimi, czyli: 4 o ¥ = [u] - || - cose, gdzie ¢ —miara kata
migdzy wektorami. Tloczyn skalarny wektorow U =[xy y; | oraz ¥ =[x, y5|
obliczamy ze wzoru:

— -
UV =Xy X2+ Y1 V2.
Twierdzenie

Jezeli iloczyn skalarny wektora niezerowego U i wektora niezerowego ¥ jest
réwny zero, to te wektory sa do siebie prostopadte.

Niech dany bedzie wektor AB oraz punkt C (lezacy migdzy A i B).

Definicja
Stosunkiem podziatu wektora AB (odcinka AB) nazywamy liczbg k, taka ze:

A€ = - [cB]
Znajac wspotrzedne punktow A (x,,y,) oraz B (xp,yp), mozemy wyzna-
czy¢ wspotrzedne punktu C (x¢, Y ) ze wzorow:

_ Xatk-xp _ Yatkyp
€T 14k 2YC T 14k

W szczegolnym przypadku, gdy C jest $rodkiem wektora (odcinka), tzn.
k=1, wowczas:

_ XatXxp __YatyB

2 °7¢ 2

Xc

Wspohrzgdne srodka odcinka sg $rednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspotrzednych jego koncow.

4.2. Proste

Definicja
Réwnanie postaci: Ax + By + C = 0, gdzie A% + B? # 0 nazywamy réw-
naniem ogolnym prostej na plaszczyznie.
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Twierdzenie
Dwie proste:

k:A1x+B1y+Cl=00raZ1:A2x+B2y+Cz=0

sa rownolegle (k || 1) wtedy i tylko wtedy, gdy:
Al.BZ_AZ.Bl = 0.

Twierdzenie
Dwie proste:

k:Aiyx+Biy+C, =0orazl: A,x + B,y +C, =0

sa prostopadte (k L ) wtedy i tylko wtedy, gdy:
Al.A2+Bl'BZ =O

Twierdzenie

Odlegtos¢ punktu P(xg,y,) od prostej k: Ax + By + C =0 oblicza¢
bedziemy ze wzoru:

__ |Axg+B-yo+C|

d="—r="

Definicja
Roéwnanie postaci: y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej
na ptaszczyznie.

Wspotczynnik a = tga, gdzie a jest katem, jaki tworzy prosta z dodatnia
polosia osi OX. Wspodtczynnik ten nazywamy wspotczynnikiem kierunko-
wym prostej.

Przyklad

Dana jest prosta [: x — 2y + 8 = 0 oraz dwa punkty A(2,—5) i B(3,—-1) .
Wyznaczy¢ wspotrzedne punktu P nalezacego do prostej / tak, aby lezat

on w rownych odleglosciach od punktéw A oraz B.

Skoro punkt P ma naleze¢ do prostej /, to spelnia on réwnanie tej proste;.
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Przedstawmy ja w postaci kierunkowej:
x—2y+8=0

Ly =2x+4
1y =5

Niech: P(x,y) = (x,%x + 4) oraz A(2,-5)iB(3,—1).

Zatem:
. 1 2
|PA| = (2—x)2+(—5—§x—4)
— 1 2
|PB| = (3—x)2+(—1—§x—4)
Poniewaz: |ﬁ| = |ﬁ|, wiec z réwnosci:
1 2 1 2
\/(Z—X)Z + (—S—Ex—4) =\/(3—x)2 + (—1—Ex—4)
. 1 3
otrzymamy, ze: X = —2 >y = 2 "
Odpowiedz:

Szukany punkt P (—2 %, 2 %)

Twierdzenie
Dwie proste:

ky=a;x+byorazl:y =a,x+b,

sa rownolegle (k || 1) wtedy i tylko wtedy, gdy:

a, = a,.

Twierdzenie
Dwie proste:

k:y=a;x +byorazl: y =a,x + b,

sa prostopadte (k L ) wtedy i tylko wtedy, gdy:
a,-a,+1=0.
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Twierdzenie
Kat miedzy prostymi przecinajacymi si¢ mozemy policzy¢ ze wzoru:

tga = % .
4.3. Okrag i kolo

Definicja

Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu dlugosci r nazywamy zbior
wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktdrych odleglo$é od srodka O jest rdwna
r(r>0).

W prostokatnym uktadzie wspoirzednych obieramy punkt O (a, b). Okrag
beda tworzy¢ wszystkie punkty A (X, y) plaszczyzny, ktore beda spetnialy
warunek: |0A| = r.

Obliczymy wspotrzedne wektora 04 = [x — a,y — b].

Dhugos¢ tego wektora obliczymy, wykorzystujac poznany wzor na dtu-
go$¢ wektora:

|04] = J(x —a)2 + (v — b)Z,

wiec:

JE—a)?+ @ -b2=r.

Obie strony tego rOwnania sa nieujemne, wigc podnoszac obie strony do
potegi drugiej, otrzymamy:

(x —a)?+ (y—b)?> =12,
Otrzymana réwno$¢ jest postacia kanoniczna rownania okregu.

Wykonujac dziatania oraz redukujac wyrazy podobne, mozemy sprowa-
dzié¢ to réwnanie do postaci: x2 +y2 +A-x+B-y + C = 0.
Réwnanie to jest postacia ogolna okregu o srodku O(a, b) i promieniu
dtugosci r, gdzie:
VAZ+BZ-4C

T=—C,jes'liA2+Bz—4C>Ooraz:a=—%ib=—

B
2 2

Definicja
Kolem o s$rodku w punkcie O i promieniu dtugosci r nazywamy zbidr
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wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtos¢ od srodka O jest nie
wigksza od r (r > 0).

Opierajac si¢ na powyzszej definicji, tatwo wykazaé, ze nierd6wno$¢:
(x—a)?+(y—-b)?<r?

opisuje koto o srodku O(a, b) i promieniu dtugoscir (1> 0).

Przyklad
Okresli¢ wzajemne polozenie okregu o: x2 + y2 — 4x + 6y + 12 = 0 oraz
prostej l: 2x + 3y + 4 = 0.

Sprowadzmy okrag do postaci kanonicznej. Z rownania: x? + y? — 4x +
6y + 12 = 0 otrzymamy:

(x—2)2%+(y +3)2=1.
Jest to zatem okrag o $rodku w punkcie O (2, —3) i promieniu r = 1. Obli-
czymy teraz odleglos$¢ srodka tego okregu od prostej /:
d_|2-2+3-(—3)+4|_ 1 V13

V22 + 32 Vi3~ 13"
Poniewaz odleglos¢ srodka tego okregu od prostej / jest mniejsza od dtu-
gosci promienia, wiec prosta jest sieczna okregu, czyli przecina ja w dwoch
r6znych punktach.

4.4. Zadania
1. Oblicz obwdd trojkata o wierzchotkach A(—4,2), B(0,—1), C(3,3).
2. Na osi odcigtych znajdz punkt oddalony o 5 od punktu A(1, 2).
3. Dany jest trojkat o wierzchotkach A(—1,4), B(—4,0),C(3,1). Znajdz
kat pomigdzy wysokos$cia tego trojkata poprowadzona z wierzchotka
A ibokiem AC.
4. Dane sg punkty A(2,0), B(—1, —4). Na prostej o rOwnaniu y = 2x + 2

wyznacz taki punkt C, aby trojkat ABC byt trojkatem prostokatnym
o przeciwprostokatnej AB.
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5. Na osiach wspéhrzednych znajdz punkty oddalone o 15 od punktu
A(=5,9).

6. Znajdz promien i $rodek okregu opisanego na trdjkacie o wierzchot-
kach A(—1,6),B(3,-2) i C(—4,-3).

7. Znajdz promien i $rodek okregu przechodzacego przez punkt
A(2,—1) i stycznego do obu osi uktadu wspotrzednych.

8. Dane sa dwa przeciwlegte wierzchotki kwadratu A(4,—1) i B(—3,0).
Wyznacz wspotrzedne dwoch pozostalych wierzchotkow.

9. Dang sa $rodki bokow trojkata A;(—2,—1),B,(—2,—4),C;(3,0).
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkow tego trojkata.

10. Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A(—2, 2), B(4,—2), (0, 3).

11. Dane sa trzy wierzcholki rownolegloboku A(—1,6), B(3,—2)
i C(—4,-3).
a) Wyznacz wspotrzedne czwartego wierzchotka.
b) Oblicz dlugos¢ wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C.
¢) Oblicz pole tego rownolegtoboku.

12. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A(—2,2) i two-
rzacej z dodatnia pélosia osi OX kat %n.

13. Dane sa rownania bokow trojkata:

AB:2x—y+2=0,
BC:x —y =0,
AC:x+y—2=0.

a) Znajdz wspolrzgdne wierzchotkow trojkata.

b) Oblicz pole tego trojkata.

¢) Sprawdz, czy jest to trojkat: ostrokatny, rozwartokatny czy prosto-
katny.

14. Znajdz punkt A* symetryczny do punktu A(—2,4) wzgledem prostej
oréwnaniu x + 2y — 2 = 0.

15. Znajdz $rodek okregu opisanego na trojkacie, ktorego bokami sa osie
uktadu wspoétrzednych i prosta o rownaniu: 3x — 4y — 5 = 0.
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16. Znajdz $rodek okregu wpisanego w trojkat, ktorego boki zawarte sa
w prostych o rownaniach:

x+y+12=0,7x+y=0,7x—y+28 =0.

17. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt przecigcia pro-
stych o rownaniach:

3x+4y—-5=0,2x4+y—-—3=0

oraz punkt P(1,1).






Rozdzial 5
Podstawy teorii funkcji

5.1. Podstawowe definicje

Na wstepie rozdziatu przypomnijmy podstawowe definicje i oznaczenia
dotyczace teorii funkc;ji.

Definicja
Funkcjq f ze zbioru X w zbior Y nazywamy takie przyporzadkowanie, ktore
kazdemu elementowi x ze zbioru X przypisuje doktadnie jeden element y ze
zbioru Y.

Zbidr X nazywamy zbiorem argumentéw lub dziedzing funkcji f i ozna-
czamy zwyczajowo przez Dy. Natomiast zbiér Y nazywamy przeciwdzie-
dzing funkcji f. Zapis y = f(x) czytamy ,,y jest wartoscia funkcji f dla argu-
mentu x”. Zapis f: X = Y odczytujemy ,,funkcja f ze zbioru X w zbior Y.

Definicja

Jesli zaréwno dziedzina, jak i przeciwdziedzina danej funkcji sa podzbiora-
mi zbioru wszystkich liczb rzeczywistych, to dana funkcj¢ nazywamy funk-
¢jq rzeczywistq (lub liczbowq) jednej zmiennej rzeczywistej.

Jesli funkcja rzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej jest podana wy-
Tacznie za pomoca wzoru, to wyznaczamy jej dziedzine naturalng jako zbior
tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych dziatania we wzorze funk-
cji sa wykonalne.

Przyklad
Wyznaczmy dziedzing naturalna funkcji rzeczywistej zadanej wzorem

f(x) — 2x+1

x2-9°
Zauwazmy, ze wyrazenie f(x) =

JZCZ: jest dobrze okreSlone wtedy 1 tyl-

ko wtedy, gdy mianownik tego wyrazenia jest rozny od 0. Zatézmy zatem,
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ze x?>—9# 0. Rozkladajac prawa strong na czynniki, otrzymujemy
(x —3)(x + 3) # 0. Poniewaz iloczyn danych wyrazen jest niezerowy wte-
dy i tylko wtedy, gdy kazde z tych wyrazen jest niezerowe, otrzymujemy
koniunkcj¢ x —3 # 0 Ax+ 3 # 0. Zatem ostatecznie nasze zalozenie
przyjmuje posta¢ x # 3 Ax # —3. W konsekwencji argumentami danej
funkcji moga by¢ dowolne liczby rzeczywiste z wylaczeniem —3 oraz 3.
Zapisujemy to w postaci

Dy = R\ {-3,3}.

Definicja
Zbidr wartosci ZWy funkcji f to podzbior przeciwdziedziny tej funkcji, zdefi-
niowany nastgpujaco

IWr= {y€Y: (3xe Df)y=f(x)}.

Zatem do zbioru wartosci funkcji f nalezy kazdy z elementow przeciw-
dziedziny tej funkcji, ktory jest faktyczna wartoscia funkcji f dla jakiego$
argumentu z dziedziny tej funkcji.

Odmiennos$¢ zbioru wartosci funkcji od jej przeciwdziedziny przedsta-
wiono na ponizszym rysunku.

Rysunek 5.1. Zbiér wartoSci a przeciwdziedzina funkcji

Przyklad
Wyznaczmy zbidr wartosci funkcji f(x) = x2 — 2x + 4 dlax € R.

Aby wyznaczy¢ zbior wartosci danej funkcji, wykonamy najpierw szkic
jej wykresu. Przypomnijmy, ze do naszkicowania paraboli bedacej wykre-
sem funkcji kwadratowej potrzebne sa nam takie dane jak: znak wspotczyn-
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nika przy x2, miejsca zerowe (lub informacja o ich braku) oraz wspotrzedne
wierzchotka paraboli. Wspotczynnik przy x? jest dodatni, zatem ramiona
paraboli beda skierowane ku gorze. Wyr6znik danej funkcji kwadratowej
wynosi A= (—2)2 —4-1-4 =4 —16 = —12, zatem ta funkcja nie posiada
miejsc zerowych i w konsekwencji parabola wykresu lezy ponad osig Ox.
-A
E’
ktore w naszym przypadku wynosza x,, = 1, y,, = 3. Szkic wykresu danej
funkcji jest przedstawiony na kolejnym rysunku.

: . , , . —b
Wierzchotek paraboli ma wspotrzedne okreslone wzorami x,, = 2 Yw =

12
11
10 A
9
8 -
7 -

O P N W b WU
1

-1 01 2 3 4

Rysunek 5.2. Wykres funkeji f(x)=x’-2x+4

Po zrzutowaniu prostopadlym wykresu funkcji na 0$ Oy (inaczej: po roz-
patrzeniu wszystkich drugich wspotrzednych punktéw wykresu) widzimy, ze
funkcja ta przyjmuje jako swe warto§ci wszystkie liczby rzeczywiste nie
mniejsze niz 3. Zatem otrzymali$my szukany zbior wartoéci danej funkcji:
ZWr = (3, +0).

Definicja

Mowimy, ze funkcja f i funkcja g sa tozsamosciowo rowne, jesli dziedziny
tych funkcji sa identyczne oraz dla kazdego argumentu wartos$ci tych funkcji
sa rowne, tzn. jesli

Df =Dy =D A (Vx €D) f(x) = g(x).

Fakt, ze funkcje /i g sa tozsamosciowo rowne, zapisujemy f = g.
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5.2. Podstawowe wlasnosci funkcji

W dalszym ciagu zaktadamy, ze mamy do czynienia z funkcjami rzeczywi-
stymi jednej zmiennej rzeczywistej. Przypomnimy podstawowe wlasnosci
takich funkcji.

Definicja

Funkcje f: X = Y nazywamy funkcjq ,,na” zbior Y, jesli przeciwdziedzina
1 zbior warto$ci tej funkcji sa zbiorami réwnymi, tzn. jesli kazdy element
przeciwdziedziny jest wartoscia funkcji £ dla jakiego$ argumentu tej funkcji.

Definicja

Mowimy, ze funkcja f: X = Y jest w zbiorze A S X réznowartosciowa, jesli
dla r6znych argumentow z tego zbioru wartosci tej funkcji sa rézne. Fakt ten
zapisujemy

(Vx1, %3 € A) [x1 # x, = f(x) # f(x2)].

Roéwnowaznie mozemy powiedzie¢, ze funkcja f:X — Y jest w zbiorze
A € X roznowartosciowa, jesli w tym zbiorze funkcja f przyjmuje te same
warto$ci wylacznie dla identycznych argumentow. Fakt ten zapisujemy

(Vxy,x; € A) [f(x1) = fx2) = x1 = x3].

Definicja

Jesli funkcja f:X — Y jest funkcja ,,na” zbidr Y oraz réznowartosciowa
w catym zbiorze X, to funkcje f nazywamy funkcjq wzajemnie jednoznaczng
ze zbioru X na zbidr Y.

Przyklad

Rozpatrzmy funkcje f(x) = x° — 3, okreslona na calym zbiorze liczb rze-
czywistych. Jak fatwo sprawdzi¢, ZWy = R. Niech x4, x, € R. Prawdziwe
sa kolejne réwnosci

f(x1) = f(xz),
x}—3=x5-3,
x? = x5,
X1 = Xy.
Zatem pokazaliS§my, ze dana funkcja jest roznowartosciowa w zbiorze R.

W konsekwencji funkcja f:R — R zadana wzorem f(x) = x°—3 jest
funkcja wzajemnie jednoznaczna ze zbioru R na zbiér R.
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Definicja
Funkcje f: X — Y nazywamy funkcjq ograniczonq z dotu, jesli jej zbior war-
tosci ZWs jest ograniczony z dotu, tzn. jesli

@meR)(VxeX)f(x)=m.

Definicja
Funkcje f: X = Y nazywamy funkcjq ograniczonq z gory, jesli jej zbior war-
tosci ZWs jest ograniczony z gory, tzn. jesli

@AMeR)(VxeX)f(x) <M.

Definicja
Funkcje f:X — Y nazywamy funkcjq ograniczonq, jesli jest ograniczona
zaréwno z dotu, jak i z gory.

Przyklad

Przypomnijmy, ze zbior wartoéci funkcji f(x) = x? — 2x + 4 dla x € R jest
rowny ZWy = (3,+00). Poniewaz zbior ten jest ograniczony z dotu, np.
przez liczbg 3, to dana funkcja jest funkcjg ograniczong z dotu. Zbiér warto-
$ci nie jest ograniczony z gory, zatem dana funkcja nie jest ograniczona

z glry.

Definicja

Mowimy, ze funkcja f: X — Y jest w przedziale A € X rosnqca, jesli wraz ze
wzrostem argumentéw z tego przedziatu wartosci tej funkcji rosna. Fakt ten
zapisujemy

(Vxp, %3 € A) [x1 <x; = f(xq) < fxr)].

Definicja

Mowimy, ze funkcja f:X =Y jest w przedziale A € X nierosnqca, jesli
wraz ze wzrostem argumentow z tego przedziatu wartosci tej funkcji nie
rosng. Fakt ten zapisujemy

(Vx1, %, € A) [x1 <xp = f(xq) < fxr)].

Definicja

Mowimy, ze funkcja f:X =Y jest w przedziale A € X malejqca, jesli wraz
ze wzrostem argumentoéw z tego przedziatu wartos$ci tej funkcji maleja. Fakt
ten zapisujemy

(Vxp, %3 € A) [x1 <xp = f(x1) > fxz)].



48 Podstawy teorii funkcji

Definicja

Mowimy, ze funkcja f:X = Y jest w przedziale A © X niemalejqca, jesli
wraz ze wzrostem argumentow z tego przedzialu warto$ci tej funkcji nie
maleja. Fakt ten zapisujemy

(Vx1,%; € A) [x1 < x; = f(x) = f(x2)].

Definicja

Mowimy, ze funkcja f: X — Y jest w przedziale A € X stata, jesli dla kazdej
pary argumentoéw z tego przedziatu wartosci tej funkcji sa takie same. Fakt
ten zapisujemy

(Vxq,x, € A) [f(x1) = f(x2)].

Definicja
Mowimy, ze funkcja f:X = Y jest w przedziale A € X monotoniczna, jesli
jest w tym przedziale rosnaca, nierosnaca, malejaca, niemalejaca lub stata.

Definicja

Funkcje f: X = Y nazywamy funkcjq parzystq, jesli dla kazdego argumentu
wartos$¢ tej funkcji dla argumentu przeciwnego do danego jest rowna warto-
$ci funkcji dla argumentu danego. Fakt ten zapisujemy

VxeX)[-xeX A f(—x) = f(x)].

Warto zauwazy¢, ze wykres funkcji parzystej jest figura symetryczna
wzgledem osi Oy.

Przyklad
Jak tatwo sprawdzi¢, funkcjami parzystymi sa na przyktad funkcje potegowe
o wyktadnikach parzystych, np. f(x) = x2, f(x) = x* itd.

Definicja

Funkcje f:X — Y nazywamy funkcjq nieparzystq, jesli dla kazdego argu-
mentu warto$¢ tej funkcji dla argumentu przeciwnego do danego jest prze-
ciwna do wartosci funkcji dla argumentu danego. Fakt ten zapisujemy

VxeX)[-x€X A f(—x) =—-f(x)].

Wykres funkcji nieparzystej jest figura symetryczna wzglgdem punktu
0(0,0) uktadu wspotrzednych.
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Przyklad
Jak tatwo sprawdzi¢, przyktadami funkcji nieparzystych sa funkcje potggo-
we o wykladnikach nieparzystych, np. f(x) = x3, f(x) = x° itd.

Wtasnos$ci parzystosci i nieparzystosci funkcji nie sa wtasnosciami do-
petiajacymi sig, tzn. funkcja, ktora nie jest parzysta, nie musi automatycz-
nie by¢ nieparzysta, i na odwrot. Ponadto funkcja tozsamosciowo rowna 0
jest zardwno parzysta, jak i nieparzysta.

Definicja

Funkcja f: X = Y jest funkcjq okresowq, jesli istnieje taka liczba niezerowa
T, ze dla dowolnego argumentu funkcji dodanie do niego tej liczby nie
zmienia wartosci funkcji. Fakt ten zapisujemy

AT#0)NVxeX)[(x+T)EX A f(x+T)= f(x)].

Kazda liczbe T o wilasnosciach podanych w definicji funkcji okresowe;j
nazywamy okresem tej funkcji. Jes$li istnieje najmniejszy okres dodatni
funkcji, to nazywa sig¢ go jej okresem podstawowym lub zasadniczym. Warto
zauwazy¢, ze wykres funkcji okresowej o okresie T jest figura ,,powtarzal-
na”. Wystarczy narysowac fragment tego wykresu na przedziale dtugosci
rownej okresowi funkcji, a nastgpnie skopiowac ten fragment na calg dzie-
dzing funkcji, systematycznie przesuwajac go rownolegle w lewo o wektor
[-T, 0] i w prawo o wektor [T, 0].

Przyklad
Klasycznymi przyktadami funkcji okresowych sa funkcje trygonometryczne,
ktore zostang przedstawione w podrozdziale 6.3.

5.3. Dzialania na funkcjach

Na danych funkcjach mozemy wykonywaé pewne operacje zwane dziata-
niami na funkcjach. Funkcje mozemy dodawaé, odejmowac, mnozy¢, dzie-
li¢, sktada¢ oraz odwracac.

Definicja
Jezeli Dy = Dy = D, to sumq funkcji f'i g nazywamy funkcejg f + g, okreslo-
ng wzorem (f + g)(x) = f(x) + g(x) dla kazdego x € D.
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Definicja
Jezeli Dy = Dy = D, to réznicq funkcji f'i g nazywamy funkcjg f — g, okre-
$lona wzorem (f — g)(x) = f(x) — g(x) dla kazdego x € D.

Definicja
Jezeli Dy = Dy = D, to iloczynem funkcji f i g nazywamy funkcje f - g,
okreslong wzorem (f - g)(x) = f(x) - g(x) dla kazdego x € D.

Definicja
Jezeli Dy = Dy = D, to ilorazem funkcji fi g nazywamy funkcjg 5’ okreslona

wzorem (i) (x) = % dla kazdego x € D \ {x: g(x) = 0}.

Definicja
Dane sa funkcje f:X =Y oraz g:Z - W, przy czym Y € Z. Zilozeniem
funkcji g oraz fnazywamy funkcje g o f: X = W, zdefiniowana wzorem

(g ° ) = g(f(x)).

Zapis g o f odczytujemy ,,g zlozone z /. Zwyczajowo funkcje f nazywamy
funkcjq wewnetrzng, a funkcje g nazywamy funkcjq zewnetrznq ztozenia

gef.

Rysunek 5.3. Zlozenie funkcji



Zadania 51

Przyklad
Rozpatrzmy dwie funkcje f(x) = sinx oraz g(x) = x* z dziedzinami natu-
ralnymi, tj. Dy = Dy = R.

Wyznaczmy wzory ztozen f o g oraz g o f. Z definicji mamy

(Fog)(x) = f(g(x)) = f(x*) = sin(x?),
(g° ) =g(f&x) = g(sinx) = (sinx)*.

Definicja
Dana jest wzajemnie jednoznaczna funkcja f: X — Y. Funkcje odwrotng f~1
do funkcji f definiujemy wzorem

f~Y(y) =x © y = f(x) dla dowolnego x € X .

Jak tatwo zauwazy¢, dziedzina funkcji odwrotnej jest zbidr wartosci
(przeciwdziedzina) funkcji danej, za§ zbiorem wartosci (przeciwdziedzina)
funkcji odwrotnej jest dziedzina funkcji dane;j.

Przyklad
Wiemy juz, ze funkcja f: R > R zadana wzorem f(x) = x° — 3 jest funk-
cja wzajemnie jednoznaczna ze zbioru R na zbior R. Wyznaczmy wzor
funkcji odwrotnej do tej funkcji.
Z definicji otrzymujemy

f~Y(y) =x © y=x>—3dladowolnego x € R .
Z roéwnania y =x°—3 wyznaczamy zmienna xi otrzymujemy
x = 3/y + 3. Zatem szukany wzo6r funkcji odwrotnej do danej to

f~1(y) = {/y + 3 dladowolnegoy € R .

5.4. Zadania

1. Wyznacz dziedzing naturalna funkc;ji:
a) f(x) =VxZ+38,
b) f() = 5500

(x—1)(x+2)(2x+4)’

C) f(x) = x2-6x+9’
d) f(x) =5v3 — 2x,

5x-3

e) fl) =22
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2. Wyznacz zbior wartosci funkcji:
a) f(x) = x* + 2, gdzie Dy = {—4,~-3,-2,-1,0,1,2,3},
b) f(x) = 2x — 4, gdzie D; = (-5,7),
¢) f(x) = 2x* — 1, gdzie Dy = (-2,4),
d) f(x) = 2x? — 1, gdzie Dy = R,
e) f(x) = 3x? — 5x + 4, gdzie Dy = R.

3. Uzasadnij, Ze ponizsze funkcje sa roznowarto$ciowe:
a) f(x) =5x +4,
b) f(x) = —6x + 2,
-5
C) f(x) - x_ls
2+x
d) f(x) = )
e) f(x) =3Vx —5.

3.
e

) ) ) Zadania
a) jest malejaca w zbiorze (—oo,0),

4. Uzasadnij, ze funkcja f(x) =

b) jest malejaca w zbiorze (0, +0),

) nie jest monotoniczna w zbiorze (—o0,0) U (0, +).

5. Zbadaj parzysto$¢ i nieparzystos¢ funkcji:
a) f(x) =3v2 —x,
b) f(x) = x — 4x* + 6x2,
©) f(¥) =5

3x3-2"

6. Wyznacz wzory ztozen f o g oraz g o f dla nastgpujacych par funk-
cji:
a) f(x) =cosx,g(x) =x3,
b) f(x) =Vx,g(x) = x*,

©) f(x) =x%,g(x) ==.

X
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7. Uzasadnij, ze nastepujace funkcje sa wzajemnie jednoznaczne ze
zbioru X na zbidr Y, anastgpnie znajdz funkcje odwrotne do tych
funkcji, jesli:

a) f(x) =x%X =1(0,5),Y = (0,25),
b) f(x) =x°—6,X =(—2,2),Y = (—38,24),
c) f(x) =vx+4,X =(—4,0),Y =(0,2).






Rozdzial 6
Trygonometria

6.1. Miara lukowa kata

Definicja

Na plaszczyznie kqtem nazywamy dwie polproste o wspdlnym poczatku
wraz z jedng z figur wycigtych z plaszczyzny przez te polproste. Kazda
z tych polprostych zwiemy ramieniem kqta. Wspolny poczatek ramion kata
nazywamy jego wierzchotkiem. Figure wycigta z ptaszczyzny przez ramiona
kata nazywamy wnetrzem kqta.

Definicja

Rozwazmy kat o wierzchotku O oraz okrag o $rodku O i dowolnym promie-
niu 7. Miarq tukowq kqta nazywamy stosunek dtugosci tuku bedacego czg-
Scig wspolna okregu i wnetrza kata do dtugosci promienia tego okregu. Jesli
dtugos¢ tuku oznaczymy przez /, to dostaniemy zaleznos$¢

. l
miara tukowa kata = -

Rysunek 6.1. Miara lukowa kata

Kat, ktérego miara lukowa wynosi 1, nazywamy radianem i oznaczamy
skrotowo rad. Przeliczanie miary stopniowej kata na jego miarg¢ tukowa
1 odwrotnie odbywa si¢ zgodnie ze wzorami

, M-« d d_(180-a)o

a® =gy rad arad = - .

Czgsto pomijamy wyrazenie rad i podajemy jedynie warto$¢ liczbowa

miary tukowej, np. miara tukowa kata poétpetnego wynosi m, miara tukowa
kata pelnego wynosi 2 itd.
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Definicja

Kaqtem skierowanym (zorientowanym) nazywamy uporzadkowang parg pol-
prostych o wspolnym poczatku. Pierwsza potprosta zwiemy ramieniem po-
czqtkowym kqta, druga natomiast ramieniem koncowym kqta. Moéwimy, ze
kat jest skierowany ujemnie, jesli ramiona tego kata sa uporzadkowane
zgodnie

z ruchem wskazowek zegara; w przeciwnym wypadku méwimy o kqcie
skierowanym dodatnio.

| e
—

Rysunek 6.2. Kat skierowany dodatnio i kat skierowany ujemnie

Definicja

Miara tukowa kqta skierowanego dodatnio jest rowna mierze tukowej tego
kata rozwazanego bez uwzgledniania porzadku ramion. Miara fukowa kqta
skierowanego ujemnie jest liczba przeciwna do miary lukowej tego kata
rozwazanego bez uwzgledniania porzadku ramion.

Zauwazmy, ze dla katow skierowanych miara tukowa jest liczba z prze-
dziatu [—2m, 2m].

Pojecie kata skierowanego mozna uog6lni¢. Rozpatrzmy kat skierowany
z ,,yuchomym” ramieniem koncowym. Zatézmy, ze rami¢ koncowe ,,obroci-
to si¢” o kat skierowany o mierze «, a nastgpnie jeszcze o calkowita wielo-
krotno$¢ 2m. Otrzymujemy w ten sposob kat przystajacy (tzn. o tym samym
wierzchotu i ramionach) do kata skierowanego o mierze a. Postepujac ana-
logicznie, mozemy otrzyma¢ nieskonczenie wiele katow skierowanych przy-
stajacych do danego, ktore stanowia uogolnienie tego kata. Przyjmujemy
zatem, ze kazdy kat skierowany ma nieskonczenie wiele miar, ktéore mozna
zapisa¢ w postaci a + k - 2m, gdzie a € (0,2m) i k € Z, przy czym «a nazy-
wamy miarq glownq uogdlnionego kata skierowanego.

Zauwazmy, ze dla uog6lnionych katow skierowanych miara tukowa jest
dowolna liczba rzeczywista. W dalszym ciagu pod pojeciem kat skierowany
bedziemy rozumieli uogoélniony kat skierowany.
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6.2. Trygonometria kata ostrego
w trojkacie prostokatnym

Przypomnijmy definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojka-
cie prostokatnym.

Definicja
Niech w trojkacie prostokatnym dany bedzie kat ostry a. Wtedy: sinusem
kqta a nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do kata
a do przeciwprostokatnej, cosinusem kqta a nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnej przylegtej do kata a do przeciwprostokatnej, tangensem
kata a nazywamy stosunek dhugosci przyprostokatnej przeciwlegltej do kata
a do przyprostokatnej przylegtej do kata a, cotangensem kqta a nazywamy
stosunek dtugosci przyprostokatnej przylegtej do kata a do przyprostokatnej
przeciwlegtej do kata a.

Powyzsze funkcje trygonometryczne kata ostrego a oznaczamy odpo-
wiednio: sin a, cos a, tg a oraz ctg a.

Przypomnijmy tabelg¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla podsta-
wowych katow:

Tabela 6.1. WartoSci funkcji trygonometrycznych
dla podstawowych katéw

0°=0 30°=2 | 45°=2 | 60°=2 | 9p°="C
“ B ~5 T3 ~3 ~2
1
sina 0 — E ﬁ 1
2 2 2
1
cosa 1 E @ — 0
2 2 2
tga 0 ? 1 V3 nie istnieje
ctga nie istnieje V3 1 ? 0

6.3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Dana jest dowolna liczba rzeczywista a, ktorej przypisujemy kat skierowany
<o umieszczony w uktadzie wspolrzgdnych w ten sposob, ze jego ramig
poczatkowe pokrywa si¢ z dodatnia czescia osi Ox (patrz rysunek 6.3). Na
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ramieniu koncowym kata obieramy dowolny punkt P(x,y), rézny od
0(0,0).

Plx,y)

.
|
Y

Rysunek 6.3. Kat skierowany w ukladzie wspolrzednych

Definicja
Sinusem o nazywamy iloraz rzednej punktu P przez jego odlegto$¢ od po-
czatku uktadu wspotrzednych:

Y

Cosinusem o nazywamy iloraz odcigtej punktu P przez jego odleglos¢ od
poczatku uktadu wspotrzednych:

sina =

X
NeEse

Tangensem o nazywamy iloraz rzednej punktu P przez jego odcigta. Jesli
x = 0, to tg « nie istnieje:

cosa =

y
t =-, =0
ga=7, X

Cotangensem o, nazywamy iloraz odcigtej punktu P przez jego rzedna. Jesli
y = 0, to ctg a nie istnieje:

tga ==, y#0
ctga=—, y

y
Uwaga

Powyzsze definicje nie zaleza od wyboru punktu P na koficowym ramieniu
kata.
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Na bazie powyzszych definicji okreslamy cztery funkcje rzeczywiste jed-
nej zmiennej rzeczywistej, zwane funkcjami trygonometrycznymi:

a) sinus: a - sina,a € R,

b) cosinus: a - cosa,a € R,

c) tangens: a-tga, aER\{x:x=§+kn, keZ},
d) cotangens: a-ctga,a € R\ {x:x = km, k € Z}.

Wartosci funkcji trygonometrycznych moga by¢ ujemne, dodatnie lub
rowne zero w zalezno$ci od tego, w ktorej ¢wiartce uktadu lezy koncowe
rami¢ kata skierowanego <a. Znaki warto$ci funkcji trygonometrycznych
przedstawiono na kolejnym rysunku.

I1 1
sl | COS 0 sl | COSO
+ — + +
teor | ctga tga | ctga
=R R
sincy | COSO siney | COSOQ
tea | ctga tgo | ctga
+ + — —
11 v

Rysunek 6.4. Znaki wartoS$ci funkcji trygonometrycznych

Znaki wartosci funkcji trygonometrycznych mozna réwniez zapamigtacé
dzigki nastgpujacemu wierszykowi:

Wartosci funkcji trygonometrycznych:

w pierwszej ¢wiartce wszystkie sq dodatnie,

w drugiej — tylko sinus,

w trzeciej — tangens i cotangens,

a w czwartej — cosinus.

Na kolejnych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji trygonometrycz-
nych.
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sin X

V=

2n

Rysunek 6.5. Wykres funkeji sinus

-"""""'L

1
2
3
4
5

Rysunek 6.6. Wykres funkcji tangens
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/\y:cos «

7

y = ctg x

n/2 \/37{/2

(en]

-t /2 /2

V

-51

Rysunek 6.8. Wykres funkcji cotangens
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Twierdzenie
Funkcje sinus, tangens i cotangens sa funkcjami nieparzystymi, za$ funkcja
cosinus jest funkcja parzysta, tzn. prawdziwe sa rownosci:

sin(—a) = —sina, «a € R,

tg(—a) = —tga, a € ]R\{x:x =§+ km, k € Z},

ctg(—a) = —ctga, a e R\ {x:x = kn, k € Z},

cos(—a) = cosa, a € R.

Twierdzenie
Wszystkie funkcje trygonometryczne sg funkcjami okresowymi. Okresem
podstawowym funkcji sinus oraz cosinus jest liczba 2m, natomiast okresem
podstawowym funkcji tangens oraz cotangens jest liczba . W szczegolnosci
dla kazdego k € Z prawdziwe sa rdwnosci:

sin(a + 2km) = sina, a € R,

cos(a + 2km) = cosa, a € R,

tgla + kn) =tga, a € R\{x:x =§+k7r, k € Z},

ctgla + kr) = ctgaa € R\ {x:x = km, k € Z}.

6.4. Podstawowe wzory trygonometryczne

Na wstepie przypomnijmy cztery podstawowe tozsamosci trygonometryczne.

Twierdzenie
sin? @ + cos? a = 1, dla ¢ € R,
ta_sina dlaaER\{x'x—E+kn kEZ}
84 = Cosa’ 2 ’ ’
cosa
ctga = —, dla @ € R\ {x:x = km, k € 73},
sina

km
tga -ctga =1, dlaaER\{x:x=7, keZ}.

Przyklad
Wiedzac, ze sina =% oraz a € G,n), oblicz pozostate wartosci funkcji
trygonometrycznych kata a.

Podstawiajac sina = % do wzoru sin? a + cos? @ = 1, otrzymujemy ko-

lejno rownosci:
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1 2
Z 2q=1,
(2) + cos“ a

2, _
cos a—l—Z,

cos®a =

cosa = —

SERE

Ostatnia réwnos¢ wynika z przedostatniej oraz z faktu, ze dla a € (g, n)

mamy cos a < 0. Podstawiajac powyzsze wartosci sinusa i cosinusa do wzo-
, sina
rowtga =

ctea = =22 otrzymujem
s g _Sina’ y J y

cosa
tga = _\/_§’
3
ctga = —V3.

Sposréd wszystkich wzorow trygonometrycznych warto wyroznic¢ tzw.
wzory redukcyjne, ktore m.in. pozwola nam na zapisanie wartosci funkcji
trygonometrycznych dla pewnych (zazwyczaj duzych) argumentéw za po-
moca innych (zazwyczaj mniejszych) argumentow. Wzory redukcyjne
przedstawia tabela 6.2, gdzie @ € (0, g)

Tabela 6.2. Wzory redukcyjne

I ¢wiartka II ¢wiartka IIT ¢wiartka IV ¢wiartka
T T 3n 3
X E—a E+a T—a T+ a 7—a 7+o( 2 —«a
sin x cosa cosa sina —sina | —cosa | —cosa | —sina
COS X sina —sina | —cosa | —cosa | —sina sina cosa
tgx ctga —ctga | —tga tga ctga —ctga —tga
ctgx tga —tga | —ctga | ctga tga —tga —ctga

Uwaga

Wszystkie wzory redukcyjne sa prawdziwe dla ¢ € R przy odpowiednich
zastrzezeniach dla funkcji tangens i cotangens.
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Przyklad
Obliczmy warto$ci wyrazen cos (ZGT”) oraz tg (— %n) Korzystajac z okre-
sowosci funkcji cosinus oraz wzoru cos(r — @) = — cos @, mamy
26m 21 21 T T 1
cos(T) = cos(Zn-4 +?) = cos(?> = cos(n —§) = —cos§ =3

Korzystajac z nieparzystosci funkcji tangens oraz wzoru tg(m + a) =
tg a, otrzymujemy

5n 5t s s
w(-5) = —we(F) = mw(reg) g

Inne wzory trygonometryczne mozna znalez¢ np. w tablicach matema-
tycznych'.

6.5. Rownania i nierownosci
trygonometryczne

Definicja

Rownaniem trygonometrycznym bedziemy nazywali rownanie, w ktoérym
niewiadoma wystgpuje tylko w wyrazeniu bgdacym argumentem funkcji
trygonometrycznej. Nierownosciq trygonometryczng bedziemy nazywali
nierownos¢, w ktorej niewiadoma wystgpuje tylko w wyrazeniu bgdacym
argumentem funkcji trygonometrycznej.

Rozpatrzmy réwnanie sinx = a, gdzie a € R. Dziedzing tego réwnania
jest zbior R.Réwnanie to ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a €
(—1,1). We wspolnym uktadzie wspotrzednych naszkicujmy wykresy funk-
cji f(x) =sinx, x € Roraz g(x) = a, x € R. Wykresy tych funkcji przed-
stawia Rysunek 6.9.

" A. Cewe, H. Nahorska, L. Pancer, Tablice matematyczne, Wydawnictwo Podkowa,
Gdansk 2007.
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2 3
-3 1 - y=sin x
N y= Z
1 N\ 0 1 1 /I;
Xo =X, \-/)+2T[
(1-x,)-2m 1 -
-2 -

Rysunek 6.9. Ilustracja graficzna rownania sin x = a

Widzimy, Zze dane réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan, ktore
mozna wygodnie zapisa¢ w postaci dwdch nieskonczonych serii. Niech x
oznacza najmniejsze dodatnie rozwiazanie danego rownania. Pierwsza seri¢
rozwiazan, generowana przez X, zapisujemy jako

X =xy + 2kn, k € Z.

Druga serig rozwiazan, generowana przez m — X, zapisujemy jako

X =m—xy+ 2km, k €Z.

Ostatecznie rozwigzaniem rownania sin x = a jest zbior
{x e R:Fpey (x =x0 + 2km V x =1 — xo + 2km)}.
Podobnie otrzymujemy, Zze rozwiazaniem rownania cosx = a, gdzie
a € (—1,1), jest zbior
{x € R: ey (x = xg + 2k V x = —xy + 2km)},

gdzie x, jest najmniejszym dodatnim rozwigzaniem tego rownania.

Rozpatrzmy rownanie tgx = a, gdzie a € R. Dziedzing tego réwnania
jest zbior R\ {x:x = §+ km, k € Z}. Réwnanie to ma rozwiazanie dla

dowolnego a € R. Po naszkicowaniu we wspolnym uktadzie wspotrzednych
wykresow funkcji f(x) = tgx oraz g(x) = a stwierdzamy, ze w tym przy-
padku mamy jedna nieskonczona seri¢ rozwiazan:

tgx=a & x=xy+kn, k€L
gdzie x, jest najmniejszym dodatnim rozwiazaniem danego réwnania.

Podobnie jak dla tangensa otrzymujemy, ze zbiorem rozwiazan réwnania
ctgx = a, gdziea € R,x € R\ {x:x = km, k € Z}, jest zbior
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{x € R: Jpey (x = xy + kmr )},

gdzie x, jest najmniejszym dodatnim rozwigzaniem danego rownania.

Przyklad
Rozwiazmy réwnania:
T\ _ 1
a) cos (Zx — 5) =

b) tgex—g) =1.

ad a)
. .. T . , .
Po wprowadzeniu podstawienia a = 2x — 3 Otrzymujemy rownanie

1 . . T 1 . . , . .
cosa = > Poniewaz cos 3= to rozwigzania tego rownania sa postaci
T T
a=—+2kn Va=——=+ 2knm,
3 3
gdzie k € Z. Zatem rozwiazania danego rOwnania sa postaci

T T

2 +2km v 2x—s=—Z 4ok
XTZTZ T AV AT =TT AN

2T
2x:?+2kn V 2x = 2km,

T
x=§+anx=k7r,

gdzie k jest dowolna liczba caltkowita.

ad b)
Po wprowadzeniu podstawienia a = %x - % otrzymujemy rownanie
tga = 1. Poniewaz tg% = 1, to rozwiazania tego rOwnania sg postaci
I
a=7 + km,
gdzie k € Z. Zatem rozwiazania danego rownania sa postaci

1 n T

Ex—§=z+kn,
1 3
§x=?+kn,

3n
x=T+2k7r,

gdzie k jest dowolna liczba catkowita.
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Przyklad
Rozwiazmy nierownos¢ sinx = -. Dziedzing tej nierownosci jest zbior R.

Rozwiazemy ja, korzystajac z ilustracji graficznej rownania sin x = a (patrz

Rysunek 6.9). Przyjmujac a = %, otrzymujemy x, = % oraz T — Xg = 5?”

Postugujac si¢ wykresem, mozemy odczytaé, ze w zbiorze rozwigzan dane;j

. , . . . . . T 5w .. .y

nierownosci zawiera si¢ m.in. przedziat (g,?). Uwzgledniajac okresowosé
e . . . . . , e, ;e . 1.

funkcji sinus otrzymujemy, ze zbiorem rozwiazan nierownosci sin x = S Jest
. , . . . 1 . , 4T 51

suma nieskonczenie wielu przedziatbw majacych postac (E + 2k7r,? +

2km), gdzie k € Z:

] 1 s RY/4
sinx > > < Jpez (x € <E + an,? + 2k7r)>.

Przyklad
Rozwiazmy nieré6wno$¢ ctgx < —?. Dziedzina tej nieréwnosci jest zbior
R\ {x:x = km, k € Z}. Przypomnijmy, ze ctg% = ? oraz ctg (— g) =

—?. 7 wykresu funkcji cotangens (patrz Rysunek 6.8) odczytujemy, ze

. . , .., , . . . . . bid
w zbiorze rozwiazan danej nierownosci zawiera si¢ m.in. przedziat (— 3 0).

Uwzgledniajac okresowos¢ funkcji cotangens, dostajemy, ze zbiorem roz-
wigzan danej nierownosci jest suma nieskonczenie wielu przedziatow posta-
ci (—g + km, kr), gdzie k € Z, tzn.

V3 ™
ctgx < -3 & iy (x € (—§+ kr, km) )

6.6. Zadania
1. Oblicz pozostate wartosci funkcji trygonometrycznych, jesli:
a) cosx = 2—50razx € ( Zn)
b) sinx = —%orazx € (n3—n)
c) tgx———orazxe( )

d) ctgx = —orazx € ( 7”)
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2. Oblicz:

. 231
a) sin=—,

131

b) cos (— T)’

3. Rozwiaz rownania:
a) sin (Zx - %) =
o cos 2 2) =}
c) tg (4x — g) = /3,
d) ctg Gx +§) =1.

4. Rozwiaz uktady réwnan przy zatozeniu ze x € (0,27):

. 1
sinx = —-
2
a) \/§’
cosx = —
\/_
smx——
\/_
cosx = ——
\/_
sinx = -
c) 2,
cosx = —=
2
smx-l
d)
cosx =0

5. Rozwiaz nierownosci:
a) sin3x < g ,
b) cos5x > — py
c) tgBx—-1)< ?,
d) ctg2x>1.



Rozdzial 7
Wielomiany

W znanych nam wyrazeniach algebraicznych wyr6éznimy grupg jednomianow.

Definicja
Jednomianem zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje okreslona wzorem

f(x)=ax", gdzie ne N,aeR.

Uwaga
Liczba n okreéla nam stopien jednomianu. Jednomiany bgda podobne, jesli
sa tego samego stopnia.

Definicja
Wielomianem jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje postaci:

_ n n—1 n-2
Wix)=ax"+a, x"" +a, ,x""+.+ax+a,,

gdzie a,,a, ,,a, ,,...,a,,a, €ERoraz ne N .

Liczby a,,a,,a, ,,...,a,,4, nazywamy wspotczynnikami wielomianu,

za$ n nazywamy stopniem wielomianu.

Wielomian jednej zmiennej jest zatem suma jednomiandéw jednej zmien-
nej. Poszczegdlne jednomiany w wielomianie nazywaé bedziemy wyrazami
wielomianu.

Jednomiany (wyrazy) podobne w wielomianie redukujemy w ten sposob,
ze wykonujemy dziatania na liczbach, a czg$¢ literowa przepisujemy bez
Zmiany.

Wielomiany zapisujemy w postaci uporzadkowanej, tzn. wedtug rosna-
cych wyktadnikow poteg zmiennej x.

Twierdzenie

Dwa wielomiany zmiennej rzeczywistej x sa rowne, gdy sa tego samego
stopnia i maja identyczne wspotczynniki przy odpowiednich potegach
zmiennej X.
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Przyklad
Wyznaczy¢ wartos¢ parametrow a, b i c tak, aby wielomiany:

W(x)=x*+(a—b+2)x’ —(a+b)x" +cx—4 oraz
O(x) = (x* =2)(x* +2)

byly réwne. Nalezy zauwazy¢, ze wielomian Q(x)=(x" —2)(x* +2)
mozna zapisa¢ (po wykorzystaniu wzoru skroconego mnozenia) w postaci:

o(x)=x"-4.

Korzystajac z twierdzenia o réwnos$ci wielomiandéw, otrzymujemy uktad
rownan:

a-b+2=0
—(a+b)=0
c=0
Po rozwiazaniu tego uktadu otrzymamy, ze: a = —1,b = 1 orazc = 0.

7.1. Dzialania na wielomianach

Wielomiany zmiennej rzeczywistej x mozemy dodawaé, odejmowac, mno-
zy¢ i dzieli¢.

Aby doda¢ dwa wielomiany zmiennej rzeczywistej x, nalezy doda¢ ich
wyrazy podobne, a nastgpnie wielomian uporzadkowac.

Przyklad
Dane sa wielomiany:

W(x)=3x" —2x" +4x—7 oraz
P(x)=-12x" —x> +4x* -3,

Wyznaczyé W(x)+ P(x).

W(x)+P(x)=03x" =2x" +4x = 7)+(=12x* —x’ +4x* -3)
W(x)+P(x)=3x" —2x" +4x-7-12x" = x> +4x* -3



Dziatania na wielomianach 71

W(x)+ P(x) =—9x* =3x’ +4x*> +4x—-10.

Roznice wielomianow W(x)— P(x) mozemy zapisaé w postaci
W(x)+(—=P(x)), wiec roznica dwoch wielomiandéw jest suma pierwszego
z nich oraz wielomianu przeciwnego do drugiego. Wielomian przeciwny do
danego powstaje w ten sposob, ze wszystkie jego wspotczynniki sg liczbami
przeciwnymi do danych.

Przyklad
Dane sa wielomiany:

W(x)=3x"—2x" +4x—7 oraz
P(x)=—12x" —x’ +4x*> 3.
Wyznaczy¢ W(x)— P(x).

W(x)—P(x) =(3x* —2x° +4x-7)—(—12x* —x’ +4x* =3)
W(x)—P(x)=3x" —2x> +4x -7 +12x* + x* —4x*> +3
W(x)—P(x)=15x" —x’ —4x*> +4x—4.

Aby pomnozy¢ wielomian przez wielomian, nalezy pomnozy¢ kazdy wy-
raz jednego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu, a nastep-
nie wykona¢ redukcje wyrazow podobnych i uporzadkowaé wielomian.

Przyklad
Dane sa wielomiany:

W(x)=3x"* —2x° oraz
P(x)=x"+4x> -3.
Wyznaczyé W(x)- P(x).

W(x)-P(x) = (Bx* =2x7)(x’ +4x> =3)
W(x)-P(x)=3x" +12x° —9x* —2x° —8x” + 6x°
W(x)-P(x)=3x" +10x° —8x° —9x* +6x°

Dzielenie wielomiandw jest podobne do dzielenia liczb catkowitych.



72 Wielomiany

Definicja
Wielomian W(x) nazywamy podzielnym przez niezerowy wielomian P(x)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian Q(x), ze spelniony jest wa-
runek: W(x) = P(x) - Q(x).

Wielomian Q(x) nazywamy ilorazem wielomianu W(x) przez P(x). W ta-
kiej sytuacji powiemy, ze wielomian P(x) jest dzielnikiem wielomianu W(x).

Przyklad
Podzieli¢ wielomian W (x) = x* — 6x3 + 16x? — 22x + 15 przez wielo-

mian P(x) = x2 — 2x + 3.

X% —4x+5

(x* — 6x3 + 16x2% — 22x + 15): (x? — 2x + 3)

—x* 4+ 2x3 — 3x?2

= —4x3 4 13x%-22x+15

4x3 — 8x% + 12x

= 5x% — 10x + 15

—5x% 4+ 10x — 15

Definicja

Pierwiastek wielomianu, to taki argument, dla ktérego warto§¢ wielomianu
jest rowna zeru, czyli jest to taka liczba X, ze spelniony jest warunek
W(xy) = 0.

Twierdzenie
Niech W(x) i P(x) beda wielomianami, przy czym P(x) nie jest wielomia-
nem zerowym. Istnieja dwa wielomiany Q (x) oraz R(x) takie, Ze:

W(x) =Q(x)-P(x) + R(x).
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Wielomian R(x) nazywany jest reszta z dzielenia wielomianu W (x)
przez P(x) oraz jej stopien jest mniejszy niz stopien P(x).

Jesli R(x) jest wielomianem zerowym, to moéwimy, ze wielomian W (x)
jest podzielny przez P(x).

Przyklad
Obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W (x) = x* — 4x3 — 7x% 4+ 3x — 20
przez wielomian Q(x) = x + 1.

Jesli wielomian W (x) = x* — 4x3 — 7x% + 3x — 20 podzielimy przez
wielomian Q(x) = x + 1 i w wyniku otrzymamy jaki§ wielomian P(x) oraz
reszte R(x), to znaczy, ze:

W) =P)-Q(x) +RKx)
czyli:
x*—4x3 —7x>+3x—-20=P(x) - (x + 1) + R(x)

Poniewaz rownos$¢ powyzsza jest prawdziwa dla kazdego x € R, wigc:
(-D*—4-(-1)3=7-(-1)2+3-(=1) =20 = P(=1) - (-1 + 1) + R(x).
Zatem: R(x) = 25.

Twierdzenie
Jezeli wielomian W (x) podzielimy przez dwumian x — x,, to reszta z tego
dzielenia jest rowna warto$ci wielomianu dla x = x.

Twierdzenie (Bezout)

Liczba x, jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomian jest podzielny przez dwumian x — x,. Wielomian W (x) mozna
zatem zapisa¢ w postaci iloczynowej W (x) = (x — xy)Q(x), gdzie Q(x)
jest pewnym wielomianem.

Przyklad
Znajdz wielomian stopnia trzeciego, ktorego pierwiastkami sa 1, 2, 3.

Gdy skorzystamy z postaci iloczynowej, zadanie to okaze si¢ do$¢ proste,
bo jednym z przyktadow takiego wielomiany jest:
W(x)=(x-1)(x-2)(x-3)

W(x)=(x"—x-2x+2)(x-3)
W(x)=x"=3x" —x> +3x—=2x> +6x+2x -6
W(x)=x"—6x>+11x—-6
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Twierdzenie

Liczba x, jest n-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko

wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez (x — x,)", a nie jest po-

dzielny przez (x — x)"*1.

Przyklad

Dla jakich warto$ci parametréw a oraz b liczba 2 jest podwojnym pierwiast-

kiem wielomianu W (x) = x* + (a — 2)x3 + bx? + (a + b)x + 4?
Poniewaz 2 jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu W(x), wigc ten

wielomian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j:

W(x) = (x — 2)?(x? + mx + k)
W) =(x?—4x+4)(x* +mx + k)
W(x) = x* — 4x3 + 4x? + 4mx3 — 4mx? + 4mx + kx? — 4kx + 4k
W) =x*4+ (m—4)x3+ (4 —4m + k)x? + (—4k + 4m)x + 4k,
Ale:
W(x) =x*+ (a—2)x3+ bx? + (a + b)x + 4.
Z réwnosci wielomianow otrzymamy:

m—4=a-2

4—4m+k=0>
—4k+4m=a+b
4k = 4

Rozwiazujac uktad réwnan, mamy:

k=1
) m—a=2
—4m —b = -5
im—a—b=4
k=1
<m—a=2
idm+b =5
3m—b=2
k:
Jm—a=
4m+b =5
\ m=7
k =
m—a=2
4dm+b =5

m =
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k=1
a=-1
b=1
m=1
Zatem dla a = —1i b = 1 liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wie-

lomianu. Ponadto mamy:

W) =(x-2)>2x%*+x+1).

Twierdzenie
Kazdy wielomian W (x) nie bedacy wielomianem zerowym jest iloczynem
czynnikow stopnia co najwyzej drugiego.

Przyklad
Roztozy¢ na czynniki wielomian W (x) = x* + 4.

Wielomian W(x) = x* + 4, jak nietrudno zauwazy¢, nie posiada pier-
wiastkOw rzeczywistych, ale na podstawie powyzszego twierdzenie mozemy
go rozlozy¢ na czynniki.

W) =x*+4=x*+4x + 4 — 4x?
W(x) = (x% +2)? — (2x)?
W) =((x%?+2-2x)(x*+ 2+ 2x)
W(x) = (x2 —2x +2)(x® + 2x + 2)

Kazdy wielomian stopnia n moze mie¢ nie wigcej jak n pierwiastkow.

Twierdzenie

Rozktad wielomianu niezerowego o wspotczynnikach rzeczywistych na
czynniki liniowe lub nierozkladalne czynniki kwadratowe o wspotczynni-
kach rzeczywistych jest jednoznaczny.

Przyklad

Rozlozy¢ na czynniki nastepujace wielomiany:
a) W(x) = 3x3 — 12x% + 15x,
b) W(x) = x* — 2x3 + 27x — 54,
c) W(x) =x*— 16,

ad a)
Do roztozenia na czynniki pierwszego wielomianu zastosujmy metodg
wylaczania wspolnego dzielnika przed nawias:

W(x) = 3x3 — 12x? + 15x = 3x(x? — 4x + 5)
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Wyrazenie x2 — 4x + 5 jest nierozkladalne na czynniki, gdyz wyréznik
A< 0.

ad b)
Zastosujemy obecnie metode grupowania wyrazow:

W(x)=x*—2x3+27x — 54 =x3(x — 2) + 27(x — 2)
W) =x3(x—2) +27(x — 2) = (x — 2)(x3 + 27).

Nietrudno zauwazy¢, ze wyrazenie x3 + 27 rozklada si¢ na czynniki
(wykorzystujac wzor skréconego mnozenia na sumg szescianow), czyli:

x3+27=(x+3)(x*-3x+9),
zatem:

W) =(x—-2)(x+3)(x%—-3x+9).
ad ¢)

W kolejnym przyktadzie dwukrotnie wykorzystamy wzoér skroconego
mnozenia na roznice kwadratow:

Wkh)=x*—16=(x?-4)x?+4) = (x—-2)(x +2)(x2 + 4)

Twierdzenie
Jezeli liczba wymierna s (utamek nieskracalny) rézna od zera jest pier-

wiastkiem wielomianu
4 2
Wix)=a,x"+a, x"" +a, ,x" " +..+ax+a,

o wspotczynnikach catkowitych (zaden ze wspotczynnikow a,, oraz ay nie
jest réwny zero), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a,, a q jest dzielni-
kiem wspoélczynnika a,,.

Uwaga
Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.

Twierdzenie
Jezeli liczba catkowita p r6zna od zera jest pierwiastkiem wielomianu

W(x)=x"+a, x"" +a,,x"7 +.+ax+a,

o wspolczynnikach catkowitych (wspotczynnik a,, jest rowny 1), to p jest
dzielnikiem wyrazu wolnego a,.
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Przyklad
Rozlozy¢ na czynniki wielomian:
W(x) = 2x* — 3x3 — 5x% + 14x — 8.
Wielomian ma wspoélczynniki catkowite, wigc jesli bedzie miat pierwia-
stek wymierny, to bedzie on ze zbioru: {—8, —4,-2,-1,— %, %, 1,2,4,8 }

Obliczymy warto$¢ wielomianu dla kolejnych liczb z tego zbioru — te
liczby, dla ktérych warto$¢ wielomianu bedzie rowna zero sa jego pierwiast-
kami wymiernymi.

W praktyce poszukujemy jednego pierwiastka, a nastgpnie dzielimy wie-
lomian przez odpowiedni dwumian (na mocy twierdzenia Bezouta). Nastep-
nie otrzymany iloraz probujemy roztozy¢ na czynniki.

Zauwazmy, ze w naszym przyktadzie:

w1)=2-1*-3.13-5.12+14-1-8=0.

Wielomian jest zatem podzielny przez dwumian x — 1, czyli po podzie-
leniu mamy:
W(x) = (x—1)(2x3 — x? — 6x + 8).

Postepujemy teraz analogicznie z wielomianem P(x) = 2x3 — x? — 6x + 8.
Wielomian ma wspoétczynniki catkowite, wigc je$li bedzie mial pierwia-
stek wymierny, to bedzie on ze zbioru: {—8, —4,-2,—-1,— %, %, 1,2,4,8 }
Obliczajmy:
P(-2)=2-(-2)-(-2)?-6-(-2)+8=0,

wigc liczba —2 jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Po podzieleniu wielomianu P (x) przez dwumian x + 2 otrzymujemy:

W) = (x—1)(x + 2)(2x% — 5x + 4).

Wielomian 2x2 — 5x + 4 jest nierozkladalny na czynniki, gdyz wyréznik
A< 0, wigc jest to ostateczna postac iloczynowa wielomianu W(x).

7.2. Wykresy niektorych wielomianow

Znamy juz wykresy niektérych wielomianow. Wykresami wielomiandéw
stopnia zerowego czy pierwszego jest prosta. Wykresem wielomianu stopnia
drugiego jest parabola. Aby zobaczy¢ jak wygladaja wykresy wielomianow
stopnia wyzszego jak 2, przeanalizujemy kilka przyktadow.
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Przyklad
Wykona¢ wykres wielomianu podanego w postaci iloczynowej:

a) W) =x-Dkx+2)(x—-4),
b) W(x)=-3(x—1D(x+2)(x—4),
¢) W) =(x—1>%Cx+2)(x—4),
d) W) =(x—1)%(x+2)2%(x — 4).
Wykonujac wykres, nalezy zwroci¢ uwage na wspotczynnik przy naj-
wyzszej potedze (jesli jest dodatni, to rozpoczynamy wykres z prawej strony
od gory, w przeciwnym przypadku od dotu) oraz na krotnosci pierwiastkow

wielomianu (przy parzystokrotnym pierwiastku nie nastgpuje zmiana znaku
warto$ci wielomianu).

300 +
250 -
200 -
150 A
100 -
50 A

T O —
f T o e —————— T T 1

-6 -4 -2 50 0 2 4 6 8 10

-100 -
Rysunek 7.1. Wykres wielomianu W(x)=(x-1)(x+2)(x-4)
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Rysunek 7.2. Wykres wielomianu W(x)=-3(x-1)(x+2)(x-4)
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Rysunek 7.3. Wykres wielomianu W(x)=(x-1)* (x+2)(x-4)
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Rysunek 7.4. Wykres wielomianu W(x)=(x-1)* (x+2)* (x-4)

7.3. Rownania wielomianowe

Definicja
Roéwnanie postaci W (x) = 0, gdzie
W(x)=x"+a, x"" +a,,x"*+..+ax+a, oraz a, # 0 nazywamy

rownaniem wielomianowym stopnia n.

Aby rozwiazaé rownanie wielomianowe, nalezy znalez¢ wszystkie jego
pierwiastki lub wykaza¢, ze wielomian nie ma pierwiastkow.

Rozwiazujac réwnanie, bedziemy postugiwali si¢ poznanymi metodami
rozktadu wielomianu na czynniki mozliwie najnizszego stopnia, a nast¢pnie
skorzystamy z wiasnosci iloczynu (iloczyn jest rowny zero wtedy i tylko
wtedy, gdy przynajmniej jeden z jego czynnikow jest zerem).

Przyklad
Rozwiazaé rownanie x3 —x2 —x + 1 = 0.
Roztozymy wielomian x3 — x? — x + 1 na czynniki z wykorzystaniem
metody grupowania wyrazow.
x3—x?—x+1=x2(x-1D—-(x-1)=(x-1x%-1).

Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia mamy:
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c—-DE2-1D=x-DE-DE+1)=((x-1*x+1),
zatem:
x-1D?*x+1)=0=x—-1=0vVx+1=0,
czyli:
x=1vx=-1.

Roéwnanie to ma zatem dwa pierwiastki 1 i —1, przy czym 1 jest jego po-
dwojnym pierwiastkiem.

7.4. Nierownosci wielomianowe

Definicja
Niero6wno$¢ postaci

W(x) < 0lub W (x) > 0, lub W(x) <0 lub W(x) >0,
gdzie
W(x)=x"+a, x"" +a, ,x"? +..+a,x+a, oraza, # 0

nazywamy nierownos$cia wielomianowg stopnia n.

Rozwiaza¢ nierownos¢ W(x) < 0, to znaczy odpowiedzie¢ na pytanie:
»Dla jakich argumentow x wielomian W(X) przyjmuje wartosci ujemne?”.
W pozostatych przypadkach bedziemy pytali o wartosci dodatnie, niedodat-
nie czy nieujemne.

Rozwiazywanie nierownosci bedziemy, podobnie jak w przypadku réw-
nan, rozpoczynali od rozlozenia wielomianu na czynniki mozliwie najniz-
szego stopnia. Znak iloczynu bedzie uzalezniony od znaku poszczegdlnych
czynnikow.

Przyklad
Rozwiazaé nieré6wnos¢:
x3—7x—-6<0.

Nietrudno sprawdzié¢, ze W(—1) =—-14+7 — 6 = 0. Mozemy zatem
wielomian x3 — 7x — 6 podzieli¢ przez dwumian x + 1.
Po podzieleniu mamy:

(x+1Dx?2-x—-6)<0.
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Wielomian x? — x — 6 roztozymy na czynniki, wyliczajac wyréznik

A= b? —4ac=1+24 =25

VA=5
_—b—VA _1-5 _ _ —b+VA _ 145 _
ME T T T kT s 3
czyli:
x2—x—6=(x+2)(x-3).
Nieréwno$¢ nasza przyjmuje postac:
x+1Dx+2)(x—3)<0.
Po zastosowaniu siatki znakéw mamy:
(=0,=2) | =2 | (=2,-1) -1 (=1,3) 3 (3,+)

x+2 — 0 + + +

x+1 - - 0 + +

x—3 — - - 0 +

W (x) — 0 + 0 — 0 +

Zbidr rozwigzan nierownosci odczytujemy z tabelki:

x+1Dx+2)(x—3)<0e= x € (—x,-2)U (—1,3).

Drugim sposobem rozwiazania nierdéwnosci jest po roztozeniu wielomia-
nu na czynniki odczytanie rozwiazania na podstawie szkicu wykresu wielo-
mianu.

Wykres wielomianu W (x) = (x + 1)(x + 2)(x — 3) ma postac:

35 4
30
25
20
15
10

Rysunek 7.5. Wykres wielomianu W(x)=(x+1)(x+2)(x-3)
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Z powyzszego wykresu wynika, ze rozwiazaniem nieréwnosci jest:

x € (—o0,—2) U (—1,3).

7.5. Zadania

1. Wyznacz wspotczynniki a, b, c, d tak, aby wielomiany W(x) oraz Q(x)
byly rowne, jesli:
a) W) =x*+ax3+bx? +12x + 4 oraz Q(x) = (x? + cx + d)?,
b) W(x) =x—x*+ax®+bx?+4x —2o0raz Q(x) = (x*> + cx +
2)(x% —3x +d).

2. Wyznacz wspotczynniki a, b, ¢ wielomianu
W(x) = x>+ ax? + bx + c,
wiedzac, ze: W(—=1) = 1,W(0) = 1 oraz W(1) = —1.

3. Oblicz sume¢ wszystkich wspolczynnikow oraz wyraz wolny wielo-
mianu:

W(x) = (x*® —12x7 + 1)1°(3x7 — 4x'3 + 1)19,

4. Wykonaj dziatania na wielomianach:
a) (x*—3x3—x+4)+ (3x*+3x3+5x2-05),
b) (x* —3x3—x+4) — (3x*+3x3 +5x2 - 5),
c) (x*—3x3 —x+4)(3x* —5x% - 5).

5. Podziel wielomiany:
a) (x3—8x%+15x —8):(x — 3),
b) (B +x7 —2x2+x—1): (x> —x%+x—1),
c) (2x5—=2):(x—1).

6. Nie wykonujac dzielenia, wykaz, ze wielomian W (x) = x* + 4x3 —
9x% — 16x + 20 jest podzielny przez wielomian P(x) = x? + 7x +
10.

8. Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez x + 3 wynosi 1, a reszta
z dzielenia tego wielomianu przez x + 1 wynosi 3. Wyznacz resztg
z dzielenia wielomianu W (x) przez x? + 4x + 3.
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9. Dla jakiej wartosci parametru a wielomian
Wkx)=x*—(a—1D(a+ Dx3+(a+1)?x*> -3(a+ Dx -7

jest podzielny przez dwumian Q(x) = x — 1?

7. Wykaz, ze liczba 1 jest potrojnym pierwiastkiem wielomianu

W(x) =x>—7x3+11x%2 — 6x + 1.

8. Roztdz na czynniki mozliwie najnizszych stopni wielomiany:
a) x3—5x%2—x+5,
b) x3 + 27,
¢) 3x* —10x3 + 10x — 3,
d) x* +x% +1,
e) x3 —6x%+12x —7.

9. Rozwiaz rownania:
a) x*—3x3+4x2—-6x+4=0,
b) x3—-3x—-2=0,
c) x*+3x3—14x? —12x +40 =0,
d) 24x3 —2x2—-5x+1 =0,
e) %x3+x2+x—%=0,
f) x3—9x2 + 14x + 24 = 0.

10. Udowodnij, ze nie istnieje liczba rzeczywista spelniajaca rownanie:

+5x2 —12x +9 = 0.

11. Rozwiaza¢ nieréwnosci:
a) x(x—1Dx—-2) <0,
b) (x + 1)?(x = 5)°(x +5) >0,
c) x3—12x+16 >0,
d) —x3—-5x2+x+5<0,
e) x*+4x3 - 2x2—-12x+9> 0,
f) x*+4x3 —5x2—-36x—36<0.

12. Wykaz, ze nierownos$¢ x12 — x% + x* — x + 1 > 0 jest spetniona dla
kazdego x rzeczywistego.



Rozdzial 8
Funkcje wymierne

Definicja

Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci: F(x) = %, gdzie W(x)
oraz Q(x) sa wielomianami. Funkcja wymierna jest zatem ilorazem dwoch
wielomianéw. Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych
z wyjatkiem pierwiastkow mianownika wyrazenia wymiernego, czyli:
Dp = R — {zbiér miejsc zerowych Q(x)}.

Uwaga
Mianownik nie moze by¢ wielomianem zerowym, bo wtedy dziedzina jest
zbiorem pustym.

Uwaga
Wyrazenia zapisane w postaci % nazywac bedziemy utamkami algebra-
icznymi.

8.1. Dzialania na ulamkach algebraicznych

Podobnie jak utamki zwykte utamki algebraiczne mozemy: skracaé, rozsze-
rza¢, dodawac¢, odejmowaé, mnozy¢ i dzielic.

Skroci¢ utamek algebraiczny, to znaczy licznik i mianownik podzieli¢
przez to samo wyrazenie roézne od zera.

Przyklad

L s x2—4
Skroci¢ utamek — .
xX“+x—6

Na poczatek okreslimy dziedzing

X+x—-6+0=x+*-3Ax*2

Przy takich zatozeniach roztozymy wielomiany w liczniku i mianowniku
na czynniki:
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x* =4 (x—=2)(x+2)
x2+x—-6 ((x+3)(x-2)

W liczniku 1 mianowniku wystepuje ten sam czynnik, wigc podobnie jak
w utamkach zwyklych mozemy go skrécic:

(x—2)(x+2) x+2
(x+3)(x—-2) x+3

czyli:
x%2—4 _x+2
2+x—6 x+3

Rozszerzy¢ utamek algebraiczny, to znaczy licznik i mianownik pomno-
zy¢ przez to samo wyrazenie rozne od zera.

Przyklad
Rozszerzy¢ utamek % tak, aby w mianowniku otrzymaé x? — 4.
Poniewaz x2 — 4 = (x — 2)(x + 2), wiec licznik i mianownik ulamka be-
dziemy mnozy¢ przez x — 2. Zaktadamy jednoczesnie, ze x # —2 A x # 2.
3x+1 Bx+1Dx-2) x*—6x+x—-2 x*—5x—2
x+2  (x+2)(x-2) x?—4 - x2—4
Dodawanie i odejmowanie utamkoéw algebraicznych wykonujemy po-
dobnie jak dodawanie i odejmowanie utamkoéw zwyktych.

Przyklad

Wykona¢ dziatania:
4 1

x? —2x * 3x2 —12
4 1
x?—2x 3x%2—-12
Na poczatek rozktadamy na czynniki mianowniki obu utamkow
4 1 4 1 4 1
x?—=2x 3x?2-12 x(x—-2) 3(x*—-4) x(x—-2) 3(x—2)(x+2)

Musimy zalozy¢, ze zaden z mianownikow nie moze by¢ rowny zero, zatem:
xFOAXF+F-2ANx+2

Wyznaczamy najmniejszy wspolny mianownik:

NWW(x? — 2x,3x% — 12) = 3x(x — 2)(x + 2).
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Rozszerzamy utamki tak, aby miaty wyznaczony wspolny mianownik:
4 1 4-3(x+2) 1-x

x(x —2) + 3x—2)(x+2) 3x(x—2)(x+2) 3x(x—2)(x+2)

Nastepnie dodajemy do siebie liczniki, mianowniki pozostawiajac bez zmiany:

4-3(x+2) 1-x o 12x+244+x 13x + 24
3x(x —2)(x+2) + 3x(x —2)(x+2) 3x(x—2)(x+2) 3x(x—2)(x+2)

gdzie x € R —{-2,0,2}.

W przykladzie drugim po sprowadzeniu do wspolnego mianownika
odejmujemy od licznika licznik, mianownik pozostawiajac bez zmiany,
czyli:

4 1 _ 43(x+2) 1-x
x(x—2)_3(x—2)(x+2) - 3x(x—2)(x+2)_3x(x—2)(x+2)
4-3(x+2) 1-x 12x + 24 — x 11x + 24

3x(x —2)(x +2) 3x(x-2)(x+2) 3x(x—2)(x+2) 3x(x—2)(x+2)
gdzie oczywiscie jak w poprzednim przykladzie x € R — {—2,0, 2}.

Mnozenie utamkoéw algebraicznych wykonujemy w ten sposob, ze licznik
pierwszego z nich mnozymy przez licznik drugiego i mianownik pierwszego
mnozymy przez mianownik drugiego. Kolejnym krokiem jest skrocenie
otrzymanego ulamka.

Przyklad

Wykonaj mnozenie ulamkow 3—x i—x Podaj konieczne zatozenia.
3-x 2-x_(3-0)( y G- -2)] _ @-2)@x-3) _
x—2 x—-3 (x-2)(x-3)  (x-2)x-3)  (x-2)(x-3)

gdzie x € R — {2,3}.

Dzielenie utamkéw algebraicznych zastepujemy mnozeniem dzielnej
przez odwrotno$¢ dzielnika, a nastgpnie skracamy otrzymany utamek.

Przyklad

2_
Wykonaj dzielnie utamkéw —— A

X —2 Podaj konieczne zatozenia.
2x+x2 " 4x+2x
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4 4x*—4 4 A -Dx+1)

2%+ x2 4x + 2x2 T x@4+x) 2x(2+x)
4 4(x - Dx+1) 4 2x(2 + x)

x(2 +x)° 2x24+x)  x(2+x) 4(x —D(x+ 1)
4 2x(2 + x) _ 4-2x(2+ x)

Tx2+x) 4x-Da+D xQ2+x0)-4x-—Dx+1)
2 2

=(x—1)(x+1)=x2—1'
gdziex e R—{-2,-1,0,1}.

8.2. Funkcja homograficzna

Przyktadem funkcji wymiernej jest poznana funkcja postaci:
f@)=§g@ma¢0ixek—{m.

Jest to funkcja proporcjonalnosci odwrotnej, ktorej wykresem jest hiperbola.

Definicja

Funkcje postaci f(x) = —d , gdzie a # 0 oraz ad — cb # 0, nazywamy

cx+

funkcjq homograficzng. Dziedzina tej funkcji jest x € R — {— E}.

c

Funkcja f(x) = % jest przyktadem funkcji homograficzne;j.

Przyklad

Narysowa¢ wykres funkcji homograficznej f(x) = E , a nastgpnie omowic

jej wlasnosci.
Dziedzing tej funkcji jest zbior: x € R — {1}.
Przeksztalcimy teraz wyrazenie:

x+1 x—-1+4+2 x-1 2

x—1  x-1 =x—1+x—1=1+x—1'
Zatem:
=" +1_1+ 2
Jx 1 x—1
Wykres funkcji f(x) ==, gdzie x € R — {1}, powstaje w wyniku

przesunigcia rownolegtego Wykresu funkcjiy = ; o wektor v = [1,1].
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6
5
4
3
2

-4

Rysunek 8.1. Wykres funkeji homograficznej f(x)=(x+1)/(x-1)

Wiasnosci funkcji:

a) dziedzina funkcji x € R — {1},

b) funkcja ma jedno miejsce zerowe x = —1,

¢) funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie dla x € (—oo,—1) U (1, +0),
funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla x € (—1, 1),

d) funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatéw (—oo, 1) oraz (1, +0)
(funkcja nie jest rosnaca w sumie przedziatéw),

e) funkcja jest réznowartosSciowa,

f) prosta o rownaniu x = 1 jest asymptota pionowa funkcji, a prosta
o rownaniu y = 1 jest asymptota pozioma funkcji.

8.3. Réwnania i nier6wnosci wymierne

Definicja

w)

Roéwnanie, ktére mozna zapisa¢ w postaci ——= = 0, gdzie W (x) oraz Q(x)

Q(x)

sa wielomianami oraz Q(x) # 0, nazywamy rownaniem wymiernym z nie-
wiadomq X.

Dziedzing rownania wymiernego jest zbior wszystkich liczb rzeczywi-

stych z wyltaczeniem tych, ktore sa miejscami zerowania wielomianu Q (x).

Aby rozwiaza¢ rownanie wymierne bedziemy postgpowac nastepujaco:
a) okreslamy dziedzing rownania,



90 Funkcje wymierne

b) rozktadamy na czynniki wszystkie mianowniki,

¢) mnozymy obie strony rownania przez najmniejsza wspolna wielokrot-
no$¢ wszystkich mianownikow,

d) wyznaczamy zbior rozwiazan otrzymanego rownania wielomianowego,

e) formutujemy odpowiedz po uwzglednieniu dziedziny réwnania.

Przyklad

Rozwiazaé roOwnanie:
3 2 3x — 4

x—1 x+1 =x2-1

Okreslamy dziedzing réwnania:

x—1#0Ax+1#0Ax2—-1=%0,

czyli:
D:x e R—{-1,1}.

Przystepujemy do rozwiazania:

3 2 3x—4
x—1 x+1 x2-1
3 2 3x — 4

x—1 x+1 (x-Dx+1)
Mnozymy obie strony roéwnania przez (x — 1)(x + 1):

3x+1)—-2(x—1)=3x—4
3x+3—-2x+2=3x—4
—2x=-9

B 9
x = >
Poniewaz:

—9ED
x—2 )

zatem jest to rozwiazanie naszego roOwnania.

Definicja

wW(x) W(x) W(x) wW(x) .
> <
°® >0, o <0, o > 0, o = 0, gdzie W(x)

oraz Q(x) sa wielomianami oraz Q(x) # 0, nazywamy nierownosciq wy-
miernq z niewiadomaq X.

Kazda z nier6wnosci
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Dziedzina nier6wno$ci wymiernej jest zbidr wszystkich liczb rzeczywi-
stych z wylaczeniem tych, ktore sa miejscami zerowania wielomianu Q (x).
Aby rozwigza¢ nierd6wnos¢ wymierna, bedziemy postgpowac nastepujaco:
a) okreslamy dziedzing nierdwnosci,
b) rozktadamy na czynniki wszystkie mianowniki,
¢) doprowadzamy nieréwnos¢ do takiej postaci, w ktorej po jednej stro-
nie nierownosci bedzie zero,

d) wykonujemy dzialania na ulamkach algebraicznych w taki sposob,

., . W(x)
aby doprowadzi¢ do postaci 0"

e) mnozymy obie strony nierdwnosci przez [Q (x)]?,
f) wyznaczamy zbior rozwiazan otrzymanej nierownosci wielomianowej,
g) formulujemy odpowiedz po uwzglednieniu dziedziny nierownosci.

Przyklad
Rozwigzaé nieréwnos¢:
x—1 x+2
< .
x+1 x-—-2
Okreslamy dziedzing nierdéwnosci:

x+1+#0Ax—-2+0
D:xe R—{—1,2}.
Przystepujemy do rozwiazywania nierOwnosci:
x—1 x+2
<
x+1 x-2
x—1 x+2
- <
x+1 x-—2
x—DHxx-2) x+2)(x+1)
x+Dx-2) (x+Dx-2)"
(x—l)(x—Z)—(x+2)(x+1)<

x+1D(x-2) -
xz—x—2x+2—(x2+2x+x+2)<
x+1D(x-2) -
x2—x—2x+2—-x*>—-2x—x—2
<0
x+1D(x-2)

—6x
mSO@—6x(x+1)(x—2)SO
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60 -

40 -

20 -

a)

o
[EnY
N
w

-20

-80 -
Rysunek 8.2. Wykres wielomianu W(x)=-6x(x+1)(x-2)

Korzystajac z wykresu wielomianu, otrzymujemy:
x €(—1,0) U (2,+00).
Uwzgledniajac dziedzing nier6wno$ci, mamy:

x € (=1,0) U (2, +).

8.4. Zadania
1. Wyznacz dziedzing funkcji:
a) f) = o,
b) f(x) = 52

x3+4x?2—6x-2
x3-3x2-6x+8 °

o) f(x) =

2. Sprowadz do wspdlnego mianownika:
2x-3 x=5
a) oraz —,
+2 x-3
b) 2 oraz
x2-2x-3 x2+4x+3°
x+1 2x-1

c) oraz

x2-3x+2 x245x+4 "’
d)

X

2

o oraz o
x3-1 x*-1"
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3. Wykonaj dziatania:

b

3 2
1 —2Xx
b +
) x3-27  x%2-6x+9°
c _
) x3-3x2—-4x+12  x2+4x+4°
3 1 x x-1
X x—1 2x-3 x+3
x%2—x-12 x%2-9
e) .
f) x3+x%-5x+3 1
x—1 x242x-3"

)~y e
2 2x-1
d 24—
x2-6x+9 x2+6x+9°
9) ( Xy x2%+y? LY ):(xz—xy+y2)
xy+y? = x3-xy? = x2-xy x3+y3 )

4. Skr6¢ wyrazenia:
a)
b)
¢)
d)
e)

x3-2x2
2x3y2—xty’
a’?+b?—c?+2ab
a?2-b2+c2+2ac’
ab+ac+b%+bc
ax+ay+bx+by’
x%+3x+2
x2+6x+5°
a®-a’b+ab?

b3+a3

5. Wyznacz a i b tak, aby do wykresu funkcji f(x) = %+ b nalezaty
punkty A(1,3) oraz B(2,2).

6. Narysuj wykresy funkcji:

a)y=§+l
1
b)y=—,
1
gy=-5-4%
2x—1

d))}:-;:;'
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7. Narysuj wykresy funkcji:
1

a)3I=:E;’
x|
b) y =7,
oy
C) y_ ch+|1 )
2|x|-3
d)y_slxl_zs
_Jx+1]—x
€) y_|x—2|+3'

8. Napisz wzor funkcji homologicznych o dziedzinie D = R\{a} i zbio-
rze warto$ci ZW = R\{b}.
a)a=1b=0,
b)a=-2,b=3,
c)a=-3,b=-1.

9. Rozwiaz rownania:

a) x2-7x+6 _

x2+43x_2 ’
2
x“+12x+11

b) 5———7-=0,
x°+11xc—x-11
xX+2 x+3 2

) HZ_MI, 2
X-2 x-3 x4—5x+6

) 1 1 12

x2-5x+6 x%2—-4x+3 x2-x—6  x2-3x+2°

) 1 4 x*+10x 4x2+21
x3-x24x-1 x+1 x*-1 x3+x2+x+1°

3,1 _ 1
) x +x3—6(x+x).

10. Rozwiaz roOwnanie:
1 . 1 o 2V2
1-V1l-x 1+vV1-x +1-—x

11. Rozwiaz nieréwnosci:

1
a) x <<,

1+x

b)Ij;>>1,

) x%+4x+4
¢ 2x2-x—-1
d)

>0,

3 7 6
<,
X+1 X+2 X-1
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X5+43x%-x-3
16x%-1
x2+3x+5
x2-2x+4
x%+x+3
2x2%2-4x+3

e)
f)
2

>0,

12. Rozwiaz nieréwnosci:
x—3

a) — <0
) x+1 7~
x2+4x+6
p) LHAHE 5 3
x+4
10x+8 5x—-17
c) >

x+2 — x-3

13. Wyznacz dziedzing funkcji:

x2-7x+12
W f@) = T

—-3x

Mﬂw=ﬁ§ﬁ.







Rozdzial 9
Rownania i nierownosci
z wartoscia bezwzgledna

9.1. Przyklady
Na poczatku przypomnimy, ze:
—x,dlax <0
f@x) = Ix| :{ x,dlax =0

Wyznaczanie zbioru rozwiazan réwnan i nieréwnosci z wartoscia bez-
wzgledna z wykorzystaniem powyzszej zalezno$ci przedstawimy na przy-
ktadach.

Postepujac analogicznie, mozna rozwiaza¢ inne zadania.

Przyklad
Rozwiazaé rownanie metoda algebraiczna:

|[lx — 3] + 2| = 3.
Poniewaz: |[x| =3 & (x =3 Vvx = —-3),

wige: [|x —3|+2|=3 & (x—-3|+2=3 v|x—3|+2=-3)
[x—3]=1vV]|x—3]=-5.
Z definicji modutu wynika, ze réwno$¢: |x — 3| = —5 jest falszywa.
x—3|=1lo(x-3=1vx—-3=-1)

Zatem:
x=4Vx=2.

Odpowiedz:
Zbiorem rozwiazan rownania ||x -3+ 2| =3sax € {2,4}.

Przyklad
Rozwigzaé rOwnanie:

2lx+ 1|+ |x—1] = 1.



98 Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng

Zauwazmy, Ze:
—x—1,dlax < -1
lx +1] _{ x+1,dlax > -1

oraz:
Ix — 1] _{—x+1,dlax< 1
" x—1dlax=>1

Rozwiazanie rownania sprowadza si¢ do trzech przypadkow:

1 x < —1
{2(—x—1)+(—x+1)=1

{ x < -1
—2x—2—-x+1=1
{x<—1
—3x=2
x < —1
{_ 2
x = 3"

Poniewaz —= > —1, wigc w tym przypadku rownanie nie ma rozwiazania.
3

) -1<x<1
{2(x+1)+(—x+1)=1
{ -1<x<1
2x+2—x+1=1
{—1Sx<1

x=-=-2

Poniewaz —2 < —1, wigc w tym przypadku rownanie nie ma rozwigzania.

x=>1
3 {2(x+1)+(x—1)=1

{2x+2):—2x1—1=1
{x21
3x=0
>1
2

Poniewaz 0 < 1, wigc w tym przypadku rownanie nie ma rozwiazania.
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Odpowiedz:
Roéwnanie to jest rownaniem sprzecznym, nie ma rozwiazania.

Przyklad
Rozwiazaé nierd6wnos¢:
[Ix| - 3| < 1.
Zauwazmy, Ze:
x| <1 e -1<x<1.
Podang nierd6wnos¢ mozna zatem sprowadzi¢ do postaci:

-1<|x|-3<1.

Zatem:
2<|x| <4,
o jest rownowazne:
{le <4
2 < |x|
{ —4<x<4
2<x Vx< -2

Nietrudno wyznaczy¢ cze¢s¢ wspolna obu warunkow.

Odpowiedz:
Rozwiazaniem nieréwnosci jest zbior x € (—4,—2) U (2,4).

Przyklad
Rozwiazaé nier6wnos¢:
x2—|5x =3 —-x < 2.

Poniewaz:

3
5x—3dlax2§
|5x — 3| = 3
3—5xdlax<§

Zatem rozwiazanie nierownosci sprowadza si¢ do dwoch przypadkow:

3
xz—(Sx—S)—x<2dlax2§

3
xz—(3—5x)—x<2dlax<§
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Przypadek 1.

dlax >3
x>—GBx—-3)—x<2
X2 —6x+1<0
A=b%2 —4ac=36—4=32
VA= 42
xlz—b—\/Zze—zh/E:S_z\/z x2=—b+\/z=6+4\/5=3+2\/§.
2a 2 2a
3
X ==

5 .
x € (3-2V2,3+2V2)

Uwzgledniajac oba warunki, mamy: x €< g, 3+2V2).

Przypadek 2.
dlax <2
x>—B-5x)—x<2
x> +4x—-5<0
A= b? —4ac =16 + 20 = 36

VA= 6
~-b—VA -4-6 -b+VA —-4+6
x1= = =—5, x2= = :1
2a 2 2a 2
3
<_
X c .
x € (=5,1)

Uwzgledniajac oba warunki mamy: x € (—5,%) .

W zadaniu mieli§my do czynienia z alternatywa dwoch warunkow, wiec

. .. . , , 3
rozwiazanie jest suma uzyskanych rozwiazan obu warunkow: x € (—5,;) u
<z 34+2v2), co w konsekwencji daje rozwiazanie nieréwnosci:

x € (-53+2V2).

Przyklad
|x|-3

L, . 4 o, . .,
Rozwiazaé rOwnanie ——=X. Dziedzina rownania jest zbior R — {0}. Jak
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xdlax >0

—xdlax <0
mamy zatem dwa przypadki:

4x-3 _ —4x-3
{x _xlub{ x X,
x>0 x<O0

wiadomo, |x| = { Uwzgledniajac dziedzing rdwnania, otrzy-

Przypadek 1.
. . . 4x-3 .
Rozwiazemy rownanie: —— = x. Po wymnozeniu obu stron przez x
mamy: 4x — 3 = x?2, ktore jest rtownowazne rownaniu:
x2—4x+3=0
A=b*—4ac=16—-12=4
VA= 2

X _—b—\/Z_4—2_1 X _ —b+VA _ 442 _
1™ 2 = 2 77727 2a T -

3.

Obie uzyskane liczby sa wigksze od zera, wiec spetniaja rowniez drugi
warunek koniunkcji.

Przypadek 2.
. , . —4x-3 .
Rozwiazemy réwnanie: —— = x. Po wymnozeniu obu stron przez x
mamy:
—4x — 3 = x?,
ktore jest rownowazne rownaniu:
x24+4x+3=0
A=b?—4ac=16-12=14

VA= 2
_Th-VA _ -4-2

X1 = —=-3, x
1 2a 2 » 2

_ =b+VA _ —4+2
22 2

-1.

Obie uzyskane liczby sa mniejsze od zera, wigc spetniaja rowniez drugi
warunek koniunkcji.

Odpowiedz:
Rozwiazania tego rownania to liczby: x; = 1, x, = 3,x3 = —1,x, = —3.

Przyklad

e, ., |x?-5x+3
Rozwi 4z N1ICrownosc:

x2-1

|<1.
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Nieréwnos¢ te najlepiej rozwiazac tak:

x?>—5x+3 x?>—5x+3
ﬁ <1<=>—1<ﬁ<1
x?>—5x+3
= x2—1 .
x?>—-5x+3
—x2—1 > —1

Rozwiazemy pierwsza nier6wnosc:

x?>—5x+3
x2 -1
x>—5x+3 x?-1
x2—1 <x2—1
x> —-5x+3 x%2-1
x2—1 _x2—1<
_5x+4<0®{(—5x+4)(x2—1)<0
x?—1 x#=1Ax#-1
{(—5x+4)(x—1)(x+1)<0.
x+F1Ax# -1

0

-8 -
Rysunek 9.1. Wykres wielomianu W(x)=(-5x+4)(x-1)(x+1)

Jak wida¢ z wykresu, rozwiazaniem powyzszej nierownosci jest zbior:

X € <_1'§) U (1, +00).

Druga nieréwnosc:



Przyktady 103

x?>—5x+3
xZ2—1 B
x?>—5x+3 150
x2—1
x> —5x+3 x?-1
x2 -1 xz—l>0

2x2_5x+2>0@{(2x2_5x+2)(x2_1)<0
x2 —1 x#=1Ax# -1 '

Aby roztozyé na czynniki wyrazenie: 2x? — 5x + 2, obliczymy wyréznik
A=b%?—4ac=25-16=9

VA= 3
_—b-VA 5-3 1 _“bh+VA_5+3_
ME T T2 T T T T4 T

Wobec powyzszych rachunkéw nierownos¢ przyjmuje postac:

2<x—%)(x—2)(x—1)(x+1) > 0.

r e ,
) =\ q/ M 3

-6 -
Rysunek 9.2. Wykres wielomianu W(x)=2(x-1/2)(x-2)(x-1)(x+1)

Jak wida¢ z wykresu, rozwiazaniem powyzszej nierdéwnosci jest zbior:
1
x € (—o0,~1) U(5,1) U @2 +e0)

Otrzymali$my zatem, ze:
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X € (—Lg) U (1, +0)
x € (—o0,—1) U (% 1) U (2, +oo).

Odpowiedz:

14
X € (E,g) U (2, +0).

9.2. Zadania

1. Rozwiaz rownania:
a) |Ix| — 6] =4,
b) |Ix—3l+2|=3,
o |I3-2x|+1| =4

2. Rozwiaz rownania metoda algebraiczna i graficzna:
a) |x — 1|+ [x + 3| =4,
b) |x+2|=7—|x|,
c) 6—14—x|=1]2—-3x|.

3. Rozwiaz nieréwnosci:
a) |2]x —1]—3]| <5,
b) [3-Ix+5||<1,
o |3-Ix=2]|>2

4. Rozwiaz nierdéwnos$ci metoda algebraiczna i graficzna:
a) |[x—3|<x+3,
b) 2|x| + x < 4,
¢) |x|+2x = 2.

5. Rozwiaz nieré6wnosci:
a) Vx2+6x+9>5—|x|,
b) VxZ +4x+4+Vx2 —8x+ 16 <6,
¢) |x — 1] +vV4x2 — 20x + 25 < 9.
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. Rozwiaz rownania:

a) 2x2—|x|—15=0,
b) x2 —4|x| —21 =0,
c) x>+ |x—1| =0,

d) x2+2x-3|x+1|+3=0,

e) x|x| +|2x — 3| = 4.

. Rozwiaz graficznie rownania:
a) |x% —6x + 21| = x? — 6x + 21,

b) |x%2 — 4] = 4 —x2,
) |x? — 6x| = 6x — x2.

. Rozwiaz rownania:
a) |x2—4|+|x*-5|=1,
b) |x* =3 —[x*=9| =7,

¢) |x% —1|+ |x%—16| = 3.

. Rozwiaz rownania:
a) |x3 —4x| = x3 — 4x,
b) 4|x| - |x|* =0,

o) lx+2] 2 3

x2+x-2  |x+1] 4
|x —4x|+3

d) x2+|x—5| =1

10. Rozwiaz nieréwnosci:

a) x> —7|x|+10<0,
b) x2 —=3|x| -4 <0,
c) x2+4|x|+3>0.

11. Rozwiaz nierownosci:

a) |x? —4x| < 4,
b) |x? —6x]| <9,
¢) |x?—6x—1| > 6.

12. Rozwiaz nierdwnosci:

a) |x3 -1 <x®*+x+1,

b) |x* + 10x% — 1] < 10,

) |x% —4x| < x3 — 4x,

d) 4|x| = |x|* <0,
|x+2| > 3






Rozdzial 10
Funkcja wykladnicza

10.1. Podstawowe definicje

W nauce matematyki spotkali$my si¢ z funkcjami potggowymi. W funkcjach
tych byt ustalony wyktadnik potegi, a zmieniala si¢ podstawa.

Obecnie bedziemy si¢ zajmowac funkcjami, w ktorych zmienia¢ si¢ be-
dzie wyktadnik potegi, a podstawa bedzie stata. Aby zapewnié, by dziedzina
takiej funkcji byta zbiorem liczb rzeczywistych, musimy zatozy¢, ze pod-
stawa potggi musi by¢ liczba dodatnig i r6zna od zera.

Definicja
Funkcie f(x)=a",gdziea>0ia#1 nazywamy funkcjq wyktadniczq
o0 podstawie a.

Uwaga
Podstawa funkcji wykladniczej nie moze by¢ 1, gdyz 1 =1, czyli mieliby-
smy do czynienia w tym przypadku z funkcja stala, a taka jest funkcja linio-
wa, a nie szczegdlnym przypadkiem funkcji wyktadnicze;.
Przyklad

1 X
Narysujemy wykres funkcji f(x) =2, a nastepnie wykres f(x)= [Ej )

W tym celu utozymy sobie tabelki wartosci funkcji dla niektérych argumen-
tow:

Tabela 10.1. Niektore warto$ci funkcji f(x)=2"

x| 2]1]ol1]2]3]4
fx)[025]/05] 1 [ 2] 4] 8] 16

Tabela 10.2. Niektére warto$ci funkcji f(x)=(1/2)*

x | 4]3]2]-1] 0 1 2
fx)] 16| 8 |4 | 2 1 [ 05 ] 025
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18 -
16 -
14 -
12 -
10 -

-4 -2 0 2 4 6
Rysunek 10.1. Wykres funkcji f(x)=2*

18 -
16 -
14 -
12

\

-6 -4 -2 0 2 4
Rysunek 10.2. Wykres funkcji f(x)=(1/2)"

Analizujac powyzsze wykresy, widzimy wyraznie, ze funkcja wyktadni-
cza jest funkcja ciagla okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych o warto-
$ciach rzeczywistych dodatnich.

Nietrudno zauwazyé, ze jesli podstawa a >1, to funkcja wyktadnicza
jest rosnaca, a dla a € (0,1) funkcja wykladnicza jest malejaca. Kazda funk-

cja wyktadnicza postaci f(x) = a” jest roznowarto$ciowa.
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10.2. Réwnania wykladnicze

Réwnaniem wyktadniczym bedziemy nazywaé takie rdwnanie, w ktdérym
niewiadoma wystepuje tylko w wyktadniku potegi.

Przy rozwiazywaniu rownan wyktadniczych bedziemy korzystali z poniz-
szego twierdzenia oraz z wlasnos$ci funkcji wykladnicze;j.

Twierdzenie
Jeslia,b € R, orazm,n € R, to:
am.qt = gmtn,

m m-—-n

a™a*=a ,
(@™ = g™,
a™-b™ = (a-b)™,
a™ a\m

(B) ,b # 0.

an

Przyklad
L, . (1)
Rozwiaza¢ rdwnanie (ﬁ) = 49,
Dziedzina tego réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych. Nietrudno za-

1
uwazy¢, ze: 49 = 72 oraz % = 7 2. Z powyzszego otrzymujemy:

1\ X
(72) =7
Z wtasnosci poteg o wyktadnikach rzeczywistych mamy:

1
77 2% =72,

Z roznowartosciowosci funkcji wyktadniczej wynika, ze je§li podstawy
rownosci sa takie same, to rowniez musza by¢ rowne wyktadniki, czyli:

—=x =2,wi = —4,
X wiec x
Odpowiedz:
Rozwiazaniem réwnania jest x = —4.
Przyklad

1
1

. ., . —_ 8 \xtz 1
Rozwiazaé rownanie: 256x2-4 - ( )x = 4x-z,
2x+1
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Nalezy rozpocza¢ od dziedziny. Wyrazenia wystepujace w mianowniku
nie moga by¢ réwne zero. Zatem:

X2 =—4#0Ax—2#0Ax+2%#0

Dziedzing tego rownania jest: x € R — {—2,2}.
Wszystkie liczby wystepujace w podstawie przedstawimy w postaci po-
tegi liczby 2.
1
o 1 23 \x+2 -
24 . — x—2
(2°%)x%-4 <2x+1> = (2)x-2
8 1 2
2x7=4 . (237X~ )x¥2 = 2x—2
8 2—-x 2
2x2—4 . 2x+2 = 2x-2
8 2-x 2
2x2—4" x+2 = Qx—2

Skoro doprowadziliSmy do tego, ze mamy jednakowe podstawy, wigc
z rownosci wynika, ze:
8 2—x 2
x2—4+x+2=x—2
8 2-x)(x-2) 2(x+2)
G-2D0+2) @-Da+2) -2&x+2)
8+(2—-x)(x—-2)—-2(x+2)
(x—2)(x+2) -
8—x?+4x—4—-2x—4
(x—2)(x+2)
—x*+2x
(x—2)(x+2)
—x2+2x=0
—x(x—2)=0
x=0Ilubx=2.

Poniewaz x = 2 € D, wigc jedynym rozwigzaniem tego rownania jest
x=0.

Przyklad

L . _, 26
Rozwiazaé¢ rownanie: 3¥t1 — 3%¥72 = =2

5
Roéwnanie to jest okreslone dla kazdej liczby rzeczywistej. Nalezy za-
uwazyc, ze:



Réwnania wyktadnicze 111

3x+1_3x—2=29_6 = 3x3__=_

9 9
3% 26 26
9 9’
wiec:
3* =1, czyli x =0.
Przyklad

Rozwiazaé rownanie: 22¥t1 — 33 .2%"1 4+ 4 = 0.
Rownanie to jest okreslone dla kazdej liczby rzeczywistej. Uproscimy

podane réwnanie:
X

2
22"-2—33-7+4=0
33
2-22x—7-2x+4=0.
Wprowadzimy teraz podstawienie: 2* = t,t > 0.
Nasze rownanie sprowadza si¢ zatem do postaci rownania kwadratowego

o niewiadome;j t.

33
2t? ——t+4=0 ©4t>—-33t+8=0

2
A= 961,VA= 31
t —1 t, =8
1_4’2_ .

Wracajac do podstawienia, otrzymamy:
2% = 1 lub2* =8
2 .

Stad rozwigzaniami naszego rownania sa:

X1 = _2, Xy = 3.
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10.3. Nierownosci wykladnicze

Przy rozwiazywaniu nieréwnosci wyktadniczych bedziemy wykorzystywali
wlasnosci poteg o wyktadnikach rzeczywistych oraz réznowarto$ciowosc
1 monotoniczno$¢ funkcji wyktadnicze;.
Zauwazmy, z7e:
a*>a¥ =x>y
a>1=<ad*<a¥ =x<y
a*¥=a¥ =>x=y
a*>a¥ =>x<y
0<a<l=<{a*<a¥ =x>y
a*=a¥ =>x=y

Wykorzystujac powyzsze, bedziemy rozwiazywacé nierdéwno$ci wyktad-
nicze.

Przyklad
R x=3 _ r2vz\**t
Rozwiazaé nier6wnosé: 8(\/§) > (T) .
Sprowadzamy obie strony nierownosci do tej samej podstawy:
1 x+1
s é x—3 2.22
() s (2

x+1
23+%(x—3) > (2%—3)
x+1

3 9 3
231575 > (2‘E>

3.3 3.3
2272 > 27272
3 3 3 3
SX—5>—sX—3

2 2 2 2
3x > 0,wiec x > 0.

Przyklad
Rozwigzaé¢ nierownosé: 3¥t2 + 7% < 4. 7¥"1 4 34 . 3%71,
Nalezy zauwazy¢, ze:
7% 3%
3¥Y2 47X < 4.7%1434.3%1 & 3%.32 4 7% <4~7+34-?
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X X

3"-32—34-3—<4-——7"
3 7

(o~ ) <o (d-1)
3 7

w(-3)<7(=3)
3* 7
777
3x—2 > 7x—2
x—2

>1

7x—2
3 xX—=2

) >

x—2<0wiecx < 2.

Przyklad
Rozwiaza¢ nierdwnos¢: 4% < 3 - 2% + 4.

Zauwazmy, zZe:
4 <3:2"+4 & 22 <3.2% + 4,

Wprowadzajac pomocniczg zmienng t = 2%,t > 0 mamy:

t2 < 3t* +4,

t2-3t—4<0

A= 25,V/A=5

ty =—1,t, = 4,wiect € (—1,4)
2¥ <4
2> -1
Druga nieré6wno$¢ jest zawsze prawdziwa, bo funkcja wyktadnicza

y = 2% przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Z pierwszej nierdwnos$ci mamy:

zxe(—1,4)<=>—1<2x<4<=>{

<42 <22=x<2.

Odpowiedz:

Rozwiazaniem nier6wnosci jest:
x € (—o0,2).
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10.4. Zadania
1. Naszkicuj wykres funkcji y = 2*~1 + 3. Oméw wiasnosci tej funkcji.
2. Naszkicuj wykres funkcji y = [2**1 — 3|. Omow wiasnosci tej funkcji.

. ) 2 1
3. Rozwiaz rownanie: (0,5)*" - 22¥*2 = o

S)vsrz-l 44+o%

4. Rozwiaz rownanie: ( 0,4 vo-x |

2
5. Rozwiaz rownanie: 2*+2 — 2¥~1 = 14,
6. Rozwiaz rownanie: 5 - 23% 4+ 8% — 2. 415% = 16,

7. Rozwiaz rOwnanie: (%)Zx —-12- G)x +27=0.

8. Rozwiaz rownanie: (0,5)™* — 4¥*2 = 0,
9. Rozwiaz rownanie: 23% — 22¥+3 — 2x+4 4 128 = (.

3%+2 _ 3%-2
3%+3  3x%-3"

10. Rozwiaz rOwnanie:

x+2 1 2x—1
L, o (V2 < (L
11. Rozwiaz nierownos¢: ( > ) < ( ﬁ) .

12. Rozwiaz nierdwnos¢: 3¥t2 + 7¥ < 4. 7%71 4 34 . 3% 1,

2—x
S (e o2 1
13. Rozwiaz nierownosé: 3% > (5) )

14. Rozwiaz nieréwnosé: 22¥*1 — 17 .2 +8 > 0.

15. Rozwiaz nierdwnos¢: (%)Zx -12. G)x +27>0.

16. Rozwiaz nier6wnos¢: 5 - 2% — 4*+1 + 8% — 2 > 0.

T xt1
17. Rozwiaz nierowno$é: 5- 379" > 1257x .



Rozdzial 11
Funkcja logarytmiczna

Funkcja wyktadnicza postaci y = a*, dla a > 0 oraza # 1 jest funkcja
réznowarto§ciowa, zatem wynika z tego, ze istnieje dla kazdej dodatniej
liczby b jedna taka liczba rzeczywista c, dla ktorej a® = b. Liczbg tg nazy-
wac bedziemy logarytmem przy podstawie a z liczby b.

Definicja
Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a (a > 0 oraz a # 1) na-
zywamy taka liczbe rzeczywista ¢, ze a® = b.

log,b =c<a‘=b,gdziea>0ia+1ib>0.
Uwaga
a —podstawa logarytmu (a > 0ia # 1),

b — liczba logarytmowana (b > 0),
¢ — logarytm liczby b przy podstawie a.

11.1. Wlasnosci logarytmow

Twierdzenie
Jezelia>0,a+1,b>0in€R, to:
a) log,a=1,
b) log, 1 =0,
¢) log,a™ =n,
d) al°8ab = p,
Twierdzenie

Jezelia,b > 0,a # 1,x,y,z>0in € R, to:
a) logg x +logq y = logq(xy),
X
b) log, x —logq y = log, (;)
¢) log, x™ = nlog, x,
d) log, x = :Z:—Zi (Wzor na zamiang podstawy logarytmu),

e) log, b -log, x = log, x.
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Przyklad
Oblicz: log /3 8 - log, 81.
Zauwazmy, ze: 8 = 23 oraz 81 = 3*. Zatem:
log 58 -log, 81 =log 523 -log, 3* = 3log 52 -4log, 3 =12log 52 -log,3

Wykorzystujac wzor na zamiang podstawy logarytmu, sprowadzimy oba
logarytmy do podstawy 2.

log,2 log,3 1 log, 3
12-log 52 -log,3 =12 . =12- . =
83 B4 log, V3 log, 4 log, 3% log, 22
1 log, 3 11
= 12 . . - —_ = 12
1 1
710g23 2log, 2 2 2
Czyli:
log 58 -log, 81 = 12.
Definicja

Funkcja logarytmiczng nazywamy funkcje postaci

y =log, x,gdziex >0,a>0ia # 1.

Przyklad
Narysujemy wykres funkcji y = log, x , a nastgpnie wykres y = log1 x .
2

W tym celu utozymy tabelki warto$ci funkcji dla niektérych argumentow.

Tabela 11.1. Niektére wartosci funkcji f(x)=log,x

11
x | 21721 4|8
f(x)| 2 | -1 11273

4_

3_

2_

1_

0 T T T T )

-16)/ 2 4 6 8 10

_2_

_3_

Rysunek 11.1. Wykres funkcji f(x)=log,x
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Tabela 11.2. Niektére wartosci funkcji f(x)=log;»x

4|8
1] -2]-3

X
N -
AN -

—

Rysunek 11.2. Wykres funkcji f(x)=log,,x

Analizujac powyzsze wykresy, widzimy wyraznie, ze funkcja logaryt-
miczna jest funkcja ciagla okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych dodat-
nich o warto$ciach rzeczywistych.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli podstawa a > 1, to funkcja logarytmiczna
jest rosnaca, a dla a € (0,1) funkcja logarytmiczna jest malejaca. Kazda
funkcja logarytmiczna postaci y = log, x jest roznowartosciowa.

Uwaga
Zauwazmy, ze dla x,y > 0 mamy:

log,x >log,y = x>y
a>1=<loggx<logp,y=>x<y
log,x =log,y =>x=y
oraz:
log,x >log,y = x<y
0<a<l=<logyx<log,y=x>y
log,x =log,y =>x=y

Z powyzszego oraz z wlasnosci logarytméw bedziemy korzysta¢ przy
rozwiazywaniu rOwnan i nierownos$ci logarytmicznych.
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11.2. Réwnania logarytmiczne

Przyklad
Rozwiaza¢ rownanie: log,[log;(log, x)] = 0.
Korzystajac bezposrednio z definicji logarytmu, mamy:

log,[logz(log; x)] = 0 < log;(log, x) = 4°
logs(log, x) = 1.
Ponownie stosujemy definicje logarytmu

log, x = 3! ©log, x = 3.

Czyli:

x =23,
wiec:

x =8
Przyklad

Rozwiazaé rownanie: log, (x + 2) + log,(x + 14) = 6.

Rozpoczniemy od okreSlenia dziedziny tego rownania. Podstawy loga-
rytmow sa rowne 2, wiec sa dodatnie i r6zne od zera. Nalezy zatem zatozy¢,
ze:

{ x+2>0
x+14>0

Z powyzszego po rozwiazaniu obu nierownosci i wyznaczeniu ich czgsci
wspolnej otrzymamy dziedzing rownania:

D:x € (—2,).

Przystapimy teraz do rozwigzywania rownania. Korzystajac z wlasnosci
logarytméw, mamy:

log,(x + 2) +log,(x + 14) = 6 © log,(x + 2)(x + 14) = 6.
Po zastosowaniu definicji logarytmu otrzymamy:
(x+2)(x+14) =2° < (x + 2)(x + 14) = 64.
Otrzymalismy wigc rownanie kwadratowe, ktore przyjmuje postac:

x24+16x—-36=0
A= 400,VA= 20
X1 = _18, Xy = 2.

Musimy jeszcze sprawdzié, ktdre z rozwiazan nalezy do dziedziny.
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Po uwzglednieniu dziedziny jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest
x = 2.
Przyklad

. Loz . 4
Rozw1qzac rownanie:

5-4logx = 1l+4logx -

Rozpoczniemy od okre$lenia dziedziny tego rownania. Podstawy loga-
rytmow sg rowne 10, wigc sa dodatnie i r6zne od zera. Nalezy zatem zalo-
zy€, 7e:

x>0
{5—4logx¢0

1+logx #0
x>0 x>05 x>0
5
{—4logx¢ S logxiz =13 x = 102 -
logx # -1 logx # —1 x #1071

Uwzgledniajac wszystkie trzy warunki, mamy:

1 s
D:x €R, — {—,104}.

10
Wprowadzajac pomocnicza zmienna t = log x,t € R, mamy:
1 N 4 3
5—4t 1+t
1-(1+¢) 4.(5—4t)

G-4D(1+t)  G-4OA+0
1+t+20-—16t (5—4t)(1+t)_

G-401+0) =~ (G-4Hd+0)
1+t+20—16t 3(5+5t— 4t —4t?)
G-40(1+t)  G-4d+0)

21— 15t —12t2 4+ 3t + 15 “o

G-4)(1+t) (G-40)(1+0)

12t — 18t +6

(5—4t)(1+t)
12t2—18t+6=0=2t2-3t+1=0
A= 1,V/A=1

1
t1=5,t2 =1
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Zatem:

1
logx = > lub logx =1

1
x = 102 lub x = 10%, co daje nam:
x =10 lub x = 10.

Nietrudno sprawdzi¢, ze oba uzyskane rozwiazania naleza do dziedziny
tego rdwnania, wigc sg jego rozwigzaniami.

11.3. Nierownosci logarytmiczne

Przyklad
Rozwiazaé nierownos¢ logarytmiczna: logi(x — 4) > —2.
2

Rozpoczniemy od okreslenia dziedziny nieréwnosci. Podstawa logarytmu

jest rowna %, wiec jest dodatnia i r6zna od zera. Nalezy zatem zalozy¢, ze:
x—4>0= x> 4,
czyli:
D:x € (4, ).
Przystapimy teraz do rozwiazania nieréwnosci.
logi(x —4) > -2 & log1(x — 4) > log1 4
2 2 2
Wykorzystujac fakt, ze funkcja logarytmiczna jest roznowartosciowa

oraz przy podstawie bedacej utamkiem witasciwym jest malejaca, otrzymu-
jemy:

x—4<4Sx<8

Uwzgledniajac dziedzing tej nierownosci, otrzymujemy rozwiazanie:

x € (4,8).

Przyklad
Rozwiazaé nierdéwnoséé logarytmiczna: log?(x — 1) — 2log(x — 1) > 0.



Réwnania logarytmiczne 121

Rozpoczniemy od okreslenia dziedziny nieréwnosci. Podstawa logarytmu
jest rowna 10, wige jest dodatnia i r6zna od zera. Nalezy zatem zatozy¢, ze:
x—1>0=x>1,
czyli:
D:x € (1,00).
Przystapimy teraz do rozwiazania nierownosci. Wprowadzajac pomocni-
cza zmienna t = log(x — 1),t € R, mamy:
t2—-2t>0
tl = 0, tz = 2,
wiec:
Korzystajac z podstawienia, mamy:
log(x —1) <0 lublog(x — 1) > 2

x—1<1lubx—1>100
x <2 lubx > 101,

czyli:
X € (—0,2) U (101, ).
Pozostaje jeszcze uwzglednienie dziedziny naszej nierownosci:
{ x € (1, )
X € (—0,2) U (101, )

Rozwiazaniem naszej nierownosci jest zatem: x € (1,2) U (101, ).

Przyklad
Rozwiazaé nierowno$¢ logarytmiczna: log, (2x + 1) > 1.
Rozpoczniemy od okreslenia dziedziny nierownoSci.

1
2x+1>0 x>—5

{ X > 0 X > O
czyli:
D:x € (0,1) U (1, ).

Przystapimy teraz do rozwiazania nierownos$ci. Nalezy zauwazyc¢, ze:

log,(2x +1) > 1 <log,(2x + 1) > log, x
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Teraz nalezaloby opusci¢ logarytmy, ale w tym miejscu musimy rozpa-
trzy¢ dwa przypadki.

Przypadek 1.
dlax € (0,1)
log,(2x +1) >log, x & 2x+1 < x,

czyli:
x < -1

Uwzgledniajac poczatkowe zatozenia dla tego przypadku, mamy:

x € Q.
Przypadek 2.
dla x € (1, )
log,(2x +1) > log,x & 2x+ 1> x,
czyli:

x> -1
Uwzgledniajac poczatkowe zalozenia dla tego przypadku, mamy:
x € (1,).

Biorac pod uwage oba przypadki, otrzymujemy rozwigzanie tej nierow-
nosci:

x € (1,).

11.4. Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji y = log,(x — 2) + 3. Oméw wlasnosci tej
funkc;ji.

2. Naszkicuj wykres funkcji y = |log, (x + 2) — 3|. Oméw wilasnosci tej
funkcji.

3. Oblicz warto§¢ wyrazenia: log,s 12, wiedzac, ze logs 4 = a oraz
logs 3 = b.

. ror . I3 4
4. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 16'°82 V2+log, 3,
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5. Rozwiaz rownanie: logs[3 + log,(log, x + 10)] = 1.

x+2

6. Rozwiaz rownanie: log, =1.

x
7. Rozwiaz rOwnanie:
log5 + log(x + 10) = 1 —log(2x — 1) + log(21 — 20).

log x

8. Rozwigz rownanie: ———— = —
log(x+1)

9. Rozwiaz rownanie: log(7x — 9)? + log(3x — 4)? = 2.

10. Rozwiaz réwnanie: log5x + 2logzx — 8 = 0.

L .3
11. Rozwiaz rownanie: ogrl logx + 1.

12. Rozwiaz rownanie: log, 2 - log,, 2 = log; ¢, 2.

13. Rozwiaz nierownosé: log§(3x —4) < =2.

14. Rozwiaz nierownos$¢: log§(2x +1) < log%(16 —x?) + 1.
15. Rozwiaz nierdwnos¢: logi(z -x) > log% ﬁ

16. Rozwiaz nierdwnosé: log§[10g4(x2 —5)] > 0.

17. Rozwiaz nieréwno$é: —2logsx + 3logsx — 1 > 0.

1 _ 1
log, x  logyx—1

18. Rozwiaz nierdwnos¢: <0.

19. Rozwiaz nier6wnos¢: log, 2 - log,, 2 - log, 4x > 1.






Rozdzial 12
Ciagi liczbowe

Szczego6lnym przypadkiem funkcji liczbowych sa ciagi liczbowe.

Definicja

Ciggiem liczhowym nazywamy funkcjg liczbowa okreslona na zbiorze liczb
naturalnych dodatnich lub na dowolnym podzbiorze tego zbioru. Wyrazami
ciqgu nazywamy wartosci tej funkcji.

Przyktadami ciagdéw liczbowych sa znane ze szkoly ponadgimnazjalnej
ciagi arytmetyczny i geometryczny. Zgodnie ze standardami wymagan eg-
zaminacyjnych uczen zdajacy egzamin maturalny z matematyki na poziomie
podstawowym umie rozwiazywa¢ zadania, w ktorych: wyznacza wyrazy
ciagu okreslonego wzorem ogdlnym, bada, czy dany ciag jest arytmetyczny
czy geometryczny, stosuje wzor na n-ty wyraz i sum¢ n poczatkowych wy-
razow ciagu arytmetycznego i ciagu geometrycznego, rowniez umieszczone
w kontekscie praktycznym.

12.1. Podstawowe wlasnosci ciagow

Definicja
Ciag (a,) nazywamy rosngcym (od pewnego momentu), jesli istnieje liczba
naturalna ny = 1 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n = ny kazdy wyraz
ciagu jest wickszy od wyrazu poprzedniego, tzn.

EInOEN,nOZl‘v’nEI\I,nZnOan+1 > Q.
Jesli ciag (a,,) spelnia warunek

3noEN,nOz1Vn€N,nznOan+1 2 Qan,
to mowimy, ze jest niemalejqcy (od pewnego momentu).

Definicja

Ciag (a,) nazywamy malejqcym (od pewnego momentu), jesli istnieje liczba
naturalna n, > 1 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n > n, kazdy wyraz
ciagu jest mniejszy od wyrazu poprzedniego, tzn.
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EInoEN,nozl‘v'nel\l,nznoan+1 < ay.
Jesli ciag (a,,) speinia warunek

ElnoEN,nOZ1vnEN,nZnOan+1 = Qn,
to mowimy, ze jest nierosnqcy (od pewnego momentu).

Definicja

Ciag (a,) nazywamy stalym (od pewnego momentu), jesli istnieje liczba
naturalna n, > 1 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n > n, kazdy wyraz
ciagu jest rowny wyrazowi poprzedniemu, tzn.

IneeNng21VneNnzn,In+1 = An-

Jak tatwo zauwazy¢, ciag staly jest ciagiem roéwnoczes$nie niemalejacym
1 nierosnacym.

Definicja
Ciagi niemalejace i nierosnace nazywamy ciagami monotonicznymii.

Zauwazmy, ze powyzsze definicje ciaggdw monotonicznych sa zgodne
z definicjami funkcji monotonicznych. Definicje ciagu ograniczonego z go-
ry, ograniczonego z dolu oraz ograniczonego sa szczegdlnymi przypadkami
odpowiednich definicji funkcji ograniczonych i dlatego nie bgdziemy ich
tutaj przytaczac.

Przyklad
Zbadajmy monotoniczno$é¢ ciagu o wyrazie ogdlnym a,, = n? + 3n + 2.
Obliczmy znak réznicy a,+, — a, dla dowolnego n = 1:

Api1— =M+ 1)?>+3n+1)+2—-m?>+3n+2) =
=n?’+2n+1+3n+3+2—-n?>-3n—-2=2n+4>0.

Zatem
VneN,nzl An+1 > Ay,
czyli ciag a,, = n? + 3n + 2 jest rosnacy.
Przyklad
. . y . . . n!
Zbadajmy monotonicznos$¢ ciagu o wyrazie ogélnym a,, = s

Wyznaczamy warto$¢ ilorazu wyrazu nastgpnego przez wyraz biezacy:
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nyy _ (D w4 D) n”_(n+1)nn_( ny
an _(n+1)n+1 'nn_(n+1)n+1 n] _(n+1)n+1_ n+1 .

n
Poniewaz dla dowolnegon € N mamy# < 1, to rowniez (ﬁ) <1,

zatem

An+1
vnEN,nzl <1
an

i w konsekwencji
VnEN,nzl An+1 < an.

. n! . . .
Ciag a, = vy jest ciggiem malejacym.

12.2. Granica ciagu liczbowego

Definicja
Jesli w danym ciagu nieskonczonym pominiemy tylko skonczona liczbe
wyrazow, to o pozostatych wyrazach mowimy prawie wszystkie wyrazy ciq-

gu.

Sformutowanie ,,prawie wszystkie wyrazy ciagu” jest w wielu przypad-
kach réwnowazne sformulowaniu ,,wszystkie wyrazy ciagu od pewnego
miejsca’”.

Definicja

Ciag (a,) ma granice wlasciwg g (g € R), jesli dla kazdej liczby dodat-
niej € prawie wszystkie wyrazy tego ciagu znajduja si¢ w odlegtosci mniej-
szej niz € od liczby g, tzn. jesli dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka
liczba naturalna n, = 1, ze dla kazdej liczby naturalnej n = n, zachodzi
nier6wnos¢ |a, — g| < e.

Fakt, ze liczba g jest granica ciagu (a,,), zapisujemy symbolicznie

lima, =g

n—oo

lub
a, = g przy n — oo,

Zatem

lima, =9 & v£>03noeN,n021vnEN,n2n0|an —gl<e

n—-oo
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Definicja
Ciag (a,) ma granice niewlasciwg +oo, jesli dla kazdej liczby dodatniej &
istnieje taka liczba naturalna ny = 1, ze dla kazdej liczby naturalnej n = n,
zachodzi nier6wno$¢ a,, > ¢, tzn.

lim a, = +0 & Ve>03nyeNng21VneNnzn,an > €.

n—-oo
Definicja
Ciag (a,) ma granice niewlasciwg —oo, je$li dla kazdej liczby dodatniej &

istnieje taka liczba naturalna ny = 1, ze dla kazdej liczby naturalnej n = n,
zachodzi nier6wno$¢ a,, < —e&, tzn.

Al_r)go ap = —%0 & ve>03nOEN,n021vneN,n2n0an < —é&

Ciag, ktory ma granice, nazywamy ciqgiem zbieznym.

Twierdzenie
Ciag zbiezny posiada tylko jedna granicg.

Twierdzenie
Ciag zbiezny do granicy wiasciwej jest ciagiem ograniczonym.

Twierdzenie

Jesli ciag jest monotoniczny i ograniczony, to jest zbiezny do granicy wia-
sciwej.

12.3. Podstawowe metody obliczania granic ciagow

Przedstawimy teraz parg twierdzen, ktore pozwola nam wyznaczaé granice
ciagow.

Twierdzenie

Ciag staty o wyrazie ogélnym a,, = g jest zbiezny do granicy g, tzn.
limg=g.
n—oo

Twierdzenie

JeSlia; € R, |g| < 1,to
lim a;q™ = 0.
n—-oo
Twierdzenie
Jeslia € R, to
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o a
lim — = 0.
n—>oon

Twierdzenie (o arytmetyce granic wlasciwych ciagéow)
Jezeli ciagi (a,), (b,) sa zbiezne do granic wtasciwych, to:
a) lim (a, + b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—-oo
b) lim (a, — b,) = lim a, — lim b,

n—-oo n—oo n—oo
¢) lim(a, - b,) = lim a, - lim b,

n—-oo n—-oo n—-oo

lim a,

@Aﬂim>—hmh;mk#gbn¢am¢0dbneM
n—oo

e) lim “/a, = *|lim a,,, oilea,>0dlan€eN, k€N, k>2.

n—oo n—-oo

Przyklad
Oblj . . _ n3-2n2+5
iczmy granicg ciagu an, = —5——-—.

Jesli w liczniku i mianowniku wytaczymy przed nawias najwyzsza pote-
ge n z mianownika (unas n3), to korzystajac z powyzszych twierdzen,
otrzymamy

2n® 5§ 2 5
3
i n®—2n®+5 " n (1_F+ﬁ) i 1-2+4-3
nl—r>£104n3+5n2—7_nl—r>130 3 4+5_le_l _nl—r>1r}o4+5_l
n 3 3 no 3
1-04+0 1
4+0-0 4
Przyklad
. . 5.22n—7
Wyznaczmy granicg ciagu a, = ———.
Korzystajac z powyzszych twierdzen, otrzymujemy
7 1\"
i 5.220—7  5.4n—7 4”(5‘F)_ i 5—7-(1) 5-0 5
now 647 + 8 _nl—>oo6-4"+8_nl—r>§°4n(6+£)_"l‘r’§°6 g. (L) 6+0 6
# (3)
Przyklad

Obliczmy granicg ciagu a,, = V2n% — 3n — V2n2 — 5.
Wykorzystujac wzor (a — b)(a + b) = a? — b?, otrzymujemy
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(V2n? =3n —+2n? —5)(V2n2 — 3n + V2n? - §)
lim /2n? — 3n —/2n? — 5 = lim =
""°°\/ v S V2n? —3n+v2n* -5
i (V2n2 —3n)" — (V2nZ -5) i 2n? —3n—(2n? —5)
= lim = lim =

n-o  \2n2 —3n4+/2n2 -5 n-o\2n2 — 3n +v2n2 —5

) —3n+5
= lim =
n-o+/2n2 — 3n + \éan -5
i n (—3 +g) -3+0 -3 -3V2
= 11m = = —
00 3 5\ V2-0+v2-0 22 4
n 2 _ﬁ+ 2 _H
Twierdzenie
Jeslia > 0, to
lim Va = 1.
n—oo

Twierdzenie (o trzech ciagach)
Dane sa trzy ciagi (a,,), (by,), (¢,). Jesli
a) lima, = limc, =g,
n—oo

n-oo
b) EanEN,nozlvnEN,nZno an = bn = Cn
to
lim b, = g.
n—-oo
Przyklad

Obliczmy granice ciagu a,, = V5" + 7" + 117,
Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N,n > 2 prawdziwe sa nierownosci

Vi1n < V5m+ 77 + 117 < /117 + 117 + 117,
11 < V5n + 70 + 117 < /3 - 117,

11 <Vsn+ 7+ 117 < 11V3.
Poniewaz
lim 11 = 11 oraz lim 11V3 = lim 11 - lim V3 = 11,
n—oo n—-oo n—oo n—oo

to na mocy twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy

lim V57 + 77 + 11" = 11.

n—oo

Twierdzenie
Jesli ciag (a,) ma granice wlasciwa rowna 0, to
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1
a) lim — = 4o gdy a,, > 0 dla dowolnegon € N,

n—oo an

1
b) lim — = —oo gdy a,, < 0 dla dowolnego n € N.

n—-oo an
Twierdzenie
Jesli ciag (a,) ma granicg niewlasciwa, za§ b € R, to
. b
lim — = 0.
n—-oo an
Twierdzenie

Jesli ciag (a,,) ma granicg niewlasciwa 400, to
a) r{im (an - by) = +x,0ile r{im b, = b > 01lub Aim b, = oo,
b) lim (a, : b,) = —,0ile lim b, = b < 0lub lim b, = —co.

n—oo n—oo n—oo
Twierdzenie
Jesli ciag (a,,) ma granicg niewlasciwa —oo, to
a) lim(a, - b,) = —x,0ile lim b, =b > 0lub lim b, = +oo,
n—oo n—oo n—-oo
b) lim (a, - b,) = +o0,0ile lim b, = b < 0lub lim b,, = —oo.
n—-oo n—-oo n—-oo
Przyklad
Obliczmy granicg ciagu a,, = 5n° — 3n%2 — 7n + 1.
Poniewaz
_ _ 3 7 1
lim n® = 4o oraz lim (5 ————+—) =5,
to
: _ 3 7 1
lim (5n° —3n2 —= 7n+ 1) = lim n5<5————+—) = +oo.
n—-oo n—oo TL3 TL4 n5
Przyklad

3n*-5n2+3n-1
—2n?2+7n+12 °
Najpierw w liczniku i mianowniku wylaczymy przed nawias najwyzsza
potege n z mianownika (u nas n?):

Obliczmy granicg ciagu a,, =

3_1 3 1
y 3n* —5n%+3n—-1 n2(3n2—5+ﬁ—p)_l. 3n* —5+- -5
nhe —2nZ+7n+ 12 nbe nz(_2+z+£) = lim 7. 12
n nZ n n2

Poniewaz
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lim (302 ~5 42— ) i E =
—_ —_—— = [e'e) _————
noe O T TR TRz T o T 12
—24L4%
n n

to otrzymujemy, ze

i 3n*—5n%2+3n—-1
= —00
e —2n% + 7n + 12

12.4. Liczba e

n
Rozpatrzmy ciag (e,) o wyrazie ogdlnym e, = (1 + %) . Korzystajac np.

z zasady indukcji matematycznej, mozemy pokazaé, ze ciag ten jest rosnacy
i ograniczony. W konsekwencji prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

n
Ciage, = (1 + %) jest ciagiem zbieznym do granicy wlasciwe;j.

Definicja (liczby e)

n
Granicg ciagu e, = (1 + %) oznaczamy litera e, tzn.
1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n
Liczbe e nazywamy inaczej liczbq Fulera lub liczbq Napiera. Liczba e
jest liczba niewymierna. Jej rozwinigcie dziesigtne jest zatem nieskonczone
nieokresowe, a w przyblizeniu do dziesi¢ciu miejsc po przecinku wynosi

e = 2,7182818284.

Definicja
Funkcje wyktadnicza o podstawie e, tzn. funkcje f(x) = e*, gdzie x € R,
nazywamy funkcjq eksponencjalng.

Definicja
Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy In:
Inb =log,b dlab > 0.
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Definicja
Funkcje¢ logarytmiczna o podstawie e nazywamy funkcjq logarytm natural-
ny:

f(x)=Inx,  gdziex>0.

Twierdzenie
Jesli ciag (a,,) ma granicg niewlasciwa 4o lub — oo, to wowczas
1\%
lim (1 + —) =e.
n—-oo aTL
Przyklad

n3-1 ni-1
Obliczmy granicg ciagu b, = (n_3)

Mamy
) n3 _ 1 Tl3—1 ) 1 n3—1 ) 1 713—1
lim 3 = lim (1 - —3> = lim (1 + —3> =
n-—oo n n—oo n n-oo —-n
_ 1
. 14\" 1\ 1\ 1
“lim(1+55) (1v=p) =i |(0e=m) | (=)
Poniewaz ciag a,, = —n3 jest zbiezny do —oo, to
1\ 1
lim (1 + —3) =e oraz lim (1 + —3) =1.
n—-oo -Nn n—-oo —-N
Ostatecznie

3
n3_ 1 n°-1 1
1im< 3 ) =el.-171=—,
n—oo n e

12.5. Zadania
1. Zbadaj monotoniczno$¢ ciggow:
3
a) a, = 5— ;,
n+2
b) an = n+4’
¢) a, =3-— —
" s
n
d) an =275
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Oblicz granicg ciagu:
a) a, = n%®-3n+6
n 2n2(+4n—)7’
7n(2n+1
b) a, = ———=
) an 3n2+5n-1
(Vzn-2)(V2n+2)
C) ap =———,

(3vn+4)”

5n3-6n
da,= [—/——.
) an 2n3+6n-2

. Oblicz granicg ciagu:
_ 8"-3
a) aTL 3_8n_13
4"+1
b) an 6:47+5°
_ (2:3"-1)
C) an = (3n+42m)2°
81"+9
d) an = (32n-3)(32n+3)’
Oblicz granicg ciagu:

a) a, =Vvn+1—-+vn-—1,

b) a, = Vn? + 2n —+/n,

) a, = V4nZ — 2 —4n? + 3,

d) a, =V3n2+5n—1—-+v3n2+n+3.

. Oblicz granicg ciagu:

2) ay = Y271 3,

n|/s\1 6\
b) an = J(z) +1+(3)
cosn
©) an = 2n?-1’
__ 3nZ%ssin(n?)
d) an = 5n2+4n—1"
. Oblicz granicg ciagu:

a) a, =3n%—-5n+7,
b) a, = 6n* —5n3 + 2n? + 4n — 9,

o) a, = -3n°-8n3+19
n T _8n2+7n-10"
d _ 6n°-2n*+9n?—6
) an = (3n2-3)2 °’

e) a, =V3n—+v2n+4,
) a,=VvnZ+2n—-1-—+/3n+5.
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7. Oblicz granicg ciagu:
4 n
a) bn = (1 + ;) ,







Rozdzial 13
Elementy analizy matematycznej

13.1. Granica funkcji

Pojecie granicy ciagu liczbowego jest szczegdlnym przypadkiem pojgcia
granicy funkcji liczbowe;.

Definicja
Sasiedztwem S(xy) o promieniu § > 0 punktu x, nazywamy zbior
S(xg) = S(x0;8) = (x0 — 6,x0) U (xg, X0 + 6).
Przedziat (xy — 6, xy) nazywamy sqsiedztwem lewostronnym, za$ prze-
dziat (xy, xo + &) nazywamy sgsiedztwem prawostronnym punktu x,.

Definicja (Heinego granicy funkcji w punkcie)
Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej w sasiedztwie S(x,) punktu
Xo. Mowimy, ze funkcja f ma granice w punkcie x,, jesli dla kazdego ciagu
argumentow (x,) o wyrazach x, € S(xg) izbieznego do xy ciag wartosci
f (x;,) jest ciagiem zbieznym.

Jesli ciag f(x,) jest ciagiem zbieznym do granicy wlasciwej g, to mo-
wimy, ze funkcja f ma granice wiasciwq g w punkcie x,, co zapisujemy

lim f(x) =g.

X—Xg
Jesli ciag f(x,) jest ciagiem zbieznym do granicy niewtasciwej +oo (lub
—), to méwimy, ze funkcjaf ma granice niewlasciwg oo (lub
—00) w punkcie Xy, CO zapisujemy

lim f(x) = +o0 (lub lim f(x) = —oo, odpowiednio).
X—Xq

X—Xq

Symbolicznie definicjg granicy funkcji w punkcie mozna zapisa¢ naste-
pujaco:
lim f(x) = g © V() [xn € S(xp) A lim x,, = x = lim f(x,) = g],
x—)xo n—-oo n—-oo

lim f(x) = 490 & V(, y[x, € S(xo) A lim x,, = x5 = lim f(x,,) = +oo],
X=Xg n—-oo n—-oo

lim f(x) = —00 & V(, )[x, € S(xo) A lim x,, = xg = lim f(x,,) = —o0] .
x—)xo n—-oo n—-oo
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Przyklad

Obliczmy granice funkcji f(x) = x? + 3x — 1 w punkcie x, = 2.
Dziedzing funkcji f jest zbior R. Wezmy zatem dowolny ciag argumen-

tow (x;,), ktorego wyrazy x,, € S(2) i ktory jest zbiezny do liczby 2. Mamy

lim f(x,) = lim (x2 + 3x, — 1) = (lim x,)?2 + 3(lim x,) —1=22+3-2-1=09,
n—oo n—oo n—oo n—oo

Zatem
lim(x? +3x—1) =9.
x—2
Przyklad
. . .. x*—3x2—4 .
Obliczmy granicg funkcji f(x) = TV punkcie xq = —2.

Roztézmy najpierw mianownik danej funkcji na czynniki:

x*—=5x24+4=0,

x2=tt>0,
t?—5t+4=0,
5-3 5+3
A=25;m=9wﬁ=&g=—?—=LQ=_7_=¢

(x2=1vx?=4) o (x=1vx=—-1vx=2Vvx=-2),
x*—5x2+4=(x—-Dx+1Dx-2)(x+2).

Widzimy zatem, ze dziedzina danej funkcji jest zbior
Df =R —{-2,-1,1,2}.
Teraz rozt6zmy na czynniki licznik danej funkcji:

x*—3x2-4=0,

x*=t,
t? —3t—4=0,
3-5 3+5
A=9+1&:%m@=&g=—?—:—LQ=_E_=¢

t?2—=3t—4=(t+1(t—-4),
x*—3x2—4=(x*>+1)(x? —4),
xt—3x2—4=(x*>+1)(x—-2)(x+2).

Zatem przy zalozeniu x € R — {—2,—1,1,2} mozemy zapisaé, ze

Cx*=3x* -4 P+ D -2)(x+2) x?+1
O = T oD+ e -G+ G-Da+ D)
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Wezmy dowolny ciag argumentow (x,), ktorego wyrazy x, € S(—2) N
Dy i ktory jest zbiezny do liczby —2. Mamy
x2+1 (=22 +1 5

A fOm) = i e e 1) - (2= D(—2+1) 3

Zatem
lim x* — 3x? —4- 5
i > x*—_5x2+4 3

Przyklad
Obliczmy granicg funkcji f(x) = x% w punkcie xy = 0.

Zauwazmy, ze Dy = R—{0}. Wezmy dowolny ciag (x,) taki, ze
x, € S(0) oraz zbiezny do 0. Poniewaz x; > 0 dla dowolnego n € N, to

lim = +00,
n—oo xTL
Zatem
5
lim f(x,) = 11m — = ( llm 5) - (lim 4) = 400,
n—oo n—oo x
Ostatecznie
5
lim 2 = +o00,
x-0X
Uwaga

Jesli w definicji Heinego granicy funkcji f w punkcie x, zastapimy sasiedz-
two S(xg) tego punktu przez jego sasiedztwo lewostronne lub prawostronne,
to otrzymamy definicje granicy jednostronnej w punkcie x,, odpowiednio
lewostronnej, co oznaczamy

lim_f(x),
X=X,

albo prawostronnej, co oznaczamy

lim_f (x).
x-xd
Przyklad
3
Obliczmy jednostronne granice funkcji f(x) = — w punkcie x, = 0.

x|x|
Jak tatwo zauwazy¢ Dy = R — {0}. Najpierw wyznaczymy granicg lewo-
stronng. Wezmy dowolny ciag (x,,) o wyrazach nalezacych do lewostronne-
go sasiedztwa punktu O i zbiezny do 0. Poniewaz x, <0 dla n €N, to
otrzymujemy
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3 3
lm X —lm m = lim (—x,) = 0.
im £ Gn) = fim -~ = lim = lim (~x,)
Zatem
3
X
lim — = 0.
X0 x|

Teraz obliczymy granice prawostronna. Wezmy dowolny ciag (x,) o wy-
razach nalezacych do prawostronnego sasiedztwa punktu 0 i zbiezny do O.
Poniewaz x,, > 0 dlan € N, to otrzymujemy

3 X3
11m f(x,) = lim = lim = lim x, = 0.
n—-oo xTleTl n—oco xn . xn n—-oo
Zatem
. x3

lim —

x-0* x| x|
Twierdzenie

Granica funkcji f w punkcie x istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
obie granice jednostronne tej funkcji w tym punkcie i sa one sobie rowne.
Woéwcezas granica w punkcie jest rowna granicom jednostronnym w tym
punkcie.

Przyklad
Z poprzedniego przyktadu wynika, ze
%3
im—=0.
%00 x[x|

Definicja (Heinego granicy funkcji w plus nieskonczonosci)

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej w przedziale (a, +0), gdzie
a €R Moéwimy, 7e Sfunkcja f ma granice
w  plus nieskonczonosci, jesli dla kazdego ciagu argumentow (x;)
o wyrazach x,, € (a,+) i zbieznego do +oo, ciag wartosci f(x,) jest cia-
giem zbieznym.

Symbolicznie definicje granicy funkcji w plus nieskonczono$ci mozna
zapisaC nastgpujaco:

1ir+n f(x) =A e VY, [x, € (a,+0) A lim x, = 400 = lim f(x,) = 4].
x—>+00 n-oo n-o
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W powyzszym zapisie symbol A moze oznaczaé zaré6wno liczbe rzeczy-
wista g (méwimy wtedy o granicy wlasciwej), jak i +00 lub —oo (méwimy
wtedy o granicy niewlasciwej).

Definicja (Heinego granicy funkcji w minus nieskonczonosci)

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej w przedziale
(—o0,a),gdzie a € R. Mowimy, ze funkcja f ma granice w minus nieskon-
czonosci, jeSli dla kazdego ciagu argumentéw (x,) o wyrazach x, €
(—o0, a) i zbieznego do —oo, cigg wartosci f (x;,) jest ciagiem zbieznym.

Symbolicznie definicj¢ granicy funkcji w minus nieskonczono$ci mozna
zapisaC nastepujaco:

lim f(x) = A VY )[x, € (—0,a) A lim x, = —0 = lim f(x,) = 4],
X——00 n—-oo n—-oo

gdzie symbol A ma takie samo znaczenie jak w definicji granicy funkcji
w plus nieskonczonosci.

Przyklad

. . .. x+3 . . , ;.
Obliczmy granice funkcji f(x) = S W plus i minus nieskonczonosci.

2x2-5x—
Najpierw ustalmy dziedzing danej funkcji. Mamy
2x2 —-5x—-3=0,
A= 25 — (—24) = 49,VA= 7,
_5-=7 1 _5+7_3

e T

Zatem
1

b=n-{-13

Wezmy dowolny ciag argumentow (x,), ktorego wyrazy x, € (—00, —%)

i ktory jest zbiezny do —oo. Wowczas

1,3
X, + 3 Xn x2 0+0
A fOen) = i 3 now, 5 3 2-0+0
Xn X2
Zatem
x+3
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Wezmy teraz dowolny ciag argumentow (x,,), ktorego wyrazy x,, € (3, +)
i ktory jest zbiezny do +oo. Wowczas

1,3

. . Xn+3 . Xn x2 0+0

1 = lim ——"———— =1 3= =

nl_l;lgof(xn) nl_l;lgozxrzl_sxn_:g nl—l;lgoz_i_i 2—0+4+0
Xn x2

Zatem

I x+3 —0
a0 2x2 —Bx —3

13.2. Podstawowe metody obliczania granic funkcji

W dalszym ciagu granice funkcji bedziemy wyznaczali nie bezposrednio
z definicji Heinego (co w wielu przypadkach bytoby skomplikowane), ale
z wykorzystaniem roznych twierdzen méwiacych o tych granicach. Warto
zauwazy¢, ze metodyka wyznaczania granic funkcji w plus lub minus nie-
skoniczonosci jest podobna do metodyki wyznaczania granic ciagow.

Twierdzenie

Jesli funkcja f jest stala w pewnym sasiedztwie punktu x, tzn. dla kazdego

X € S(xg) zachodzi f(x) = c dla pewnej ustalonej liczby rzeczywistej ¢, to
lim f(x) =c.

X—-Xg

Uwaga
Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe rowniez w przypadkach granic jedno-
stronnych w punkcie oraz granic w plus lub minus nieskonczonosci.

Twierdzenie
Jesli funkcja f jest okreSlona w pewnym sasiedztwie punktu x, oraz dla
kazdego x € S(xy) mamy f(x) = x, to

lim f(x) = x,.
X—>Xg

Twierdzenie (o arytmetyce granic wlasciwych funkcji w punkcie)
Jesli funkcje f oraz g maja granice wlasciwe w punkcie x,, to:
a) lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x),
X—=Xq X=X X—Xq
b) lim [f(x) —g(x)] = lim f(x) — lim g(x),
X—Xg X—Xg X—Xg
¢) lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x),
X—Xg X—Xq X—Xg
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lim f(x)
&) _ xX-X . .
D g00] T Tim gy OTe AR 90 # O
—Xo
e) lim 470 = *[lim f(x), oile k € N,k > 2 022/ (x) 2 0 dla
X—Xq X—Xq
x € S(xp)
Uwaga

Twierdzenie o arytmetyce granic wiasciwych funkcji jest prawdziwe réw-
niez w przypadkach granic jednostronnych w punkcie oraz granic w plus lub
minus nieskonczonosci.

Przyklad
Obliczmy granice funkcji f(x) =

x?-25
x2-8x+15

Rozkladajac mianownik danej funkcji na czynniki, otrzymujemy
x> —=8x+15=(x —5)(x — 3).

Zatem Dy = R — {3,5}, czyli funkcja ta jest okreslona w pewnym sasiedz-
twie punktu 5. Rozktadajac ponadto licznik danej funkcji na czynniki,
otrzymujemy

x%—25 . (x=5)(x+5) =~ x+5 545 10

S =_—=5

w punkcie x, = 5.

li — — = —
*o5x2 —8x +15 xo5(x—5)(x—3) x5x—3 5-3 2

Przyklad

Vi—x-1
Vat+x-2
Zauwazmy, ze Dy =(—4,0) U (0,1), czyli dana funkcja jest okreslona

Obliczmy granice funkcji f(x) = w punkcie x, = 0.

w pewnym sasiedztwie punktu 0. Stosujac wzér (a — b)(a + b) = a? — b?,
otrzymujemy



144 Elementy analizy matematycznej

i Vi—x-1 i (V1-x-1)(V1-x+1)(V&+x+2)
*0NEFx—2 %0 Va+x-2)(Va+x+2)(VI—x+1)
. (1-0-1)(Vd+x+2)
=0 (4+x)—4)(VI—x+1)
—x(VA+x+2) i ~(Va+x+2) _

= lim
=0 x(VI—x+1) 0 (Vi—x+1)
_—(T¥0+2)
TVISo+1
Twierdzenie
lim x = —o0 oraz lim x = +oo,
X—>—00 X—+00
a a
lim —= lim —=0dlaa €R.
xX—>—00 X x—+00 X
Przyklad
2 55
Obliczmy granice funkcji f(x) = % w plus i minus nieskonczonosci.

Zauwazmy, ze Dy = R. Po wylaczeniu x? przed nawias w liczniku i mia-
nowniku, mamy

5 7
po XS =7 I+3-37 1+0-0 1
cote03xZ + 2x +1 xotteg 21 34040 3
X x2

Postgpujac analogicznie, otrzymujemy
lim x2+5x—7 1
xomw3x2 +2x +1 3

Twierdzenie
lim sinx = 0,
x—0
sin x
lim =1
x-0 X
Przyklad
. . .. sin? 2x .
Obliczmy granicg funkcji f(x) = oz W punkcie xo = 0.

Zauwazmy, ze Dy = R — {0}. Poniewaz
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lim 2x = 0,
x-0

sin 2x
lim =1,
x-0 2x

to mamy

;lcl—rg 8x2 —)1(12% 2-2x-2x 3161_13— }cl—r»% 2x Ll_r}g 2x

sin? 2x _ .. (sin 2x)(sin 2x) _ ( 1 )( sin 2x>( . sin 2x> _ 1
>

Jeslia > 0, to
lima* =1,
x—0

X

x—0 X

Przyklad
Obliczmy granice funkcji f(x) = % w punkcie x, = 0.
Zauwazmy, ze Dy = R — {0}. Mamy
3% — 5% 1(_ 3"—1—(5’“—1)) 1( -1 5’“—1)

lim lim — lim
x—0 X x—0 X

li ==
xl—r>r(1) 3x 3

—11 3—1In5 —11 5
—3(n n)—3n5.

x—0 X

Z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy:

Twierdzenie (o trzech funkcjach)
Dane sa trzy funkcje f, g i h, okreslone w pewnym sasiedztwie S(x,) punk-
tu x,. Jesli
a) vxES(xO) f(x) < g(x) < h(x),
b) lim f(x) = lim h(x) = g, gdzie g € R,
X—xg X—>Xg
to

lim g(x) = g.

X—Xq
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Uwaga

Twierdzenie o trzech funkcjach jest prawdziwe rowniez w przypadkach gra-
nic jednostronnych w punkcie oraz granic w plus lub minus nieskonczono-
sci.

Przyklad
Obliczmy granice funkcji f(x) = % w plus i minus nieskonczonosci.
Najpierw obliczmy granicg¢ danej funkcji w plus nieskonczono$ci. Za-

uwazmy, ze skoro x — 400, to bez utraty ogodlnosci mozemy zatozy¢, ze
x > 0. Poniewaz zbiér warto$ci funkcji sinus jest przedziatem (—1,1), to
otrzymujemy kolejno dla dowolnego x > 0

—1<sinx<1,

-1 sinx 1

—<

x x x
Poniewaz
. —1 .1
lim — = lim — =0,
X—>+o0o X X—>+o00 X

to na mocy twierdzenia o trzech funkcjach otrzymujemy

. sinx
lim — =
X—>+00 X

Analogicznie pokazujemy, ze
sinx 0

lim =
x—>—0o X

Uwaga

Wartosci granic funkcji elementarnych, takich jak np. funkcje potggowe,
funkcje trygonometryczne, funkcje wyktadnicze czy funkcje logarytmiczne,
odczytujemy z ich wykresow.

Przyklad
Z wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = 2* odczytujemy, ze

lim 2* =0 oraz lim 2% = +oo.
X—>—00 X—+00
Twierdzenie (o granicy funkcji zloZonej)
Jesli funkcja f ma granicg wlasciwa w punkcie x; 1

lim f(x) = u,, f(x) # uy dla dowolnego x € S(x,)

X—Xg
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oraz funkcja g ma granice wlasciwa w punkcie ug 1

lim g(u) = g,
Uu-uog
to
lim g(f(x)) =g.
X—>Xg
Uwaga

Twierdzenie o granicy funkcji ztozonej mozna uog6lni¢ na przypadki pozo-
statych typow granic funkcji.

Przyklad

Obliczmy granice funkcji h(x) = sin? x w punkcie x, =

ENE

Zauwazmy, ze h(x) = (g ° f)(x), gdzie f(x) = sinx, g(u) = u?. Po-
niewaz
o . 1 _ _ T
lim sinx = 5 oraz sinx * S W sgsiedztwie punktu —,

s 6
x—>6

a ponadto

to ostatecznie

1

lim sin? x = —.

o 4
6

Przyklad

Obliczmy granicg funkcji h(x) = sin 2* w minus nieskonczonosci.
Zauwazmy, ze h(x) = (g o f)(x), gdzie f(x) = 2%, g(u) = sinu. Po-

niewaz

X——00

lim 2¥=0,2* # 0dlax € R oraz lirr(l)sinu =1,
u-—

to otrzymujemy
lim sin2* = 1.

X—>—00

13.3. Ciaglos¢ funkcji

Definicja
Otoczeniem 0(xy) o promieniu § > 0 punktu x, nazywamy zbior
O(xo) = O(XO; 5) = (xO - 5,x0 + 6).
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Przedziat (x, — &8,x,) nazywamy otoczeniem lewostronnym, za$ prze-
dzial (xy, xo + &) nazywamy otoczeniem prawostronnym punktu x,.

Definicja (funkcji ciaglej w punkcie)

Dana jest funkcja f okre§lona przynajmniej na otoczeniu O(x,) punktu x,.
Mowimy, ze funkcja f jest ciaglta w punkcie xg, jesli ma w tym punkcie
granice¢ wlasciwa oraz zachodzi rownos¢

Jim £G) = fxo).

Uwaga

Jesli w definicji funkcji f ciaglej w punkcie x, zastapimy otoczenie O(x,)
tego punktu przez jego otoczenie lewostronne lub prawostronne, za$ granice
funkcji f w punkcie x, przez jej granicg¢ lewostronna lub prawostronna
w tym punkcie, to otrzymamy definicj¢ funkcji jednostronnie ciqglej
w punkcie x,, odpowiednio lewostronnie lub prawostronnie.

Twierdzenie

Funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,, jest ciagla w punkcie
xo wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest w tym punkcie ciagta lewostronnie i prawo-
stronnie.

Przyklad
Zbadajmy ciaglos¢ funkcji f zadanej wzorem
x+1
dlax < 2,
f@) = x+4
dlax > 2
x+2

w punkcie xy = 2.
Obliczmy granice jednostronne tej funkcji w punkcie 2. Mamy

I _ i x+1_2+1_1
xlgl—f(x) _xl)r?— 3
] o x4 _2%4 3
A fe) = S T T

Poniewaz granice jednostronne sa rozne, to nie istnieje granica danej
funkcji w punkcie x, = 2 itym samym ta funkcja nie jest ciagla w tym
punkcie. Graficznie przedstawia si¢ to jako ,,rozerwanie wykresu” danej
funkcji w punkcie xy = 2 (patrz rysunek 13.1).
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2 2
1,5 - m—
1 4
0,5 -
O T T T =I
0 1 2 3 4

Rysunek 13.1. ,,Rozerwanie wykresu” przykladowej funkcji
w punkcie nieciaglosci

Rownoczes$nie zauwazmy, ze f(2) = 1, a zatem
lim £(0 = £(2),
x—2

czyli dana funkcja jest lewostronnie ciagta w punkcie x, = 2. Oczywiscie
nie jest w tym punkcie ciagla prawostronnie.

Definicja
Funkcja f jest ciqgta w przedziale otwartym (a, b), jesli jest ciaglta w kaz-
dym punkcie tego przedziatu.

Definicja
Funkcja f jest ciqgla w przedziale domknietym (a,b), jeSli jest ciagla
w przedziale (a, b) oraz jest prawostronnie ciaglta w punkcie x, = a i lewo-
stronnie ciagla w punkcie x, = b.

Analogicznie definiujemy funkcje ciagle w przedziatach jednostronnie
domknigtych.

Przyklad
Pokazemy, ze funkcja wyktadnicza f(x) = a*, gdzie a > 0,a # 1, jest
funkcja ciaglta w zbiorze R = (—o0, +00).

Trzeba pokazaé, ze dana funkcja jest ciaglta w kazdym punkcie x, € R.,
tzn. ze dla dowolnego x; € R zachodzi rownosé¢

lim a* = a*o.
X—-Xg
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Jesli zapiszemy x = x( + h, to otrzymujemy
lim a* = lim a*o*" = lim(a*® - a") = a*0 - lim a”* = a* - 1 = a*o,
X—Xg h—0 h—0 h—-0

co konczy dowad.

Definicja
Mowimy, ze funkcja f jest ciqgta, jesli jest ciagta w kazdym podprzedziale
swojej dziedziny.

Przyklad
Z powyzszego przyktadu wnioskujemy, ze funkcja wyktadnicza f(x) = a*,
gdzie a > 0, a # 1, jest funkcja ciagla.

13.4. Podstawowe wlasnosci funkcji ciaglych
Przedstawimy tutaj par¢ podstawowych twierdzen o funkcjach ciagltych.

Twierdzenie
Suma, rdéznica, iloczyn, iloraz oraz zlozenie funkcji ciaglych sa funkcjami
ciaggtymi.

Twierdzenie

Niech funkcja f bedzie rosnaca (lub malejaca) i ciagta w pewnym przedziale
X. Wowczas w odpowiednim przedziale Y = f(X) wartosci tej funkcji ist-
nieje funkcja odwrotna f 1, ktéra takze jest rosnaca (odpowiednio malejaca)
i ciagla.

Twierdzenie

Kazda funkcja elementarna jest funkcja ciagla. Przypomnijmy, ze do funkcji
elementarnych zaliczamy m.in. wielomiany, funkcje wymierne, funkcje try-
gonometryczne, funkcje wyktadnicze oraz funkcje logarytmiczne.

Przyklad
Zbadajmy, dla jakich wartosci parametrow a oraz b (a,b € R) funkcja f,
zadana wzorem
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x? -1
—— dlax € (1,2)
1—x

2ax + 6 dlax € (—,1)
f(x) ={

\bx2 —1 dla x € (2,+00)

jest ciagla w zbiorze R.
Najpierw zbadamy ciagtos¢ danej funkcji w punkcie x, = 1. Mamy

lim f(x) = lim (2ax + 6) = 2a + 6,
x—1" x—-1"
xz—l_l_ x—Dx+1)

Jlim f(x) = lim = lim —(x+1) = -2,

St 1—x  xo1t —(x—1)
f(1) =2a+6.
Zatem aby dana funkcja byt ciagta w punkcie x, = 1, musi by¢
2a+6=-2,
a=—4

Teraz zbadamy ciaglo$¢ danej funkcji w punkcie x, = 2. Mamy
2

A @ =l =3
. _ . 2 — _
xllg'n+ fx) = xll)r%(bx 1) =4b—1,
f(2)=4b—-1.
Zatem aby dana funkcja byt ciagta w punkcie x, = 2, musi by¢
4b—1= -3,
b = 1
=-3

Zatem aby zapewni¢ ciaglo$¢ danej funkcji w punktach 1 oraz 2, powinna
ona mie¢ wzor

—8x+ 6 dlax € (—o,1)

x? -1
f(x) — 1—x dlax € (1,2)

1
—Exz —1 dla x € (2, +»)

Zauwazmy, ze funkcja zadana powyzszym wzorem jest ciagla w prze-
dziale (—oo, 1) (jako funkcja liniowa), w przedziale (1,2) (jako funkcja wy-
mierna), w przedziale (2, +) (jako funkcja kwadratowa) oraz oczywiscie
w punktach 1 oraz 2. Zatem jest funkcja ciagta w zbiorze R.
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Odpowiedz:
Funkcja zadana podanym wzorem jest ciagta w zbiorze R dla a = —4 oraz

b=--2.
2

Twierdzenie (Weierstrassa o osigganiu kresow)
Funkcja f ciagla w przedziale domknigtym (a, b) osiaga w tym przedziale

swoja wartos¢ najmniejsza m i najwigksza M, tzn. istnieja liczby x4, x, €
(a, b) takie, ze f(x;) = moraz f(x;) = M.

Przyklad
Rozwazmy funkcje f(x) = ﬁ w przedziale domknietym (2, e?).

Funkcja f jest ilorazem funkcji y = x przez funkcj¢ y = In x, z ktorych
kazda jest funkcja ciagta w przedziale (0, +o0). Zatem funkcja f jest ciagla
w przedziale (0,+c0), a tym bardziej w przedziale (2,e?2). Z twierdzenia
Weierstrassa wynika, Ze istnieja liczby x, x, € (2, e?) takie, ze f(x;) = m
oraz f(x,) = M, gdzie m to najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale
(2, e?), natomiast M to najwieksza warto$¢ tej funkcji w tym przedziale. Zeby
wyznaczy¢ xq,X,,m oraz M, trzeba uzy¢ metod rachunku roézniczkowego
funkcji, a dokladniej zastosowaé procedur¢ wyznaczania ekstremow global-
nych funkcji. Procedurg t¢ przedstawimy w czesci pt. Ekstrema lokalne.

13.5. Pochodna funkcji

Kolejne czgsci poswigcimy na omdwienie podstaw rachunku rézniczkowego
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej. Kluczowym pojeciem rachunku roz-
niczkowego jest pojecie pochodnej funkcji.

Definicja
Dana jest funkcja f okre$lona w pewnym otoczeniu O (x,) punktu x,. Niech
h # 0 bedzie liczba spelniajaca warunek xy + h € 0(x,). Wyrazenie

f o +h) — f(x0)
h

nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f w punkcie x,, odpowiadajacym
zmianie h argumentu.
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Definicja (pochodnej funkcji w punkcie)

Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu O (x,) punktu x,. Niech
h # 0 bedzie liczba spetniajaca warunek xy + h € O(xg). Jesli istnieje gra-
nica wlasciwa

flr+ )~ f(x)

m )

i111—> 0 h

to granicg t¢ nazywamy pochodnq funkcji f w punkcie xy 1 oznaczamy
f'(xp). O funkcji f mowimy wtedy, ze jest rozniczkowalna w punkcie x.
Jesli powyzsza granica nie istnieje badz jest niewtasciwa, to méwimy, ze
funkcja f nie jest rozniczkowalna w punkcie x;.

Uwaga
Zamiast oznaczenia f'(xy) mozna uzywaé rowniez oznaczen
df (xo) df
—— lub — :
dx dx ly=x,
Uwaga

Jesli w definicji pochodnej funkcji f w punkcie x, zastapimy otoczenie
0(x) tego punktu przez jego otoczenie lewostronne lub prawostronne, zas
granicg ilorazu ré6znicowego przez jego granic¢ lewostronna lub prawostron-
na, to otrzymamy definicj¢ pochodnej jednostronnej funkcji f w punkcie x,
odpowiednio lewostronnej lub prawostronnej. Te pochodne jednostronne
bedziemy oznacza¢ odpowiednio f(x,) oraz fy (x,).

Twierdzenie

Funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,, jest rozniczkowalna
w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja pochodne jednostronne tej
funkcji w tym punkcie oraz zachodzi réwnosé

fL(xo) = f{(xo).

Wowczas

f'(x0) = fL(x0) = fi(x0).

Przyklad
Zbadajmy rozniczkowalno$¢ funkceji f(x) = 2x|x| w punkcie x, = 0.
Najpierw wyznaczymy iloraz r6znicowy danej funkcji w danym punkcie:
fOo+h)—f(x) f(R)—f(0) 2h|h|-0
h B h -~ h

= 2|h|.
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Teraz wyznaczymy granice jednostronne tego ilorazu ré6znicowego:
Ji.2Ih1 = liy ~2h = 0= £20)
hll»rglJr 2|h| = hll)rglJr 2h =0 = £/(0).
Widzimy zatem, ze
lim 2|h| = 0.
h—0
W konsekwencji dana funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0 oraz

£(0) = 0.

Twierdzenie
Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg, jest rozniczko-
walna w punkcie x, to jest ciagta w tym punkcie.

Whiosek
Jesli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,, nie jest ciagla
w punkcie xg, to nie jest rozniczkowalna w tym punkcie.

Przyklad
Przypomnijmy, ze funkcja f zadana wzorem
x+1
dlax <2
f@) = x+4
dlax > 2
x+2

nie jest cigglta w punkcie xy = 2. Zatem ta funkcja nie jest rowniez r6éznicz-
kowalna w tym punkcie.

Definicja
Funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b), jesli jest r6z-
niczkowalna w kazdym punkcie tego przedziatu.

Definicja
Funkcja f jest rdzniczkowalna w przedziale domknietym (a,b), jeSli jest
roézniczkowalna w przedziale (a, b) oraz istnieja jej pochodna prawostronna
w punkcie x, = a i pochodna lewostronna w punkcie x, = b.

Analogicznie definiujemy funkcje rézniczkowalne w przedziatach jedno-
stronnie domknigtych.
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Definicja (funkcji pochodnej)
Niech A bedzie maksymalnym zbiorem tych argumentow x, funkcji f, dla
ktorych istnieje f'(xy). Funkcjq pochodnq funkcji f nazywamy funkcje
f':A - R, ktéra kazdemu argumentowi x,, przypisuje liczbe f'(x,).

W dalszym ciagu zbior A wystepujacy w definicji funkcji pochodnej be-
dziemy oznaczali zwyczajowo Dy, (dziedzina funkcji pochodne;j).

Uwaga
. , . . Ldf(x) |, df
Funkcje pochodna f* funkcji f mozna réwniez oznaczaé o lub o

Przyklad

Wyznaczmy funkcje pochodna funkcji f(x) = a*, gdziea > 0,a # 1.
Dziedzing danej funkcji jest zbiér Dy = R. Dla dowolnego x, € R. Obli-
czamy granicg ilorazu réznicowego:

_ flro+h) —f(x) . a¥ott—g¥ a -1
im = lim—— =a*0 -Ina.

= a*o - lim
h—-0 h h-0 h h—-0

Zatem f'(x,) = a*° - In a dla dowolnego x, € R. Stad
f'(x)=a*-lna, a>0a#1  Df=R

W kolejnej tabeli zebraliSmy wzory na funkcje pochodne wazniejszych
funkcji elementarnych (tabela 13.1). Jesli w ostatniej kolumnie nie ma zad-
nych uwag, oznacza to, ze dziedzina funkcji oraz dziedzina funkcji pochod-
nej sa identyczne i wynosza Dy = Dy, = R.

Tabela 13.1. Funkcje pochodne wazniejszych funkcji elementarnych

Funkcja pF(;l;El;(cij; a Uwagi
fG)=c f') =0 cER
fG) =x [l =1
f)=x* | f'(x)=a-x*1 DsiDy zalezaod a € R
f(x) =a* f'(x)=a*-Ina a>0,a#1
fx) =e” f'x) =e*
f(x) =log, x f’(x)zxjna a>0,a#1,Df =Dy, = (0,+)
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. Funkcja .
Funkcja pochodna Uwagi
1
f(x) =Inx f1) =~ Dy = Dy, = (0, +)
fG) =sinx | f'(x) =cosx
f(x) =cosx | f'(x) =—sinx
1 13
[ =tgx | f'(@)=—— Dy =Dy =R\{x:x=z+kn, kez]
X)=ctgx | fl(x) =— Dy =D;, =R\{x:x=kn, KkEL
f@ =ctgx | [ =—r | Dy=Dy=R\{ }

13.6. Podstawowe metody obliczania pochodnych funkcji

Poniewaz wyznaczanie funkcji pochodnej danej funkcji tylko z uzyciem
definicji moze by¢ skomplikowane, ponizej przedstawimy par¢ twierdzen
dotyczacych wyznaczania funkcji pochodnych.
Twierdzenie
Dane s funkcje f i g. Dla kazdego x € Dg, N Dy, prawdziwe sa nastgpujace
réwnosci:

a)[c-f(x)] =c-f'(x) dladowolnego c € R,

b) [f(x) + g()]' = f'(x) + g'(x),

AlfG)—g)]' =f'(x) —g' (),
) If () - g(II' = f() - g() + f(x) - g'(x),

x "x)-gx)—f(x)-g'(x

e) []chx;] = @ g([g)(x)j]cz( )9« ),przy zatozeniu g(x) # 0.

Wzér d) nazywamy wzorem na pochodnq iloczynu, za$§ wzor e) zwiemy
wzorem na pochodnq ilorazu.

Przyklad

Wyznaczmy funkcje pochodne nastepujacych funkcji:
a) f(x) =5x3—3x2+7x -9,
b) f(x) = (—2x? + 5x — 1) (x3 + 2),

o) fla) = ==X

x3-4x2+1"
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ad a)
Zauwazmy, ze Dy = Dy, = R. Mamy

f'(x) =[5x3 —3x%+ 7x — 9] = 5[x3] — 3[x?]' + 7[x]' — [9] =
=5-3x2-3:2x+7-1—-0= 15x?> —6x + 7.

ad b)
Oczywiscie Dy = Dy, = R. Mamy

fl(x) =[(—2x2+5x — D3+ 2)]' =
=[-2x?>+5x—1] - (x3+2)+ (—2x?> +5x — 1)
x4 2) =
(—4x+5) - (x> +2)+(—-2x?> +5x —1) - 3x? =
= —4x* —8x 4+ 5x3 + 10 — 6x* + 15x3 — 3x2 =
= —10x* + 20x3 — 3x% — 8x + 10.

adc)
Przy zatozeniu x3 — 4x2 + 1 # 0 mamy
3x? '
f1e) = x3—4x2+1] -

[3x2] - (x3 —4x%2 + 1) — 3x2 - [x3 —4x? + 1]
B (x3 —4x2+ 1) B

6x(x3 — 4x% + 1) — 3x%(3x% — 8x)
- (x3 —4x2+1)? N

6x* — 24x3 + 6x — 9x* + 24x3 —3x* + 6x
B (x3 —4x2+ 1) T3 -4t + )7

Twierdzenie (o pochodnej funkcji ztozonej)

Jesli funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie x, za$ funkcja f jest réznicz-
kowalna w punkcie g(x), to funkcja zlozona f o g jest rdzniczkowalna
W punkcie x oraz

[f o g'() = f'(g(x) - g’ ().

Przyklad
Wyznaczmy funkcje pochodna funkcji f(x) = cos3 x.

Oczywiscie Dy = R. Zauwazmy, ze f = heo g, gdzie h(u) = u® oraz
g(x) = cos x. Poniewaz h'(u) = 3u? oraz g'(x) = —sinx, to z twierdze-
nia o pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy
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f'(x)=h(gx))- g (x) =3(cosx)? - (—sinx) = —3sinx cos? x.

Zauwazmy jeszcze, ze Dy, = R.
Twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej mozna takze stosowaé do obli-
czania funkcji pochodnej funkcji ztozonej z wigcej niz dwoch funkc;ji.

Przyklad
Wyznaczmy funkcje pochodna funkcji £(x) = eSin“,

Jak fatwo zauwazy¢ Dy = R. Mamy f = ho g, gdzie h(u) = e oraz
g(x) = sinx. Ponadto h = k o I, gdzie k(z) = eZoraz l(u) = u?. Oczywi-
Scie k'(z) = e? oraz l'(u) = 2u. Wyznaczmy najpierw h'(u):

h'(u) = k’(l(u)) W)=k W?) - 2u= e’ . 2u = 2ue¥.
Pamietajac, ze g'(x) = [sinx]’ = cos x, otrzymujemy
f'(x) =h'(g(x) - g'(x) = h'(sinx) - cosx = 2sinx es"* ¥ . cosx =
= 2 sin x cos x e5in* ¥,

Latwo zauwazamy, ze Df, = R.

Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej).

Dana jest funkcja f rosnaca (lub malejaca) i rézniczkowalna w przedziale X
oraz taka, ze f'(x) # 0 dla kazdego x € X. Wtedy funkcja odwrotna f~1
jest ré6zniczkowalna w odpowiednim przedziale Y = f(X) wartosci funkcji
f. Ponadto dla dowolnego y = f(x) prawdziwa jest rOwnos¢

1
—17s —
[fF~1'e) =

Przyklad
Wyznaczmy funkcje pochodna funkcji odwrotnej do funkcji f(x) = x> — 3,
okreslonej na przedziale (0, +0).

Latwo sprawdzi¢, ze dana funkcja jest w przedziale (0, +o0) rosnaca. Po-
nadto jest ona w tym przedziale rdzniczkowalna oraz

f'(x) =[x = 3] = 5x*%,
czyli dla dowolnego x € (0, +0) zachodzi f'(x) # 0. Zatem z twierdzenia
o pochodnej funkcji odwrotnej funkcja odwrotna do danej jest rézniczko-
walna w przedziale Y = f((0, +)) = (-3, +) oraz
1 1
f'(x)  5x%

[fF1o) =
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Poniewaz

y=x5-3 ox=3y¥3

to ostatecznie otrzymujemy

1
[f~!)'(y) = —— dladowolnego y € (=3, +0).

sy 73)

13.7. Zastosowania pochodnych

Ponizej przedstawimy parg podstawowych zastosowan rachunku roézniczko-
wego.

13.7.1. Prosta styczna do wykresu funkcji

Uwaga

Pochodna funkcji f w punkcie X, interpretujemy geometrycznie jako wspot-
czynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
o wspotrzednych (xo, f(xo))-

Definicja

Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu O (x,) punktu x, i r6z-
niczkowalna w tym punkcie. Prostq styczng do wykresu funkcji f w punkcie
(xo, f (x0)) nazywamy prosta zadana réwnaniem

y = f(x0) = f'(x0) (x — xo).

Przyklad
Wyznaczmy rownanie prostej stycznej do wykresu funkcji f(x) =
V2x — x? w punkcie P(x, 1).

Zauwazmy, ze Dy = (0,2). Najpierw wyznaczmy X:

flxo) = /Zxo —xz =1,

2xg — x5 =1,
—x§ +2xy—1=0,
A=4-4=0,
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Xo=——5=1
Teraz wyznaczmy pochodna funkcji f:
! 1 2—2x 1—-x
"(x) = |W2x —x2| = ——=-[2x —x?]' = =
f1e9 [ ] 2V2x — x? [ ] 2V2x —x%2  V2x —x2
Mamy Dy, = (0,2). Obliczamy f”'(x,):

1-1
— =0
v2-1—-12
Zatem szukane rdwnanie prostej stycznej to

y—1=0-(x—-1),
y=1

f'xo) = f'(1) =

Przyklad
Wyznaczmy wspotrzedne takiego punktu A, ze prosta styczna do wykresu
funkcji f(x) = In(1 — 2x) w punkcie A jest rownolegta do prostej k: 5x +
2y = 0.

Mamy oczywiscie Dy = (—00, %) Najpierw zapiszmy prosta k w postaci

kierunkowe;j:
k:2y = =5z,
" 5
y = —EX.

Zatem wspodlczynnik kierunkowy szukanej prostej stycznej powinien wyno-

si¢ — g
Wyznaczmy teraz funkcje pochodna funkcji f:

-[1-2x] =

f'@ = n(1 - 2] = —

1—-2x

Dy, = Dy = (—o0,3). Trzeba znalez¢ takie x € (—o0,3), ki
przy czym Df, = Dy = ,5)- Trzeba znalez¢ takie xo 5 )» ktore
spetnia rownosé

, B 5
f'(xo) = -

Mamy zatem
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-5+ 10xy, = —4,
xO = E.
Obliczmy jeszcze f(xq):
() =1n (12 1)—14
f(xp) =In(1- 10) =1nz:

Zatem szukany punkt A ma wspotrzedne A (110, In g)

13.7.2. Funkcja pochodna a monotonicznos¢ funkcji

Twierdzenie (Lagrange’a)
Jedli funkcja f jest ciagta w przedziale domknigtym (a, b) oraz
rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b), to istnieje taki
punkt x, € (a, b), ze
) fb) - f(a)
f'(xo) = h—a

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia Lagrange’a jest ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie

Dana jest funkcja f rézniczkowalna w przedziale otwartym
(a, b). Jezeli dla kazdego x € (a, b) mamy:

a) f'(x) = 0, to funkcja f jest stata w przedziale (a, b).

b) f'(x) > 0, to funkcja f jest rosnaca w przedziale (a, b),

¢) f'(x) <0, to funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).

Przyklad
—x2+5x+4

x2-5x+4 "
Na poczatek ustalmy dziedzing danej funkcji. Zaktadamy, ze x? — 5x +

4 # 0. Mamy

Wyznaczmy otwarte przedzialy monotoniczno$ci funkcji f(x) =

5-3 5+3
A=25—M=ﬂAﬁ=3w1=—7_=1w2=—7—=4

Zatem Dy = R — {1,4}.
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Zauwazmy, 7e

—x?2+5x+4 —(x?-5x+4)+8 8
f(X) = 2 = 2 =—-1 +2—,
x*—5x+4 x> —5x+4 x> —5x+4
(co uprosci obliczenie funkcji pochodnej). Zatem
" 0-(x*?-5x+4)-8(Q2x-5
x?>—5x+4 (x2 —5x + 4)?
_ —léx +40
"~ (x2 —5x +4)?

Oczywiscie Dy, = Dy. Poniewaz (x* — 5x +4)? > 0 dla kazdego x € Dy,
wigc

—16x + 40
(x2 —5x + 4)2

5
S x € (—o,1)U (1,5),

—16x + 40
(x?2 —5x + 4)?

fl(x)>0e >0 (-16x+40>0Ax €Dp) &

flx)<0e <0 (-16x+40<0AXxEDy) &

5
oxe (5,4) U (4, +00).

Zatem funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedziatéw (—oo, 1) oraz (1,2),

natomiast jest malejaca w kazdym z przedziatow (g, 4) oraz (4, +0).

13.7.3. Ekstrema lokalne funkcji

Definicja
Funkcja f ma w punkcie xo € Dy minimum lokalne, jesli istnieje otoczenie
0 (x) punktu x, takie, ze

0(x0) € Dy oraz Ve (xy) f (x) = f (xo).

Definicja
Funkcja f ma w punkcie xo € Dy maksimum lokalne, jesli istnieje otoczenie
0(xo) punktu x, takie, ze

0(x0) € Dy 012z Yeo(uyyf (%) < f(x0).
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Definicja
Funkcja f ma w punkcie x, € Dy ekstremum lokalne, jesli ma tam minimum
lub maksimum lokalne.

Interpretacj¢ geometryczna minimum i maksimum lokalnego funkcji
przedstawia Rysunek .

If_,f Y o r’)’ r
N = f(z)
: Jiro)

flxa) |

..!'[] — ﬁ 'r[J I + fﬁ- .;' In — fl-l iy} I + fﬁ- i

Rysunek 13.2. Minimum lokalne funkcji i maksimum lokalne funkcji

Twierdzenie (Fermata)
Jesli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne i jest w tym punkcie
rozniczkowalna, to f'(x,) = 0.

Uwaga

Funkcja moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w tych punktach, w ktorych jest
roézniczkowalna i jej pochodna wynosi zero, albo w tych punktach, w kto-
rych funkcja jest okreslona, ale jej pochodna nie istnieje. Wymienione punk-
ty nazywamy punktami krytycznymi tej funkcji (albo inaczej punktami ,,po-
dejrzanymi o ekstremum’).

Twierdzenie (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego)
Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu O(x,) punktu x,,
ciagla w punkcie x, oraz rézniczkowalna w pewnym sasiedztwie S(x) tego
punktu. Niech ponadto x, bedzie punktem krytycznym tej funkcji. Jezeli:
a) funkcja pochodna f' zmienia w punkcie x, znak z dodatniego na
ujemny, to funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie x,,
b) funkcja pochodna f’ zmienia w punkcie x, znak z ujemnego na do-
datni, to funkcja f ma minimum lokalne w punkcie x,,
¢) funkcja pochodna f' nie zmienia znaku w punkcie x,, to funkcja f nie
ma ekstremum lokalnego w punkcie x;.

Uwaga
Zdanie ,,funkcja pochodna f’ zmienia w punkcie x, znak z dodatniego na
ujemny” mozna zapisa¢ symbolicznie:
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36>0[vxe(x0—6,x0) f'(x)>0A V xe(xgx0+8) f'x) < 0]-

Analogicznie zapisujemy pozostate sformutowania z powyzszego twier-
dzenia.

Przyklad
Wyznaczmy ekstrema lokalne funkcji f(x) = |x — 5|.
Wiemy, ze Dy = R. Funkcjg f mozemy rownowaznie zapisac jako
_(—x+5dlax € (—=x,5),
fe) = {x —5 dlax € (5,+00).
Latwo sprawdzic¢, ze
iy _ (—1ldlax € (—o,5),
UG ‘{1 dlax € (5, +»)

oraz ze w punkcie x, = 5 dana funkcja jest ciagla i nie jest r6zniczkowalna.
Zatem jedynym punktem krytycznym funkcji f jest punkt x, = 5. Poniewaz
funkcja pochodna f’ zmienia w tym punkcie znak z ujemnego na dodatni, to
funkcja f ma w punkcie x, = 5 minimum lokalne réwne f(5) = 0.

Przyklad
Wyznaczmy ekstrema lokalne funkcji f(x) = (1 — x2) - vVx + 1.
Jak tatwo sprawdzi¢ Dy = (—1, +0). Obliczmy pochodna danej funkcji:

f'(x) = [1—x2]’-\/x+1+(1—x2)-[\/x+1],=
—2x\/x+1+(1—x2)-#=

2Vx +1
C—Ax(x+ 1D +1-x* —5x*—4x+1
B 2vx + 1 O 2vx+1

Zatem Dy, = (—1,+00). Punkt x5 = —1 jest wprawdzie punktem krytycz-
nym, ale z oczywistych wzgledéw nie moze by¢ ekstremum lokalnym danej
funkcji. Wyznaczmy zatem miejsca zerowe funkcji pochodne;:

f(x)=0 —Sxf A+ 1 0o (—5x2—4x+1=0Ax€D,)
X) = S5 — = = | —oxe — 4Xx = X 1) <
2Vx + 1 f
1 1
@((x=§Vx=—1)/\xeDfr)(:)x=§.

W konsekwencji drugim (i ostatnim) punktem krytycznym danej funkcji
jest xo = % Poniewaz dla x € (—1, +0) mamy 2vx + 1 > 0, to znak funk-

cji pochodnej zalezy wyltacznie od znaku jej licznika, tzn. funkcji g(x) =
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—5x2 — 4x + 1. Po przeanalizowaniu wykresu funkcji g (patrz Rysunek ),
otrzymujemy, ze

1
Fl) >0 xe (—1,5),
f'x)<0exeE (%,+00).

2 -

Rysunek 13.3. Szkic wykresu funkcji g(x)=-5x"-4x+1

1

Zatem w punkcie xy = S funkcja f ma lokalne maksimum réwne
1\ _ 24v30
f (E) 125

13.7.4. Ekstrema globalne

Definicja
Minimum globalnym funkcji w zbiorze A nazywamy najmniejsza wartos¢ tej
funkcji w tym zbiorze.

Definicja
Maksimum globalnym funkcji w zbiorze A nazywamy najwigksza wartosc tej
funkcji w tym zbiorze.

Definicja
Ekstremum globalnym funkcji w zbiorze A nazywamy jej minimum lub
maksimum globalne w tym zbiorze.
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Nas bedzie interesowal przypadek, gdy zbior A jest przedziatem do-
mknigtym, za$ dana funkcja jest funkcja ciagla. Z twierdzenia Weierstrassa
o osiaganiu kresow wiemy, ze w tym przypadku funkcja przyjmuje swoje
ekstrema globalne dla pewnych argumentéw z danego przedziatu. O tym, jak
znalez¢ te argumenty i jak znalez¢ wartosci ekstremow globalnych, mowi
nastgpujacy fakt.

Fakt
Aby wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji ciagtej w przedziale domknigtym
(a, b), nalezy:
1) wyznaczy¢ punkty krytyczne danej funkcji w przedziale otwartym
(a,b),
2) obliczy¢ wartosci funkcji w tych punktach krytycznych,
3) obliczy¢ wartosci funkcji na koncach przedzialu (a,b) (tzn. f(a)
i f(b)),
4) sposrod obliczonych w punktach 2) i 3) wartosci funkcji nalezy wy-
bra¢ liczbg najmniejsza (jest ona szukanym minimum globalnym) oraz
liczbe najwigksza (jest ona szukanym maksimum globalnym).

Przyklad
Wyznaczmy ekstrema globalne funkcji f(x) = ﬁ w przedziale domknig-
tym (2, e?).

Zakladajac, ze (x> O0Alnx #0), otrzymujemy, ze Dy =(0,1)U
(1, +0). Wyznaczmy funkcj¢ pochodna danej funkcji:

li 1 1-1 1
x]"-Inx —x - [Inx] _ ‘nx—x;:lnx—l
(Inx)? (Inx)? (Inx)?"

P =[] = [

1) Poniewaz Df, = Dy, to punktow krytycznych funkceji f szukamy jedynie
wsrdd miejsc zerowych jej pochodnej. Mamy

Inx -1

(Inx)?

©(nx=1Ax€Dp) e x=e.

fl)=0s

=0<:)(1nx—1=0/\xEDfr)=)

Oczywiscie e € (2,e?). Zatem jedynym punktem krytycznym danej
funkcji w przedziale (2, e?) jest x, = e.

2) Obliczamy wartos¢ funkcji w punkcie krytycznym:
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fle=r-=1=c¢

3) Obliczamy warto$ci danej funkcji na koncach przedziatu (2, e?):
2
f(2)= 2

2 1‘12’2
e e
fle?) =

IneZ 2lne 2

2
4) Przy uzyciu kalkulatora sprawdzamy, ze e < ﬁ < 67.

Zatem minimum globalne danej funkcji w przedziale (2,e2) wynosi e
(dla x = e), natomiast maksimum globalne danej funkcji w tym przedziale

2
jest rowne % (dla x = e?).

13.8. Calka nieoznaczona

Do tej pory wyznaczali$my funkcj¢ pochodng podanej funkcji. Obecnie zaj-
miemy si¢ zagadnieniem znajdowania funkcji, je§li mamy dang jej funkcje
pochodna. Zagadnienie takie nazywamy catkowaniem.

Definicja
Funkcje F nazywamy funkcjq pierwotng funkcji f w przedziale A, jesli dla
kazdego x € A zachodzi réwnos¢

F'(x) = f(x).

Uwaga

Jesli przedziat A jest jednostronnie lub obustronnie domknigty, to pochodna
F'(x) na koncach nalezacych do tego przedziatu rozumiemy jako odpowied-
nig pochodna jednostronna.

Przyklad

Jak tatwo sprawdzi¢, funkcja pierwotna funkcji f(x) = 2x jest np. funkcja
F(x) = x2, za$ funkcja pierwotna funkcji f(x) = cosx jest np. F(x) =
sinx.
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Definicja
Jesli dana funkcja f ma funkcjg pierwotna F w przedziale A, to mowimy, ze
funkcja f jest catkowalna w przedziale A.

Twierdzenie
Jesli funkcja jest ciagta w danym przedziale, to jest w tym przedziale catko-
walna.

Whiosek
Kazda funkcja elementarna jest catkowalna w dowolnym podprzedziale
swojej dziedziny.

Twierdzenie
Niech F bedzie funkcja pierwotna funkcji f w przedziale A. Wtedy kazda
funkcja pierwotna funkcji f jest postaci F(x) + C, gdzie C jest pewna liczba
rzeczywista.

Definicja

Catkq nieoznaczonq funkcji f w pewnym przedziale bgdziemy nazywac
zbior jej wszystkich funkcji pierwotnych w tym przedziale. Catkg nieozna-
czong funkcji f oznaczamy symbolem [ f(x) dx. Zatem

ff(x)dx =F(x)+C,

gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f, C jest dowolna liczba
rzeczywista, zwana stalq catkowania. Funkcje f zwiemy funkcjq podcatko-
wq, zmienna x zwiemy zmiennq catkowania, za$§ dx nazywamy rozniczkq
zmiennej catkowania.

Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych przedstawia ta-
bela 13.2, gdzie zawsze C € R. Jesli w ostatniej kolumnie nie ma zadnych
uwag, to przyjmujemy ze x € R.

Tabela 13.2. Calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych

Funkcja i jej catka nieoznaczona Uwagi

fO dx=C

f ldx=x+C
xa+1

fx“ dx = +C a € R a+#—1,xzalezyod a
a+1
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1
J;dx=1n|x|+C x#0
ax
Jaxdx=—+C a>0,a%1
Ina

fex dx=e*+C

fsinx dx =—cosx+C

jcosx dx =sinx+C

f ! ax=tgx+c ER\{ Ly kez)
= x x:x ==+ km,
costx 8% 2
1
f_z dx =—ctgx+C x € R\ {x:x = km, k eZ}
sin? x

13.9. Podstawowe metody wyznaczania
calek nieoznaczonych

Przedstawimy teraz par¢ twierdzen, ktore utatwia nam wyznaczanie catek
nieoznaczonych.

Twierdzenie (o liniowoSci calki nieoznaczonej).
Jesli funkcje f i g sa calkowalne w pewnym przedziale A © Dy N Dy oraz

a,B € R—{0},to
Jla s +5-g@N dr=a- [ fa) dx+5- [ g0o) ax.

Przyklad
Wyznaczmy catke nieoznaczong funkcji f(x) = 5x3 — 7x% + 2x — 9.
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Mamy
f(5x3—7x2+2x—9) dx =
=5fx3 dx—7fx2 dx+2fxdx—9f1dx=
—SX4 7x3+2 x 9.-x+C=
RN 2 rTEE
=Zx4—§x3+x2—9x+C.
Przyklad
—x4 2_
Wyznaczmy catke nieoznaczona funkcji f(x) = %.

Najpierw roztézmy na czynniki wielomiany, ktoére znajduja si¢ w liczniku
i mianowniku danej funkc;ji.
W(x) =x%>—x—6,
A=1— (—24) = 25,V/A=5,x, = 1;—5 =-2,x, = 12L5 =3,
x2—x—6=(x+2)(x —3).

Zatem Dy = R — {—2,3}.
V(x) = —x*+ 13x? — 36,

t = x?,
V(t) = —t% + 13t — 36,
-13 -5 —13+5
A= 169 — 144 = 25,VA=5,¢t, =—— =%k =——"—=4%

x?=9vVvx?’=4)s (x=-3Vvx=3Vvx=-2Vx=2),
—x*+13x?2-36=—(x+3)(x —3)(x + 2)(x — 2).
W konsekwencji mamy

f—x4+13x2 - 36 J —(x+3)(x—-3)(x+2)(x—2)

x2—x—6 x (x+2)(x—23)
=f—(x+3)(x—2) dx=j—(x2—2x+3x—6) dx =

=f(—x2—x+6) dx =

—fxzdx—fxdx+6f1dx=
1

1
. B
3x Zx +6x+C.
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Twierdzenie (o calkowaniu przez cze¢$ci)
Jesli funkcje f i g maja ciagte funkcje pochodne w pewnym przedziale
A S DfN Dy, to

[r@- g ax=r@-gw- [ @ 9@ ax

Przyklad
Wyznaczmy catke nieoznaczona funkcji h(x) = x cos x.

Jesli przyjmiemy

f(x) =x oraz g'(x) = cosx,
to otrzymamy
f'(x)=1 oraz g(x) = f cosx dx = sinx + C.

Wybieramy t¢ funkcje pierwotna, dla ktorej € = 0, tzn. g(x) = sinx.
Stosujac twierdzenie o catkowaniu przez czgéci, otrzymujemy

fxcosx dx = xsinx — j 1-sinx dx =xsinx — (—cosx) + C =

=xsinx +cosx + C.

Przyklad
Wyznaczmy catke nieoznaczona funkcji h(x) = (5x — x2) sin x.
Przyjmijmy, ze
f(x) = 5x — x? oraz g'(x) = sinx.
Wtedy

f'(x) =5—2x oraz g(x) = fsinx dx = —cosx + C.
Wybieramy g(x) = — cos x. Z twierdzenia o catkowaniu przez cze$ci mamy
f(Sx —x2)sinx dx = (5x — x?)(—cosx) — f(S — 2x)(— cosx)dx =

= —5xcosx +x2cosx — | (—5cosx + 2x cosx) dx =

= —5xcosx +x?cosx + 5 fcosx dx —2 fxcosx dx =

= —5xcosx +x%cosx + 5sinx — 2(xsinx + cosx) + C =
= (x?—-5x—2)cosx + (—2x + 5)sinx + C.
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Twierdzenie (o calkowaniu przez podstawienie)
Jesli funkcja g: (a,b) — (4, B), gdzie g(x) = t, ma ciagla funkcje pochod-
na g' w przedziale (a, b) oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (4, B), to

f flg()-g'(x) dx = f £(b) dt.

Przyklad
Wyznaczmy catke nieoznaczona funkcji h(x) = ctg x.

Wiemy, ze dla kazdego x € R\ {x: x = km, k € Z} prawdziwa jest row-
Cos X

nos¢ ctgx = —.
sinXx
Zastosujmy podstawienie t = sinx, a wiasciwie t(x) = sinx. Wtedy
. o .odt
t'(x) = cosx, co mozna zapisa¢ rowniez jako —, = cosx. Po przeksztalce-

niu ostatniej rownosci otrzymujemy dt = cos x dx. Mamy zatem

Ccos X 1 1
fctgxdx=f - dx=f_—cosxdx=f—dt:1n|t|+C
sinx sin x t

= In|sinx |+ C.

Przyklad
Wyznaczmy catke nicoznaczona funkeji h(x) = x2 - Vx3 — 1.
Mamy

t=x3-1
at .
Jx2-4\/x3—1dx=J4\/x3—1-x2dx= ax =f‘{/f§dt
1
S dp = 42
3dt x“dx
5
_1ft%dt——1 B c=2Yac
K 3 5 ~ 15
4 4
=—Y(x3-1)5+C
1c (x )>+C.
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Przyklad
3
Wyznaczmy catke nicoznaczong funkcji h(x) = In” x
Mamy
In3 x 1 t=Inx t4
= 3 . — = 1 = 3 e
,[x dx flnxxdx dt = = dox jtdt 4+C
X
=—In*x+C
13.10. Calka oznaczona
Definicja

Dana jest funkcja f ciaglta w przedziale (a, b) (gdzie a < b) oraz jej dowol-
na funkcja pierwotna F. Catkq oznaczonq od a do b (albo catkq oznaczong
na przedziale (a, b)) funkcji f nazywamy liczbe F(b) — F(a). Catke ozna-

czona zapisujemy jako f: f(x) dx:

b
ff(x) dx = F(b) — F(a).

Liczby a i b nazywamy odpowiednio dolng i gornq granicq catkowania.
Czesto roznice F(b) — F(a) oznaczamy tez symbolem [F(x)]% .

Uwaga

W oryginalnym podejsciu Bernharda Riemanna, tworcy teorii calki ozna-
czonej, calkg¢ oznaczong funkcji ograniczonej (niekoniecznie ciaglej) na
przedziale domknigtym definiuje si¢ w sposob bardziej skomplikowany.
Réwnose wystepujaca w powyzszej definicji pojawia si¢ dopiero jako tzw.
wzor Newtona-Leibniza.

Definicja — c.d.
Przyjmujemy dodatkowo, ze
a

1) Jf(x) dx = 0 dla dowolnego a € R,
a

b a
2)jeslib < a,to ff(x) dx = —ff(x) dx.
a b
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Przyklad
3
Wyznaczmy catke oznaczong funkcji f(x) = lnTx na przedziale (1, e).

In3 x 1
J- dx ==In*x + C.
X 4

Wiemy, ze

Mamy zatem

e
In3 x 1 € 1 1 1 1 1
= |=1n% ] =_lnte—Z-In*1==-14—-2.04=_.
f . dx [4n x1 n*e 4n 2 2 0 2

4
1

13.11. Podstawowe metody obliczania calek oznaczonych
Podamy teraz parg twierdzen, ktore utatwiaja obliczanie catek oznaczonych.

Twierdzenie (o addytywnoS$ci calki oznaczonej wzgledem
przedzialu calkowania)
Jezeli funkcja f jest catkowalna w przedziale {(a, b) oraz a < ¢ < b, to

ff(x) dx:ff(x) dx+ff(x) dx.

Przyklad
Obliczmy catkg oznaczona funkcji f(x) = x|3 — x| na przedziale (1,4).
Zauwazmy, z€

13— x| ={—3+xdlax>3
3—x dlax <3’

Zatem

x(3—x)=—x2+3x dlax<3

f(x):{x(_3+x)=x2—3x dla x > 3.

Mamy wigc

4 3 4 3 4
1ff(x) dx=!.f(x) dx+ff(x) dx=f(—x2+3x) dx+!(x2—3x) dx =

_[——x +2 x] [3x ——x L:
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1 3 1 3 1 3 1 3
=__3_2___3_2 _3__2__3__2=
( 33 +23> ( 31 +21)+(34 24) (33 23)
_( 9_|_27) ( 1+3)+<64 24) (9 27)_51
N 2 32 3 2) 76

4

fx|3—x| dx =5

1

Ostatecznie
1
3

Twierdzenie (o liniowoSci calki oznaczonej)
Jesli funkcje f i g sa calkowalne w przedziale (a, b) oraz a, § € R, to

b b
[l re+p-g@ar=a- [ f dx+p- [ g ax

a

Przyklad
. .. x3-3x2+x-1 . 2
Obliczmy catkg oznaczona funkcji f(x) = —z v przedziale (e, e*).
Poniewaz
x3—3x2+x—1 1 1
. =x-3+--=,
x X X
to
e? e? e? e? e?
x3—-3x2+x—1 1 1
f o dx=fxdx—3f1dx+J—dx—J—2dx=
x x
e e e e
—1 e?
[ ] + el - || =
X e
e)? ¢ -1 -1
= i 2) —15—3(3 —e) +Ine? —lne—<e—2—7) =
=Ee4—§e—3e2+3e+2—1+e‘2—e_1 =
1 5
=§€4—3€2 +§e+1—e‘1+e‘2.

Twierdzenie (o calkowaniu przez cze$ci dla calki oznaczonej)
Jesli funkcje f i g maja ciagte funkcje pochodne w przedziale {a, b), to

f F()-g'(0) dx = [f () - g1 f () - g(x) dx.
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Twierdzenie (o calkowaniu przez podstawienie dla calki oznaczonej)
Jesli funkcja g:{a,b) - (A,B), gdzie g(x) =t, g(a) = A, g(b) = B, jest
funkcja ,,na” i ma ciagta funkcje pochodna g’ w przedziale (a, b) oraz funk-
cja f jest ciaglta w przed21ale (A, B), to

f Fg@) - g’ @) dx = f £ dt.

13.12. Podstawowe zastosowania calek
W tej czgsci przedstawimy kilka podstawowych zastosowan catek.
Twierdzenie (geometryczna interpretacja calki oznaczonej)
Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale (a, b), to pole P obszaru ograniczo-

nego wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi x = a i x = b wyraza sig
wzorem

b
- f F GO dx.

W przypadku, gdy funkcja f jest dodatkowo nieujemna w przedziale
(a, b), mamy oczywiscie

= jf(x) dx.

Geometryczng interpretacje catki oznaczonej przedstawia Rysunek 13.4.

Ya

y= [lx)

=il

T

-

i

b

I
Rysunek 13.4. Interpretacja geometryczna calki oznaczonej
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Przyklad
Obliczmy pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(x) = 1 —+/—x,
osig Ox oraz prostymi x = —4ix = 0.

D¢ = (—,0). Zauwazmy, ze f(x) = 0 © x € (~1,0) oraz f(x) < 0 &
x € (—oo,—1).

Ponadto

f(l—\/—_x)dx:{(iidi::%;z}=f(1—\/f)(—dt)=—fl dt+f\/f dt =

t2

23 2
= — —_ = — —t2 = —+/ —x3
= t+§+C t+3t2+C x+3 x3 + C.
2

Mamy zatem
0 —

P= f|1—\/—_x| dx = f|1—\/—_x| dx+f|1—\/—_x| dx =

-4 -4 -1

= f—(l—\/—_x) dx + f(l—\/—_x) dx =
=— f(l—\/—_x) dx + j)(1—\/—_x) dx =

2 -1 2 0
z_[x+— —x3] +[x+—\/—_x3] =
3 —4 3 -1

2 2 2
= (—1 + 5V - () - §~/—(—4)3) +0+53/0°
2
—(D-SYEDE =2

Odpowiedz:

Pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(x) = 1 —+—x, osia Ox
oraz prostymi x = —4 i x = 0 wynosi 2.

Twierdzenie

Niech a < b. Pole obszaru migdzy krzywymi y = f(x) i y = g(x) oraz
prostymi x = a i x = b wyraza si¢ wzorem

b
p= f IFG0) — 90| dx.
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Przyklad
Obliczmy pole obszaru migdzy krzywymi y = —x? — 2x oraz y = x? + 4x.
Ustalmy najpierw pierwsze wspolrzedne punktow wspolnych tych krzy-
wych. Mamy
—x? —2x = x? + 4x,

—2x2—6x=0,

—2x(x+3)=0.

x=0vx=-3

Zatem przyjmiemy a = —3 oraz b = 0. Latwo sprawdzi¢, ze dla dowol-
nego x € (—3,0) zachodzi —x2 — 2x > x? + 4x. Ponadto

3 2

X X
f(—2x2—6x) dx=—2fx2 dx—6fx dx=—2-?—6-?+c=

2
=—-x3-3x*+C.
3X X

Szukane pole wynosi zatem

0 0
P= fl—xz—Zx—(x2+4x)| dx = f(—xz—Zx—(x2+4x)) dx =
-3

-3
0

0
2
= f(—Zx2 —6x) dx = [——x3 - 3x2] =
3 -3
3

2 2 2
=——.03— . 02——=(=3)3 — —3)2 = _(—

3 0 3-0 3( 3) 3(-3) 3( 27) + 27
:9.

Odpowiedz:
Pole obszaru migdzy krzywymi y = —x? — 2x oraz y = x? + 4x wynosi 9.

Twierdzenie
Jesli punkt materialny porusza si¢ ze zmienng predkoscia v(t) = |v(t)], to
droga przebyta przez ten punkt w przedziale czasowym [tq,t,] wyraza si¢

WwWzZorem
[

S = f v(t) dt.

t1
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Twierdzenie

Jezeli zmienna sita F(x) = |F(x)| dziata rownolegle do osi Ox, to praca wy-
konana przez te sit¢ od punktu x = a do punktu x = b wyraza si¢ wzorem

W=fF(x) dx.

Przyklad

Z lecacego samolotu wyrzucono kamien pionowo w dot z predkoscia po-
czatkowa 1 m/s. Jaka drogg przebyl ten kamien w ciagu pierwszych pigciu
sekund lotu?

Wiemy, ze predko$¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym wyraza si¢
wzorem v(t) = v, + at, gdzie t to uptyw czasu od chwili poczatkowe;j, v,
to predkos¢ poczatkowa, zas a to stata warto$¢ przyspieszenia. W naszym
przypadku a = g = 9,81 m/s?. Szukana droga wynosi zatem

5 5

9,81¢2]°
S=fv(t)dt=f(1+9,81t)dt=t+ -
0 0

2
= 127,625 [ml].

981-5%
=

0

Odpowiedz:
W ciagu pierwszych pigciu sekund lotu kamien przebyt 127,625 metra.

Osoby zainteresowane innymi zastosowaniami catek odsytamy do innych
pozycji bibliograficznych®.

% Na przyktad: M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Definicje, twierdzenia,
wzory, Oficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw 2007; W. Krysicki, L. Wtodarski, Analiza mate-
matyczna w zadaniach. Czes¢ I, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006.
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13.13. Zadania

1. Oblicz granice nastepujacych funkcji w podanych punktach:
a) f( ) _.x2+2x g’
b) f(x) = E’ Xo = =2,

x0=2,

x*4+x2-2

Q) fO0) = T %y = —1,
B ) =S % =2
&) f(0) =% =0,
D Fix) =3 x =0.

2. Oblicz granice nastepujacych funkcji w podanych punktach:

a) f(x) = (2+x)2,x =-2,

b) f(x) =+,XO =3,

0) f(0) =5 %0 =0,
x2+3x+2 _

d) f(x) x3-3x+2> "0 L

3. Oblicz granice jednostronne nastgpujacych funkcji w podanych punk-

tach:

a) F) =22y =1,
—4-X +x

b) f(x) T L 24xt2’ Xo = _15

) f(x) = Sinlsx, =0,

—x-1
d) f(X) m Xg = 1.

4. Oblicz granice nastepujacych funkcji w minus i plus nieskonczonosci:

a) f(x)=—-x*—x3+5x2+6x—4
b) f(x) =

2x—4
3x+2’
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—4x2+6

©) f(X) = om0
d) f(x) =

—2x2+5x-7
e) f(x) =

b

2x—9
VxZ+3x-4

—4x+2
h f) = ombe
VrZ—x—VxZ75

b

. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, oblicz granice:
.. cos X . . . , , .
a) funkcji f(x) = —, W minus i plus nieskonczonosci,

b) funkcji f(x) =
¢) funkcji f(x) =

sinx . . . , L, .
=, W minus i plus nieskoficzonosci,
cos(x2°104+2010)

x201042010

w plus 1 minus nieskonczonosci.

. Zbadaj ciaglos¢ funkcji f w podanych obok punktach, jesli:
_(2x+3dla x € (—%,—1) _
a) f(x) = {—x + 2 dla x € (—1,+)’ X =-L
—x?+x dla x € (—o0,—1)
b) f(x) =4 x*—1ldlax€(-12)  x =-1x =2
%x + 2 dla x € (2, +)

sin 3x
¢) f(x) = {—x dla x # 0’ Xy = 0.
2dlax=0

. Wyznacz wartosci parametréow a, b € R tak, aby funkcja f byla ciagla
w zbiorze R, jesli:

2x+3 dlax<-1
a) f(x) ={ a dla xe€(-11) ,

—x?+4b dla x> 1

x?+ax dlax <2
b) f(x) = {x —4 dla x € (2,3),

—5x+b dlax=>3

2 _adax<1

X
c) f(x) = 2x2+3bdla x € (—1,1)
—4x+2 dlax=>1
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8. Korzystajac z definicji, zbadaj rézniczkowalno$¢ funkeji f w punkcie

Xo, jesli:

a) f(x) =4x%+2x,xy = =2,
+1

b) f(x) =77, % =3,

x—3dlax<3

©) f(x)={_x+3 dlax>3’x0=3’
:Z;Z dla x # -2

d) f(x) ={>*% , Xg = —2.
—3 dla x = -2

Wyznacz funkcje pochodne nastepujacych funkcji:
a) f(x) =5x*—3x3+7x% - 2x + 8,

b) f(x) = 6Vx* —5x72,

) f(x) = (4x —3)(5x +6),

d) f() = (4 = Vx)(8x* = 5V),

e) f(x) = (x=3)(5x* + H)(x* - 1),

N f) =22,

g fn) =2
3x2-5x+7

h) f(x) =252

10. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej, wyznacz

funkcje pochodne nastgpujacych funkcji:
a) f(x) = (3+5%)°,

b) f(x) = (x —5)*(3x* + 2),

¢) f(x) =3VxZ +6x+2,

d) f) ===,
¢) f(x) =—

sin 3x’
) f(x) = 4ec0s¥,
g f(x) = (x* = 3)e™,

h) f(x) = In4x — §
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11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
P, jesli:
a) f(x) = 5Vx, P(4,yo),
b) f(x) = _sza P(x0,64‘),
2_
C) f(x) = ﬁ’ P('xO' _4)3
d) f(x) = V1 —4x, P(=2,¥).
Wyznacz wspotrzedne takiego punktu A, ze prosta styczna do wykre-

su funkcji f(x) = —V3x + 1 w punkcie 4 jest rownolegta do prostej
k:3x +8y+2=0.

Wyznacz otwarte przedziaty monotonicznos$ci nastgpujacych funkcji:
a) f(x) = —x3+4x? —4x -2,
b) f(x) = %x“ —13—3x3 + 4x — 3,

0 flx) = T
d) f) = 222,

e) f(x) =xV5—x,

f) f(x) = cosx —sinx dlax € (0,2m),
g f(x) =x*-e77,

h) f(x) =~

Inx’

Wyznacz ekstrema lokalne nastepujacych funkcji (o ile istnieja):
a) f(x) = —3x% —2x? + 62 + 10,

b) f(x) = —%x“—x3 +x -2,

0 fx) =22,
&) fo0) =252

e) f(x) =xV2—x,

f) f(x) =x—+2cosxdlax € (0,2m),
g) f(x) =x*Inx,

h) () =<

Wyznacz ekstrema globalne funkcji f w przedziale domknigtym A,
jesli:
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a) f(x) = §x3 —%xz —x —%,A =(-2,2),
b) f(x) =x3—3x2+15x — 3,4 =(-1,1),
0 () =2 A =(-14)

d) fx) =VxZ+x+1,4=(=21),

e) f(x) =2 —-x)e, A=(14),

£ 0 =£,A = (Ve,e).

16. Wyznacz calki nieoznaczone nastgpujacych funkcji:
a) f(x) =2x3—4x?>+9x +1,
b) f(x) = (4 +Va3)(4 —Vx3),

2x3-9x2-2x49

0) flx) = EEEX
@) o) =g
Q) flx) =172

f) f(x) =3sinx — 2cosx.

17. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czgsci, wyznacz catki
nieoznaczone nastgpujacych funkcji:
a) f(x) =(2x+2)cosx,
b) f(x) = x?sinx,
) f(x) = (x —3)-3%,
d) f(x) = (x? — 2)e”,
e) f(x) =(5—-x)Inx,
f) f(x) =+VxInx.

18. Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie, wyznacz
catki nieoznaczone nast¢pujacych funkcji:

a) f(x) = (2x—9)7,

b) f(x) =Véx + 4,

¢) f(x) = x%(2x* - 5)°,
d) f(x) = xV3x2 + 2,
e) f(x) = cos(4x),

N fix)==%

g) f(x) = xe™".
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19. Oblicz catke oznaczong funkcji f na przedziale A, jesli:

20.

a) f(x) =2x*—3x3+2x%+6x—7,4=0,1),
b) f(x) = (Vx —2)x, A =(0,2),

x3+4x%2+2x+8 = (=2,0)

0 flx) =Tt
d) f) =|x—1],A=(-13),
e) f(x) = |x* —x—2|,A=(-23),
f) f(x):xsinx,A:(—g,O),
g) f(x) =+VxInx, A = (e, e3),
h) f(x) =+v2x +9,4 =(0,8).

Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f, osia Ox oraz

prostymi x = aix = b, jesli:

a) f(x) =vVx+2,a=0,b=4,

b) fx)=(1-x)?% a=0,b=3,
¢) f(x) = 2sinx, a=—g,b=n
d) f(x) =x?—-2|x|, a=-2,b=3.

21. Oblicz pole obszaru migdzy krzywymi y = f(x) oraz y = g(x),

jesli:

a) f(x) =x%2-2x-8, g(x) =0,
b) f(x) = (x -1 -1, g(X) = 3x,
) f(x) =2—|x|, glx) = x* -4

mﬂm—7gM—”x







Rozdzial 14
Elementy kombinatoryki
i rachunku prawdopodobienstwa

14.1. Kombinatoryka

14.1.1. Permutacje

Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Spotykaja si¢ cztery osoby w kolejce przed
sklepem. Na ile sposobéw moga si¢ one ustawi¢?

Rozwazajac wszystkie mozliwosci, oznaczmy osoby literami A, B, C, D.
Tworzymy ciagi zlozone z tych czterech liter, w ktorych przestawienie kaz-
dych dwoch daje nam nowa sytuacje.

Zatem mozliwe ciagi to: ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,
BACD, BADC, BCDA, BCAD, BDAC, BDCA, CABD, CADB, CBAD,
CBDA, CDAB, CDBA, DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

Jak widaé, takich ustawien otrzymalismy 24.

Czy mozna bez wypisywania wszystkich mozliwo$ci przewidzie¢, ile ich
bedzie?

Rozpatrzmy zagadnienie w sposob nastgpujacy: mamy w kolejce 4 miej-
sca. Pierwsza osoba wchodzaca do sklepu ma do wyboru 4 miejsca, druga 3,
trzecia 2, a czwartej pozostanie ostatnie wolne miejsce.

Wynika z powyzszego, ze ilo§¢ ustawien (czyli ciagéw czteroelemento-
wych) mozemy policzy¢é w sposob nastgpujacy:

4.3.2.1=24,

Definicja
Permutacja bez powtérzen zbioru n-elementowego, 7€ N, nazywamy kaz-

dy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementéw danego zbioru
n-elementowego.

Twierdzenie
Liczba permutacji bez powtorzen zbioru n-elementowego (7 € N, ) wyraza
si¢ wzorem:

P=n-(mn-1)-(n-2)-...2-1=n!
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Zastanowmy sig, ile mozemy utworzy¢ stow majacych sens lub nie z liter
stowa TATA.

Zadanie to sprowadza si¢ do tworzenie czteroelementowych ciggdéw
z wykorzystaniem powyzszych liter. Nietrudno zauwazy¢, ze kazde przesta-
wienie dwoch jednakowych liter nie wnosi nowej sytuacji, zatem wszystkie
takie stowa (ciagi) to: TATA, TTAA, TAAT, ATAT, AATT, ATTA.

Definicja
Niech 4 oznacza zbior ztozony z k réoznych elementow A = {aj,a,...,a;}.
Permutacja n elementowa z powtdrzeniami, w ktorej elementy a,, a,, ..., a;

powtarzaja si¢ odpowiednio ny, ny,...,n; razy, (ny + n, + ... + ny = n), jest kaz-
dy n-wyrazowy ciag, w ktorym elementy aj,as,...,q, powtarzaja si¢ podana
liczbg razy.

Twierdzenie
Liczba permutacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego (7 € NV, ) wyra-

7a si¢ wzorem:
. n!
p=—"
" onlal on
fnyton, !

14.1.2. Wariacje

Mamy do wyboru liczby ze zbioru {2,4,6,8}. Tworzymy dwucyfrowe licz-
by o nie powtarzajacych sig cyfrach.
Wszystkimi liczbami utworzonymi w ten sposob sa:
24,26, 28, 42, 46, 48, 62, 64, 68, 82, 84, 86.
Nietrudno zauwazy¢, ze tworzyliSmy dwuelementowe ciagi o réznych

elementach, w ktorych kolejnos¢ wystepujacych elementéw miala znaczenie
(liczba 24 jest roznym od 42).

Definicja
Wariacja  k-wyrazowa bez  powtorzen zbioru  n-elementowego,

(k,ne N, ANk <n)nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z k roz-
nych elementéw zbioru n-elementowego.

Zastandwmy si¢, czy mozna wyznaczy¢ wzor na liczbe takich wariacji.
Wroémy do naszego przyktadu. W liczbie dwucyfrowej pierwsza z liczb
mozemy wybra¢ na 4 sposoby, a druga juz tylko na 3 (cyfry w liczbie nie
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moga si¢ powtarzac¢). Wige liczbe wariacji 2-elementowych bez powtdrzen

41

zbioru 4-elementowego wyraza warto$¢ 4-3 =12 = 2

Twierdzenie
Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego,
. n!
(k,ne N, ANk <n)wyraza sig wzorem: V) = o
n—rk)!

Zatézmy, ze mamy do wyboru liczby ze zbioru {2,4,6,8}. Tworzymy
wszystkie dwucyfrowe liczby z wykorzystaniem tych cyfr. W zadaniu tym
tworzymy dwuelementowe ciagi, w ktdrych kolejnos¢ wystepujacych ele-
mentéw ma znaczenie (liczba 24 jest roznym od 42) oraz cyfry w ciagach
moga si¢ powtarzac.

Definicja

Wariacja k-wyrazowa z powtorzeniami zbioru n-elementowego
(k,ne N, Ak <n)nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag (mogacych sig po-
wtarzac¢) elementéw zbioru n-elementowego.

Do wyznaczonych liczb musimy zatem dotozy¢ wszystkie te, ktore beda
sktadaty si¢ z dwoch jednakowych cyfr, czyli 22, 44, 66 oraz 88. Zatem ilos¢
takich liczb wzro$nie o 4 i bedzie wynosita 16.

Zastanowmy sig, czy mozna wyznaczy¢ wzor na liczbg takich wariacji.

Wro¢my do naszego przyktadu. W liczbie dwucyfrowej pierwsza z liczb
mozemy wybra¢ na 4 sposoby i druga rowniez na 4 sposoby (cyfry w liczbie
mogga sig¢ powtarzac). Wigc liczbe wariacji 2-elementowych z powtdrzeniami

zbioru 4-elemetowego wyraza wartosé 4-4=16=4".

Twierdzenie
Liczba k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n-elementowego

(k,ne N, Ak <n)wyraza sig wzorem: W* =n" .

14.1.3. Kombinacje

W pojemniku znajduja si¢ kule: czerwona (C), zielona (Z), niebieska (N)
1 biata (B). W sposdb losowy wyciagamy z urny dwie kule. Na ile sposobow
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mozemy wyciagna¢ kule z pojemnika? Nalezy zauwazy¢, ze w tym do-
$wiadczeniu nie ma znaczenia kolejnos$¢ losowania, a jedynie wynik (czyli
jakiego koloru kule wylosujemy).

Wyniki naszego losowania to zbiory dwoch kul, przy czym nie ma zna-
czenia kolejnos¢ zapisu. Zatem wyniki zapiszemy w postaci {{C, Z},{C, B},
{Z,N},.{Z,B},{N, B}}.

Ogodlnie rzecz biorac, tworzymy w takiej sytuacji k-elementowe (u nas
2-elementowe) podzbiory zbioru n-elementowego (u nas 4-elementowego),
w ktorych elementy nie moga si¢ powtorzy¢.

Definicja

Kombinacja  k-elementowa bez powtorzen zbioru n-elemento-
wego, k,n € N ik < n nazywamy kazdy k-elementowy podzbior tego zbio-
ru, przy czym elementy tego podzbioru nie moga si¢ powtarzac.

Wyniki naszego zadania zapiszemy w postaci {{C, Z},{C, B}, {Z, N},
{ Z, B},{ N, B}}. Roznych podzbiorow dwuelementowych zbioru cztero-
elementowego jest szes¢.

Twierdzenie
Liczba k-elementowych kombinacji bez powtorzen zbioru n-elementowego

(k,n € Nik <n) jestrowna: C¥ = (Z)

14.2. Prawdopodobienstwo

Czgsto spotykamy si¢ z sytuacjami, w ktorych nie jesteSmy w stanie podac
wyniku, np. rzucajac kostka do gry, mozemy uzyska¢ od 1 do 6 oczek, przy
rzucie moneta mozemy otrzymac reszkg lub orta. Takie zjawiska nazywac
bedziemy zjawiskami losowymi. Dzial matematyki, ktory zajmuje si¢ opi-
sywaniem tych zjawisk, nosi nazwe rachunku prawdopodobienstwa lub teo-
rii prawdopodobienstwa.

Dla kazdego doswiadczenia mozemy wyznaczy¢ zbior wszystkich roz-
nych mozliwych do uzyskania wynikow. Zbiér ten nazywamy przestrzenia
zdarzen elementarnych i oznaczamy: ().

Kazdy pojedynczy wynik do$wiadczenia, czyli kazdy element przestrze-
ni, nazywa¢ bedziemy zdarzeniem elementarnym, a kazdy skonczony pod-
zbidr zbioru zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem.

Zdarzenie, ktore jest rowne (), nazywa¢ bedziemy zdarzeniem pewnym,
a rowne @ nazywac bgdziemy zdarzeniem niemozliwym.



Prawdopodobienstwo 191

Zdarzenia sa zbiorami, wi¢c dziatania na nich wykonywac¢ bedziemy jak
na zbiorach. W rachunku prawdopodobienstwa uzywac¢ bedziemy nastepuja-
cych okreslen:

a) dla A =B zdarzenia A i B nazywa¢ bedziemy identycznymi,

b) dla A c B powiemy, ze zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B,

c) AUB to suma, ANB —iloczyn , A — B nazwiemy r6znica zdarzen

AiB,

d) dla A n B = @ powiemy, ze zdarzenia A i B sa wykluczajace sig,

e) zbior Q — A = A" nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A,

f) jesli w € A, to méwimy, ze w sprzyja zdarzeniu A.

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia jest okreslone w sposob jed-
noznaczny.

Definicja
Prawdopodobienstwem okreslonym na przestrzeni zdarzen elementarnych ()
nazywamy taka funkcje P, ktora kazdemu zdarzeniu A c Q przyporzadko-
wuje liczbg P(A) spelniajaca nastgpujace aksjomaty:

a) P(A) =0,

b) P(Q) =1,

¢c) P(AUB)=P(A)+PB)dlaAnB =0.

Prawdopodobienstwo zatem ma nast¢pujace wiasnosci:

Twierdzenie

Jezeli P jest prawdopodobienstwem okreslonym na pewnej przestrzenie zda-

rzen elementarnych Q, to:
1. P(@)=0

JesliA c B,to P(A) < P(B),

Dla kazdego A € Q@ mamy P(A) < 1,

P(A) =1-P(A),

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB),

Jesli zdarzenia A4, A,, ..., A, wykluczaja sig parami, to:
P(AjUA,U...UA,) =P(A) + P(A,) + -+ P(4,).

A

Przyklad
Student ma zdawa¢ dwa egzaminy: z matematyki i fizyki. Prawdopodobien-
stwo, ze zda matematyke, jest rowne 0,4, ze zda co najmniej jeden egzamin
— 0,7. Oblicz prawdopodobienstwo, ze zda fizyke, jesli prawdopodobien-
stwo, ze zda obydwa egzaminy wynosi 0,2.

Niech:

A — zdarzenie polegajace na tym, ze student zda egzamin z matematyki.
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B — zdarzenie polegajace na tym, ze student zda egzamin z fizyki.

A U B — zdarzenie polegajace na tym, ze student zda egzamin z matema-
tyki lub fizyki.

A N B — zdarzenie polegajace na tym, ze student zda egzamin z matema-
tyki 1 fizyki.

Z warunkéw zadania mamy:

P(AUB) =0,7
P(4) = 0,4
P(ANB) =0,2.

Z wtasnosci prawdopodobienstwa:
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB),
wiec:

P(B) =P(AUB) —P(A) + P(ANB)
P(B)=0,7-04+02=05

Zatem prawdopodobienstwo, ze zda fizyke wynosi 0,5.

Praktycznie prawdopodobienstwo zaj$cia dowolnego zdarzenia A obli-
cza¢ bedziemy z wykorzystaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa:

Definicja
Jezeli przestrzen () jest skonczona i wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-

nakowo prawdopodobne, A jest dowolnym zdarzeniem A c Q, to: P(A) =
1Al
lar
elementow przestrzeni zdarzen elementarnych.

gdzie |A| jest liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A, [Q| jest liczba

Przyklad
Rzucamy szesciokrotnie kostka do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze w co najmniej jednym rzucie liczba wyrzuconych oczek bedzie
réwna numerowi rzutu.

Zadanie to bgdzie nam tatwiej rozwiazac¢, wykorzystujac wlasnos¢ praw-
dopodobienstwa:

P(A)=1-P(4)
W naszym zadaniu:
A — zdarzenie polegajace na tym, ze w zadnym rzucie liczba wyrzuco-
nych oczek nie bedzie rowna numerowi rzutu.



Prawdopodobieristwo 193

Przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem szeScioelementowych
ciagow, w ktorych wystepuja liczby ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6} z mozliwo-
cia powtdérzen. Zatem: |Q| = 6° (liczba szeScioelementowych wariacji
z powtdrzeniami na zbiorze szescioelementowym).

Policzmy, ile moze by¢ takich ciagébw, w ktérych liczba uzyskanych
oczek nie bedzie rowna numerowi rzutu. Na pierwszym miejscu nie moze
wystepowac 1, na drugim 2, na trzecim 3 itd. Wynika stad, ze:

A'| = 5°.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest zatem rowne:

N _ 56 5\°
P(A)—l—P(A)—l—;—l—(g) ~ 0,665.
Prawdopodobienstwo, ze w co najmniej jednym rzucie liczba wyrzuco-
nych oczek bedzie rowna numerowi rzutu wynosi 0,665.

Czesto zdarza sig tak, ze zajscie jednego zdarzenia losowego ma wptyw
(warunkuje) zajscie innego zdarzenia losowego w okresSlonym do$§wiadcze-
niu losowym.

Twierdzenie
Prawdopodobienstwem warunkowym zaj$cia zdarzenia A, pod warunkiem
ze zajdzie zdarzenie B, nazywamy liczbe wyrazong wzorem: P(A/B) =

P(ANB) .
PB) gdzie A,B c Q oraz P(B) > 0.

Przyklad

Prawdopodobienstwo, ze napigcie w obwodzie elektrycznym przewyzszy
250V jest rowne 0,02. Prawdopodobienstwo awarii aparatu przy podwyz-
szonym napi¢ciu wynosi 0,6. Oblicz prawdopodobienstwo awarii aparatu na
skutek podwyzszonego napigcia.

Niech:
A — zdarzenie polegajace na tym, ze bedzie awaria aparatu.
B — zdarzenie polegajace na tym, ze bgdzie podwyzszone napigcie.

Mamy zatem obliczy¢ P(A N B). Z tresci zadania wynika, Ze:
P(A/B) =0,6
oraz:
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P(B) = 0,02.
Wykorzystujac zaleznos¢: P(A/B) = % mamy:

P(ANB) = P(A4/B) - P(B),

wiec:
P(ANnB)=10,6-0,02=0,012.

Prawdopodobienstwo awarii aparatu na skutek podwyzszonego napigcia
wynosi 0,012.

W przypadku zadan zwiazanych z do$wiadczeniami wykonywanymi
dwuetapowo stosowac bedziemy twierdzenie o prawdopodobienstwie cal-
kowitym.

Twierdzenie
Jesli A € Q jest dowolnym zdarzeniem, natomiast By, By, ..., B, € £ spel-
niaja warunki:
a) wykluczaja si¢ parami,
b) maja dodatnie prawdopodobienstwa,
¢) BuB,U..UB, =Q,
to P(A) = P(A/By) - P(B,y) + P(A/By) - P(By) + -+ P(A/By) - P(By).

Przyklad
W pudetku znajduje si¢ 120 opornikow serii A oraz 80 opornikdéw serii B. Z
pudetka wyciagamy losowo jeden opornik. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wybrany opornik bedzie dobry, jesli liczba wadliwych opornikow serii A
stanowi 4%, za$ w serii B stanowi 5%?
W zadaniu niech:
A — zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowany opornik bedzie dobry,
B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu opornika serii A,
B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu opornika serii B,
A/B; — zdarzenie polegajace na wylosowaniu dobrego opornika pod wa-
runkiem, ze wybrano opornik serii A,
A/B, — zdarzenie polegajace na wylosowaniu dobrego opornika pod wa-
runkiem, ze wybrano opornik serii B.
Nalezy zauwazy¢, ze losujemy opornik z serii A lub serii B, wigc te dwa
zdarzenia wyczerpuja wszystkie mozliwosci, czyli: B; U B, = (). Ponadto:
120

P(Bl) = ﬁ = 0,6
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oraz
80

P(Bz)=m=

0,4.
Z tresci zadania wynika, ze:
P(A/B;) =1-0,04 =096

oraz
P(A/B,) = 1— 0,05 = 0,95.

Wykorzystujac wzor na prawdopodobienstwo catkowite, mamy:
P(A) = P(A/B,) - P(B,) + P(A4/B,) - P(B,) = 0,96 - 0,6 + 0,95 - 0,5 = 0,956
Prawdopodobienstwo, ze wybrany opornik bedzie dobry, wynosi 0,956.

Przyklad
W dwoch urnach sg kule biate i czarne. W pierwszej jest 6 kul czarnych i 4
biate, w drugiej 7 biatych i 3 czarne. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie
liczba oczek podzielna przez 3, to losujemy kule z urny pierwszej, w prze-
ciwnym przypadku z urny drugiej. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wy-
padnie liczba oczek podzielna przez 3, jesli wylosowalismy kulg biata?

W zadaniu tym prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej obliczymy
z wykorzystaniem wzoru na prawdopodobienstwo catkowite:

7 4 36

4 2
P(A) = P(A/B;) - P(B;) + P(A/B,) - P(By) = —- Sse=ss 0,6

10
gdzie:
A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli biate;j,
B; — zdarzenie polegajace na tym, ze bedziemy losowaé z urny pierw-
szej,
B, — zdarzenie polegajace na tym, ze bgdziemy losowac z urny drugiej.

W zadaniu tym wiemy, jaki jest wynik doswiadczenia. Pytamy o jego
przebieg. Doktadniej chcemy policzy¢ P(B, / A).
W tym celu skorzystamy ze wzoru Bayesa:
P(A/By)-P(By) _ P(A/By) - P(By)
P(4) P(A/By) - P(By) + P(A/B>) - P(B,)

P(By/A) =

Otrzymamy:
4 2
_ P(A4/B1)-P(B1) _ 106 _ 4
P(B, /4) = P(4) T 06 18
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Prawdopodobienstwo, ze wypadnie liczba oczek podzielna przez 3, jesli
wylosowalismy kulg biata, wynosi 14—8.

Omoéwimy teraz zagadnienie niezaleznos$ci zdarzen. Zdarzenia A i B
mozna uzna¢ za niezalezne, gdy zdarzenie A nie wplywa na zdarzenie B
i odwrotnie.

Definicja
Dwa zdarzenia A, B C () nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy:
P(ANB) = P(A) - P(B).

Definicja

Zdarzenia By, B, ..., B, € 0 nazywamy niezaleznymi, jesli prawdopodo-
bienstwo iloczynu dowolnej liczby réznych sposrod nich jest rowne iloczy-
nowi prawdopodobienstw tych zdarzen.

Przyklad
Rzucamy dwa razy kostka do gry. Niech: A — zdarzenie polegajace na wy-
rzuceniu 2 oczek w pierwszym rzucie, B — zdarzenie polegajace na uzyska-
niu w sumie 7 oczek. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

W zadaniu tym musimy sprawdzié, czy zachodzi rownosé: P(ANB) =
P(A) - P(B). W tym celu obliczymy prawdopodobienstwa:

P(4),P(B),P(AN B).
Q| = 62 =36
A =1{(21),(2,2),(2,3),(2,4),(25),(2,6)}

Jak widac¢:

|Al =6

B ={(6,1),(1,6),(2,5),(5,2),(34), (4.3)},

czyli:

|B| = 6.
Nietrudno zauwazy¢, ze:

ANB ={(25)},
wiec:
|AnB| =1.

Korzystajac z definicji klasycznej prawdopodobienstwa, mamy:

6 1 6 1 1
P(A)_Q_E’P(B)_E_E’P(AnB)_E
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Poniewaz P(4) - P(B) = % . % = % = P(A N B), wiec zdarzenia A i B sa
niezalezne.

Zastanowmy sig, jakie bedzie prawdopodobienstwo uzyskania 3 razy sze-
sciu oczek na kostce podczas wykonywania 5 rzutéw kostka.
W pojedynczym rzucie kostka 6 oczek uzyskamy z prawdopodobien-

. . 5
stwem p = % , a nie uzyskamy z prawdopodobienstwem 1 —p = p Poszcze-

g6lne rzuty kostka sa oczywiscie niezalezne od siebie, wigc prawdopodo-

., . . , 11155 5
bienstwo powyzsze jest rowne: =+ =-=-=-=- —
6 6 6 6 6 32!

Prawdopodobienstwo p nazywane jest prawdopodobienstwem sukcesu,
natomiast 1 — p = q — prawdopodobienstwem porazki.

Definicja
Schematem Bernoulliego nazywamy ciag do§wiadczen losowych spetniaja-
cych warunki:
a) doswiadczenia sa niezalezne,
b) kazde z tych doswiadczen moze si¢ skonczy¢ na dwa sposoby: sukce-
sem lub porazka,
¢) prawdopodobienstwo sukcesu jest w kazdym z tych doswiadczen takie
samo.

Whiosek

W ciagu n doswiadczen losowych, tworzacych schemat Bernoulliego, praw-
dopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze w n probach uzyskamy k
sukcesow, obliczamy ze wzoru:

PGSn=k)=(}) p*-q" "

Przyklad
Rzucamy 8 razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze reszka wypad-
nie 5 razy?

Pojedynczy rzut moneta to proba, w ktdrej poszczegdlne rzuty sa od sie-
bie niezalezne. Sukces to wyrzucenie reszki, a w 8 probach chcemy osiagnac
5 sukcesow.

W zadaniu tym mamy:

Zatem:
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=9 =) =) () 5

Prawdopodobienstwo, ze w serii 8 rzutow moneta reszka wypadnie 5 ra-

.7
Zy, Wynos1 —.
y, wynosi .

14.3. Zadania

1. Na ile sposobow mozemy posadzi¢ 5 0sob na pigciu ponumerowanych
miejscach?

2. Na ile sposoboéw mozemy posadzi¢ 7 oséb na dlugiej tawie, a na ile
przy okragtym stole?

3. lle jest mozliwych ustawien liczb 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, w ktorych:
a) liczby 6 1 7 sasiaduja ze soba w kolejnosci wzrastania,
b) liczby 6 i 7 sasiaduja ze soba,
c) liczby 61 7 nie sasiaduja ze soba?

4. Z okazji zjazdu klasowego spotyka si¢ jedenastu przyjaciot. lle nastapi
powitan?

5. Z klasy liczacej 24 uczniéw nalezy wybra¢ pigcioosobowa delegacje,
ktora bedzie reprezentowaé klase na akademii szkolnej. Ile istnieje
sposobow wyboru takiej delegacji?

6. W pudetku znajduje si¢ 15 zaréwek, w tym 12 dobrych. Nie ogladajac
ich, losujemy bez zwracania 5 zarowek. Na ile sposobéw mozna wy-
losowa¢ 3 dobre zaréwki?

7. W Kklasie liczacej 31 uczniow wybierano samorzad klasowy. Ile jest
réznych wynikoéw takiego wyboru?

8. lle roznych stow (majacych sens lub nie) mozna utworzy¢ z liter A, B,
C, D, E, 1, zaktadajac, ze litery w stowie nie moga si¢ powtarzac?

9. Rzucamy czterema monetami. Ile istnieje wszystkich mozliwych wy-
nikow takiego rzutu?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dziesig¢ ponumerowanych kul liczbami od 1 do 10 rozmieszczono
w 4 szufladach ponumerowanych od 1 do 4. Ile jest réznych roz-
mieszczen?

Z tablicy liczb dwucyfrowych wylosowano jedna liczbg. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) jest to liczba parzysta,

b) jest to liczba pierwsza,

c) jest to liczba podzielna przez 6,

d) jest to liczba, ktora jest szeScianem liczby jednocyfrowe;.

W Kklasie liczacej 25 ucznidow jest 10 dziewczat. Wsrdd nich rozdzie-
lono w sposdb przypadkowy 5 biletow do teatru. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze bilety otrzymali:

a) sami chtopcy,

b) 2 dziewczyny i 3 chtopcow?

Pomalowany sze$cian rozcigto na 1000 jednakowych szescianikow,
a nastgpnie po wymieszaniu wszystkich wylosowano jeden. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wylosowany sze$cian ma trzy pomalowane $ciany,

b) wylosowany sze$cian ma dwie pomalowane $ciany,

¢) wylosowany sze$cian ma jedna pomalowang $ciang,

d) wylosowany sze$cian nie ma pomalowanych $cian.

Winda z 6 pasazerami zatrzymuje si¢ na 10 pigtrach. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wszystkie osoby wysiada:

a) naroznych pietrach,

b) na tym samym pigtrze?

W urnie sa kule biale, czarne i zielone. Kul zielonych jest 3 razy wig-
cej niz biatych. Biatych jest tyle samo, co czarnych. Ile jest kul kaz-
dego koloru, jesli przy losowaniu dwoch kul z urny prawdopodobien-

stwo, ze beda to kule roznych koloréw, wynosi % ?

Przy danych P(4") = %, P(AUB) = %, P(ANB) =% oblicz P(B),
P(ANBY), P(A - B).

Wsrdd 40 osob 5 wiada tylko jezykiem francuskim, 20 tylko jezyka-
mi angielskim i francuskim oraz 10 tylko jezykiem rosyjskim. Wy-



200

Elementy kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

bieramy losowo osobg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wybrana
osoba wiada:

a) jezykiem angielskim lub francuskim,

b) jezykiem angielskim lub rosyjskim,

¢) jezykiem francuskim lub rosyjskim,

d) nie wlada zadnym jezykiem.

Z talii 52 kart losujemy 5. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwoch kierow, jesli wiadomo, ze wsrod wylosowanych kart nie ma
kolorow pik 1 trefl.

Rzucamy trzy razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
przynajmniej na jednej z nich wypadnie 5 oczek, jesli wiadomo, ze
na wszystkich kostkach byty rézne liczby oczek.

W urnie znajduja si¢ 4 kule biale i 5 czarnych. Losujemy dwukrotnie
po jednej kuli bez zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo wylo-
sowania za drugim razem kuli biatej, jesli za pierwszym razem wylo-
sowano kule czarng?

W jednej urnie jest 6 kul biatych i 5 czarnych, a w drugiej 4 biale i 7
czarnych. Z losowo wybranej urny wyciagamy jedna kulg. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate;j.

W pierwszym pojemniku sa 4 kule biale i 3 czarne, a w drugim 3 bia-
e 1 2 czarne. Z pierwszego pojemnika wyciagamy 3 kule i bez ogla-
dania wktadamy je do pojemnika drugiego, a nastgpnie wyciagamy
z drugiego pojemnika 2 kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylo-
sowania 2 kul r6znego koloru?

Strzelec A trafia do celu z prawdopodobienstwem 0,8, a strzelec B
z prawdopodobienstwem 0,7. Wybieramy losowo jednego strzelca.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze strzelat strzelec A, jesli cel zostat
trafiony.

Wiadomo, ze 5% wszystkich m¢zczyzn i 0,25% kobiet to daltonisci.
Wybrana losowo osoba z grupy, w ktorej jest 2 razy wigcej mezezyzn
niz kobiet, jest daltonista. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to
megzczyzna?

Trzy osoby P, Q, R ustawily si¢ przypadkowo w rzedzie. Niech:
A — zdarzenie polegajace na tym, ze Q stoi przed P; B — zdarzenie
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polegajace na tym, ze R stoi przed P. Czy zdarzenia A i B sa nieza-
lezne?

Strzelec A trafia do celu z prawdopodobienstwem 0,8, a strzelec B
z prawdopodobienstwem 0,7. Strzelcy oddaja po jednym strzale do
tego samego celu. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

a) cel zostanie trafiony dwa razy,

b) cel zostanie co najmniej raz trafiony,

c¢) cel zostanie trafiony doktadnie dwa razy.
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