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Od Autora

Ksiazka Wybrane zagadnienia matematyki jest adresowana gtéwnie do studen-
tow Wydziatu Zarzadzania i Informatyki Panstwowej Wyzszej Szkoty Zawodowej
im. Witelona w Legnicy, powstata ona bowiem z uwzglednieniem moich doswiad-
czen nabytych w ciggu ostatnich 12 lat podczas wyktadéw i ¢wiczen ze studentami
specjalnosci i kierunkéw wchodzacych obecnie w sktad tego wydzialu. Ponadto
gtéwnymi odbiorcami ksiazki sa studenci I roku kierunku ochrona srodowiska
na Wydziale Administracji PWSZ im. Witelona w Legnicy. Poniewaz prezento-
wane wybrane zagadnienia matematyki pojawiajg sie w standardach ksztalcenia
dla studiow pierwszego stopnia kierunkéw: ekonomia, zarzadzanie, zarzadzanie
i inzynieria produkcji, informatyka oraz ochrona srodowiska, to mozliwe jest row-
niez wykorzystanie niniejszego opracowania przez studentéw tych kierunkéw na
innych uczelniach wyzszych, gtownie w panstwowych wyzszych szkotach zawo-
dowych. Ponadto ksigzka moze stuzy¢ absolwentom studiéw pierwszego stopnia
wyzej wymienionych kierunkéw jako usystematyzowane podsumowanie zdobytej
wiedzy.

Pierwsza czesé ksiazki omawia elementy wstepu do matematyki, tj. elementy
logiki matematycznej, rachunku zdan i teorii mnogosci. W drugiej czesci przed-
stawiono podstawy analizy matematycznej funkcji rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej: ciggi i szeregi liczbowe, granice i ciggtosé funkceji, rachunek réznicz-
kowy i rachunek catkowy. Trzecia cze$¢ zajmuje sie wybranymi zagadnieniami
algebry liniowej, tj. macierzami, wyznacznikami oraz uktadami rownan liniowych.
Czwarta czesé¢ to podstawy geometrii analitycznej w przestrzeni trojwymiarowej:
wektory i dzialania na nich, rownania ptaszczyzny i prostej, katy i odlegtosci
w przestrzeni. Ostatnia czesé prezentuje elementy algebry abstrakcyjnej, tj. liczby
zespolone oraz zespolone wielomiany i funkcje wymierne.

Powyzsze zagadnienia prezentowane sa w sposob niemalze elementarny, do-
stosowany do poziomu wiedzy matematycznej przecietnego absolwenta szkoty po-
nadgimnazjalnej, ktory wybrat jeden ze wspomnianych kierunkow studiow. Teorie
ograniczono do niezbednego minimum, w szczegolnosci pomijajac dowody twier-
dzen, faktéw i wzordéw, jesli nie wynikaly one bezposrednio z toku prezentacji.
Przedstawione przyktady ilustruja kluczowe pojecia oraz zastosowania wazniej-
szych twierdzen. Ponadto zaprezentowane sa podstawowe zastosowania podanych
metod matematycznych w zarzadzaniu, ekonomii i technice.

Autorzy wiekszosci dotychczas dostepnych opracowan wychodzg z zalozenia,
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ze przystepujacy do kurséw matematyki czytelnicy posiadaja wiedze matema-
tyczna na poziomie rozszerzonym liceum ogoélnoksztatcacego sprzed kilku lat.
Niestety, postepujace obnizanie standardow wymagan egzaminacyjnych na ma-
turze z matematyki powoduje, ze poziom nauczania matematyki w szkotach po-
nadgimnazjalnych réwniez si¢ obniza. W konsekwencji powstata znaczna rozbiez-
no$¢ pomiedzy poziomem wiedzy matematycznej przecietnego absolwenta szkoty
ponadgimnazjalnej a poziomem tej wiedzy niezbednym do rozpoczecia kurséow
matematycznych na I roku studiéow wyzszych. Dlatego tez w mojej ksiazce sta-
ratem si¢ przedstawi¢ prezentowany materiat w sposob zrozumiaty dla kazdego
wspomnianego na wstepie odbiorcy ksiazki. W razie koniecznosci przypominatem
odpowiednie zagadnienia matematyczne z poprzednich etapow edukacji. Mam
nadzieje, ze znacznie utatwi to Czytelnikom poznawanie opisywanych zagadnien
matematyki wyzszej.

W drugim wydaniu poprawiono drobne btedy, zauwazone po ukazaniu sie
wydania pierwszego.

Karol Selwat



Czesé 1

Elementy wstepu do matematyki



Rozdzial 1

Elementy logiki matematycznej
i rachunku zdan

Aby moc wystuchaé jakiegokolwiek wyktadu z matematyki wyzszej, trzeba
znac¢, przynajmniej w podstawowym zakresie, jezyk matematyczny. Ten rozdziat
ma na celu przedstawienie podstaw tego jezyka. Uzywana notacje kwantyfikato-
réw przyjeto za [17].

1.1. Zdania logiczne i funktory

Podstawowym elementem kazdego jezyka potocznego jest zdanie. Jednakze
nie kazde zdanie potoczne jest zdaniem w sensie matematycznym. W jezyku ma-
tematyki podstawowym elementem jest zdanie logiczne.

Definicja 1.1.1. Zdanie logiczne to zdanie oznajmujace, o ktérym mozemy po-
wiedzie¢, czy jest prawdziwe, czy fatszywe. Jesli zdanie logiczne jest prawdziwe,
to przypisujemy mu wartos¢ logiczng 1, w przeciwnym przypadku przypisujemy
mu wartos¢ logicznag 0.

Przyklad 1.1.2. Zdanie ,Warszawa to stolica Polski” jest zdaniem logicznym
o wartosci logicznej 1, zas zdanie ,Woda jest sucha” — zdaniem logicznym o war-
tosci logicznej 0. Natomiast zdania ,,IdZ do domu!” oraz ,Ktéra godzina?” nie sa
zdaniami logicznymi.

Proste zdania logiczne oznaczamy zwyczajowo matymi literami: p, ¢, r, s itd.
Podobnie jak w naszym jezyku ojczystym ze zdan prostych mozna tworzy¢ zdania
ztozone (uzywajac do tego celu réznych spdjnikow), tak i w logice z prostych
zdan logicznych mozemy tworzy¢ ztozone zdania logiczne. Uzywamy do tego celu
spojnikow logicznych zwanych inaczej funktorami logicznymi.

Wyrézniamy nastepujace funktory logiczne:
— negacja (zaprzeczenie), oznaczana symbolem —, np. —p (czytamy: ,negacja p”

lub ,nieprawda, ze p”)

— alternatywa ( Jub logiczne”), oznaczana symbolem V, np. pV ¢ (czytamy: ,p
lub ¢”, ,alternatywa zdan p oraz ¢”)

— koniunkcja (i logiczne”), oznaczana symbolem A, np. pAq (czytamy: ,piq”,
wkoniunkcja zdan p oraz ¢”)
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— amplikacja ( ,jezeli. .., to...”), oznaczana symbolem = , np. p = ¢ (czytamy:
,p implikuje ¢”, ,jezeli p, to q”)
— réwnowaznosé (,wtedy i tylko wtedy, gdy”), oznaczana symbolem <= | np.
p <= q (czytamy: ,p jest rtéwnowazne ¢”, ,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢”)
W przypadku implikacji p = ¢ méwimy, ze zdanie p jest poprzednikiem implikacji,
za$ zdanie ¢ — nastepnikiem implikacji. W tym momencie warto zauwazy¢, ze
wigkszos¢ twierdzen matematycznych jest sformutowana w postaci implikacji (lub
ewentualnie réwnowaznosci). Dla twierdzenia postaci p = ¢ méwimy, ze zdanie
p jest zalozeniem, natomiast zdanie ¢ — wnioskiem lub tezg.
Przy wyznaczaniu wartosci logicznych zdan ztozonych postugujemy si¢ za-
mieszczong ponizej tabelg 1.1.

Tabela 1.1. Wartosci logiczne zdan ztozonych

plqg| v |pVqg|pAg|p=q|p = q
o]0 1 0 0 1 1
110] 0 1 0 0 0
0l1] 1 1 0 1 0
1[1]0 1 1 1 1

Na przyktadzie powyzszej tabeli mozna zauwazy¢, ze czes¢ logicznych zdan
ztozonych w niektérych sytuacjach bywa prawdziwa, w innych zas fatszywa —
w zaleznosci od wartosci logicznych swoich zdan sktadowych. W dalszym ciagu
sposrod wszystkich logicznych zdan ztozonych bedziemy wyrédzniaé¢ tzw. prawa
logiczne.

Definicja 1.1.3. Prawo logiczne to zdanie logiczne zlozone, ktére jest zawsze
prawdziwe, niezaleznie od wartosci logicznych zdan je tworzacych. Prawo logiczne
zwiemy inaczej tautologig.

Twierdzenie 1.1.4 (podstawowe prawa logiczne).

pV=p (prawo wylaczonego $rodka),

=(p A —p) (prawo sprzecznosci),

—(-p) <= p (prawo podwdjnego zaprzeczenia),
(pAp) < p (prawo idempotentnosci koniunkcji),
(pVp) < p (prawo idempotentnosci alternatywy),
pVq < qVp (prawo przemiennosci alternatywy),
PAq <= qADp (prawo przemiennosci koniunkeji),
pV(pAq) < p (prawo absorpcji),

pA(pVyqg <= p (prawo absorpcji),

—(pVyq) <= (—p AN—q) (prawo de Morgana zaprzeczenia

alternatywy),
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—(pANq) <= (—p V—q) (prawo de Morgana zaprzeczenia
koniunkeji),

—(p=4q) <= (p Nq) (prawo zaprzeczenia implikacji),

(p=q9AN(g=1r)]=(p=r) (prawo przechodniosci implikacji),

(p=q) < (—q= —p) (prawo transpozycji),

(pVq)Vr < pV(qVr) (prawo lacznosci alternatywy),

(pA@ AT <= pA(gAT) (
(

pA(gVr)] <= [(pAg)V(pAT)

prawo lacznoscei koniunkeji),
rozdzielno$¢ koniunkcji wzgledem
alternatywy),

pV(gAT)] < [(pVag) A(pVr)] (rozdzielnosé alternatywy wzgledem

koniunkcji).

Przy zapisywaniu praw logicznych nalezy zwroci¢ baczng uwage na potozenie
nawiasOw — inne ich potozenie da nam inne zdanie logiczne, ktore nie musi by¢
tautologia.

Sprawdzanie, czy podane zdanie logiczne ztozone jest tautologia, odbywa sie
za pomocy tzw. metody zero-jedynkowej. W metodzie tej odtwarzamy proces two-
rzenia danego zdania ztozonego, wychodzac od zdan prostych i aplikujac kolejno
spojniki logiczne. Réwnoczesnie oceniamy wartosci logiczne powstatych zdan zto-
zonych.

Przyktad 1.1.5. Sprawdzmy, czy zdanie —(p V q) <= (—p A —q) jest prawem
logicznym.

pla|pVe|~(pVg |-p|-q|pA-qg|(pVg <= (-p A—q)
0l0] O 1 1] 1 1 1
011 1 0 1] 0 0 1
1]0] 1 0 01 0 1
111 1 0 010 0 1

Widzimy zatem, ze to zdanie logiczne jest zawsze prawdziwe, czyli jest tautologia.

Nieco szerszy punkt widzenia zdan logicznych oraz funktoréw zostanie przed-
stawiony w dygresji na stronie 24.

1.2. Formy zdaniowe

W jezyku matematycznym nie kazde wyrazenie oznajmujace jest zdaniem
logicznym. Dla pewnych wyrazen nie mozemy jednoznacznie okresli¢ ich wartosci
logicznej. Na przyktad réwnanie 22 — 6x + 8 = 0 jest zdaniem prawdziwym
dla z = 2 lub = = 4, natomiast zdaniem falszywym dla dowolnej innej liczby
rzeczywistej. Rownanie powyzsze jest przyktadem formy zdaniowe;j.
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Definicja 1.2.1. Forma zdaniowa zmiennej x to wyrazenie zawierajace zmienng
x, ktore staje sie zdaniem logicznym dopiero po zastapieniu x nazwa pewnego
elementu. Forme zdaniowa nazywamy inaczej predykatem.

Formy zdaniowe zmiennej x bedziemy oznaczaé¢ ¢(x), p(x), q(z) itp.

Analogicznie definiuje sie formy zdaniowe wielu zmiennych.

Przyklad 1.2.2. Formami zdaniowymi zmiennej = sa na przyktad nastepujace
wyrazenia: ,x jest liczba pierwszg”, ,x jest liczba parzysta”, .o < 17, o # 07,
Br? —br+1<0".

7 formami zdaniowymi mieliSmy juz do czynienia od dawna, a na pewno od
momentu, kiedy zaczeliSmy rozwiazywaé¢ rownania i nieréwnosci z jedng niewia-
doma. Teraz takie rozwiazywanie mozemy dostrzec w nowym $wietle: rozwiazujac
réwnanie ze zmienng x (jest ono oczywiscie przyktadem formy zdaniowej), usta-
lamy, dla jakich wartosci z staje si¢ ono zdaniem logicznym prawdziwym, a dla
jakich — falszywym. Takie rozumowanie doprowadzi nas do zastosowania form
zdaniowych przy definiowaniu zbioréw w podrozdziale 2.1.

1.3. Kwantyfikatory

W jezyku matematycznym bardzo czesto wystepuja sformutowania typu ,dla
kazdego”, ,dla wszystkich” lub, z drugiej strony, ,dla pewnego”, ,jistnieje”. Takie
sformutowania nazywamy kwantyfikatorami.

Na potrzeby przyktadéw wprowadzmy oznaczenia: N — zbior liczb natural-
nych, R — zbior liczb rzeczywistych.

Definicja 1.3.1. Wyrazenie ,dla kazdego” nazywamy kwantyfikatorem ogélnym
(duzym) i oznaczamy przez V.

Przyklad 1.3.2. Zdanie ,Kazda liczba ujemna jest mniejsza od 17 mozemy
zapisa¢ skrétowo
Ve(r < 0=z <1).

Definicja 1.3.3. Wyrazenie ,istnieje” nazywamy kwantyfikatorem szczegotowym
(malym) i oznaczamy przez 3.

Przyktad 1.3.4. Zdanie ,Istnieje liczba niemniejsza niz 1”7 zapisujemy symbo-
licznie jako
Jz(x > 1).

W czesci ksigzek mozna sie spotkaé¢ z innymi oznaczeniami kwantyfikatorow:
kwantyfikator ogélny jest oznaczany A, za$ kwantyfikator szczegbétowy jest ozna-
czany V.

Kwantyfikatorow uzywamy do zapisu zaréwno zdan logicznych, jak i form
zdaniowych.
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Przyklad 1.3.5. Zapiszmy symbolicznie zdanie logiczne ,Wszystkie liczby na-
turalne sg dodatnie”.

(Vo € N)(z > 0).
Takie zdanie jest oczywiscie zdaniem prawdziwym.

Przyktad 1.3.6. Zdanie ,Réwnanie 22 + 1 = 0 ma rozwigzanie w zbiorze liczb
rzeczywistych”, czyli inaczej ,Istnieje liczba rzeczywista, ktora jest rozwigzaniem
réwnania x? + 1 = 07, zapisujemy symbolicznie jako

(3r € R)(z* +1 = 0).

To zdanie logiczne jest oczywiscie fatszywe.

Przyktad 1.3.7. Wyrazenie x > 1 jest oczywiscie formg zdaniowg zmiennej x.
Po dodaniu odpowiedniego kwantyfikatora staje sie ona zdaniem logicznym praw-
dziwym: (3z € R)(xz > 1) lub zdaniem logicznym fatszywym: (Vo € R)(x > 1).

Przyktad 1.3.8. Forme zdaniows ,Liczba x jest liczbg naturalng parzysta”
mozemy zapisa¢ ,x = 2k dla pewnego k € N”, czyli uzywajac kwantyfikatora
szczegotowego jako

(3k € N)(x = 2k).

Na powyzszych przyktadach mozna zaobserwowaé¢ pewng prawidlowos¢.

Fakt 1.3.9. Po odpowiednim dodaniu kwantyfikatora forma zdaniowa jednej
zmiennej staje si¢ zdaniem logicznym. Po odpowiednim dodaniu kwantyfikatora
forma zdaniowa dwoch zmiennych staje sie forma zdaniowa jednej zmiennej itp.

Formy zdaniowe i kwantyfikatory stosowane sg przy symbolicznym formuto-
waniu twierdzen matematycznych, o czym przekonamy sie nieraz w dalszej czesci
ksigzki. Inne zastosowanie form zdaniowych i kwantyfikatoréw to definiowanie
zbioréw.
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Elementy teorii mnogosci

Teoria mnogosci jest inaczej zwana teorig zbioréw. Pojecie zbioru pojawito sie
juz na lekcjach matematyki w gimnazjum, a p6zniej w szkole ponadgimnazjalnej.
Przypomnijmy, ze pojecie zbioru jest pojeciem pierwotnym, czyli nie podaje sie
jego definicji. Na poprzednich etapach edukacji méwiono o podstawowych dziata-
niach na zbiorach, lecz przedstawiano je zazwyczaj w sposéb opisowy, najczesciej
z uzyciem owalnych diagraméw. W tym rozdziale przedstawimy podstawy teorii
zbioréw w sposob mozliwie najbardziej Scisty.

2.1. Podstawowe definicje

Przypomnijmy, ze zbiory oznaczamy zwyczajowo duzymi literami, np. A, B,
X, za$ elementy tych zbioréw — matymi literami, np. a, b, x.

Fakt, ze element = nalezy do zbioru A, zapisujemy jako = € A.

Fakt, ze element x nie nalezy do zbioru A, zapisujemy jako x ¢ A lub inaczej
—(xz € A).

Widzimy zatem, ze podstawowa forma zdaniowa w teorii zbioréw jest forma
zdaniowa x € A, gdzie A jest pewnym zbiorem.

Przypomnijmy, ze zbiory mozemy definiowaé¢ na trzy sposoby:

1. przez podanie stownego opisu zbioru — np. A = zbiér liczb naturalnych, nie

wigkszych niz 4,

2. poprzez wypisanie elementéw zbioru — np. A = {1,2, 3,4},
3. z zastosowaniem rachunku zdan (tj. za pomoca form zdaniowych, funktorow

i kwantyfikatoréw) — np. A ={n € N:n < 4}.

Ogolny schemat definiowania zbioréow z wykorzystaniem form zdaniowych jest
nastepujacy:

Niech ¢(z) oznacza forme zdaniowa zmiennej x. Zapis {z : ¢(x)} oznacza
ste elementy, ktore po podstawieniu w miejsce x powoduja, ze forma p(z) staje
si¢ zdaniem logicznym prawdziwym”. Wszystkie takie elementy tworza pewien
zbidr, ktéry bedziemy oznacza¢ A,. Tym samym wyjasnilismy sposéb definiowa-
nia zbioréw za pomoca zapisu A, = {x : p(x)}.

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze sposob definiowania zbioru przez wypisanie
jego elementow jest w pelni skuteczny tylko w przypadku zbioru skonczonego, tj.
zbioru, ktorego liczbe elementéw mozna ustalic. W przypadku przeciwnym, tzn.
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w przypadku zbioru nieskonczonego, musimy uzy¢ wielokropka przy wypisywaniu
elementow. Przesledzmy to na kolejnym przyktadzie.

Przyklad 2.1.1. Wykorzystujac przyktad 1.3.8, mamy
1. B = zbior liczb naturalnych parzystych,
2. B=1{2,4,6,8,10,...},
3. B={zeN: (3k e N)(z = 2k)}.

Sposrod wszystkich zbioréw wyrdznia sie dwa szczegdlne zbiory.

Definicja 2.1.2. Zbiér skonczony, ktéry nie posiada zadnych elementéw, nazy-
wamy zbitorem pustym i oznaczamy .

Definicja 2.1.3. Zbiér wszystkich elementoéw nazywamy uniwersum lub prze-
strzenig 1 oznaczamy U.

2.2. Relacje miedzy zbiorami

Pomiedzy zbiorami moga zachodzi¢ rézne relacje, tzn. zaleznosci. W mate-
matyce szkolnej przedstawiono opisowo relacje zawierania i rownosci zbioréw.
Ponizej przedstawimy $cisty zapis tych relacji.

Definicja 2.2.1. Zbiér A zawiera sie w zbiorze B, co oznaczamy A C B, jezeli
kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B, tzn.

(VzelU)(r e A =z € B).

Mowimy takze, ze zbior A jest podzbiorem zbioru B.

Definicja 2.2.2. Zbiér A jest réwny zbiorowi B, co oznaczamy A = B, jezeli
kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B i kazdy element zbioru B jest
elementem zbioru A, tzn.

VxreU)(r e A < x€B).

Zapis A C B oznacza fakt, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B lub jest réwny
temu zbiorowi.

Definicja 2.2.3. Jedli zbiér A jest podzbiorem zbioru B, réznym od zbioru B,
tzn. je$li A C B oraz A # B, to zbiér A nazywamy podzbiorem wtasciwym zbioru
B. Fakt ten zapisujemy krotko A C B.

Przyktadowe relacje miedzy zbiorami sg przedstawione w fakcie 2.3.1.
Uzywajac rachunku zdan, mozemy takze zapisa¢, kiedy dany zbior jest zbio-
rem pustym lub catym uniwersum.

Fakt 2.2.4. Zbiér C jest zbiorem pustym, tzn. C' = &, jezeli
(Vo e W) (~(x € O)).
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Fakt 2.2.5. Zbiér D jest calym uniwersum, tzn. D = U, jezeli

(Vz € U)(z € D).

2.3. Zbiory liczbowe

Najbardziej interesujacymi dla nas zbiorami sg zbiory liczbowe, tzn. zbiory,
ktorych elementami sg liczby. Przypomnijmy najwazniejsze zbiory liczbowe, kto-
re pojawity sie w dotychczasowej edukacji matematycznej. Przy okazji podamy
oficjalne oznaczenia tych zbioréw.

Najwczesniej w edukacji szkolnej pojawiaja si¢ liczby naturalne. Zbior wszyst-
kich liczb naturalnych oznaczamy litera N.

N&(1,23,4,5,...}.

Nastepnie pojawiaja sie liczby catkowite. Zbior wszystkich liczb catkowitych
oznaczamy litera Z.

7 —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Kolejny jest zbior wszystkich liczb wymiernych, oznaczany litera Q.

@g{x:xzz—)/\p,quAq#O}.

Wszystkie liczby poznane w ramach edukacji szkolnej, to liczby rzeczywi-
ste. Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych oznaczamy literg R. Te liczby, ktore
nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi. Zbiér wszystkich liczb nie-
wymiernych zapisujemy jako R\Q (znaczenie znaku \ wyjasnimy w nastepnym
podrozdziale).

Fakt 2.3.1. Pomiedzy najwazniejszymi zbiorami liczbowymi zachodza nastepu-
jace relacje
NCZCQCR

2.4. Dzialania na zbiorach

Na zbiorach mozna wykonywa¢ pewne dziatania. W gimnazjum i szkole po-
nadgimnazjalnej te dziatania przedstawia si¢ zazwyczaj opisowo, przy uzyciu
owalnych diagramow reprezentujacych zbiory i wyniki dziatan na tych zbiorach.
W tej czesci przedstawimy Sciste definicje dziatan na zbiorach oraz ich wynikéw.
Ponadto wprowadzimy dziatanie mnozenia kartezjanskiego zbioréw.
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Dodawanie zbioréw
Operacja dodawania zbioréw jest inaczej nazywana sumowaniem mmnogoscio-

wym.

Definicja 2.4.1. Sumqg mnogosciowq zbiorow A oraz B nazywamy zbior wszyst-
kich elementéw, ktére naleza do zbioru A lub do zbioru B. Sume zbioréw A oraz
B oznaczamy AU B.

AUBY {zcU:z2€ A Vze B}

Mnozenie mnogosciowe zbioréw

Definicja 2.4.2. lloczynem mnogosciowym zbioréw A oraz B nazywamy zbior
wszystkich elementéw, ktore nalezg réwnoczesnie do zbioru A i do zbioru B.
lNoczyn zbioréw A oraz B oznaczamy A N B.

ANBYE{zcU:2€ A ANz e B).
[loczyn zbioréw jest inaczej nazywany czescig wspolng tych zbiorow.

Odejmowanie zbioréw

Definicja 2.4.3. Roznicg mnogosciowg zbiorow A oraz B nazywamy zbior wszyst-
kich elementéw, ktore nalezg do zbioru A i nie naleza do zbioru B. Réznice
zbioréw A oraz B oznaczamy A\ B lub A — B.

A\BY (zclU:ze A A~(z€B)}.

Dopelnianie zbioru

Definicja 2.4.4. Dopelnieniem zbioru A nazywamy zbiér wszystkich elementéw,
ktére nie nalezg do zbioru A. Dopelnienie zbioru A oznaczamy A€ lub A’.

A Ly e U —(z € A)}.

Fakt 2.4.5. Dopetnienie zbioru A jest réznicg uniwersum U oraz tego zbioru,
tzn.

A°=1U\ A.

Mnozenie kartezjanskie zbioréw

Definicja 2.4.6. lloczynem kartezjanskim zbioréw A oraz B nazywamy zbior
wszystkich uporzadkowanych par (z,y), takich ze x € A oraz y € B. lloczyn
kartezjanski zbiorow A oraz B oznaczamy A X B.

AxBY{(z,y): € A Aye B}

(x,y) e AXB <= [r€ A ANy € B].
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Iloczyn kartezjanski zbioru A z samym sobg zwyczajowo zapisujemy jako
A2 A A
Podobnie dla n € N definiujemy

AT A Ax- o xA.

n czynnikéw

Przyktad 2.4.7. Dla najwazniejszych zbioréw liczbowych (patrz podrozdzial
2.3) mamy przykladowo

NUZ =2,
NNZ =N,

N\Z =g,

T-R\Q

R x R = R? (plaszczyzna),

R xR xR =R?* (przestrzen tréjwymiarowa).

Zmajac pojecie iloczynu mnogosciowego zbiorow, mozemy zdefiniowaé pojecie
zbioréw roztacznych.

Definicja 2.4.8. Méwimy, ze dwa zbiory A oraz B sg rozigczne, jedli ich iloczyn
jest zbiorem pustym, tzn. AN B = @.

Przyklad 2.4.9. Klasycznym przyktadem zbioréw roztacznych sa dany zbior
A i jego dopelnienie A°. W szczegdlnosci: zbior liczb wymiernych i zbior liczb
niewymiernych.

Korzystajac z rachunku zdan, fakt roztacznosci zbioréw A oraz B mozemy
zapisa¢ jako

(Vz € W)[-(x € AN B)],

czyli inaczej jako

(Vo € W[~(x € ANz € B)].

Podobne zapisy pojawig sie w nastepnym podrozdziale, przy okazji uzasad-
niania praw dziatan na zbiorach.

2.5. Podstawowe prawa dzialan na zbiorach

W twierdzeniu 1.1.4 pojawity si¢ niektore prawa logiczne, inaczej zwane pra-
wami rachunku zdan. W biezacej czesci sformutujemy analogiczne prawa rachun-
ku zbioréw.
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Twierdzenie 2.5.1 (podstawowe prawa dzialan na zbiorach).
Dla dowolnych zbioréw A, B oraz C' prawdziwe sa nastepujace rownosci:

ANA=A (idempotentno$¢é mnozenia zbioréw),
AUA=A (idempotentno$é dodawania zbioréw),
AuB=BUA (przemienno$¢ dodawania zbioréw),
ANB=BNA (przemienno$¢ mnozenia zbioréw),
(AUB)UC =AU (BUC(C) (tacznosé dodawania zbioréw),
(ANB)NC=ANn(BNQC) (taczno$¢é mnozenia zbioréw),
AU(ANB)=A (absorpcja),

AN(AuB)=A (absorpcja),

AUA=U (pochtanianie),

ANA“=o (pochlanianie),

(AUB) = AN B° (I prawo de Morgana dla zbioréw),
(AN B) = A°UB° (IT prawo de Morgana dla zbioréw),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (rozdzielnos¢ mnozenia zbioréw

wzgledem ich dodawania),
Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (rozdzielnos¢ dodawania zbioréw

wzgledem ich mnozenia).

Przyktad 2.5.2. Sprawdzmy, ze dla dwoch dowolnych zbioréw A, B prawdziwe
jest zdanie (AU B)¢ = A°N B
Korzystajac z definicji réwnosci zbiorow, otrzymujemy, ze dane zdanie jest
prawdziwe, jesli
(Vz e U)(z € (AU B) <= z € (A°N BY)).
W dalszym ciagu zajmiemy sie formg zdaniowa zmiennej x postaci

r € (AUB)" < z € (A°NB°).

Korzystajac kolejno z definicji dopehienia, iloczynu oraz sumy zbioréw, otrzy-
mujemy formy zdaniowe

—(r € AUB) <= (v € A° Nz € B°),
“(re A VreB) < (~(xre€A) AN-(xeDB)).

Zamiast formy zdaniowej ,x € A” zapiszmy ,p”, zamiast formy ,x € B”
zapiszmy ,,q”. Otrzymamy w ten sposob logiczne zdanie ztozone

=(pVaq) <= (—p A—q).
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W przyktadzie 1.1.5 pokazalidémy, ze takie zdanie logiczne jest tautologia. Za-
tem wymienione poprzednio formy zdaniowe staja si¢ prawdziwymi zdaniami
logicznymi po podstawieniu w miejsce x dowolnego elementu uniwersum U. Tym
samym dowiedliSmy prawdziwosci zdania

(Ve e UW)(z € (AUB)° <= z € (A°N BY)),
czyli réwniez zdania
(VA,BCU)(AU B)* = A°N B-.

Definicja 2.5.3. Rodzing zbioréw nazywamy zbior, ktérego elementami sg zbio-
ry.

Przyktadem rodziny zbioréw jest rodzina wszystkich podzbioréw ustalonego
zbioru X C U, a w szczegdlnosci rodzina podzbioréw uniwersum U.

Dygresja
Na zakonczenie rozdziatu poswigconego elementom teorii mnogosci warto zro-

bi¢ matg dygresje i spojrzeé na te teorie z szerszego punktu widzenia. Na poczatek
zdefiniujemy pojecie algebry Boole a.

Definicja 2.5.4. Niech w zbiorze B okreslone sa dwa dziatania dwuargumentowe
U iMN oraz dziatanie jednoargumentowe ~. Ponadto niech sg wyr6znione dwa rézne
elementy ,0” oraz ,17. Zbior B nazywamy algebrg Boole’a, jesli dla dowolnych
a,b,c € B spetnione sg warunki:

(aUb)Uc=aU(bUc) (tacznosé dziatania U),

(anb)Nec=an(bNec) (taczno$é dziatania N),

aUb=>bUa (przemienno$¢ dziatania U),

anb=>bNa (przemienno$¢ dziatania N),

aU(anNb)= (absorpcja),

anN(aUb)=a (absorpcja),

an(bUc)=(anb)U(anc) (rozdzielnos¢,
Udne)=(aUb)n(aUc) dziatan),

aU~a=1 (pochtanianie),

aN~a=0 (pochlanianie).

Podstawy teorii algebry Boole’a przedstawil matematyk angielski George Boole
(1815-1864) w swym opracowaniu An Investigation of the Laws of Thought z 1854
roku.

7 twierdzenia 2.5.1 wynika nastepujacy fakt:
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Fakt 2.5.5. Rodzina wszystkich podzbioréw uniwersum U wraz z dziataniami
dwuargumentowymi dodawania i mnozenia mnogosciowego zbioréw, z dziataniem
jednoargumentowym dopelniania zbioru oraz z wyréznionymi elementami & oraz
U jest algebre Boole’a.

Fakt 2.5.6. Algebrag Boole’a jest roéwniez dwuelementowy zbiér wartosci logicz-
nych {0,1} z dzialaniami alternatywy, koniunkcji i negacji oraz wyrdznionymi
elementami [pA—p| i [pV—pl. Algebra ta stanowi teoretyczna podstawe elektroniki
cyfrowe;j.

Osoby zainteresowane tematem algebr Boole’a odsytamy np. do [24].

Koniec dygresji
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Elementy analizy matematycznej



Rozdzial 3

Wstep do teorii funkcji

Pojecie funkcji wystapito juz w edukacji matematycznej z zakresu gimna-
zjum i szkoly ponadgimnazjalnej. Pojawity sie tam réwniez podstawowe wia-
snosci funkcji oraz elementarne dziatania na funkcjach. W niniejszym rozdziale
uporzadkujemy i sformalizujemy te podstawowe wiadomosci z teorii funkcji. Po-
nadto wprowadzimy nowe rodzaje dziatan na funkcjach — ztozenie funkcji oraz
odwracanie funkcji. Oméwimy nowe dla wiekszosci abiturientéw szkot ponadgim-
nazjalnych typy funkcji — funkcje wyktadnicze, logarytmiczne oraz cyklometrycz-
ne.

3.1. Podstawowe pojecia

Definicja 3.1.1. Funkcjg f ze zbioru X w zbior Y nazywamy takie przyporzad-
kowanie, ktore kazdemu elementowi x ze zbioru X przypisuje doktadnie jeden
element y ze zbioru Y.

Przyktad 3.1.2. Przez M oznaczymy zbiér wszystkich matek, zas przez D zbior
wszystkich dzieci. Przyporzadkowanie ,,jest matka dziecka”, ktére matce m € M
przypisuje jej dziecko d € D, nie jest funkcja (wszak jedna matka moze mieé
wiecej niz jedno dziecko). Natomiast przyporzadkowanie ,jest dzieckiem matki”,
ktore dziecku d € D przypisuje jego matke m € M jest funkcja.

Fakt, ze elementowi x jest przypisany element y, zapisujemy krétko y = f(x),
co odcezytujemy .y jest wartoscia funkcji f dla argumentu z”. Zamiast pisaé
sfunkcja f ze zbioru X w zbior Y7, piszemy krotko f: X — Y. Przypomnijmy,
ze zbior X nazywamy zbiorem argumentow lub dziedzing funkcji f i oznaczamy
czesto Dy. Natomiast zbior Y to przeciwdziedzina funkcji f.

Definicja 3.1.3. Zbiér wartosci ZW; funkcji f to podzbiér przeciwdziedziny
(tzn. ZW; CY), okre$lony warunkiem

IWy={yeY :(FTre X)y= f(z)}.

Réznica miedzy przeciwdziedzing a zbiorem wartosci funkeji widoczna jest na
rysunku 3.1.
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Rysunek 3.1. Zbiér wartosci funkcji

W dotychczasowej edukacji matematycznej wykres funkcji okreslano jako je-
den ze sposobéw przedstawienia funkcji liczbowej, jako ,graficzna interpretacje
funkcji”. Ponizej podamy $cista definicje wykresu funkeji.

Definicja 3.1.4. Wykresem graph; funkcji f: X — Y nazywamy podzbidr ilo-
czynu kartezjanskiego X x Y, okre$lony warunkiem

graphfd:ef{(:p,y) eEXxY:zeXANy=f(x)}.

W przypadku funkcji f rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej, tzn. funkeji
f: X — R, gdzie X C R, wykres graph; jest podzbiorem R?, czyli ptaszczyzny.

Przyktad 3.1.5. Wykresem funkcji liniowej f(z) = ax + b, gdzie a,b € R, jest
prosta na plaszczyznie. Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz +c, gdzie
a,b,c € R, a # 0, jest parabola. Przyktadowe wykresy funkcji liniowej i funkeji
kwadratowej przedstawiono na rysunku 3.2.

3.2. Podstawowe wtasnosci funkcji rzeczywistych jednej
zmiennej rzeczywistej

Do podstawowych wtasnosci funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywi-
stej, tzn. funkcji f: X — R, gdzie X C R, naleza ograniczonos¢, monotonicznosc,
roznowarto$ciowos¢, parzysto$é oraz okresowos¢. Ponizej podamy $ciste definicje
tych wlasnosci. Zaczniemy jednakze od zdefiniowania rownosci funkcji oraz funkcji

2
,ha’.
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Y A Y A

y=ax+b

y=ax’+bx+c

Rysunek 3.2. Wykres funkcji liniowej i wykres funkcji kwadratowej

Definicja 3.2.1. Funkcja f jest tozsamosciowo rowna funkcji g, jesli dziedziny
tych funkcji sa takie same oraz dla kazdego argumentu wartosci tych funkcji sa
rowne, tzn. jesli

Di=D,=D A (VzxeD)f(z)=g(z).

Tozsamosciows réwnos¢ funkcji oznaczamy f = g.

Definicja 3.2.2. Mowimy, ze funkcja f jest funkcjg ze zbioru X na zbior Y,
co oznaczamy f: X =3 Y, jedli zbiér wartoéci ZW; tej funkcji jest réwny jej
przeciwdziedzinie Y, tzn.

(VyeY)(Fr € X) y = f(2).

Przyktad 3.2.3. Rozwazmy funkcje liczbowa f(z) = 2° + /3. Oczywiscie jej
przeciwdziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, tzn. Y = R. Jak tatwo sprawdzic,
dowolna liczba rzeczywista jest wartoscia funkeji f, tzn. ZW; = R. Zatem funkcja
f(z) = 2° + /3 jest funkcja ,na”.

Definicja 3.2.4. Funkcja f: X — Y jest funkcja ograniczong z gory, jesli
(M e R)(Vz € X) f(z) < M.
Przyktad 3.2.5. Rozwazmy funkcje f(x) = sinz, gdzie Dy = R. Poniewaz
(Vx € R) sinz < 1,

to dana funkcja jest ograniczona z gory, na przyktad przez liczbe 1.

Definicja 3.2.6. Funkcja f: X — Y jest funkcja ograniczong z dotu, jesli

(Im e R)(Vz € X) f(z) > m.
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Przyktad 3.2.7. Rozwazmy funkcje f(x) = sinz, gdzie Dy = R. Oczywiscie
(Vx € R) sinz > —1.

Zatem dana funkcja jest ograniczona z dotu, np. przez liczbe —1.

Definicja 3.2.8. Funkcja f: X — Y jest funkcja ograniczong, jesli jest ograni-
czona zaroOwno z gory, jak i z dohu.

Przyklad 3.2.9. Poniewaz
(Vxr e R) —1<sinz <1,

to funkcja f(z) = sinx jest funkcja ograniczona.

Definicja 3.2.10. Niech dana bedzie funkcja f: X — Y oraz niech A C X
bedzie przedzialem. Funkcja f jest na przedziale A
— rosngca, jesli
(\V/ZL'l,fL’Q S A) [ZL‘l < Ty = f(l'l) < f(l'g)],
— niemalejgca, jesli
(V$1,$2 € A) [l’l < Ty = f(.fl) < f(.fL'Q)],
— malejgca, jesli
(\V/ZL'l,fL’Q S A) [ZL‘l < Ty = f(l'l) > f(l'g)],
— ngerosnqca, jesli
(Var, 22 € A) [11 <12 = f(21) > f(22)],
— stata, jesli
(Vxq, 29 € A) (11 < 29 = f(21) = f(29)].

Definicja 3.2.11. Funkcja f: X — Y jest monotoniczna na przedziale A C X,
jesli jest na tym przedziale rosnaca lub niemalejaca, lub malejaca, lub nierosnaca,
lub stata.

Relacje pomigdzy zbiorami poszczegdlnych typoéw funkeji monotonicznych
przedstawione sg na rysunku 3.3.

funkcje niemalejace funkcje nierosnace

funkcje rosnace funkcje state funkcje malejace

Rysunek 3.3. Funkcje monotoniczne
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Przyktad 3.2.12. Uzasadnijmy, ze funkcja f(z) = 3x — 4 jest monotoniczna na
zbiorze liczb rzeczywistych, tzn. na przedziale A dla A = R.
Niech x1, 25 € R oraz x; < xs. Otrzymujemy kolejno:

T < Zg, /-3,
3r; < 31’2, /_ 47
3r1—4 < 3x9—4,
flx) < f(ae).

Pokazalismy, ze
(V1,22 € R) [11 < 22 = f(21) < f(22)],

czyli ze f(x) = 3x — 4 jest funkcja rosnaca na R.

Definicja 3.2.13. Funkcje f: X — Y nazywamy funkcjg réznowarto$ciowg na
przedziale A C X, jesli

(Vay, 20 € A) [21 # 29 = f(21) # f(22)).
Czasami wygodniej jest stosowa¢ warunek réwnowazny
(\V/ZL‘l, To € A) [f(l’l) = f(ZL'Q) = I = ZL‘Q].

Funkcje f: X — Y nazywamy funkcja réznowartosciowg, jesli jest réznowar-
tosciowa na catej swej dziedzinie.

Przyktad 3.2.14. Uzasadnijmy, ze funkcja f(x) = 23 jest réznowartosciowa na
zbiorze R. Niech x1, x5 € R oraz x1 # xy. Wowczas

r1 — 29 # 0 oraz xf+x1~x2+x§7é0.
W konsekwencji
fla) = f(z2) = 2} — a5 = (21 — w2) (2] + 21 - 22 + 73) # 0.
Pokazalismy, ze
(Vor, 22 € R) [11 # 22 = f(21) # f(22)].

Zatem funkcja f(z) = 23 jest réznowartodciowa na zbiorze R.

Definicja 3.2.15. Funkcja f: X — Y jest funkcja parzystq, jesli

(Ve e X) [—z € X A f(—z) = f(x)].
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Przyktad 3.2.16. Uzasadnijmy, ze funkcja f(z) = cos2z + cosx jest funkcja
parzysta. Oczywiscie X = D; = R. Ponadto (Vz € R)(—z € R). Korzystajac
7z Wzoru trygonometrycznego cos(—a) = cos a, otrzymujemy, ze

(Vz € R)(cos(—x) = cosx A cos(—2x) = cos 2z).
Pokazalismy zatem, ze
(Vz € R) [—z € R A cos(—2z) + cos(—x) = cos 2z + cos z],

czyli ze dana funkcja jest parzysta.

Definicja 3.2.17. Funkcja f: X — Y jest funkcja nieparzystq, jesli
(Ve e X) [—z € X A f(—z) = —f(x)].

Przyktad 3.2.18. Przykladem funkcji nieparzystej jest funkcja f(x) = sinz +
sin 2x + sin 3.

Graficznie wlasno$¢ parzystosci funkcji mozna interpretowaé nastepujaco.

Fakt 3.2.19. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy. Wy-
kres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem srodka O uktadu wspotrzed-
nych.

Przyktadowe wykresy funkcji parzystej i funkcji nieparzystej przedstawiono
na rysunku 3.4.

y A

Rysunek 3.4. Wykres funkcji parzystej i wykres funkcji nieparzystej

Definicja 3.2.20. Funkcje f: X — Y nazywamy funkcja okresowq, jesli
T >0)Vz e X)[(z+T)e XA fxa+T) = f(x)].

Najmniejsza liczbe dodatnia 1" o wyzej wymienionych wtasnosciach nazywamy
okresem funkcji f.
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Przyktad 3.2.21. Klasycznymi przyktadami funkcji okresowych sg funkcje try-
gonometryczne. Funkcje f(x) = sinz oraz f(x) = cosz maja okres T = 2,
podczas gdy okres funkcji f(z) = tgx oraz f(x) = ctgx wynosi T' = 7.

7, okresowosci funkcji trygonometrycznych wynikaja m.in. nastepujace wzory,
z ktorych bedziemy korzystali niejednokrotnie w dalszej czesci ksigzki:

Twierdzenie 3.2.22. Dla dowolnego k € Z prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

(3.2.1) sin(x 4+ 2km) =sinz  dlaz € R,

(3.2.2) cos(x 4 2km) = cosx dlaz € R,

(3.2.3) tg(x + km) =tgx dlaz # g + nm, gdzie n € Z,
(3.2.4) ctg(x + kr) = ctge  dla z # nr, gdzie n € Z.

Wtasnosé okresowoéci funkcji mozna sformutowaé¢ w zdaniu ,Wykres funkcji
okresowej jest powtarzalny”. Oznacza to, ze dla funkcji okresowej o okresie T’
wystarczy narysowac fragment jej wykresu dla argumentéw z przedziatu dhugosci
T, np. z przedziatu (a,a+ T') dla pewnego a € R. Nastepnie ten fragment nalezy
przesunaé réwnolegle o wektor v = [T, 0], potem znéw o ten sam wektor itd.
Z drugiej strony narysowany fragment wykresu nalezy sukcesywnie przesuwac
o wektor — = [T, 0], az do otrzymania wykresu funkcji f na calej jej dziedzinie.
Przyktadowy wykres funkcji okresowej pokazano na rysunku 3.5.

A

Rysunek 3.5. Wykres funkcji okresowej

Przyktad 3.2.23. Uzasadnimy, ze funkcja f(x) = 2sinz + sin 2z jest funkcja
okresowa o okresie T = 2. Oczywiscie Dy = R. Musimy pokazac, ze

(Vz € R) [(x +27) € RA f(z +2m) = f(2)].
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Oczywiscie prawda jest, ze
(Vo € R)(z+27) € R.

Wyznaczmy f(x + 27). Korzystajac z réwnosci (3.2.1), dla dowolnego = € R
otrzymujemy

f(x +2m) = 2sin(x + 27) + sin 2(z + 27) =
= 2sin(x 4 27) + sin(2z + 47) =
= 2sinz +sin 2z = f(x).

Pokazalismy zatem, ze dana funkcja jest okresowa.

3.3. Dzialania na funkcjach

W edukacji matematycznej z zakresu gimnazjum i szkoty ponadgimnazjalnej
pojawily sie podstawowe dziatania na funkcjach — dziatania arytmetyczne. Na
poczatek przypomnijmy definicje wynikéw tych dziatan.

Definicja 3.3.1 (dzialania arytmetyczne na funkcjach).
Jesli funkcje f oraz g maja wspdlng dziedzing Dy = D, = D, to sume, réznice,
iloczyn oraz iloraz tych funkcji definiujemy nastepujaco:

— suma funkcji

(f+9)(2) = f(x) +g(z), gdziex €D,
— roznica funkcji
(f = 9)(x) € f(z) = g(x), gdzie v € D,
— iloczyn funkcji
(f-9)(x) € f(x) - g(x), gdzie x € D,
— iloraz funkcji

f ef f(l') : . _
<§> () @, gdzie x € D\ {z : g(z) = 0}.

[oN

Oprocz dziatan arytmetycznych na funkcjach mozna wykonywaé dziatania
sktadania funkcji oraz odwracania funkcji. Ponizej wprowadzimy definicje tych
dziatan.
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Definicja 3.3.2 (zlozenie funkcji).
Niech beda dane dwie funkcje f: X — Y, g: Z — W, gdzie Y C Z. Zlozeniem
funkcji f oraz g nazywamy funkcje go f: X — W, okre§long wzorem

(3.3.1) (9o f)(x) = g(f(x)).

Ztozenie funkcji nazywamy inaczej superpozycjq funkcji. Zapis g o f czytamy
g ztozone z 7. Funkcje f nazywamy funkcjq wewnetrzng, zas funkcje g — funkcjg
zewnetrzng ztozenia g o f.

Pojecie ztozenia funkcji jest zilustrowane na rysunku 3.6.

Rysunek 3.6. Ztozenie funkcji

Przyklad 3.3.3. Rozwazmy funkcje f(z) = sinx, gdzie Dy = R, oraz g(z) = 22,
gdzie D, = R. Dokonajmy ztozen g o f oraz f o g. Korzystajac ze wzoru (3.3.1),
otrzymujemy
(90 f)(@) = g(f(z)) = g(sinz) = (sinz)?,
(fog)(@) = flg(x)) = f(a?) = sina”.
Przy okazji zauwazmy, ze
Dyoy =R, ZWyor = [0,1],
Dyoy =R, ZWiog = [—1,1].
Definicja 3.3.4 (funkcja odwrotna).
Niech f: X — Y bedzie funkcjg ,na” i réznowartosciows na przedziale A C X.

Funkcjq odwrotng do funkcji f na przedziale A nazywamy funkcje f~!, okreslona
wzorem

(3.3.2) f'y) =1 < y=f(x) dladowolnego x € A.
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Przyktad 3.3.5. ZnajdZmy funkcj¢ odwrotng do funkcji f(z) = x3. Oczywiscie
D; = R. Na poczatek zauwazmy, ze funkcja f jest réznowartosciowa na catym
zbiorze R (patrz przyklad 3.2.14). Ponadto funkcja f jest funkcja ,na”, gdyz
dowolna liczba rzeczywista jest szeScianem jakiej$ innej liczby rzeczywistej, tzn.
ZW; =Y = R. Zatem istnieje funkcja odwrotna f~!. Korzystajac ze wzoru
(3.3.2), otrzymujemy

[Tlly)=2 = y=2>, [V,
\3/??:\3/?7
JVy = x.

Zatem funkcja odwrotna do f(x) = #* jest zadana wzorem f~'(y) = ¥y, gdzie
Dj1 =R

3.4. Funkcja wykladnicza

W tym podrozdziale przedstawimy definicje i podstawowe wtasnosci funkcji
wyktadniczej. Ponadto podamy ogdlny schemat rozwiazywania réwnan i nieréw-
nosci wyktadniczych.

Definicja 3.4.1. Funkcjg wykiadniczg o podstawie a, gdzie a > 0, a # 1, nazy-
wamy funkcje postaci f(x) = a”. Dziedzina funkcji wyktadniczej jest caty zbior
liczb rzeczywistych, tzn. Dy = R.

Przyktad 3.4.2. Wykres funkcji wyktadniczej f(z) = (%)z przedstawiono na
rysunku 3.7.

\

R % 3%
Rysunek 3.7. Wykres funkcji wykladniczej f(x) = (%)“

Przyktad 3.4.3. Wykres funkcji wyktadniczej f(z) = 2* przedstawiono na ry-
sunku 3.8.
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32 -1 3 3z
Rysunek 3.8. Wykres funkcji wykladniczej f(x) = 2*

Wykres funkcji wyktadniczej nazywamy krzywg wykladniczg.

Fakt 3.4.4. Krzywa wykladnicza y = a®, gdzie a € (0, 1), ma ksztalt zblizony
do krzywej wyktadniczej y = (%)fD Krzywa wyktadnicza y = a”, gdzie a > 1, ma
ksztalt zblizony do krzywej wyktadniczej y = 2*.

Z wykresow mozemy odczytaé¢ wtasnosci funkeji wyktadnicze;j.

Twierdzenie 3.4.5 (wlasno$ci funkcji wykladniczej).
Funkcja wykladnicza f(z) = a”, gdzie a > 0, a # 1, ma nastepujace wtasnosci:
— Dy =R,
— ZW; = (0,400),
— jest funkcja ograniczong z dotu,
— dla a € (0, 1) jest funkcja malejaca na calej dziedzinie,
— dla a > 1 jest funkcja rosnaca na catej dziedzinie,
— jest funkcja réznowartos$ciowa,
— jej wykres przecina o§ Oy w punkcie (0, 1).

Z wtlasnosci funkcji wyktadniczej wynika ogélny schemat rozwiazywania row-
nan i nieréwnosci wyktadniczych.

Twierdzenie 3.4.6. Dla a > 0, a # 1 oraz dowolnych funkcji f i g prawdziwe
sg nastepujace réwnowaznosci:

(3.4.1) o/ = ot = f(x) = g(2),
(3.4.2) @ < 9@ — f(z)>g(z) gdyae(0,1),
(3.4.3) @ < 9@ —= f(z) <g(z) gdya>1.
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Przykltad 3.4.7. Rozwiazemy réwnanie wyktadnicze 2* = 8. Korzystajac ze
wzoru (3.4.1), mamy

2% =8,
27 = 23,
=3

Przyklad 3.4.8. Rozwigzmy nierownos¢ wyktadnicza 3% < 27. Korzystajac ze
wzoru (3.4.3), otrzymujemy

3% < 27,
3 < 3?,
T < 3.

Przyklad 3.4.9. Rozwigzmy nieréwnos¢ wyktadnicza (é)m > %. Korzystajac ze
wzoru (3.4.2), dostajemy

Wiecej przyktadéw rozwigzan réwnan i nieréwnosci wyktadniczych mozna
znalezé np. w [23].

3.5. Funkcja logarytmiczna

W tym podrozdziale przedstawimy definicje i podstawowe wtasnosci funkcji
logarytmicznej. Ponadto podamy ogélny schemat rozwiazywania réwnan i nierow-
nosci logarytmicznych. Najpierw przedstawimy jednak pojecie logarytmu, wpro-
wadzone do matematyki w XVII wieku przez matematyka szkockiego Johna Ne-
pera oraz matematyka angielskiego Henry’ego Briggsa.

Z rbéznowartosciowosci funkeji wyktadniczej f(x) = a” dla a > 0, a # 1 wyni-
ka, ze dla dowolnej liczby dodatniej b istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista
c, taka ze a® = 0.

Definicja 3.5.1. Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, gdzie a > 0,
a # 1, nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy podnies¢ liczbe a, zeby
otrzymac liczbe b, tzn.

(3.5.1) log, b =c < a“ =b, gdzie a >0, a# 1, b > 0.

Przyktad 3.5.2. log, 8 = 3, log; 1 =0, log, 7 =1, log, —2.

1_
=
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Logarytmy przy podstawie 10 nazywamy logarytmami dziesietnymi. Logaryt-
my dziesietne odgrywaja istotng role w obliczeniach inzynierskich.

Twierdzenie 3.5.3 (wlasno$ci logarytméw).
Niech a > 0, a # 1, b,c > 0. Wowczas

(3.5.2) log, 1 =0,
(3.5.3) log,a =1,
(3.5.4) '8t = p,
(3.5.5) log, b° = ¢ - log, b,
(3.5.6) log,(b- ¢) =log, b+ log, c,
b
(3.5.7) log, <—> = log, b — log, c,
c
1
(3.5.8) log, ¢ = —22°  gdzie b > 0,b# 1.
log, a

Wzér (3.5.8) zwany jest wzorem na zamiane podstawy logarytmu. Whasnosci
logarytmow pozwolity skonstruowaé suwak logarytmiczny — przyrzad, ktory uta-
twial wykonywanie obliczen przyblizonych i ktory byt w powszechnym uzyciu az
do lat szes¢dziesigtych XX wieku.

Zmajac pojecie logarytmu, mozemy rozwigzywaé nieco trudniejsze réwnania
i nierownosci wyktadnicze.

Przyklad 3.5.4. Rozwiazmy nieréwno$¢ wyktadniczg 3* < 14. Korzystajac
z whasnosci (3.5.4) oraz ze wzoru (3.4.3), otrzymujemy

3" < 14,
3T < 310g3 14’
x < logs 14.
Zmajac pojecie logarytmu, mozemy takze zdefiniowa¢ funkcje logarytmiczna.

Definicja 3.5.5. Funkcjg logarytmiczng o podstawie a, gdzie a > 0, a # 1,
nazywamy funkcje f(z) = log, z, gdzie x > 0.

Przyktad 3.5.6. Wykres funkcji logarytmicznej f(z) = logs x przedstawiono na
rysunku 3.9.

Przyktad 3.5.7. Wykres funkcji logarytmicznej f(z) = log, = przedstawiono na
rysunku 3.10.
Wykres funkcji logarytmicznej nazywamy krzywq logarytmiczng.

Fakt 3.5.8. Krzywa logarytmiczna y = log, x, gdzie a € (0, 1), ma ksztalt zbli-
zony do krzywej logarytmicznej y = log LT Krzywa logarytmiczna y = log, z,
gdzie a > 1, ma ksztalt zblizony do krzywej logarytmicznej y = log, x.
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N[

D[ |

Rysunek 3.10. Wykres funkcji logarytmicznej f(z) = logy =

7 wykreso6w mozemy od

Twierdzenie 3.5.9 (wlas
Funkcja logarytmiczna f(x
snosci:

o Df = (07 +OO),

— ZWy =R,

czyta¢ wtasnosci funkcji logarytmiczne;j.

nosci funkcji logarytmicznej).
) = log, x, gdzie a > 0, a # 1, ma nastepujace wla-

— dla a € (0,1) jest funkcja malejaca na calej dziedzinie,

— dla a > 1 jest funkcja

rosnaca na catej dziedzinie,

— jest funkcja réznowartos$ciowa,
— jej wykres przecina o§ Oz w punkcie (1,0).

Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna sa Scisle ze soba zwiazane.

Twierdzenie 3.5.10. Niech a > 0, a # 1. Funkcja logarytmiczna f(x) = log, «,
gdzie x > 0, jest funkcja odwrotna do funkcji wyktadniczej f(x) = a”.
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7 wtasnosci funkcji logarytmicznej wynika ogolny schemat rozwigzywania row-
nan i nieréwnosci logarytmicznych.

Twierdzenie 3.5.11. Dla a > 0, a # 1 oraz dowolnych funkcji dodatnich f i g
prawdziwe sg nastepujace rownowaznosci

(3.5.9) log, f(x) = log, g(z) < f(x) = g(x),
(3.5.10) log, f(z) <log,g(x) <= f(z) >g(x) gdyae€ (0,1),
(3.5.11) log, f(z) <log,g(z) <= f(x) <g(z) gdya>1.

Przyklad 3.5.12. Rozwigzmy nieréwnos¢ logarytmiczna
2
log% x° — log% x> 1og% 3.

Na poczatek musimy zalozyé, ze 22 > 0 Az > 0. ZaloZenie to jest réwnowazne za-
lozeniu = > 0. Korzystajac z whasnosci (3.5.7) oraz wzoru (3.5.10), otrzymujemy
kolejno

log% - log% x> log% 3,

Uwzgledniajac zatozenie, otrzymujemy rozwiazanie danej nieréwnosci: x € (0, 3.

Wiegcej przyktadéw rozwiazan réwnan i nieréwnosci logarytmiczych mozna
znalezé np. w [23].

3.6. Funkcje cyklometryczne

W biezacym podrozdziale oméwimy klase funkeji odwrotnych do funkcji try-
gonometrycznych, zwana klasa funkcji cyklometrycznych lub inaczej funkcji ko-
towych. Osoby, ktére nie znaja funkcji trygonometrycznych dowolnego kata, od-
sytamy np. do [3] lub [23].

Rozwazmy funkcje f(x) = sinz z dziedzing ograniczong do przedziatu [—7, 7]
oraz z przeciwdziedzing ograniczona do przedziatu [—1,1], to znaczy funkcje
sin: [-%, 5] — [~1,1]. Latwo zauwazy¢, ze taka funkcja jest funkcja réznowar-
tosciowsg 1 funkcja ,na”. Istnieje zatem funkcja odwrotna do tej funkcji.

Definicja 3.6.1. Funkcja arkus sinus nazywamy funkcje odwrotna do funkcji

sin: [—%,5] — [-1,1], tzn. funkcje arcsin: [-1,1] — [—7, 7] okrelong warun-
kiem
) . T
arcsine =y <= x =siny dlaz e [-1,1], y € [—5,5}
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y = arcsinzx
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Rysunek 3.11. Wykres funkcji f(x) = arcsinz

Wykres funkcji f(x) = arcsinz przedstawiono na rysunku 3.11.
Podobnie definiujemy funkcje odwrotne do pozostatych funkcji trygonome-

trycznych.
Definicja 3.6.2. Funkcjg arkus cosinus nazywamy funkcje odwrotnag do funkcji

cos: [0, 7] — [—1,1], tzn. funkcje arccos: [—1,1] — [0, 7] okreslona warunkiem

ArccosxT =y <= & = CosY dlaz e [-1,1], y € [0,7].

Definicja 3.6.3. Funkcja arkus tangens nazywamy funkcje odwrotng do funkcji
Z,Z) okreslona warunkiem

Tom
272

tg: (=5, 5) — R, tzn. funkcje arctg: R — (
™ 7T>

arctgr =y < z =tgy dlaxER,yE(—§,§
Definicja 3.6.4. Funkcjg arkus cotangens nazywamy funkcje odwrotng do funk-
cji ctg: (0,7) — R, tzn. funkcje arcctg: R — (0, 7) okreslona warunkiem
arcctgr =y <= z =ctgy dlaz €R, y € (0,7).
Wykresy funkcji arkus cosinus, arkus tangens oraz arkus cotangens przedsta-

wione sa odpowiednio na rysunkach 3.12, 3.13 i 3.14.
Podobnie jak miedzy funkcjami trygonometrycznymi, tak i miedzy funkcja-

mi cyklometrycznymi zachodza pewne zwigzki. Niektére z nich przedstawiamy

ponizej.
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Y A
TC —
s
2
Yy = arccosx
T v >
-1 0 1z

Rysunek 3.12. Wykres funkeji f(z) = arccosx

Yy = arctgx

KY

Twierdzenie 3.6.5. Dla dowolnego = € [—1, 1] prawdziwe sa nastepujace tozsa-

mosci
(3.6.1) arcsinz + arccosx = g,
(3.6.2) arcsinz = — arcsin(—z),

(3.6.3) arccosx = m — arc cos(—x).
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Ny

= arcctgx

S 4

0

Rysunek 3.14. Wykres funkcji f(z) = arcctg z

Twierdzenie 3.6.6. Dla dowolnego x € R prawdziwe sg nastepujace tozsamosci

(3.6.4) arctgx + arcctgr = g,

(3.6.5) arctgx = —arctg(—x).

Ponadto jezeli y € R oraz zy < 1, to

(3.6.6) arctgx + arctgy = arctg f +y :

3.7. Funkcje elementarne

Definicja 3.7.1. Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje
nastepujacych typow:
— funkcja stata, tzn. funkcja postaci
f(z) =¢, gdzie c to ustalona liczba rzeczywista,
— funkcja potegowa, tzn. funkcja postaci
f(x) =2z gdzie a € R jest ustalone,
— funkcja wyktadnicza, tzn. funkcja postaci
f(z) =a", gdziea>0,a+#1,
— funkcja logarytmiczna, tzn. funkcja postaci
f(z) =log,x, gdziea>0,a#1, x>0,
— funkcje trygonometryczne, tzn. funkcje
f(z) =sinz, f(x) = cosz,
flx) =tgz,  f(z)=ctguz,
— funkcje cyklometryczne, tzn. funkcje
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f(z) = arcsinz, f(z) = arccosz,

f(x) = arctgx, f(x) = arcctg z.

Definicja 3.7.2. Funkcjami elementarnymi nazywamy te funkcje, ktére mozna
otrzymaé z podstawowych funkcji elementarnych za pomoca dziatan arytmetycz-
nych oraz operacji sktadania funkcji, stosowanych skonczong ilo$¢ razy.

Przyktad 3.7.3. Funkcje wielomianowe, czyli funkcje postaci
W(x) = apa" + ap_12™ ' 4 ...+ a17 + ag,

gdzien € N, a,,a,_1,...,a1,a9 € R, a, # 0. Dziedzinag kazdej funkcji wielomia-
nowej jest zbior R. Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu W .

Przyktad 3.7.4. Funkcje wymierne, czyli funkcje postaci

W (z)
Viz)’

fx) =

gdzie W (z), V(z) sa funkcjami wielomianowymi oraz V' % 0. Jedli stopien wielo-
mianu W jest mniejszy niz stopien wielomianu V', to funkcje wymierna f nazy-
wamy wlasciwg.

Przyktad 3.7.5. Funkcja ,warto$¢ bezwzgledna”, tzn. funkcja |z| = Va2, okre-
Slona dla kazdego = € R.

W dalszych czedciach ksiazki skoncentrujemy swa uwage wtadnie na funkcjach
elementarnych.

Definicja 3.7.6. Funkcjg nieclementarng nazywamy kazda funkcje, ktéra nie
jest elementarna.

Przyktadem funkcji nieelementarnej jest funkcja ,czesé catkowita”. Funkcja ta
ma zastosowanie m.in. w teorii granic ciagéw (patrz przyktady 4.4.2 oraz 4.4.3).
Zainteresowanych innymi przyktadami funkcji nieelementarnych odsytamy np. do

(4] ub [7].

Definicja 3.7.7. Czescig calkowitg E(x) z liczby rzeczywistej x nazywamy naj-
wieksza liczbe catkowita nie wiekszg od x, tzn. spetniajaca warunek

E(x) <z < E(x)+1, E(x) € Z.

Oznaczenie E pochodzi od pierwszej litery francuskiego stowa entier, ozna-
czajacego catosc.

Przyktad 3.7.8. E(10) = 10, E(3) =0, E(23) =2, E(-13) = -2.

Definicja 3.7.9. Funkcjg ,cze$é calkowita” nazywamy funkcje z — E(z), czyli
funkcje, ktora liczbie rzeczywistej x przypisuje jej czesé catkowita E(x).
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y
y = E(x)
9 — o
1 e——o0
1 2 3 =z

Rysunek 3.15. Wykres funkcji ,,czes¢ catkowita”

Fragment wykresu funkcji ,,czeé¢ catkowita” przedstawiono na rysunku 3.15.
Jak wida¢ na wykresie, funkcja ta jest przyktadem funkcji przedziatami statej.

Warto wspomnie¢, ze w réznych jezykach programowania wystepuja dwie
funkcje, przypisujace danej liczbie rzeczywistej ,bliska” jej liczbe catkowita. Funk-
cja ceil zwraca najmniejsza liczbe catkowita, wieksza lub rowng podanej liczbie,
natomiast funkcja floor zwraca najwiekszg liczbe catkowitg mniejsza lub rowna
podanej liczbie. Oczywiscie funkcja floor jest tozsama z funkcja ,czesé catkowi-
ta”.



Rozdzial 4
Ciagi liczbowe i ich granice

Pojecie ciagu liczbowego pojawito si¢ juz na lekcjach matematyki w szkole
ponadgimnazjalnej. Zgodnie ze standardami wymagan egzaminacyjnych uczen
zdajacy egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym umie roz-
wiazywacé zadania, w ktérych: wyznacza wyrazy ciaggu okreslonego wzorem ogol-
nym, bada, czy dany ciag jest arytmetyczny czy geometryczny, stosuje wzor na
n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i ciagu geome-
trycznego, rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym. Pojecie granicy ciggu
i podstawowe metody jej obliczania wystapity jedynie na zajeciach z matematyki
na poziomie rozszerzonym. W tym rozdziale przedstawimy podstawy teorii ciagdéw
liczbowych 1 ich granic w sposéb szerszy niz w szkole ponadgimnazjalnej.

4.1. Podstawowe definicje

Jak zwykle rozpoczyniemy od przedstawienia podstawowych definicji.

Definicja 4.1.1. Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje rzeczywista okreslong
na calym zbiorze liczb naturalnych lub na dowolnym podzbiorze tego zbioru, tzn.
f: D — R, gdzie D CN.

Jesli ciag jest okreslony na skonczonym podzbiorze zbioru liczb naturalnych,
to nazywamy go ciggiem skonczonym; w przeciwnym przypadku méwimy o ciggu
nieskonczonym. Zwyczajowo wartosé¢ ciggu dla liczby naturalnej n nazywamy
n-tym wyrazem tego ciagu i oznaczamy a, (zamiast: a(n)).

Oznaczenia: (a,) — ciag,
{a,} — zbiér wyrazéw ciagu.

Ciag mozna okresli¢ za pomoca trzech réznych sposobéw:

1. opisowo — np. (a,) — ciag kolejnych naturalnych poteg liczby 2,

2. wgorem — np. a, = 2",

3. rekurencyjnie — tzn. podajac pierwszy wyraz ciggu oraz zaleznos¢ miedzy
wyrazami (n + 1)-szym oraz n-tym, np.

a; =2 — plerwszy wyraz ciagu,

any1 =2-a, — (n+ 1)-szy wyraz ciagu wyrazony przez wyraz n-ty.
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4.2. Podstawowe wtasnosci ciggéow liczbowych

Jedna z podstawowych wtasnosci ciggow liczbowych — monotonicznosé — przed-
stawiono juz w szkole ponadgimnazjalnej. Jednakze wtedy definicje typow ciagdw
monotonicznych byty wylacznie opisowe. W tym podrozdziale przedstawimy sym-
boliczny zapis stosownych definicji oraz wprowadzimy pojecia ciagu ograniczone-
go i ciggu réznowartosciowego.

Monotonicznosé ciggu

Definicja 4.2.1. Ciag (a,) jest ciagiem

— rosngcym, jesli

(Ing € N)(Vn € N;n > ng) any1 > ay,
— niemalejgcym, jesli

(Ino € N)(Vn € Nyn > ng) anyq = ap,
— malejgcym, jesli

(Ing € N)(Vn € N;n > ng) any1 < ay,
— ngerosngcym, jesli

(Ing € N)(Vn € N;n > ng) any1 < ay,
— statym, jesli

(Vn € N) a1 = ap.

Definicja 4.2.2. Ciag (a,) jest ciggiem monotonicznym, jesli jest ciagiem ro-
sngcym lub niemalejacym, lub malejacym, lub nierosngcym, lub statym.

Uwaga 4.2.3. Ciag monotoniczny, zdefiniowany za pomoca definicji 4.2.1, jest
czasami zwany ciggiem monotonicznym od pewneqgo miejsca.

Przyktad 4.2.4. Zbadajmy monotonicznoéé ciggu a, = n? + 3n — 2.
Najpierw wyznaczmy (n + 1)-szy wyraz tego ciagu.

ne1=M+1)2+3n+1)—2=n*+2n+1+3n+3—-2=n’+5n+2.
Teraz obliczmy réznic¢ a1 — a,. Dla dowolnego n € N mamy
Unp1—Gn =02 +5n+2— 0> +3n—2) =n’+5n+2-n*>-3n+2=2n+4>0.
Otrzymalismy zatem, ze
(Vn € N) apy1 —a, >0,

(Vn € N) apiq > ayp.
Zatem ciag a, = n® + 3n — 2 jest ciagiem rosngcym.
Ograniczono$¢ ciggu
Definicja 4.2.5. Ciag (a,) jest ograniczony z dotu, jesli
(Im € R)(Vn € N) a, > m.



4.8. Kapitalizacja prosta i kapitalizacja zloZona 49

Przyktad 4.2.6. Ciag a,, = cos % jest ograniczony z dotu, np. przez —1, gdyz

1
(Vn € N) cos— > —1.
n

Definicja 4.2.7. Ciag (a,) jest ograniczony z gory, jesli
(IM e R)(Vn € N) a,, < M.

Przyktlad 4.2.8. Ciage, = (1+%)” jest ograniczony z géry, np. przez 3, poniewaz,

1 n
(¥n € N) (1+—) <3.
n
Definicja 4.2.9. Ciag (a,) nazywamy ciggiem ograniczonym, jesli jest on ogra-
niczony zaréwno z dotu, jak i z gory.

Przyktad 4.2.10. Ciag a, = sin % jest ciagiem ograniczonym, gdyz z ograniczo-
nosci funkeji sinus (patrz przyktad 3.2.9) mamy

1
(VneN) —1<sin— < 1.
n

Roéznowartosciowosé ciggu

Definicja 4.2.11. Ciag (a,,) jest réznowartosciowy, jesli
(Vn,m € N,n # m) a, # an,.

Przyktad 4.2.12. Rozwazmy ciag a, = 2".
Poniewaz a,, = 2™ oraz 2" # 2™ dla dowolnych n,m € N takich, ze n # m,
to otrzymujemy
(Vn,m € N,n #m) a, # an.

Zatem ciag a, = 2" jest ciggiem réznowartosciowym.

4.3. Kapitalizacja prosta i kapitalizacja ztozona

Przedstawione w szkole ponadgimnazjalnej elementarne przyktady ciagow,
tzn. ciag arytmetyczny i cigg geometryczny, maja swoje zastosowanie w zagad-
nieniu oprocentowania lokat pieni¢znych. Ciag arytmetyczny jest stosowany przy
kapitalizacji prostej, zas ciag geometryczny — przy kapitalizacji ztozonej.

Kapitalizacja prosta, czyli inaczej oprocentowanie proste, polega na tym, ze
odsetki nie podlegajg oprocentowaniu, tzn. dochod z kapitatu poczatkowego w da-
nym okresie czasu nie jest uwzgledniany przy obliczaniu dochodu w nastepnych
okresach. Innymi stowy: dochdd oblicza sie tylko od kapitatu poczatkowego.
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Fakt 4.3.1. Jesli przez K, oznaczymy kapital poczatkowy, zas przez r — stope
procentows, tj. wielko$¢, ktéra méwi nam ile procent danej kwoty wynosi oprocen-
towanie na pewien okres czasu, to kapitat koncowy K po n okresach oszczedzania
wyraza sie wzorem

(4.3.1) K = Ky+ (r- Ko)n = Ko(1+rn).

Przykltad 4.3.2. Chcemy ulokowa¢ 1000 zt na 5 lat przy kapitalizacji prostej
z roczna stopa procentowa 10%. Korzystajac ze wzoru (4.3.1) oraz nastepujacych
danych

Ky =1000, r=10%, n=5,

wyznaczamy kapital koncowy K.

10 1 3
K =1000 (1 + 10% - 5) = 1000 (1+m'5) = 1000 (1—1—5) = 1000-5 = 1500.

Kapitat koncowy po 5 latach wyniesie zatem 1500 zt.

Kapitalizacja ztozZona, czyli inaczej oprocentowanie sktadane, polega na tym,
ze odsetki podlegaja kapitalizacji (oprocentowaniu), tzn. dochéd w danym okresie
czasu oblicza si¢ od kapitalu poczatkowego, powigkszonego o odsetki z poprzed-
nich okresow.

Fakt 4.3.3. Niech K| oznacza kapital poczatkowy, k —ilos¢ podokreséw (okreséw
podstawowych) kapitalizacji odsetek w ciagu roku (k € N), r;, — stope nominalna,
tj. roczna stope procentows przy k-krotnej kapitalizacji w ciggu roku, natomiast
ix, — stope proporcjonalng do okresu podstawowego, tzn. ip = 5&. Wowczas kapital
koncowy po n latach oszczedzania bedzie wynosit

kn
(4.3.2) K = K, <1 + %) = Ko(1 + i)k

Przyktad 4.3.4. Lokujemy 1000 zt na 5 lat przy potrocznej kapitalizacji odsetek
z nominalng stopa procentowa 10%. Korzystajac ze wzoru (4.3.2) oraz danych

Ky = 1000, k=2, n = o, r, = 10%, ir, = 5%,
obliczamy kapitat koncowy K.

5 \*° 105 10
K =1000 (14 ) =1000- (=) ~1000-1,6289 = 1628,9.
( * 100> (100) ’ ’

Zatem kapitat koncowy po 5 latach wyniesie okoto 1628,9 zt.

Kolejny rodzaj kapitalizacji odsetek — kapitalizacja ciagta — oraz Sciste kryte-
rium poréwnywania lokat pienieznych zostana przedstawione w podrozdziatach
4.6 oraz 4.7.
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4.4. Granica ciggu

Jezeli mamy dany nieskonczony ciag (a,) i pominiemy w nim skonczong liczbe
poczatkowych wyrazow, to o pozostalych wyrazach moéwimy, ze stanowia prawie
wszystkie wyrazy ciggu (a,). Teraz mozemy wprowadzi¢ definicje granicy ciagu
liczbowego.

Definicja 4.4.1. Ciag (a,) ma granice wilasciwg g, gdzie g € R, jezeli dla kazdego
dodatniego, dowolnie matego ¢ prawie wszystkie wyrazy tego ciagu spelniaja
nieréwnosé |a, — g| < €. Fakt ten zapisujemy symbolicznie

lima, =g <= (Ve >0)(Ing € N)(Vn € N,n > nyg) |a, —g| <e.
Méwimy takze, ze cigg (a,) dgZy do g, co zapisujemy a, — g.

Wyrazenie lim jest skrotem tacinskiego stowa limes, czyli granica.
Przygladnijmy sie nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna, ktora wystepuje w defi-
nicji 4.4.1.

la, —g| <& <= —e<a,—g<e¢,
—st+g<a,<e+y,
g—e<a, <g-+e.
Zatem fakt, ze lim a,, = g, oznacza, ze dla dowolnego danego € > 0 wszystkie wy-
razy ciagu (a,), poczawszy od wyrazu a,,, znajduja sie w przedziale (g—¢, g+¢).
Sytuacje taka mozna zilustrowaé najlepiej na wykresie ciagu (a,). Geometryczna
interpretacja granicy wtasciwej ciggu jest przedstawiona na rysunku 4.1.

an 4
e (1

g—¢1

Rysunek 4.1. Ilustracja pojecia granicy wtasciwej ciagu

Aby uzasadni¢ z definicji, ze dany ciag (a,) ma granice wlasciwa réwna g,
dla podanego (dowolnego) ¢ > 0 trzeba znalezé¢ liczbe naturalng ng, ktora jest
najmniejszym naturalnym rozwiazaniem nieréwnosci |a, — g| < .
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Przyktad 4.4.2. Pokazemy z definicji, ze lim Z—ﬁ =1.
. n+3 n+3
hmn+1 =1 <= (Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N,n > ny) ‘n+1 — 1‘ <e.

Najpierw rozwigzemy nieréwnoscé

‘n—l—?) ‘
— 1| <,
n+1
n+3 n+1
- <e,
n+1 n+41
n—|—3—(n+1)‘
<e,
n+1
‘n+3—n—w
—_— | <,
n+1
Tl
£.
n—+1
Poniewaz nl—i-l > 0, to otrzymujemy:
2 < /- (n+1)>0
—<c - (n
n+1 ) )
2<e(n+1),
2<e-n—+e,
—e-n<e—2 /(=€) <0,
2
n>-—14 -,
€
2
n>-—1.
€

Definiujemy ny = E (% — 1) + 1. Tak okreslone nq jest liczbg catkowitg. Aby
no € N, trzeba zalozy¢, ze

2
-—120<«= 22¢ < 0<e<2
€
Dla ¢ > 2 mamy 2 — 1 < 0 i wowczas mozemy przyja¢ ng = 1.
Zmalezlismy zatem ny € N, ktore jest najmniejszym naturalnym rozwiazaniem

nieréwnosci ‘n_+3 — 1‘ < €.
n+1

E(2—1)+1 dla0 < ¢ <2,
Ng = €
1 dlae > 2.
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Przyklad 4.4.3. Pokazemy z definicji, ze lim % =0

1 1
lim— =0 <= (V= > 0)(Iny € N)(vn € N, > no) ‘E‘O‘ <e

Dla danego (dowolnego) € > 0 trzeba znalezé liczbe naturalng ng, ktéra jest

najmniejszym naturalnym rozwigzaniem nieréwnosci % — O} <e.
1
‘E — O‘ <eg,
1
E < E.
Poniewaz # > 0, wiec otrzymujemy nier6wnosc:
1
3
E <eg, / -n” >0,
1 <e-nd, /:e>0,
1
3
g <n, /\3/ ,
1
= < n,
€
1
n> (-
€

Definiujemy ng = £ ({’/g) + 1. Wiemy, ze ng € Z. Aby ng € N trzeba zatozy¢, ze

) 1 L
-20<<= -2>20 />0 < 1> 0 (tozsamos¢).
5 5

Zatem aby ng € N, wystarczy przyjac¢ € > 0.
Dla dowolnego € > 0 mamy zatem ng = E (\3/9 +1, ng € N. Tak zdefiniowane

ng jest najmniejszym naturalnym rozwiazaniem nieréwnosci

1
F_O‘<8‘

Poza granica wlasciwa (skonczona) ciag moze posiadaé granice niewlasciwa
(nieskonczona).

Definicja 4.4.4. Ciag (a,) ma granice niewlasciwg +oo, jezeli dla kazdego do-
datniego, dowolnie duzego ¢ prawie wszystkie wyrazy tego ciggu sg niemniejsze
od ¢. Fakt ten zapisujemy symbolicznie

lima, =400 < (Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N,n > ng) a, > .

Réwnowaznie méwimy, ze cigg (a,) dgzy do +00, co zapisujemy a,, — +00.
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Definicja 4.4.5. Ciag (a,) ma granice niewlasciwg —oo, jezeli dla kazdego do-
datniego, dowolnie duzego ¢ prawie wszystkie wyrazy tego ciagu sa niewieksze od
—e. Fakt ten mozna zapisa¢ symbolicznie

lima, = —00 <= (Ve > 0)(3Ing € N)(Vn € N,n > ng) a,, < —¢.

Roéwnowaznie méwimy, ze cigg (a,) dgzy do —oo, co zapisujemy a, — —00.
Przyktad 4.4.6. lim \/n = oo; lim (—n? +n — 1) = —oo.

Definicja 4.4.7. Ciag, ktéry ma granice wlasciwg lub granice niewtasciwg, na-
zywamy ciggiem zbieznym.

Twierdzenie 4.4.8. Ciag zbiezny ma tylko jedng granice.
Wiele ciggéw nie posiada w ogdle granicy.

Definicja 4.4.9. Ciag, ktéry nie posiada ani granicy wtasciwej, ani granicy nie-
wlasciwej, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Przyktad 4.4.10. Ciag naprzemienny a, = (—1)" jest rozbiezny.

4.5. Twierdzenia o granicach ciggéw

W niniejszym podrozdziale zapoznamy sie z paroma technikami wyznaczania
granic ciggdéw. Zaczniemy od twierdzen najprostszych.

Twierdzenie 4.5.1. lim - = 0, gdzie a € R,k € N.
Twierdzenie 4.5.2. lim {/a = 1, gdzie a > 0.
Twierdzenie 4.5.3. lim {/n = 1.

Twierdzenie 4.5.4 (o granicach ciggu geometrycznego).
Niech dany bedzie ciag geometryczny a,, = ¢",q # 0 (tzn. a; = q). Wowczas

00 dlag > 1,
a1 dlag=1,
lim g™ = 0 dla |g| < 1,

nie istnieje dla ¢ < —1.

Przyktad 4.5.5.
— lim 2" = oo,

— lim (l)n =0,

2
— lim (—1)" — nie istnieje.
Bardzo szeroki zakres zastosowan maja ponizsze twierdzenia pozwalajace wy-
znaczaé granice ciggow bedacych wynikami dziatan arytmetycznych na ciaggach
0 juz znanych granicach.
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Twierdzenie 4.5.6 (o arytmetyce granic wlasciwych ciagéw).
Jezeli lim a,, = g oraz limb,, = h, gdzie g,h € R, to
(4.5.1)  lim(a, +b,) =lima, + limb, = g + h,
(4.5.2)  lim(a, —b,) =lima, —limb, = g — h,
(4.5.3)  lim (ay, - b,) = (lima,) - limb,) =g - h,
an, lim a,, g )
4.5.4 lim — = = =, gdzie b h
(4.5.4) 1mbn b, h,gme n 7 0,h # 0,
(45.5)  lima,” = (lima,)"™" = ¢", o ile obie strony réwnosci maja sens.
. . . n249m
Przyktad 4.5.7. Obliczmy granice lim 371;_2”1;
. onf+2n+1 ( + 25+ ) L L+ Z 4L sy
hmizhm S = lim & - ==
3n® —n +2 n3(3n%—%+%) 3%+ 5
(4.5.4) lIm (% +5+ nl_s> Eii?é? lim £ 4 lim & + lim =
hm(&ﬂ%+%) lim 3 — lim 5 + lim
~ 04040 0 0
S 3-040 3
Twierdzenie 4.5.8 (o arytmetyce granic niewlasciwych ciggéw).
Jezeli lim a,, = ¢, gdzie g € R, limb,, = +o0, lim¢,, = —oc0 oraz limd,, = 0, to
(4.5.6) lim (a, £ b,) = +o0,
(4.5.7) lim (a, £ ¢,) = Foo,
(4.5.8) lim (b, — ¢,) = 400,
(4.5.9) lim (¢, — b,,) = —o0,
- jesli g < 0
(4.5.10) lim (an-bp) =4 o IS
+oo  jesli g > 0,
jesli g <0
(4.5.11) hm@wcw—{+m g =
—oo jesli g > 0,
(4.5.12) lim (b, - ¢,,) = —o0,
(4.5.13) hm%fzhm%fzo,

—oo jeslig>0,d, <0,
n jesli g > 0, d, > 0,

(4.5.14) lim 2n — J TO0 e g
d, +oo  jedlig <0,d, <0,

—o0 jeslig<0,d, >0,
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(4.5.15) lima b — 0 jedi0< g <1,
N ! +oo jedli g > 1,
(4.5.16) lima ™ — +oo jesli0 < g <1,
B " 0 jedli g > 1,
O . /l- O
(4.5.17) lim b, " = Jedli g <0,
+oo jesli g > 0,
(4.5.18) limb, " = 0,

Przypadki nie uwzglednione w twierdzeniach 4.5.6 i 4.5.8 o arytmetyce granic
ciagdéw to przypadki tzw. symboli (wyrazen) nieoznaczonych.

Definicja 4.5.9. Symbolami nieoznaczonymi nazywamy nastepujace wyrazenia

o0 —od], [0-00], H =0 o [

0 00

staci ciagéw je tworzacych. Sytuacje taka rozwazmy na przyktadzie symbolu %}.

Wezmy dwa ciagi (x,,), (y,) spehiajace warunki lim z,, = 0, limy,, = 0.

Wartosé symboli nieoznaczonych nie jest Scisle okreslona, lecz zalezy od fo—

1 1 T S TP
Tn = 5, Un = —3; lim — = lim - = lim — - n” = limn = oco.
1
a . . Q-3 .
xn:—27a>0’ Un = =35 lim =2 = lim 1n2 =lima =a > 0.

1 1 Ty . .
Tn = 5, Un = —3; hm—”:llm”l—gzllm—3~n2:hm—20.
n n Yn o n n

_1)"
—1)" 1 .o & (=1 .
iﬁn:—( 2) s Yn = =55 lim = = lim —2° :hm( 2) -n? =lim (1)
n n Yn =3 n

Jak wiemy z przyktadu 4.4.10, granica lim (—1)" nie istnieje.
Zatem granica ilorazu Z—” moze przyjmowaé réozne wartosci lub wrecz nie ist-

nie¢. Dlatego tez symbol {%} jest symbolem nieoznaczonym.

Przyktad 4.5.10. Obliczmy granice lim (vn2 + 3 — v/n? — 3), ktéra jest pray-
ktadem symbolu nieoznaczonego [co — 0o].
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Korzystajac z twierdzenia 4.5.8 o arytmetyce granic niewtasciwych ciagéw,
mamy

. 5 /T _im(\/n2—|—3—\/n2—3)(\/n2+3+\/n2—3)_

hm(\/n +3— 3)=1 e B —

:lim( n? 4+ 3)% — (vn? — 3)? _
Vn?+3++vn? -3

. n?+3—(n*-23)
= lim =
Vn2+3++vn?—3

(4.5.8)
= lim 0 (4519 0.
Vn?+3+vn? -3
Twierdzenie 4.5.11 (o trzech ciagach).
Dane sa trzy ciagi (a,), (b,), (cn), takie ze:
i) (Ing € N)(Vn € Nyn > ng) a, < b, < ¢y,
ii) lima, =lime¢, = g, gdzie g € R.
Wowczas lim b, = g.
Przyklad 4.5.12. Obliczmy granice lim /3" + 5.
Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N mamy
0 < 37 / + 5", 3 < b /45",
5" < 3T +EY, o oraz 3"+5" < ST+, /3
J5o< YT VFTE < YFTE

W konsekwencji

VEn < /3n 4 5 < /5 B,

Wyznaczmy granice ciagéw najmniejszego i najwiekszego.

lim /5" = lim 5 = 5,
lim /5" + 5% = lim /2 - 57 = lim /2 - /57 = (lim \f2) - (hm \/57) 2w 45.2
—1.5="5.

Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciagach lim /3" + 5" = 5.

Twierdzenie 4.5.13 (o dwéch ciagach).

Dane sa dwa ciagi (a,), (b,), takie ze:
i) (Ing € N)(Vn € N,n > ng) a, < by,
ii) lima, = +oo.

Wbwecezas lim b,, = +o0.

Jesli ciagi (a,), (b,) spelniaja warunek i) oraz warunek
i) limb, = —o0,

to wowczas lim a,, = —o00.
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Przyktad 4.5.14. Obliczmy granice lim (2 4+ (—1)") - n.
Przypuszczamy, ze cigg ten ma granice niewtasciwg +oo. Oznaczmy zatem
b, = (24 (—1)") - n. Musimy znalez¢ odpowiedni ciag (ay,).

< (=1)" < 1, /42 dlan € N,

24+ (-1 < 3, /-n>0,

—1
1 <
n < 2+(-1)")-n < 3n.

i)
Przyjmijmy zatem, ze a,, = n.

ii) lim a,, = limn = +o0.
Zatem z twierdzenia o dwoch ciagach lim (2 4+ (—1)") - n = +o0.

Ponizej prezentujemy twierdzenie, ktére umozliwi nam zdefiniowanie jednej
z najwazniejszych stalych w matematyce.

Twierdzenie 4.5.15 (o ciaggu monotonicznym i ograniczonym).

Jezeli ciag (a,) jest niemalejacy i ograniczony z gory, to ciag (a,) jest zbiezny do
granicy wlasciwej. Podobnie, jezeli ciag (a,) jest nierosnacy i ograniczony z dotu,
to ciag (a,) jest zbiezny do granicy wlasciwej.

Przyklad 4.5.16. Rozpatrujemy ciag e, = (1 + %)n
Ciag (ey) jest ograniczony z gory np. przez 3 (patrz przykltad 4.2.8). Ponadto
ciag ten jest ciggiem niemalejacym, tzn.

1 n+1 1\"
(Vn € N) (1+ ) ><1+—> .
n+1 n
Zatem z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym ciag (e,) posiada
granice wladciwg.

Definicja 4.5.17. Liczbg Eulera nazywamy stata e L im (1 + %)n

Liczbe e wprowadzil w 1736 r. matematyk, fizyk i astronom szwajcarski Le-
onhard Euler (1707-1783).

Fakt 4.5.18. Liczba Eulera jest liczbg niewymierng, e ~ 2,7182818285.

Definicja 4.5.19. Funkcje wyktadnicza o podstawie e nazywamy funkcjqg ekspo-
nencialng lub krotko eksponensem.

exp(z) & e*.
Wykres funkcji eksponencialnej przedstawiono na rysunku 4.2.

Definicja 4.5.20. Logarytm przy podstawie e nazywamy logarytmem natural-
nym. Funkcje logarytmiczna o podstawie e nazywamy funkcjqg logarytm naturalny.

Inz & log, x, gdzie x > 0.
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Rysunek 4.2. Wykres funkcji f(x) = e*

y=Inx

o~
—
o -
Ky

Rysunek 4.3. Wykres funkcji f(z) =Inz

Wykres funkcji logarytm naturalny przedstawiono na rysunku 4.3.
Przypomnijmy, ze z twierdzenia 3.5.10 wynika, iz funkcja eksponencialna oraz
funkcja logarytm naturalny sg funkcjami wzajemnie odwrotnymi.

Twierdzenie 4.5.21 (o ciggach z granicg e).
Niech a € R bedzie ustalona liczba rzeczywista. Jezeli ciag (a,) spehia jeden
z warunkow:

a) (Vvn € N) a, >0 oraz lima, = 400 lub

b) (vneN) a, <0 oraz lima, = —oo,

to wowcezas
o 9
lim (1 + —) = e

Qn

. . 2n+4 2n
Przyklad 4.5.22. Wyznaczmy granice lim (2n+2)

o+ 2+ 2\ A2\ nt+ 14\
11m< ) =lim [ ——= :11m< > = lim <4> =
n+1 +

n+1
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o o/n+1 1\ 1\l
= lim ( + ) = lim (1 + ) =
n+1 n+1 n+1

1 n+1 f__rl
= lim l<1+ > ] = ¢,
n+1

Ostatnia réwnos¢ wynika z twierdzenia 4.5.21 o ciggach z granica e, z faktu, ze

. 2n ) 2 2
= lim ——— = = lim T = =2
n+1 n(pﬁ) I+- 140

lim
oraz ze wzoru (4.5.5).

4.6. Kapitalizacja ciggla

Zmajac pojecie liczby Eulera, mozemy omowi¢ kolejny rodzaj oprocentowania
lokat — oprocentowanie ciagte.

Zat6zmy, ze przy oprocentowaniu ztozonym (patrz fakt 4.3.3) prowadzimy ka-
pitalizacje¢ odsetek w sposob nieustanny, ,ciagly”, tzn. ilos¢ k kapitalizacji odsetek
w ciagu roku rosnie w nieskonczonos$¢ (tzn. k — oo). Oznaczmy przez Kj, ciag
kapitatéw koncowych przy kapitalizacji ztozonej z k-krotng kapitalizacja odsetek
w ciggu roku. Wowcezas kapital koncowy K przy kapitalizacji cigglej jest granica
ciagu K.

r A\ kn rA\k n
K =lim K}, = lim K - (1—|— EC) =Ky - [lim (14—?) ] = Kgy-e ",

Zatem otrzymaliSmy wzor na kapital koncowy po n latach oszczedzania przy
kapitalizacji ciggte;j.

Fakt 4.6.1. Niech K, oznacza kapital poczatkowy, za$ r. — roczng stope pro-
centowa przy ciaglej kapitalizacji odsetek. Wowczas kapitat koncowy po n latach
oszczedzania bedzie wynosit

(4.6.1) K=Ky

Przyklad 4.6.2. Lokujemy 1000 zt na 5 lat przy ciagtej kapitalizacji odsetek
z roczng stopa procentowa 10%. Korzystajac ze wzoru (4.6.1) oraz danych

Ky = 1000, re = 10%, n=>5,
obliczamy kapitat koncowy K.

10 |

K = 1000 - €106 = 1000 - €2 = 1000 - \/e ~ 1648,72

Zatem kapitat koncowy po 5 latach wyniesie okoto 1648,72 zt.



4.7. Efektywna stopa procentowa 61

4.7. Efektywna stopa procentowa

Efektywna stopa procentowa stanowi najlepsze kryterium poréwnania réznych
wariantow oprocentowania zlozonego lub ciggtego. Im wicksza efektywna stopa
procentowa, tym korzystniejszy dla nas wariant oprocentowania.

Definicja 4.7.1. Efektywna stopa procentowa ref to roczna stopa procentowa,
réwnowazna stopie 5 proporcjonalnej do okresu podstawowego (patrz fakt 4.3.3).

Fakt 4.7.2. Dla kapitalizacji ztozonej, gdzie k — ilos¢ kapitalizacji w ciggu roku,
rr —nominalna stopa procentowa, efektywna stopa procentowa wyraza sie wzorem

k
(4.7.1) rot = (1+p)F — 1= <1 + %) Y

Natomiast dla kapitalizacji ciagtej, gdzie r. — roczna stopa procentowa, mamy
(4.7.2) reg = €° — 1.

Przyktad 4.7.3. Poréwnajmy efektywne stopy procentowe przy kapitalizacji zto-
zonej z pélroczng kapitalizacjg odsetek i nominalng stopa procentowa 10% oraz
przy kapitalizacji cigglej z roczng stopa procentows 10%.

Dla kapitalizacji ztozonej mamy r, = 10%, k = 2. Zatem z wzoru (4.7.1)
otrzymujemy

—<1+10 1>2 1—(1+1>2 1—(21)2 1=01025
Tef = 100 2 - 20 —\20 — True

Dla kapitalizacji ciaglej jest r. = 10%. Zatem z wzoru (4.7.2) dostajemy

10 1

Tef = €10 — 1 =¢e10 — 1= Y¥e—120,105171.

Jak wida¢ powyzej efektywna stopa procentowa jest wigksza dla kapitalizacji
ciagtej, a zatem w tym przyktadzie korzystniejsze jest oprocentowanie ciggte.

Dla przypomnienia:

W przyktadach 4.3.3 oraz 4.6.2 mielisSmy przy kapitale poczatkowym K, = 1000
zt po 5 latach oszczedzania kapitaty koncowe rowne odpowiednio K ~ 1628,9 zt
przy kapitalizacji ztozonej oraz K ~ 1648,72 zt przy kapitalizacji ciagte;j.
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Szeregi liczbowe

Teoria granic ciaggow liczbowych prowadzi m.in. do pojecia szeregu liczbowego.
W tym rozdziale przedstawimy podstawy teorii szeregéw liczbowych. W szczegdl-
nosci podamy twierdzenia pochodzace od matematykéw Jeana Le Rond D’Alem-
berta (1717-1783), Augustina Louisa Cauchy’ego (1789-1857) oraz Gottfrieda
Wilhelma Leibniza (1646-1716).

5.1. Podstawowe definicje i przyklady

Definicja 5.1.1. Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem liczbowym. Granice ciagu
(Sp) n-tych sum czesciowych

Sn:a1+a2+a3+'--+an:z:ak
k=1

[e.e]
nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy symbolem Z ay. Liczbe ap nazywa-
k=1
o
my k-tym wyrazem szeregu » _ ay.
k=1

Definicja 5.1.2. Szereg liczbowy jest zbiezny, gdy istnieje granica wlasciwa
lim S, = S5, S € R, natomiast rozbiezny — w przeciwnym wypadku.

Przyktad 5.1.3 (szereg geometryczny).

Szereg geometryczny to szereg postaci Z q", gdzie g to ustalona liczba rzeczywi-
n=0
sta (¢ € R). Szereg geometryczny jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1.

Wowczas
o " 1
"=
nz::o 1=q
Przyklad 5.1.4 (szereg harmoniczny).

o0
Szereg harmoniczny rzedu o to szereg postaci Z —, gdzie a to ustalona licz-
n
n=1
ba rzeczywista (o € R). Szereg harmoniczny rzedu « jest zbiezny dla a > 1,

rozbiezny dla a < 1.
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Przyktad 5.1.5 (liczba Eulera jako szereg).

W dalszej czedci rozdziatu przedstawimy warunki, ktore musza by¢ spetnione,
aby dany szereg byt zbiezny.

Twierdzenie 5.1.6 (warunek konieczny zbieznosci szeregu).
o0

Jesli szereg Z a, jest zbiezny, to lima, = 0.

n=1

Przyktad 5.1.7. Szereg Z 2" jest rozbiezny, poniewaz lim 2" = +o0.

n=1

5.2. Kryteria zbieznosci szeregu

Kryteria zbieznosci szeregu to inaczej warunki dostateczne (wystarczajace)
na to, aby dany szereg byt zbiezny. Ponizej przedstawimy trzy takie kryteria.

Twierdzenie 5.2.1 (kryterium ilorazowe d’Alemberta).
Ap1

=g, gdzie g € R, to szereg Zan jest zbiezny, gdy g < 1,

n=1

Jezeli lim

n

natomiast rozbiezny, gdy g > 1.

Twierdzenie 5.2.2 (kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego).

Jezeli lim \/|a,| = g, gdzie g € R, to szereg Z a, jest zbiezny, gdy g < 1, nato-
n=1

miast rozbiezny, gdy g > 1.

Fakt 5.2.3. Dla g = 1 powyzsze kryteria nie orzekaja o zbieznosci szeregu.

n

Przyktad 5.2.4. Dla ustalonego x > 0 zbadajmy zbiezno$¢ szeregu Z .71:_'
= n!
Zastosujmy kryterium d’Alemberta:
n+1 n n+1 |
lim |2 = lim——— = = lim————— -~ = lim —0<1.
ay, (n+1)! n! (nhY(n+1) an n+1

o0 xn
Zatem szereg Z — jest zbiezny dla dowolnego = > 0.
= n!

Powyzszy przyktad mozna tatwo uogélni¢ do nastepujacego faktu.

n

Fakt 5.2.5. Szereg Z x—' jest zbiezny dla dowolnej ustalonej liczby rzeczywistej
= n!

. Ponadto
o0 n

Zx—:ex, gdzie x € R.

|
n:O7L
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Przyklad 5.2.6. Zbadajmy zbieznos¢ szeregu Z n_n dla ustalonego ¢ > 1.
n=1 ¢
Zastosujmy kryterium Cauchy’ego:

lim {/|a,| = lim {| r Ve

= lim {/ — = lim
Zatem szereg Z , gd21e ¢ > 1, jest szeregiem zbieznym.

n= 1

_hm(c/ﬁ) 1 1
\/; c c c

Twierdzenie 5.2.7 (kryterium Leibniza).
Jesdli ciag (ay,), gdzie a,, > 0 dla n € N, jest ciagiem nierosnacym oraz lima,, = 0,

n+

to szereqg naprzemienny Z(—l) Ya, jest zbiezny.

n=1

Przyktad 5.2.8. Poniewaz ciag a,, = % jest nierosnacym ciggiem liczb dodatnich

oraz lim% = 0, to szereg Z# jest zbiezny, podczas gdy szereg harmoniczny

n=1
9

Z% jest rozbiezny.
n=1

Warte wspomnienia jest réwniez kryterium catkowe, ktore mowi ze zbieznoscé
danego szeregu liczbowego jest réwnowazna zbieznosci pewnej catki niewtasciwej
pierwszego rodzaju. Podstawy teorii calek niewtasciwych zostana przedstawione
w podrozdziale 10.7. Osoby zainteresowane teorig szeregéw liczbowych odsytamy
do literatury, np. do [4], [9] lub [20].
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Granice funkcii

W niniejszym rozdziale bedziemy rozpatrywadé jedynie funkcje rzeczywiste jed-
nej zmiennej rzeczywistej, tzn. f: D — R, D C R. Oméwimy pojecie ,ciagowej”
granicy funkcji pochodzace od matematyka niemieckiego Heinricha Eduarda Hei-
nego (1821-1881). W tym momencie warto wspomnie¢ o istnieniu réwnowaznej,
sotoczeniowej” definicji granicy funkcji, autorstwa Augustina Louisa Cauchy’ego
(1789-1857). Zainteresowanych podejsciem Cauchy’ego odsytamy np. do [4], [7]
lub [20].

6.1. Podstawowe definicje

Aby zdefiniowaé¢ pojecie granicy funkcji, potrzebne nam bedzie najpierw po-
jecie sasiedztwa.

Definicja 6.1.1. Sgsiedztwem:
— punktu xg, gdzie o € R, nazywamy zbidr

S(xo) dof (xg — &, 20) U (20,0 + 0) dla pewnego ¢ > 0,
— lewostronnym punktu xq, gdzie ro € R, nazywamy zbior
S(xy) dof (xo — d,20) dla pewnego § > 0,
— prawostronnym punktu xq, gdzie xog € R, nazywamy zbior
S(zd) dof (0, o + 9) dla pewnego 6 > 0,
— plus nieskonczono$ci nazywamy zbior
S(+00) & (M, +00) dla pewnego M € R,
— minus nieskonczonosci nazywamy zbior
S(—00) & (00, M) dla pewnego M € R.

W dalszym ciagu dla uproszczenia zapisu przez [J bedziemy oznaczaé¢ jeden
z elementéw zbioru {zg, zy, 4, +oo, —oo}, gdzie 7y € R, natomiast przez A
bedziemy oznaczaé jeden z elementéw zbioru {g, +o00, —oo}, gdzie g € R.
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Definicja 6.1.2 (Heinego granicy funkcji).
Niech dziedzina Dy funkcji f spetnia warunek S(O) C Dy. Granica funkcji f przy
x dgzgeym do O wynosi /\, co zapisujemy lir% fz) = A, jesli

(V(zp), {z,} cS(O))[(limz, =0) = (lim f(z,) = A)].

Poniewaz [J oznacza jeden z elementéw zbioru piecioelementowego, zas A
— jeden z elementow zbioru tréojelementowego, powyzszy ogdlny zapis definicji
granicy funkcji uwzglednia 5 - 3 = 15 réznych przypadkéw szczegdlnych.

Fakt 6.1.3 (nazewnictwo przypadkéw szczegdllnych definicji Heinego
granicy funkcji). Niech 2y € R, g € R.

Jezeli:
[ = o, to mowimy, ze funkcja f ma granice w punkcie z,
O=2z,, tomoéwimy, ze funkcja f ma granice lewostronng w punkcie x,
0=z, toméwimy, ze funkcja f ma granice prawostronng w punkcie z,
[0 = +o00, to mowimy, ze funkcja f ma granice w +o00,
[0 = —o0, to mowimy, ze funkcja f ma granice w —oo.
Jezeli:
A =g, to moéwimy, ze funkcja f ma granice wlasciwg g,
A =400, to moéwimy, ze funkcja f ma granice niewtasciwg +oo,
A = —o0, to moéwimy, ze funkcja f ma granice niewtasciwg —oo.

Przyktad 6.1.4. Przy wykorzystaniu definicji Heinego granicy wtasciwej funkcji
w punkcie uzasadnimy, ze lirq (223 — 322 +5x — 7) = —3.
Skoro f(z) = 223 —3x?+5z—7, to f(x,) = 2x,°—3x,*+5x, — 7. Podstawiajac
w definicji 6.1.2 powyzsze f(x,), d =1 oraz A = —3, otrzymujemy
lim (22° — 32° + 52 —7) = -3 <

Tr—

(V(wn), {zn} € S(1) [(lima, = 1) = (lim (22, — 32, + bx, — 7) = =3)| .

Wezmy zatem dowolny ciag (x,,), taki ze {z,} C S(1) oraz limz,, = 1. Wow-
czas, korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciggéw, otrzymujemy

lim (22,,* — 3z, + 5z, — 7) = lim (22,,%) — lim (32,,%) + lim 52,, — lim 7 =
= (1im?2) - (limz,,*) — (lim 3) - (lim ,,>) + (lim 5) - (lim x,,) — lim 7 =
=2 (limz,)* -3 (limz,)*+5 - (limz,) — 7=
=2-1°-3.12+45-1-7=2-3+5-7= -3,

co koficzy dowdd, ze lim (22% — 322 + 5z — 7) = —3.

Pomiedzy granicg funkcji f w punkcie xy a granicami jednostronnymi tej
funkcji w tym punkcie zachodzi bardzo wazny zwigzek.
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Twierdzenie 6.1.5. Granica funkcji f w punkcie zg, gdzie zy € R, istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejg obie granice jednostronne w tym punkcie i sg one sobie
réowne, tzn. lim f(z) = lim f (x). Wowezas

CE*XZ‘O CE*XZ‘O

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z).

L—T0 z—xg z—x]

Przyktad 6.1.6. Korzystajac z definicji Heinego granic jednostronnych funkcji

w punkcie, tatwo uzasadnié, ze lim L = —oo oraz lim 1 = +00. Zatem na mocy

x—0~ z—0+
powyzszego twierdzenia granica lir% % nie istnieje.
T —>

Granice podstawowych funkcji elementarnych bedziemy znajdowali, korzy-
stajac z wykreséw tych funkcji. Ponizej przedstawimy pare przyktadow takich
granic.

Korzystajac z wykresu funkeji f(x) = (3)* (patrz rysunek 3.7), wykresu funk-
cji f(z) = 2% (patrz rysunek 3.8) oraz faktu 3.4.4, otrzymujemy nastepujacy fakt
o granicach funkcji wyktadniczych.

Fakt 6.1.7 (niektdre granice funkcji wyktadniczych).

(6.1.1) lim o= 8dvac(O.L)
T——00 gdy a > 1.
0 gdyae(0,1),

+oo gdya > 1.

(6.1.2) lim a® = {

W szczegodlnosci

(6.1.3) lim e* =0 oraz lim e* = 4o0.

r——00 T—+00

Korzystajac z wykresu funkeji f(z) = log1 @ (patrz rysunek 3.9), wykresu

funkeji f(x) = log, x (patrz rysunek 3.10) oraz faktu 3.5.8, dostajemy nastepujacy
fakt o granicach funkcji logarytmicznych.

Fakt 6.1.8 (niektdre granice funkcji logarytmicznych).

dy a € (0,1
(6.1.4) lim log, z = oo gdyae(0,1),
z—0F —o0 gdy a > 1.
— dy a € (0,1
(6.1.5) lim log,z = { % 8 a0l
Z—+oo +oo  gdy a > 1.

W szczegdlnosci

(6.1.6) lim Inz = —o0 oraz lim Inz = +4o00.
r—0+t T—+400
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Korzystajac z wykresu funkcji f(z) = arctgz (patrz rysunek 3.13), mamy
nastepujacy fakt.

Fakt 6.1.9 (niektdre granice funkcji arkus tangens).

T—00 T——00

(6.1.7) lim arctgz = g oraz lim arctgz = —g.

Granice pozostatych funkcji elementarnych bedziemy obliczaé, korzystajac
z roznych twierdzen o granicach funkcji.

6.2. Twierdzenia o granicach funkcji
W niniejszym podrozdziale zapoznamy Czytelnika z paroma technikami wy-
znaczania granic funkcji. Tak jak to byto w przypadku granic ciggéw, zaczniemy

od twierdzen najprostszych.

Twierdzenie 6.2.1. Niech a € R, k € N. Wtedy

Analogonem twierdzenia 4.5.21 o ciggach z granica e jest nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 6.2.2. Jezeli a € R jest ustalong liczba rzeczywista oraz dana

funkcja f spelia warunek lir% f(z) = —oo lub lir% f(z) = +o0, to
a \/®

6.2.1 lim {1+ —) = e”.

021 a1+ 755

Twierdzenie 6.2.3. Dla dowolnej funkeji f, spelniajacej warunek S(O) C Dy,
mamy

(6.2.2) lim(—f(z)) = — lim f(x).

z—[ z—[

Odpowiednikiem twierdzen 4.5.6 oraz 4.5.8 o arytmetyce granic ciagdéw jest
ponizsze twierdzenie o arytmetyce granic funkcji.
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Twierdzenie 6.2.4 (o arytmetyce granic funkcji).
Niech lin%f(x) = f, ling(x) = g, gdzie f,g € R, oraz lim h(x) = +oo,

Tr—

lim z(z) = +o00. Wowczas:
z—0

6.2.3 lim (f(z) £ g(2)) = [+,
(6.2.4) lim (f(z) - g(x)) = f - g,
fl) _ f
(6.2.5) JHDW 7’ oile g(x) #0, g #0,
+oo gdy f>0, g=0, g(x) >0

(6.2.6) lig 1&) _ )70 gdy /<0, 9 =0, g(z) >0

a=0g(r) |-oco gdy f>0,9=0, g(x) <0

+oo gdy f<0, g=0, g(x) <0,
(6.2.7) lij% f(x)g(z) = f9, jezeli obie strony réwnosci maja sens,
(6.2.8) il_l)%(f(x) + h(z)) = +oo,
(6.2.9) lim (f(z) = h(z)) = —o0,
: ) too gdy f >0,
6210) T (f(a)- b)) = {_OO T
() _

(6.2.11) lim 55 =0,
(6.2.12) li 2 _ J oo sdy />0,

z—0 (Z‘) — ngf<07
(6.2.13) lim f(z)"® = {0 gy 0< f <1, f(z) >0

=0 +oo gdy f>1,
(6.2.14) lim h(z)"@ = {0 gdy f <0,

a—0 +oo gdy f >0,
(6.2.15) 11_r)n(h(:v) + 2(x)) = li_{%(h(x) cz(x)) = hm h( )F@) = 4oo.
Uwaga 6.2.5. Korzystajac z faktu, ze —(4+00) = —00 i —(—00) = +00, oraz

z twierdzenia 6.2.3, mozna tatwo zapisa¢ odpowiedniki wzoréw (6.2.8) — (6.2.15)
dla przypadkéw: lir% h(x) = —oo lub lir% z(z) = —o0.
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Przyktad 6.2.6. Obliczmy granice llm 22 datl

x342z—1"
lim (2 + & + %)

2?2 4+r+1 . B(E 4 5+ 5) 625 St 2r T33) 623
lim —— = lim T : 5 T
wmoo gt 4 2r — 1 eme 314+ 5 — %) lim (1+ 5 —35)

m@gg;+gg%+mﬂ%_o+mm_g_o
hm1+hm—2—hmz—3_1+0—0_1_

Przypadki nieujete w twierdzeniu 6.2.4 o arytmetyce granic funkcji to przy-
padki symboli (wyrazen) nieoznaczonych:

00
oo — 0], [0- 0], {8} , [;} A ]

Podobnie jak to bylo w przypadku ciagéw (patrz strona 56) wartosé¢ symboli
nieoznaczonych nie jest $cidle okreslona, lecz zalezy od postaci funkcji je two-
rzacych. Dla kazdego symbolu nieoznaczonego mozna podaé¢ przyktady funkcji
takich, ze granica odpowiedniego wyrazenia funkcyjnego (np. dla [co — oo —
réznicy tych funkeji; dla [0 - oo] — iloczynu tych funkeji, itd.) bedzie przyjmowaé
rozne wartosci lub wrecz nie istniec.

Ponizsze twierdzenie prezentuje konstruktywne podejscie do obliczania gra-
nic niektérych wyrazen nieoznaczonych. Techniki, ktore pozwola wyznaczaé gra-
nice dowolnych wyrazen nieoznaczonych (m.in. twierdzenie 8.5.12 — regutly de
L’Hospitala), zostana zaprezentowane w czesci 8.5.3 na stronie 90. Warto zauwa-
zy¢, ze granica pewnego wyrazenia nieoznaczonego typu [1°°] wystapita takze we
wzorze (6.2.1).

Twierdzenie 6.2.7 (o granicach podstawowych wyrazen nieoznaczo-
nych).

sinz [0
6.2.16 I —] =1,
( ) lim —— |2
. tgz [0
6.2.17 lim 22 | 2] =1
( ) o0 x [O] ’
v 10
(6.2.18) lig ©— H —Ina, gdre a >0,
1
(6.2.19) lim —— [@} = 0.

sin 2z
sinbx *

Przyktad 6.2.8. Obliczmy granice hm

=lim 20— —= —— = —.

z—0 —Slgj“ - bx 1-5 5

0

im —
z—0 sin Hx

sin 2x {O] ) % “2x (6216) 1-2 2
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Przyktad 6.2.9. Obliczmy granice lin% 547

= .

.5 —4* 10 5 —1—-4*+1 . 7 —1 4% -1
lim [—} = lim = lim ( — ) =
x—0 x 0 x—0 €T z—0 €T €T
zlim5 _1—lim47_1(22'—18—)1n5—1n4:1n§.
x—0 x z—0 x 4

Kolejne twierdzenie to uogélnienie twierdzenia 4.5.11 o trzech ciagach.

Twierdzenie 6.2.10 (o trzech funkcjach).

Jezeli funkcje f, g, h spetniaja nastepujace warunki:
i) (Ve e 5S(0)) f(z) <g(x) < h(z),
ii) lir% flz) = lir% h(xz) = g, gdzie g € R,

to wowczas ling(x) =g.

Przyktad 6.2.11. Obliczmy granice xllngo % -sin® z.

Zauwazmy, ze dla dowolnego x € R, x > 0 mamy

-1 < sin x < 1,
0 < sin’z < 1, /-1
0 < %-sinQ:E < i
Zatem . .
(Vo € (0,+00)) 0< = -sinz < —.
x x
Poniewaz ponadto
lim 0 =0,
r—00
o1
lim — =0,
Tr—0Q0 €T

2

to na mocy twierdzenia o trzech funkcjach lim i -sin”x = 0.
Tr— 00

Ponizsze twierdzenie jest analogonem twierdzenia 4.5.13 o dwoch ciggach.

Twierdzenie 6.2.12 (o dwdéch funkcjach).

Jezeli funkcje f i g spelniaja warunki:
i) (Ve e S()) fz) < gle),
i) lim f(z) = toc,

to wtedy lir%g(x) = 400.

Jesli funkcje f i g speliaja warunek i) oraz warunek
i)’ lir%g(x) = —o0,

to wowczas lim

lim, (x) = —o0.
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Przyktad 6.2.13. Obliczmy granice xlingo(Zx + 1+ cosx).
Zauwazmy, ze dla dowolnego x € R mamy

-1 < cosua, /+1,
0 < 1+cosz, / + 2%,
27 < 2414 cosz.
Zatem
(Ve e R) 2° <2+ 1+ cosu.
Poniewaz

lim 2% = 400,

r—00

to na mocy twierdzenia o dwoch funkcjach lim (2% + 1 4 cosz) = +o0.

6.3. Asymptoty funkcji

W niniejszym podrozdziale oméwimy zastosowanie teorii granic funkcji do
wyznaczania asymptot wykresu funkcji.
Niech zy € R.

Definicja 6.3.1. Prosta x = x¢ jest asymptotq pionowq lewostronng funkcji f,

jezeli

(6.3.1) lim f(z) = —o0 lub lim f(z) = 4o0.

T—oTy T—oTy
Prosta x = x¢ jest asymptotq pionowq prawostronng funkcji f, jezeli

(6.3.2) lim f(z) = —oc0 lub lim, f(z) = +o0.

CE*XZ‘O CE*XZ‘O

Prosta = x¢ jest asymptotq pionowq (obustronng) funkcji f, jesli jest réwno-
cze$nie jej asymptota lewostronng i prawostronna.

Przyktad wykresu funkcji, ktora posiada asymptote pionows, przedstawiono
na rysunku 6.1.

Fakt 6.3.2. Funkcja elementarna moze mie¢ asymptoty pionowe jedynie w skon-
czonych koncach przedziatéw okreslonosci.

Definicja 6.3.3. Prosta y = a,x + by jest asymptotq ukosng funkcji f w +o0,

jesli

(6.3.3) lim [f(z) — (a4 + b4 )] = 0.

r—00

Jesli ay = 0, to asymptote nazwiemy asymptotq poziomqg w +00.
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yl\

S 7

._________x_z_io___________

Rysunek 6.1. Asymptota pionowa funkcji

Definicja 6.3.4. Prosta y = a_x + b_ jest asymptotq ukosng funkcji f w —oo,
jesli

(6.3.4) lim [f(z) = (a_z+b_)] =0.
Jesli a_ = 0, to asymptote nazwiemy asymptotq poziomg w —oo.

Przyktad wykresu funkcji, ktora posiada asymptoty ukosne, przedstawiono na
rysunku 6.2.

/
L
8\(

Rysunek 6.2. Asymptoty ukosne funkcji



74

Rozdziatl 6. Granice funkcji

Twierdzenie 6.3.5. Wspotezynniki asymptot ukosnych funkcji f wyrazaja sie

wzorami

(6.3.5) ay = lim @, by =

(6.3.6) a_ = lim M, b
r——00 T

Tim [/(x) — aya],
lim [f(z) - a_a],

r——00

o ile granice po prawych stronach powyzszych rownosci sa granicami wtasciwymi.

Przyktad 6.3.6. Wyznaczmy wszystkie asymptoty funkcji f(z) =

z+1
z+5°

Poniewaz 4+ 5 # 0 <= x # —5, otrzymujemy, ze

Dy =R\ {-5} =

1. Asymptoty pionowe.

(—o0, —=b) U

(=5, +00).

Jedynym kandydatem na asymptote pionowa jest prosta x = —5. Wyznacza-

my granice jednostronne funkcji f w punkcie —5.
. r+1  —4 (626
1 = i toott
Pt S e
r+1  —4 (626
1 = 1 0.
L L. e
Poniewaz spetnione sa oba warunki (6.3.1) oraz (6.3.2), to prosta x = —5 jest
asymptota pionowa obustronng funkcji f.
2. Asymptoty ukosne:
a) w —+oo0.
Wyznaczamy granice, pojawiajace si¢ w réwnaniach (6.3.5).
flz) . x4+1 1 z+1 (L + %)
ay = lim —= = lim - — = lim —1mz4"’g:
T g e=oo gy 5w woeg? 45y wooe p2(14-2)
st 040
= lim &—% = =0,
. r+1_ (14 2)
by =1 — = li —L =1

7 powyzszego wynika, ze prosta y = 1 jest asymptota pozioma funkcji f

W +00.
b) w —oo.
Wyznaczamy granice, pojawiajace si¢ w réwnaniach (6.3.6).
_ fl=) r+1 1 z+1 . i+ )
a_ = lim —= = — = lm = llm — % =
=00 T eo—co x5 x  e——cog? 45y a——oo p3(142)
Ly 1
stz 040
= lim T 0,
T——00 1 —|— 57140

oz +1 Coz(14+ Y
lim = lim —

T——00 I +

bo = lim [f(z) —a_z] =

r— —00
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7 powyzszego wynika, ze prosta y = 1 jest asymptota pozioma funkcji f
W —00.
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Ciaglosé funkcji

W niniejszym rozdziale oméwimy pojecie ciagtosci funkcji.

7.1. Podstawowe definicje i przyktady

Na poczatek zdefiniujemy pojecie otoczenia.

Definicja 7.1.1. Niech x5 € R. Otoczeniem:
— punktu xy nazywamy zbiér

O(z0) = S(xo) U {0} = (z0 — d, 20 + 0) dla pewnego 0 > 0,
— lewostronnym punktu xo nazywamy zbior
O(zy) = S(zy) U{zo} = (z0 — 6, 2] dla pewnego § > 0,
— prawostronnym punktu xy nazywamy zbiér
O(zg) = S(zg) U{zo} = [r0, 2o + ) dla pewnego § > 0.

Definicja 7.1.2 (funkcji jednostronnie ciaglej w punkcie).
Niech zy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
O(zg), tzn. O(zy) € Dy. Funkcja f jest lewostronnie ciggla w punkcie o, jesli

(7.1.1) lim f(z) = f(xo).

T—To

Niech zy € R oraz niech funkcja f bedzie okre$lona przynajmniej na otoczeniu
O(z§), tzn. O(xf) C Dy. Funkcja f jest prawostronnie ciggla w punkcie xo, jesli

(7.1.2) lim f(x) = f(zo)-

CE*XZ‘O

Pojecia funkcji lewostronnie ciggtej w punkcie oraz funkcji prawostronnie cig-
glej w punkcie sg zilustrowane na rysunku 7.1.

Definicja 7.1.3 (funkcji ciaglej w punkcie).
Niech zy € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu
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yl\

f (o)

Sh4

x Zo

Rysunek 7.1. Lewostronna i prawostronna ciagtosé¢ funkcji w punkcie

yl\

f(zo)

a\f

o

Rysunek 7.2. Ciaglo$¢ funkcji w punkcie

O(zy), tzn. O(zp) € Dy. Funkcja f jest ciggla w punkcie o, jesli jest w tym
punkcie ciggta lewostronnie i prawostronnie, tzn. jesli

(7.1.3) lim f(x)= lim f(x) = f(zo)-

T—Ty T—T

Pojecie funkcji cigglej w punkcie jest zobrazowane na rysunku 7.2.

Przyktad 7.1.4. Dobierzmy parametry a,b € R tak, aby funkcja

sinz dla z < 0,
axr

flx)=14q 2 dla x =0,
z+3b dlax > 0.

byta ciagta w punkcie xq = 0.
Konieczne jest zalozenie, ze a # 0. Podstawiajac o = 0 do warunku (7.1.3),
otrzymujemy

(7.1.4) lim f(z) = lim f(z)= f(0).

z—0~ z—0+
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Najpierw trzeba obliczy¢ kazda ze stron powyzszej rownosci.

i 1 si 2.16) 1 1
lim f(z) = lim ST _ iy = 2T 6219 2y -,
z—0~ z—0~ axr z—0" Q X a a
lim f(z) = lim (x 4+ 3b) = lim x + lim 3b =0+ 3b = 3},
z—0t z—0t z—07t z—0t
f(0) =2.
Podstawiajac powyzsze rezultaty do réwnosci (7.1.4), otrzymujemy podwdjne
roOwnanie ]
- =3b=2,
a

ktore zapisujemy w postaci rownowaznego uktadu dwoch réwnan z dwiema nie-

wiadomymi
L 3p
3b = 2.
b=

Rozwiagzaniem powyzszego uktadu jest oczywiscie para a =
2

Zatem dana funkcja f jest ciagta w 2o =0 dla a = %, b=z.

[N
wino

Warto zauwazy¢, ze dzieki twierdzeniu 6.1.5 prawdziwe jest nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 7.1.5. Niech z¢ € Dy. Funkcja f jest ciagla w punkcie zy wtedy
i tylko wtedy, gdy
(7.1.5) Jim f(2) = f(ao)
Przyktad 7.1.6. Uzasadnijmy ciagtosé¢ funkcji f(x) = 1 — 2z + 32? w punkcie
xg, gdzie xy € R.

Trzeba pokazaé, ze warunek (7.1.5) jest spelniony dla dowolnego xy € R, czyli
ze

(Voo € R) lim (1 — 22 + 32%) = 1 — 2z + 35,

T—x0

Korzystajac z definicji Heinego granicy wtasciwej funkcji w punkcie, mamy

lim (1 — 22 + 32%) = 1 — 22 + 312 <

T—xo

(V(zn), {zn} C S(x0)) [(lim Ty = Tg) = (lim (1—2x, +322) =1— 2w + 3:103)} :

Wezmy zatem dowolny ciag (z,), taki ze {x,} C S(zo) oraz limz, = .
Woéwezas
lim (1 — 22, + 3z2) = lim1 — (1im2) - (lim 2,,) + (1im 3) - (lim z,,)* =
=1—2x¢ + 323,

co koticzy dowdd cigglodci funkceji f(z) = 1—2z+3x? w punkcie zg, gdzie 7o € R.
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Definicja 7.1.7. Funkcja f jest ciggla w zbiorze A C Dy, jesli jest ciggta w kaz-
dym punkcie tego zbioru, tzn.

(Voo € A) lim f(z) = f(zo).

T—T0
Funkcja jest ciggta, jesli jest ciggta w catej swojej dziedzinie.

Graficznie pojecie funkcji ciagltej mozna interpretowaé nastepujaco: jesli funk-
cja jest ciagla, to jej wykres nie posiada zadnych ,dziur” czy ,skokéw”. Wykres
funkcji ciggtej w przedziale mozna narysowa¢ bez odrywania reki od rysunku.

Twierdzenia przedstawione ponizej dostarczajg wiele przyktadow funkeji cig-
glych.

Twierdzenie 7.1.8. Podstawowe funkcje elementarne sg funkcjami cigglymi

(w swoich dziedzinach).

Twierdzenie 7.1.9. Suma, réznica, iloczyn, iloraz oraz ztozenie funkcji ciagtych
sa funkcjami ciagtymi (w swoich dziedzinach).

Twierdzenie 7.1.10 (o cigglosci funkcji odwrotnej).

Niech funkcja f bedzie rosngca (lub malejaca) i ciaglta w pewnym przedziale
X. Wéwezas w odpowiednim przedziale Y = f(X) wartosci tej funkcji istnieje
funkcja odwrotna f~!, ktéra takze jest rosngca (malejaca) i ciagta.

7 trzech powyzszych twierdzen wynika bezposrednio twierdzenie nastepujace.

Twierdzenie 7.1.11 (o cigglosci funkcji elementarnych).
Funkcje elementarne sg funkcjami ciagtymi (w swoich dziedzinach).

Przyktad 7.1.12. Rozpatrzmy funkcje elementarng f(z) = v/1 — 22. Poniewaz
1—22>0 < =z €[-1,1], to funkcja f jest funkcja ciagta w przedziale [—1, 1].

Przyktad 7.1.13. Funkcja elementarna f(z) = Slex jest dobrze okreslona przy
zatozeniu sin? z # 0. Poniewaz

sinz #£0 <= sinr #0 < x# k-7, gdziek € Z,

to funkcja f jest funkcja ciagta w zbiorze R\ {k -7 : k € Z}.

Skoro wszystkie funkcje elementarne sa cigglte w swoich dziedzinach, to przy-
ktadow funkcji nieciggtych nalezatoby szukaé¢ wsréd funkeji nieelementarnych.

Przyktad 7.1.14 (funkcji nieciaglej).

Rozpatrzmy funkcje ,czesé catkowita” (patrz definicja 3.7.9 na stronie 45). Dzie-
dzing tej funkcji jest oczywiscie caty zbior liczb rzeczywistych. Korzystajac z wy-
kresu (patrz rysunek 3.15), zauwazamy, ze w punktach postaci xy = k, gdzie
k € Z, warunek (7.1.3) ciagtosci funkcji w punkcie nie jest speliony. Zatem
funkcja ,czesé catkowita” nie jest funkcja ciagta (w catej swej dziedzinie).
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7.2. Twierdzenia o funkcjach cigglych

W niniejszym podrozdziale przedstawimy najwazniejsze twierdzenia o funk-
cjach cigglych, tacznie z ich podstawowymi aplikacjami. Twierdzenia te pochodzg
od matematyka niemieckiego Karla Weierstrassa (1815-1897) oraz matematyka
francuskiego Jeana Gastona Darboux (1842-1917).

Twierdzenie 7.2.1 (Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciagtlej).
Funkcja f okreslona i ciagta w przedziale domknietym [a, b] jest na tym przedziale
ograniczona, tzn.

(Im € R)(3IM € R)(Vz € [a,b]) m < f(z) < M.

Przyklad 7.2.2. Funkcja f(z) = 322 + 5z — 4, okreslona na przedziale [0, 10],
jest ciagla. Z powyzszego twierdzenia Weierstrassa wynika, ze funkcja ta jest
ograniczona, czyli

(3m € R)(3IM € R)(Vz € [0,10]) m < 32° + 5x — 4 < M.

Twierdzenie 7.2.3 (Weierstrassa o osigganiu kreséw).
Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a, ], to funkcja ta osiaga
na tym przedziale swoja warto$¢ najmniejsza i swojg wartos¢ najwiecksza, tzn.

(Je € [a,b])(Vx € [a,b]) f(x) > f(c) — wartosé najmniejsza,
(3d € [a,b])(Vx € [a,b]) f(x) < f(d) — wartos¢ najwigksza.

Twierdzenie Weierstrassa o osigganiu kresow znajduje swoje zastosowanie
przy uzasadnianiu rozwiazywalnosci zagadnien ekstremalnych (optymalizacyj-
nych).

Przyktad 7.2.4. Koszt uzytkowania autobusu w ciggu godziny wyraza sie wzo-
rem empirycznym K (v) = a + b - v® (dla pewnych a,b € R), w zaleznosci od
predkosci jazdy v. Funkcja K jest funkcja ciagla, zadang na przedziale domknie-
tym [0, Umax], gdzie vyax to maksymalna predkosé autobusu. Z twierdzenia Weier-
strassa o osigganiu kreséw wynika, ze istnieje predkosé v, € [0, vyay] taka, ze koszt
K (v,) jest minimalny. Taka predkos¢ v, bedziemy nazywali predkoscia optymalna.
Aby wyznaczy¢ doktadng warto$é¢ predkosci optymalnej, bedziemy potrzebowali
umiejetnoséci wyznaczania ekstremow globalnych funkcji. Procedure wyznaczania
takich ekstremow przedstawimy w czesci 9.3.

Kolejne twierdzenie méwi nam o przyjmowaniu przez funkcje ciggla wszyst-
kich wartosci posrednich.

Twierdzenie 7.2.5 (Darboux o przyjmowaniu wartosci posrednich).
Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b] oraz spelnia warunek f(a) # f(b), to
dla kazdego w pomiedzy f(a) i f(b) istnieje zg € (a,b), takie ze f(zg) = w. Jezeli
ponadto funkcja f jest rosngca lub malejaca, to argument xy jest wyznaczony
jednoznacznie.
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Bezposrednim wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest twierdzenie o miej-
scach zerowych funkcji ciggte;j.

Twierdzenie 7.2.6 (Darboux o miejscach zerowych).

Niech funkcja f bedzie ciagla w przedziale domknietym [a,b] i na koncach te-
go przedziatu przyjmuje wartosci roznych znakéw. Wowezas funkcja f posiada
w przedziale (a,b) miejsce zerowe, tzn.

(3xo € (a,b)) f(x0) = 0.

Jezeli ponadto funkcja f jest na przedziale [a,b] rosnaca lub malejaca, to ww.
miejsce zerowe jest jedyne w tym przedziale.

Przyktad 7.2.7. Uzasadnimy, ze réwnanie x - sinx = 7 ma tylko jedno rozwia-
zanie w przedziale (2, 20).
Rozpatrujemy funkcje f(z) = x -sinz — 7, ktéra jest funkcja ciagla w R,
a w szezegblnosei w przedziale [27, 57”] Wyznaczmy wartosci tej funkcji na kon-
cach tego przedziatu.
5T

Poniewaz sin(%) = sin(2m + §) = sin(§) = 1, otrzymujemy

f2r) =27 -sin(2r) —T=2r-0—7=—7<0,

5T St . [/dm 5T 5T
f(;)—7-sm<7>—7—7-1—7—?—7>0.

Zatem z twierdzenia Darboux o miejscach zerowych wynika, ze w przedziale
(2m, 57”) funkcja f posiada miejsce zerowe, tzn.

)
(Elxo € (27r, g)) f(zo) = xg - sinxg — 7= 0.

W konsekwencji

(Elxo € <27T, %)) To-sinxg =7,

czyli réwnanie z - sinz = 7 ma w przedziale (27, %) rozwigzanie .

Zauwazmy ponadto, ze w przedziale [27, 57”] zarowno funkcja x — x, jak
i funkcja x +— sinx sa funkcjami rosnacymi. W konsekwencji réwniez funkcja
f(x) = x -sinx — 7 jest w tym przedziale rosnaca. Zatem miejsce zerowe x
jest jedynym miejscem zerowym funkcji f w przedziale (27?, %’r) 7 powyzszego
wynika, ze réwnanie z-sin x = 7 ma w przedziale (2, 57”) tylko jedno rozwiazanie
Zg-.
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Pochodne funkcji

W niniejszym rozdziale oméwimy pojecie pochodnej funkcji. Dzial matematy-
ki zajmujacy sie pochodnymi funkcji nazywamy rachunkiem rézniczkowym funk-
cji.

8.1. Podstawowe definicje

W dalszym ciagu zaktadamy, ze xq € R i ze funkcja f jest okreslona przynaj-
mniej na otoczeniu O(zy).

Definicja 8.1.1 (ilorazu réznicowego).
llorazem roznicowym funkcyi f w punkcie xg nazywamy wyrazenie
ﬂd:ef f(zo + Az) — f(x0)
Az Ax ’
gdzie Az to przyrost zmiennej niezaleznej (argumentu) x.
Przy zalozeniu Ax = x — xy powyzsza definicja jest rownowazna z definicja:
Af ar f(@) = f(z0)

Az T — Xo

(8.1.1)

(8.1.2)

Definicja 8.1.2 (pochodnej jednostronnej w punkcie).
Pochodng wtasciwg lewostronng funkcji f w punkcie o nazywamy granice wta-
Sciwg

e A - -

Ax—0— AZL‘ Ty r — Tg

Pochodng wtasciwg prawostronng funkcji f w punkcie xy nazywamy granice wta-
Sciwg,

/ def . flwo+Az)— f(zo) . flz)— f(xo)
(8.1.4) fi(wo) = A:lclg%ﬁ Az N zll% r—x9

Definicja 8.1.3 (pochodnej wlasciwej w punkcie).
Pochodng wiasciwg funkcji f w punkcie o nazywamy granice wlasciwa

e . A — i _
5.15) () d:fAliIBO flzo+ Ax:z f(xo) _ xlggow

?
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czyli granice ilorazu réznicowego funkcji f w punkcie xg przy przyroscie argu-
mentu dazacym do 0.

Definicja 8.1.4 (funkcji rézniczkowalnej w punkcie).
Jezeli funkcja f posiada pochodng wlasciwg w punkcie xg, to méwimy, ze funkcja
f gest rozniczkowalna w punkcie xg.

W tym momencie warto nadmieni¢, iz w rachunku rézniczkowym rozpatru-
je sie rowniez pochodne jednostronne niewtasciwe oraz pochodng niewtasciwg
funkcji w punkcie. My jednakze bedziemy zajmowali sie wylacznie pochodnymi
wlasciwymi.

Przyktad 8.1.5. Sprawdzmy, czy funkcja f(x) = sinx ma pochodna wlasciwa

w punkcie zg, gdzie xy € R.
Korzystajac ze wzoru

sina — sin 3 = 2 cos (Q—i_ﬁ) sin (Oé_ﬁ>,
2 2

otrzymujemy iloraz réznicowy funkcji f w punkcie zo:

X 3
e e
ﬂ o Sin(l’o + AfL’) — Sln(?o\) B QCOS(W) Sln(%)
Ax Ar = 5 % _
Az sin(Az
= cos (xo + _x) : %.
2 2

Nastepnie obliczamy granice tego ilorazu roznicowego:

A A in( Az
lim —f = lim [cos <x0 + _:1:) . s1ni 2 )] =
0 2 i

sin(%) (6.2.16)

. Az .
= lim cos|xg+ — |- lim = —
Ax—0 2 Az—0 Tx

0
cos (3:0 + 5) -1 =coszg = f'(x0).

Pokazalismy, ze funkcja f(z) = sinzx jest rézniczkowalna w dowolnym punkcie
xo, gdzie zp € R, a ponadto f'(z¢) = cos xy.

(6.2.16)

Podobnie jak to byto w przypadku granicy funkcji w punkcie (patrz twier-
dzenie 6.1.5) czy tez ciagtosci funkcji w punkcie (patrz definicja 7.1.3), pomiedzy
pochodnymi jednostronnymi a pochodng funkeji w punkcie zachodzi Scisty zwia-
zek.

Twierdzenie 8.1.6. Pochodna wtasciwa funkcji f w punkcie xy istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja pochodne witasciwe jednostronne tej funkcji w tym
punkcie i sa one sobie réwne. Wtedy

(8.1.6) f'(wo) = fL(wo) = fi (o).
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Przyktad 8.1.7. Sprawdzimy, czy funkcja f(x) = |x — 3| ma pochodng wlasciwa
w punkcie o = 3. Wyznaczamy iloraz réznicowy funkcji f w tym punkcie.
Af _ floo+Aa) = f(x) _ |[(3+Ax) =3[ —[3-3] _ |Ax

Azx Azx Azx Az

Poniewaz

—Azx dla Az <0,
Aa] =
Ax dla Az > 0,

najpierw musimy wyznaczy¢ pochodne jednostronne.
Pochodna lewostronna w zy = 3 wynosi

A Az T Al Ap Tl Ay anm (D =110

Pochodna prawostronna w xy = 3 wynosi

. Af . |Ax] . Ax ,
1 — =1 — =1 — =1 1=1=f(3).
Aonor AT Moot Az Acoor Az Acoor f+G3)
Jak wida¢, pochodne wtasciwe jednostronne funkcji f w punkcie xy = 3 istnieja,
ale niestety sa od siebie rézne (f’(3) # f1(3)), czyli pochodna wlasciwa funkcji
f(z) = |z — 3| w punkcie xy = 3 nie istnieje.

Warunkiem koniecznym istnienia pochodnej wtasciwej funkcji f w punkcie
xo € Dy jest ciaglos¢ tej funkcji w tym punkcie, tzn. prawdziwe jest nast¢pujace
twierdzenie:

Twierdzenie 8.1.8. Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xy € Dy, to
f jest ciagta w xg.

Funkcja ciaggta w danym punkcie nie musi by¢ w tym punkcie rézniczkowalna,
czego dowodem jest ponizszy przyktad.

Przyktad 8.1.9. Rozpatrzmy funkcje f(z) = |x — 3| oraz punkt zy = 3 € Dy.
Jak tatwo sprawdzi¢, funkcja f jest w punkcie z( ciagta. Niestety, jak pokazuje
przyktad 8.1.7, funkcja f w tym punkcie nie posiada pochodnej wlasciwej.

8.2. Prosta styczna do wykresu funkcji

W dalszym ciagu zastosujemy pojecie pochodnej wtasciwej funkcji w punk-
cie do wyznaczania rownania prostej stycznej do wykresu tej funkcji. Najpierw
przytoczymy doktadng definicje prostej stycznej.

Definicja 8.2.1. Niech funkcja f bedzie ciggla w punkcie x( oraz niech otoczenie
O(xo) zawiera sie w Dy. Prosta styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xg, f(z0))
to prosta bedaca granicznym potozeniem prostych siecznych wykresu tej funkcji
przechodzacych przez punkty (xq, f(x¢)) oraz (z, f(x)), przy « dazacym do x.
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Przyktadowa prosta styczna do wykresu funkcji jest przedstawiona na rysun-
ku 8.1.

proste sieczne

prosta styczna

Rysunek 8.1. Prosta styczna do wykresu funkcji

Twierdzenie 8.2.2. Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie zg, to row-
nanie prostej stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (xg, f(zo)) jest postaci

(8.2.1) y = f'(wo) - &+ [f(w0) — f'(w0) - 0] -

Przyktad 8.2.3. Napiszemy réwnanie prostej stycznej do wykresu funkcji f(x) =
sinz w punkcie (zg, f(zo)) dla zo = 7.

Najpierw wyznaczmy poszczegélne wielkosci wystepujace w réwnaniu (8.2.1).
Skorzystamy przy tym z réwnosci [sin]’(zg) = cosxy dla zg € R, ktora pokazali-
smy w przyktadzie 8.1.5:

flxo) = sin — = 1,

f'(z0) = cos = = 0.

Podstawiajac powyzsze do réwnania (8.2.1), otrzymujemy szukane réwnanie pro-
stej stycznej

T
y:O-:E—I—{l—O-—},

y=1.
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8.3. Roézniczka funkcji

W niniejszym podrozdziale zastosujemy pochodng wlasciwg funkeji w punkcie
do przyblizania wartosci funkcji w punkcie.

Definicja 8.3.1. Niech funkcja f bedzie rozniczkowalna w punkcie xy. Rézniczkg
funkcji f w punkcie xg przy danym przyroécie argumentu Ax nazywamy wyra-
zenie

(8.3.1) df (zo, Az) & f'(x0) - Az

Rézniczke stosuje sie do obliczen przyblizonych.

Twierdzenie 8.3.2. Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie zg, to dla
kazdego z¢ + Az € D; prawdziwa jest réwnosc¢

(8.3.2) f(xo + Ax) = f(x) + df (o, Az) = f(xo) + f' (o) - Az

Przyktad 8.3.3. Wyznaczymy przyblizona warto$é¢ wyrazenia sin 0,03.
Przyjmujac f(z) = sinz, 2o = 01 Az = 0,03 oraz wiedzac, ze [sin]'(zg) =
cos xg dla xy € R, z réwnania (8.3.2), otrzymujemy

sin (0 + 0,03) = sin 0,03 ~ sin0 + cos0- 0,03 =0+ 1- 0,03 = 0,03.

Warto zauwazy¢, ze otrzymane przyblizenie sin 0,03 ~ 0,03 niewiele rézni sie od
przyblizenia sin 0,03 = 0,0299955, otrzymanego na kalkulatorze firmy CASIO.

Doktadniejsze przyblizenia wartosci funkeji w punkcie bedzie mozna otrzymac,
korzystajac z tzw. rozwiniecia funkcji wedtug Taylora. Rozwinigcie to zostanie
przedstawione w podrozdziale 8.11.

8.4. Pochodna jako funkcja

W biezacym podrozdziale rozszerzymy pojecie rozniczkowalnosci w punkcie do
pojecia rézniczkowalnosci w zbiorze oraz wprowadzimy pojecie funkcji pochodne;j.

Definicja 8.4.1. Funkcje f, ktéra jest rozniczkowalna w kazdym punkcie xg
zbioru A C Dy, nazywamy funkcjq rézniczkowalng w zbiorze A.

Przyktad 8.4.2. Jak pokazal przyktad 8.1.5, funkcja f(x) = sinx jest réznicz-
kowalna w zbiorze R liczb rzeczywistych.

Warto zauwazy¢, ze z twierdzenia 8.1.6 wynika nastepujacy fakt:

Fakt 8.4.3. Jedli dziedzina funkcji jest roztaczna suma przedziatéw domknietych,
to na koncach kazdego takiego przedziatu funkcja nie jest rézniczkowalna.
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Definicja 8.4.4. Niech A bedzie maksymalnym zbiorem, w ktorym funkcja f
jest rézniczkowalna. Funkcjg pochodng funkcji f nazywamy funkcje f/: A — R,
ktéra argumentowi xo przypisuje f'(zo), tzn. funkcje xo — f'(zo).

W dalszym ciggu bedziemy uzywali zamiennie terminéw funkcja pochod-
na funkcji f” lub ,pochodna funkcji f”7. W tabeli 8.1 przedstawiamy funkcje
pochodne podstawowych funkcji elementarnych. Jedli nie zalozono inaczej, to
przyjmujemy ze r € R.

Tabela 8.1. Funkcje pochodne podstawowych funkcji elementarnych

Funkcja i jej funkcja pochodna | Zalozenia i uwagi

[ =0 ceR

9] = a - 227! Zakres zmiennosci x zalezy od a:
dla o € N zeR
dlaaeZ\N x#0
dlaaeQ\Z,a<0 >0
dlaceQ\Z,a>0 >0
dlaa e R\Q x>0

[a*) =a” - Ina a>0,a#1

[ez]l = v

log, 2]/ = —— a>0,a#1,z>0

nz] =1 x>0

[sinz] = cosx

[cosz] = —sinx

[tgx]’:ﬁzl—f—tg%c cosx #0 <= z# 5 +km, ke

[ctgx]’zsiggz:—l—ctg2x sine #0 <= v #km, kel

[arcsin z])' = 1£x2 ze(—1,1)

[arc cos x| = \/;17 ze(—1,1)

_ 1
[arctgz]’ = 17
[arcctg x] = ﬁ
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8.5. Podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego

W niniejszym podrozdziale zaprezentujemy wazniejsze twierdzenia rachunku
rézniczkowego.

8.5.1. Reguly rézniczkowania

Przedstawimy tutaj twierdzenia, ktére pozwola nam wyznaczy¢ funkcje po-
chodng dowolnej funkcji elementarne;.

Twierdzenie 8.5.1 (o arytmetyce pochodnych).
Niech funkcje f i g beda rézniczkowalne w zbiorze A C D; N D, oraz niech
a, B € R. Woéwcezas dla kazdego x € A

(8.5.1) - flx) +B-g(2)] =a- f'(z) +6-¢'(2),
852 @)@l = Fo) - go) + @) - g o)
ss3) ] =TGR vt 40

Witasno$é (8.5.1) nazywamy liniowoscig pochodnej, wzoér (8.5.2) zwiemy wzo-
rem na pochodng iloczynu, zas wzor (8.5.3) — wzorem na pochodng ilorazu.

Przyktad 8.5.2. Wyznaczmy pochodna wielomianu f(z) = 223 + 32? — 5z + 7.
Korzystajac ze wzoru (8.5.1) oraz tabeli 8.1, otrzymujemy

203 + 327 — 5z + 7)) = [20%] + [32%] — [ba] + [7] =
=2[2% + 3[2?) — 5[x) + [7] =
=2.32243-20—5-140=62>+ 6x — 5.

2

Przyktad 8.5.3. Wyznaczmy pochodna funkcji f(z) = x*-sinz. Korzystajac ze

wzoru (8.5.2) oraz tabeli 8.1, otrzymujemy

2

[2° -sinz) = [2%] - sinw + 2* - [sin2] = 27 - sinz + 2* - cos z.

Inz

Przyktad 8.5.4. Wyznaczmy pochodna funkcji f(z) = g

ru (8.5.3) oraz tabeli 8.1, otrzymujemy

Korzystajac ze wzo-

(tgz)? tg?x
_iotgr Iz (1+tgiz) 1 Inz

[lnx}l_ lnz)-tgz —Inz-jtgz] - -tgr—Inz-(1+tg?x)
tgx N

= — —Inz.
tg?x tg?x r-tgxr tg’z



8.5. Podstawowe twierdzenia rachunku rozniczkowego 89

Twierdzenie 8.5.5 (o pochodnej funkcji ztozonej).
Jezeli funkcja g jest rézniczkowalna w punkcie z, a funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie g(z), to funkcja f o g jest rézniczkowalna w punkcie x oraz

(8.5.4) (fog)(x) = [f(g(x))-g'(x).

Przyktad 8.5.6. Wyznaczmy pochodna funkcji f(x) = sin7z. Z tabeli 8.1 wie-
my, ze [sinu] = cosu oraz [Tz) = 7. Korzystajac ze wzoru (8.5.4), otrzymujemy

[sin 7z]" = [sin]'(7z) - [Tz] = cos Tx - 7 = T cos Tx.

Przyktad 8.5.7. Obliczmy pochodna funkcji f(x) = v/cosx2. Poniewaz [2%]' =
2z, [cosu] = —sinu oraz [V/i] = [t3] = 371 = 1473 to korzystajac ze wzoru

-3 -3
(8.5.4), otrzymujemy

[Vcosx?] = [¢/] (cosa?) - [cos] (27) - [#%] = é(cos xz)*% (—sing?) - 2z =

2
=—3%" sinaz? - (cos2?)73.

win

Odpowiednikiem twierdzenia 7.1.10 o ciagtosci funkcji odwrotnej jest twier-
dzenie nastepujace:

Twierdzenie 8.5.8 (o pochodnej funkcji odwrotnej).

Niech funkcja f bedzie rosnaca (lub malejaca) i rézniczkowalna w przedziale X
oraz niech f'(x) # 0 dla kazdego z € X. Wowczas funkcja odwrotna f~! jest
rézniczkowalna w odpowiednim przedziale Y = f(X) wartosci funkeji f oraz dla
kazdego y = f(z) zachodzi réwnosé

1
fi(x)
Przyktad 8.5.9. Wyznaczmy pochodna funkcji odwrotnej do funkcji f(z) = e*.

Poniewaz funkcja f jest rosngca, dodatnia i rézniczkowalna w zbiorze R oraz
[e*] = e*, to dla kazdego y > 0, y = € mamy

(8.5.5) (')

1 1

—1\/ - — —

YW= 5=
Zauwazmy tutaj, ze z twierdzenia 3.5.10 funkcja odwrotna do funkeji f(x) = e®
jest funkcja f(x) = Ina i powyzszy rezultat jest zgodny ze wzorem [Inz] = I,

x> 0 z tabeli 8.1.

8.5.2. Pochodna logarytmiczna

Rozwazmy funkcje zlozone postaci f(z)9®), gdzie f(x) > 0, oraz postaci
log s,y 9(), gdzie f(z) > 0, f(z) # 1 oraz g(z) > 0. Pierwsza z tych funkcji
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nie jest ani funkcja potegowa (wykladnik jest zmienny), ani wyktadnicza (pod-
stawa jest zmienna). Druga funkcja nie jest funkcja logarytmiczna (podstawa
jest zmienna). Aby wyznaczy¢ pochodne powyzszych funkeji, trzeba zastosowaé
tzw. pochodna logarytmiczna. Najpierw przeksztatcimy powyzsze funkcje zgodnie
z tozsamosciami

(8.5.6) ) = o@nf@),
1
(85.7) log sz 9(2) = 12 ‘Jq@((g ,

a dopiero p6zniej obliczymy ich pochodne.

Przyktad 8.5.10. Obliczmy pochodna funkcji f(z) = 2*. Wykorzystujac wzory
(8.5.6), (8.5.4) oraz (8.5.2), otrzymujemy

-1
7° T na:7

=e€
[$z]/ — [ea:-lna:]/ — em~1nm X [$ .In $]/ — emlnm([x]/ Jnzx +x- [ln :E],) _

1
= "o (lnx +x- _) =™ (Inz +1) = 2°(Inz +1).
x

Przyktad 8.5.11. Obliczmy pochodna funkcji f(z) = log, 7. Wykorzystujac
wzory (8.5.7) oraz (8.5.3), otrzymujemy

1
10gx7=n—7,
Inz
log, 7] — |27 " 7 -lnz—W7-[lnzf O-lnz—I7-1 —In7
gl = | © (Inz)? B In? Cr-Infa2’

8.5.3. Reguly de L’Hospitala

W biezace] czesdci ksiazki przedstawiamy zapowiadane juz na stronie 70 tech-
niki wyznaczania granic dowolnych wyrazen nieoznaczonych. Zaczniemy od twier-
0

dzenia, ktore pozwala obliczy¢ granice wyrazen nieoznaczonych typow [5] oraz

[%} Tak jak w rozdziale 6 przyjmijmy, ze [J oznacza jeden z elementéw zbioru
{20, zg, g, +00, —00}, gdzie 2y € R.
Twierdzenie 8.5.12 (reguly de L’Hospitala).
Niech funkcje fig spelnia;jad nastepujace warunki:
i) istnieje granica lim -~

g'(x)’
ii) l%f(x) = li_r)%g(?c) =0, gdzie g(z) # 0 dla z € S(O).
Wtedy :
@) 0] (@)

Jedli funkcje f 1 g spelniaja warunek i) oraz warunek
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i) lim f(z) = lim g(x) = oo,
z—0 z—0O
to wowcezas

(8.5.9) i (%) [E] oy @)

z—0O gl(l‘) )

Miejsca, w ktorych stosujemy jedna z regut de L'Hospitala, (8.5.8) lub (8.5.9),
oznaczamy zwyczajowo za pomoca litery H umieszczonej nad znakiem réwnosci,

tzn. ,,2”.
Przyklad 8.5.13. Wyznaczmy granice wyrazenia nieoznaczonego glcllr}r % typu
0
6 .
]
. sin3z [0] g .. [sin3z] . cos3z-[3x] 3 - cos 3z
im — —| = lim — =lim ——————— = lim ——— =
e=rginbr 0]  #—7 [sinbx]  *—mcosbr - [bx] =75 - cosbx

_3-cos3r  3-(—1) 3

~ 5.coshr 5-(—1) 5

Przyktad 8.5.14. Wyznaczmy granice wyrazenia nieoznaczonego xlgg@ 1“7:” typu

In z|’ 1
L e T N
T—00 [.CL']/ z—o0 | T—00

. Inzx
lim —
T—00

©¢)

o0

1
z

Warto zauwazy¢, ze niniejszym uzasadniliSmy prawdziwos$¢ wzoru (6.2.19).

W przypadku wyrazenia nieoznaczonego jednego z pozostatych typow, tzn.
[00 — o0, [0 - oc], [0°], [1°°], [0c”], przed zastosowaniem regut de L’Hospitala nale-
zy przeksztatci¢ to wyrazenie do postaci spetniajacej zatozenia twierdzenia 8.5.12.
Na przyktad dla wyrazenia typu [0 - co] nalezy iloczyn zamienié na iloraz, zgodnie
z tozsamoscig,

(8.5.10) f(z)-g(x)= f(i) = %
g(z) f(@)

lloraz w tozsamosci (8.5.10) bedzie juz wyrazeniem typu [%] lub {%} Dla wyraze-
nia typu [0°], [1°°] lub [00®] nalezy najpierw zastosowaé tozsamosé (8.5.6) i otrzy-
maé wyrazenie typu [0 - 0o], a nastepnie nalezy zastosowaé tozsamosé (8.5.10).

Przykltad 8.5.15. Wyznaczmy granice wyrazenia nieoznaczonego lirgler Cer

typu [0 - oo]. Korzystajac z tozsamosci (8.5.10), otrzymujemy
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Teraz mozemy zastosowaé regute de L’Hospitala dla symbolu [%}

. er [0 lex]’ = [
limx-eE[O-oo]:lim—{—]glim 7~ = lim = =
z—0t z—0t = L0OO z—0t [—]/ z—0t —=

x x x
L 1
e _ 1
— lim — (1x):1imealc:+oo
z—0t -3 z—0t

Przyktad 8.5.16. Wyznaczmy granice wyrazenia nieoznaczonego typu [0o — o0]

=z _ 1
rz—1 Inz /°

na przyktadzie wyrazenia lim

lim( r _L) 50 — o0 = lim (x-lnx—(x—l))z

e—1t*\r—1 Inzx z—1+ (x—1)-Inzx
. T -lmzr—x+1 O]H [z mz—2+1)
= lim - =1 — =
=1+ (x—1)-Inz [0] 2-1% [(z—1)-Inx]
) lnx+x~i—1 . Inz 071 m
= lim = lim ——= |=| =
=t Inz 4+ (x—1)- 1 e-1rInz+ =1 [0
1 1
L lim [In z] = lim T =
eIt {lnx + ””_1] e—tt L g xi(mng :
1 1 1
== Perll e S
1 2?2 ) x 1
g m — - —= 1m = —
a—1tr r4+1 -1t +1 2

8.6. Ekonomiczna interpretacja pochodnej

W niniejszym podrozdziale przedstawimy ekonomiczng interpretacje pojec:
iloraz réznicowy, pochodna wtasciwa funkcji w punkcie oraz funkcja pochodna
danej funkcji.

Niech = bedzie wielkoscia produkeji, gdzie x € [0, +00), oraz niech funkcja
K okresla wielkos$¢ kosztéw w zaleznosci od z, K: [0, +00) — [0, +00). Zal6zmy,
ze K jest funkcja rozniczkowalng, ze obecna produkcja wynosi xg jednostek i ze
chcemy wyprodukowaé¢ dodatkowych Az jednostek.

Definicja 8.6.1. Kosztem przecigtnym ($rednim) wytworzenia kazdej z dodat-
kowych jednostek produktu nazywamy iloraz réznicowy

AK  K(xzo+ Ar) — K(x)

Ar Ax
Definicja 8.6.2. Kosztem krancowym, odpowiadajacym wielkosci produkeji xg
jednostek nazywamy pochodng wlasciwg funkcji K w punkcie xg, czyli granice

7 . : AK !
wlasciwag lim &= = K'(x).
e Az—0 AT ( 0)
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Definicja 8.6.3. Funkcjg kosztéow krancowych nazywamy funkcje pochodng K'.

Fakt 8.6.4. Zwickszajac produkcje o Az jednostek w stosunku do poziomu zg,
zwiekszamy koszty w przyblizeniu o AK ~ K'(z¢) - Ax jednostek monetarnych.
Przyjmujac Ax = 1, otrzymujemy, ze koszt Ay K wytworzenia dodatkowej jed-
nostki produktu wynosi w przyblizeniu

(8.6.1) MK ~ K'(z).

Przyktad 8.6.5. Funkcja kosztéw zadana jest wzorem K(z) = 3000 + 50x —
0,0123, gdzie x > 0. Funkcja kosztéw krancowych wyraza sie zatem wzorem

K'(x) = 50 — 0,01 - 32% = 50 — 0,032°.

Dla zy = 10 jednostek mamy K'(10) = 50 — 0,03 - 10> = 47, za$ dla zy = 20
jednostek jest K'(20) = 50 — 0,03 - 20* = 38.

Zatem przyblizony koszt wytworzenia dodatkowej jednostki produktu dla po-
ziomu wyjsciowego 10 jednostek wynosi 47 zt, a dla poziomu wyjsciowego 20
jednostek wynosi 38 zt.

Pare innych mozliwosci interpretacji wielkosci ekonomicznych z, K oraz K’
przedstawiono w tabeli 8.2.

Tabela 8.2. Inne ekonomiczne interpretacje pochodnej funkcji
L= | K | K |
cena popyt popyt krancowy

wydajnos¢ | wynagrodzenie | wynagrodzenie krancowe
sprzedaz | utarg (dochdd) | utarg (dochéd) krancowy

8.7. Elastycznos$é funkcji

Niech dodatnia wielko$¢ ekonomiczna f zalezy w sposéb rézniczkowalny od
dodatniej wielkosci ekonomicznej x.
Definicja 8.7.1. Elastycznoscig funkcji f w punkcie xy nazywamy wyrazenie

- f'(o)-

f(xo)

Twierdzenie 8.7.2. Jezeli przyrostowi zmiennej z o s%, liczac od poziomu g,
odpowiada przyrost funkcji f o ¢%, to

Eévof =

qgrs-E,f.

Fakt 8.7.3. Elastyczno$¢ funkcji f okresla w przyblizeniu procentowa zmiane
wartosci tej funkeji w punkcie xg przy zmianie wielkosci z o 1%.
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Definicja 8.7.4. Funkcja f jest w punkcie xg
— elastyczna, jesli zmiana wielko$ci © ma duzy wplyw na zmiane f, tzn.
|Eyo f| > 1,
— nieelastyczna, jesli zmiana wielkosci  ma maty wplyw na zmiane f, tzn.
| Eao | < 1,
— neutralna, jesh |E,, f| = 1.

Przyktad 8.7.5. Niech funkcja kosztow bedzie zadana wzorem K (z) = 3000 +
50z — 0,0123, x > 0. Korzystajac z przyktadu 8.6.5, mamy

K'(x) =50 —0,032%,  K’(20) = 38.
Ponadto dla xy = 20 otrzymujemy K (20) = 3920 oraz

20 20
Ep K = ———  K'(20) = ——
0 (20) = 3559

.38 ~ 0,1939.
K (20) ’

Zatem jezeli produkcja wzrosnie o 1%, to jej koszt wzrosnie o ok. 0,1939%. W kon-
sekwencji koszt jest nieelastyczny wzgledem wielkosci produkc;ji.

Przyktad 8.7.6. Wyznaczmy elastycznosé funkeji potegowej f(z) = ¢-x®, gdzie

¢ >0, a € R. Poniewaz f'(z) = [c-2°] = c- a-2*7!, otrzymujemy
. ZTo . ZTo -1
Ezof_f(xo)'f/(xo)_c.xgt'C.Oé'xg = Q.

Pokazalismy zatem, ze elastycznos¢ funkcji potegowej jest stata. Dlatego tez cze-
sto postugujemy sie funkcja potegowa w badaniach ekonomicznych.

8.8. Stopa wzrostu funkcji

W ekonomii czesto rozwaza sie funkcje przedstawiajace proces zmian pewnych
wielkosci w czasie. Niech wielkos¢ ekonomiczna f zmienia sie w zaleznosci od czasu
t i niech t € [0,T]. Ponadto zal6zmy, ze funkcja f jest funkcja rézniczkowalng
i ze At oznacza przyrost czasu.

Definicja 8.8.1. Stopg wzrostu Sy, f funkcji f w momencie ¢, nazywamy wyra-

zenie
Stof = lim f(to + At) = f(to) _ f'(to)

At—0 At - f(to) fto)

Fakt 8.8.2. Stopa wzrostu jest w przyblizeniu réwna procentowej zmianie war-
tosci funkcji f przy przyroscie czasu o 0,01 jednostki.

Przyktad 8.8.3. Wyznaczmy stope wzrostu funkeji wyktadniczej postaci f(t) =
c-a', gdzie c € R\ {0}, a > 0, a # 1. Poniewaz f'(t) = [c¢-d'] = c¢-a" - Ina,
otrzymujemy

f'(to) c-a™-Ina
St f ko) R na
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Widzimy zatem, ze stopa wzrostu funkcji wyktadniczej jest stata.

Do pojecia stopy wzrostu wrocimy przy okazji omawiania tzw. funkcji logi-
stycznej w rozdziale 9.7.

8.9. Twierdzenia o wartosci Sredniej

W niniejszym podrozdziale przedstawimy dwa twierdzenia o wartosci $redniej,
pochodzace od matematykéw francuskich Michela Rolle’a (1652-1719) i Josepha
Louisa de Lagrange’a (1736-1813). Drugie twierdzenie pozwoli nam sformutowaé
twierdzenie 9.1.1 o warunkach dostatecznych monotonicznosci funkcji rézniczko-
walnej.

Twierdzenie 8.9.1 (Rolle’a).

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b] i rézniczkowalna w przedziale (a, b)
oraz na koncach przedziatu przyjmuje te same wartosci, tzn. f(a) = f(b), to wtedy
w przedziale (a,b) istnieje miejsce zerowe pochodnej f’, tzn. istnieje argument
xo € (a,b), taki ze f'(z¢) = 0.

Teza twierdzenia Rolle’a posiada nastepujaca interpretacje geometryczna: je-
zeli dla pewnego zg € (a,b) mamy f'(xo) = 0, to prosta styczna do wykresu
funkcji f w punkcie (zo, f(z0)), czyli prosta

y = f'(x0) - &+ [f(w0) — f'(w0) - 0] = f(0)

jest prosta pozioma, tzn. réwnolegta do osi Ox. Sytuacje taka przedstawiono na
rysunku 8.2.

Y A
fla) = f(b)

4

styczna

Rysunek 8.2. Geometryczna interpretacja twierdzenia Rolle’a

Przyktad 8.9.2. Uzasadnijmy, ze na wykresie funkcji f(x) = |v — 1|® na prze-
dziale (0, 2) istnieje taki punkt, w ktérym styczna do tego wykresu jest pozioma.
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Funkcja f(x) = |x — 1|2 jest funkcja ciggla w zbiorze R, a w szczegdlnosci w prze-
dziale [0, 2]. Poniewaz

| 1 —(r—1)=—2+1 dlaz—-1<0 < z <1,
Tr — =
r—1 dlar—120 <= z>1,

to otrzymujemy

(—z+1)* dlaz <1,
(x—1)* dlaz>1.

ﬂ@zh%ﬁﬁz{

Wyznaczmy teraz funkcje pochodna funkcji f.
Dla z < 1 zachodzi
fll@)=[(—e+ 1)) =3(-z+1)" (-1) = =3(—z + 1)*.

Dla x = 1 mamy

1) =1 0
f() :):LH} €r — z—1 x — z—1lqp —1 ’
poniewaz:
_ 1 3 _ -1 3 _ -1 3
B N O VO STt ) SN (R
r—1- T — rz—1— r—1 r—1— r—1 r—1— r—1
= linlqi —(x —1)* =0,
—1)3
li /() =1 (z=1) = lim (z — 1) =0
z—1t r — z—1t x—1 z—1t

F@) =[x = 1) = 3(x = 1)2- 1 = 3( — 1)2
Zatem mozemy zapisac, ze

—3(—x+1)* dlaz <1,
f(z) =40 dlaz =1,
3(x —1)* dla z > 1.
Wobec powyzszego f jest funkcja rozniczkowalng w zbiorze R, w szczegdlnosci
w przedziale (0,2). Wyznaczmy wartosci funkcji f na koncach tego przedziatu.
FO =P =1 = =1 =1* =1,
F@) =2—1P =P =1°=1.
Zatem f(0) = f(2) i tym samym spelnione sa wszystkie zalozenia twierdzenia
Rolle’a. Po zastosowaniu tego twierdzenia mozemy stwierdzi¢, iz na wykresie

funkeji f(z) = |z — 1| na przedziale (0,2) istnieje taki punkt, w ktérym styczna
do wykresu jest prosta réwnolegta do osi Oz.
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Uogdlnieniem twierdzenia Rolle’a jest twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie 8.9.3 (Lagrange’a).
Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale [a, b] i rdézniczkowalna w przedziale (a,b),
to istnieje taki punkt zq € (a,b), ze

(8.9.1) f(xo) = w

Teze twierdzenia Lagrange’a mozna interpretowaé geometrycznie nastepujaco:
Rozpatrujemy wykres funkcji f na przedziale [a,b]. Liczba w = tga to
wspélezynnik kierunkowy prostej siecznej, przechodzacej przez punkty (a, f(a))
i (b, f(b)). Liczba f'(xg) to wspotezynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu

f(b)—f(a)

w punkcie (xg, f(z)). Zatem réownos¢ f'(xg) = —=—-— oznacza, ze te dwie
f keie (zo, f(20)). Z bwnosé f'(zo) a ze te dwi

proste sa rownolegte. Sytuacje taka przedstawiono na rysunku 8.3.

Y 4
f(®)

f(a)}
f(zo)

Rysunek 8.3. Geometryczna interpretacja twierdzenia Lagrange’a

Przyktad 8.9.4. Znajdzmy w przedziale [—1, 3] taki punkt z(, aby styczna do
krzywej y = f(x) = 2%+ 3z + 7 w punkcie (¢, f(zo)) byta réwnolegta do sieczne;
taczacej konce tej krzywej na tym przedziale.

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = z* + 3x + 7 jest funkcja ciaglta w zbiorze R,
a w szczegdlnosci w przedziale [—1, 3]. Ponadto f/(z) = [z* + 3z + 7] = 2z + 3,
czyli f jest funkcja rézniczkowalng w zbiorze R, w szczegdlnosci w przedziale
(—1,3). Skoro zalozenia twierdzenia Lagrange’a sa spenione, to istnieje punkt
xo € (—1,3), taki ze

(8.9.2) [ (z0) =
Poniewaz

f3) =
f(=1)

243.347=94+9+7=25,
(=1)*+3-(-1)+7=1-3+7=5,
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to z rOwnania (8.9.2) otrzymujemy

25 —5
2$0+3:T,

20
2?[70+?)Zz,
2170+3:5,

2o =2,  /:2,
IL‘QZ]_.

Ponadto f(xg) = f(1) = 12431+ 7 = 11. Zatem réwnolegta do prostej siecznej
laczacej konice krzywej y = 22 + 3z + 7 na przedziale [—1, 3] jest prosta styczna
do tej krzywej w punkcie (1,11).

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia Lagrange’a jest twierdzenie 9.1.1 o wa-
runkach dostatecznych monotonicznosci funkcji rézniczkowalnej, ktore zaprezen-
tujemy w podrozdziale 9.1.

8.10. Pochodne wyzszych rzedéw

W tym podrozdziale zaktadamy, ze n € NU {0}. Wprowadzimy tutaj pojecie
funkcji pochodnej n-tego rzedu.

Definicja 8.10.1. Pochodng wtasciwg n-tego rzedu funkcji f w punkcie xq defi-
niujemy nastepujaco:

[oN
-

€

f(O) (l’o) f(xO)a
fW (x0) = f(x0),
£ () dof [FD) (20) dlan > 2.

[oN
-

Definicja 8.10.2. Funkcje f, ktora posiada pochodng wtasciwg n-tego rzedu
f™(z¢) w kazdym punkcie xy zbioru A, nazywamy n-krotnie rézniczkowalng
w zbiorze A.

Definicja 8.10.3. Niech A, bedzie maksymalnym zbiorem, w ktérym funkcja
f jest m-krotnie rézniczkowalna. Funkcje f(: A, — R, ktéra x, przypisuje
™ (z0), nazywamy funkcjg pochodng n-tego rzedu (lub krétko: n-tg pochodng)
funkcji f.

Notacja: Zwyczajowo zamiast [, f&) f® piszemy odpowiednio f”, f",

fiv.
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Przyktad 8.10.4. Obliczmy pochodna trzeciego rzedu funkcji f(x) = In(1 + x).

1 1
"(2) = [In(1 " 1= = (1 -1
14/ _ _ —1
') =@ =[1+a) T =(=1) - 1+2)" 1=—(1+a) "= 7
(1+2z)
@) =@ =[~1+2)" ==(=2) - (1+2) - 1=2-(1+2)° =
B 2
C (14a2)*
Na zakonczenie zauwazmy, ze Dy = Dy = Dy = Dy = (—1,400).
Przyktad 8.10.5. Obliczmy pochodna trzeciego rzedu funkcji f(z) = %
e"l" etix—et-1  ef(x—1)
f/(:L‘) = |:;:| = x2 —= l,2 R
f//(l,) — [ez(x; 1)], — [ex(x — 1)]/ - 4_ ex(x — 1) 22 =
x x
[e®(x — 1) +e*] - 2% — e®(22% — 22)  €*-x -2 — (22 — 27)
(P - 2x2 + 2x)
— 2 2
P = | T2 x)] B
_ e 2 —22% +22)] - 2t — e®(a® — 227 + 22) - da®
a8 B
[e"(a? — 207 4 22) + € (32 —dw + 2)] - a' — e”(42® — 82° 4 8a')
- = -
@+’ 20 +2) 2t —e"(42° — 82 + 82t)
- p -
(@ + 2% — 22° 4+ 22" — 420 4+ 82® — 8at)
- — -
(" — 320 +62° — 62')  e"(a® — 32% 4 62 — 6)
B 8 B xt '

Na zakonczenie zauwazmy, ze Dy = Dy = D = Dy = R\{0}.

8.11. Rozwiniecia funkcji wedlug Taylora i Maclaurina

W tym podrozdziale przedstawimy rozwiniecia funkcji pochodzace od ma-
tematyka angielskiego Brooka Taylora (1685-1731) oraz matematyka szkockie-
go Colina Maclaurina (1698-1746). Rozwinigcia te pozwola przedstawi¢ dowolna
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,dostatecznie porzadng” funkcje jako sume pewnego wielomianu i pewnej ,ma-
tej” reszty. Przedstawienia takie bedziemy wykorzystywali do tworzenia wzorow
przyblizonych oraz szacowania wartosci réznych wyrazen funkcyjnych. Doktad-
nos¢ takich szacowan bedzie dowolna i dzieki temu znacznie lepsza niz doktadnosé¢
uzyskana przy stosowaniu rézniczki funkeji (patrz podrozdziat 8.3).

Twierdzenie 8.11.1 (Taylora).

Niech n € N U {0}. Jezeli funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w pewnym
otoczeniu O(xg) punktu zg, to dla kazdego x € O(x) istnieje punkt ¢ pomiedzy
o i x, taki ze

(8.11.1) f(z) = f(xo) + @(w — ) +

()
2!
(n—1) To

S (o) (

(x —20)® + -+
f(e)

+ =) x— )"+ o (x — o)™
Rownosé (8.11.1) nazywamy wzorem Taylora.
Definicja 8.11.2. Wielomian
(o) f" (o) fU 1 (o) n—
f(zo) + 1 (z — ) + ol (37—950)2+"'+W(37—9€0) '

nazywamy wielomianem Taylora rzedu (n — 1) funkcji f w punkcie zg.

Fakt 8.11.3. Wielomian Taylora rzedu (n— 1) jest wielomianem stopnia (n — 1)
zmiennej .

Definicja 8.11.4. Wyrazenie

(x — xo)"

nazywamy n-tq resztq Lagrange’a funkcji f w punkcie xg.

Fakt 8.11.5. Przy ©x — xy n-ta reszta Lagrange’a jest wielkoscig nieskonczenie
mata w poréwnaniu z wyrazeniem (z — x)", tzn.

lim 4Rn(:c)

v—z0 (x — 2"

= 0.

Uwaga 8.11.6. Jesli w twierdzeniu 8.11.1 i definicji 8.11.2 przyjmiemy zy = 0,
to otrzymamy odpowiednio wzor Maclaurina oraz wielomian Maclaurina rzedu

(n — 1) funkcji f.

Przyktad 8.11.7. Napiszmy wzor Taylora dla funkcji f(xz) = In(1+z), n = 3
oraz punktu xg = 0, czyli de facto wzér Maclaurina dla tej funkeji. Przypomnijmy,
ze Dy = (—1,400).
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Mamy f(0) =In(1+0) =In1 = 0. Korzystajac z przyktadu 8.10.4, otrzymu-
jemy

1 1
! = ! O = — = 1
-1 -1
" "
= 0) = - _
2 2
" o " _ )
f (l’) - (1 ‘l‘l’)?’, f (C> (1 +C)3
Podstawiajac powyzsze do wzoru (8.11.1), otrzymujemy
1 -1 2 (lfc)3 3
(8.11.2) 1n(1+x)=0+ﬁ(:c—0)+j(:c—0) + g (x—0)° =
_ L, 2 3 _ L, 1 3
T T aTer et TP TRt

gdzie ¢ lezy pomiedzy 0 oraz x.

Fakt 8.11.8. Rozwiniecie funkcji f(z) = In (1 + z) wedlug Maclaurina jest po-
staci

.1'2 .%'3 .CL'4 3;'"71 "
(B118) In(1 4 o) =o =gt =+ r (=] T

n—1

gdzie x € (—1,4+00), ¢ lezy pomiedzy 0 oraz x, n € N, n > 2.

Przyktad 8.11.9. Napiszmy wzér Taylora dla funkcji f(z) = <, punktu zp = 1
oraz n = 3. Przypomnijmy, ze Dy = R\ {0}.

Mamy f(1) = % = e. Korzystajac z przyktadu 8.10.5, otrzymujemy
e’(x —1) el(1-1)
f/(l.) — T’ f’(l) = T =0,
e (23 — 22° + 2 el(13-2-12+2-1 e-1
f”(l') — ( . )7 f/l(l) — ( T ) — — 6,
T 1 1
e*(x3 — 32% + 62 — 6 ef(c3 — 3¢ +6¢c—6
f/// (l') — ( x4 )’ f///(c) — ( C4 )
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Wstawiajac powyzsze do wzoru (8.11.1), otrzymujemy

§:e+%(x—1)+%(x—l)2+ 60(63_353;60_6)(33—1)3:
=e-+ g(xQ —2x+1)+ (e _3220:_66_6)@— 1)? =
:e—l—%:f—ew—i—g—}- 66(63_3220:_66_&@—1)3:
gxg —er + ge + (e - 321:_ 6c = 6) (x—1)3,
wielomian Taylora stopnia 2 3-cia reszta Lagrange’a

gdzie ¢ lezy pomiedzy 1 oraz x.

Tak jak wspominali$émy na poczatku podrozdziatu, wzory Taylora i Maclaurina
sg stosowane w zagadnieniach aproksymacyjnych, np. przy tworzeniu wzoréw
przyblizonych i szacowaniu ich doktadnosci.

Przyktad 8.11.10. Oszacujmy doktadno$¢ wzoru przyblizonego

2
1
(8.11.4) In(1+2)~a— ‘% dia fo] < 7.

Z réwnosci (8.11.2) otrzymujemy, ze blad tego wzoru przyblizonego wynosi

w5 )5 bk

gdzie c jest pewng liczba pomiedzy 0 oraz x. Taka liczba spetnia oczywiscie nie-

réownosé |¢| < 15, co w konsekwencji daje

Y

—% < c < ﬁ, /+1,
& < l4+c¢ < }—9, /03,

() < (40 < (),

@F = o T @F

Teraz mozemy przystapi¢ do szacowania btedu wzoru (8.11.4).

5 o 1 1 , 11 1\*
z '?x?—g'}m"””‘<§'<%)3'(1—o)—

1
’3(1 +c)3

-l

3 3
_1 (E) . (i) _ LY 000045725,
3 \9 10) 3.9 2187

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze btad wzoru przyblizonego (8.11.4) wynosi co naj-
wyzej ﬁ.
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Wzory Taylora i Maclaurina wykorzystywane sg réwniez do obliczania przy-
blizonych wartosci wyrazen z zadang, ale dowolng doktadnoscia.

Przyktad 8.11.11. Wyznaczmy przyblizenie warto$ci wyrazenia In 1,1 z doktad-
noécia do 107, Do wzoru (8.11.3) podstawiamy x = 0,1 i otrzymujemy

(0,1)2 (0,1 (01" (0,1)"
In1,1=(0,1) — — cee (=1)"
nl1=(01) = ==+ TR Gt e
Pn—l
0,1)"
1 e (01"
et

gdzie ¢ jest pewng liczba pomiedzy 0 oraz 0,1. Jezeli jako wartos¢ wyrazenia
In1,1 przyjmiemy P,_1, to btad takiego przyblizenia bedzie oczywiscie wynosit
(i

. Musimy zatem znalez¢ takie n € N, n > 2, zeby speliona byta

. nllton
Nnierownosc
0,1)"
8.11.5 -1 wrn QD" <1074
( ) ‘( ) n(l+c)n
Poniewaz
0 < c < 0,1, /+1,
1 < 1+4¢ < 11, /O™,
1 < (1+o" < (L)~
1 1
L> @ > oo

to po lewej stronie nieréwnosci (8.11.5) otrzymujemy

(_1)n+1 (Oal)n _ (071)n (Oal)n'

= <
n(l+com| n(l+c)n n

Zamiast nieréwnosci (8.11.5) rozwiazujemy wigc nieréwnosé

0,1)"
g—i—l—<< 1074,
n
1 1

107 n = 100
10" - n > 10*,
n > 4.

Zatem aby dokladnoéé przyblizenia In1,1 ~ P,_; wynosita 107%, nalezy przyja¢
n = 4.
Wyznaczmy warto$é¢ przyblizong dla n = 4.
2 3
11~ (0,1)— (0,1) N (0,1) _ 1 L_{_ 1 _ 300—-15+1 _ 286 .
2 3 10 200 3000 3000 3000
Py 1=Ps
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Przyblizenie wartodci wyrazenia In 1,1 z doktadno$cia do 10™* wynosi wiec

286
nllsx — = .
nll~ oo =0,095(3)



Rozdzial 9

Badanie zmiennosci funkeii

W tym rozdziale przedstawimy zastosowanie rachunku rézniczkowego do ba-
dania przebiegu zmiennoéci funkcji. Przy pomocy pochodnych funkcji mozemy
badac¢ takie jej cechy jak: monotonicznos¢, ekstrema lokalne i globalne, wypuktosé
czy tez punkty przegiecia. Znajomos¢ tych cech pozwoli nam po6zniej sporzadzié
doktadny szkic wykresu danej funkcji.

9.1. Monotonicznos¢ funkcji

Monotoniczno$¢ funkeji na danym przedziale (patrz definicja 3.2.10) mozemy
ustali¢, badajac znak pierwszej pochodnej tej funkcji.

Twierdzenie 9.1.1 (warunki dostateczne monotonicznosci funkcji).
Niech A oznacza dowolny przedzial otwarty i niech funkcja f bedzie rézniczko-
walna w A. Jezeli dla kazdego x € A

— f’( ) =0, to funkcja f jest na przedziale A stala,

f'(x) > 0, to funkcja f jest na przedziale A rosnaca,

— f(x) 2 0, to funkcja f jest na przedziale A niemalejaca,
— f'(z) < 0, to funkcja f jest na przedziale A malejaca,
— f'(z) <0, to funkcja f jest na przedziale A nierosnaca.

Przyktad 9.1.2. Wyznaczmy przedzialty monotonicznosci funkeji wielomianowej
f(z) = a® — 302? 4+ 225x. Oczywiscie Dy = R. Zbadajmy pochodna funkcji f.

f'(x) = [#* — 302% + 2252]' = 32° — 60x + 225, Dy =R,
fl(x) =0 < 32° —602+225=0, /:3,
2® — 20z + 75 =0,
A= (=20)2—4-1-75=400—300 =100, VA =10,
20-10 . 20 + 10

_ ~ 15.
2 "2 2

r =
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y = 3x% — 60z + 225

Rysunek 9.1. Szkic wykresu funkcji y = 322 — 60z + 225

Korzystajac ze szkicu wykresu funkcji f'(x) = 32? — 60x + 225 (patrz rysunek
9.1), otrzymujemy
f'(z) >0 <= z € (—00,5) lub z € (15, 4+00),
() <0 < x € (5,15).
Zatem funkcja f(x) = 2® — 3022 + 225z jest rosnaca na przedziatach (—oo,5)
oraz (15, +00), zas malejaca — na przedziale (5, 15).
Przyktad 9.1.3. Wyznaczmy przedzialy monotonicznosci funkcji zadanej wzo-
rem f(x) = e"(x + 1). Oczywiscie Dy = R. Zbadajmy pochodng funkeji f.
f(x)=[e"(x+1)] =€ (z+1)+e" 1 =e"(z+1)+e" = e*(2+2), Dy =R.
Poniewaz (Vz € R)e” > 0, mamy
f(2)=0 <= €"(242)=0 <= 2+2=0 < z= -2,
() >0 <= e (x+2)>0 <= 24+2>0 < = > -2,
() <0 <= " (242)<0 <= 2+2<0 <= z < -2.
Zatem funkcja f(z) = e*(x+1) jest rosnaca na przedziale (—2, +00), za$ malejaca
— na przedziale (—oo, —2).

Przyktad 9.1.4. Wyznaczmy przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) =
{1}.

Przy zalozeniu x > 0 A z # 1 otrzymujemy Dy = (0,1)U(1, +00) = (0, +00)\
Badamy pochodng funkcji f.

@ =|

Poniewaz (Va € Dy) In®z > 0, otrzymujemy

—8

17 1-lnxr—z- -1t Inz—1
] - 2 £ = 2 ) Df’ :(071)U(1>+OO)‘

Inz In“z In“x

Inz -1

f(2) =0 nle =0 <<= lhr—-1=0 <= hr=1 < zr=e¢,
nx

, Inz -1

fl(x) >0 «— 1f>0 — lnr—-1>0 <= hher>1 < z>e,
nx

, Inz—1

fl(z) <0 <= 1f<0 < Inr—-1<0 <= hr<l <= z<e
nx

Z powyzszego wynika, ze funkcja f(x) = ;- jest rosngca na przedziale (e, +00),
za$ malejaca — na przedziatach (0, 1) oraz (1,e).
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Fakt 9.1.5. Jezeli (Vx € A) f'(z) > 0 [lub (Vz € A) f'(z) < 0] oraz réwnosé
f'(x) = 0 zachodzi jedynie dla skoniczonej ilosci argumentéw, to funkcja f jest
na przedziale A rosnaca [lub malejaca, odpowiednio].

Przyktad 9.1.6. Rozwazmy funkcje f(x) = z3. Oczywiscie f/(x) = 3z?%. Ponie-
waz

f'(z) >0dlaz#0, f'(0)=0,
to f(z) = x® jest funkcja rosnaca na R (patrz rysunek 9.2).

yl\

Y

Rysunek 9.2. Wykres funkcji f(z) = 23

9.2. Ekstrema lokalne funkcji

W tej czesdci ksiazki wprowadzimy pojecie ekstremow lokalnych funkcji oraz
zastosujemy rachunek rézniczkowy do wyznaczania tych ekstreméw. Przypomnij-
my, ze otoczenie O(xy) punktu zy to przedzial otwarty (zg—0d, xo+9) dla pewnego
d > 0 (patrz definicja 7.1.1).

Definicja 9.2.1 (ekstrema lokalne funkcji).
Funkcja f ma w punkcie xy € Dy minimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie
O(zo) C Dy, takie ze

(Vo € O(xo)) f(x) > f(xo).
Funkcja f ma w punkcie g € Dy maksimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie
O(zo) C Dy, takie ze

(V€ O(x0)) f(x) < f(xo)-

Pojecia minimum i maksimum lokalnego funkcji posiadaja interpretacje geo-
metryczng przedstawiong na rysunku 9.3.
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Yy A

Fxo) Y= f(z)

3

A4

ro—90 To xp9+0 T ro—06 To x40

Rysunek 9.3. Minimum lokalne funkcji i maksimum lokalne funkeji

Na poczatku sformutujemy twierdzenie, ktére pozwoli nam znalezé te ar-
gumenty funkcji rézniczkowalnej, ktore beda kandydatami na jej ekstrema lo-
kalne. Autorem tego twierdzenia jest matematyk francuski Pierre de Fermat
(1601-1665).

Twierdzenie 9.2.2 (Fermata, warunek konieczny ekstremum lokalne-
go). Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie g i jest w tym punkcie
rozniczkowalna, to xg jest miejscem zerowym funkcji pochodnej funkcji f, tzn.

f'(xo) = 0.

Definicja 9.2.3. Niech zy € Dyp. Jezeli f'(z9) = 0, to punkt xy nazywamy
punktem stacjonarnym funkcji f.

Warto zauwazy¢, ze twierdzenie Fermata nie wspomina o tych punktach,
w ktorych funkcja posiada ekstrema lokalne i rownoczesénie nie jest rézniczkowal-
na. Powracajac do przyktadu 8.1.7, mozemy stwierdzié, ze funkcja f(z) = |z —3|,
ktora w punkcie xg = 3 nie jest rézniczkowalna, posiada w tym punkcie minimum
lokalne. Dlatego tez przy typowaniu kandydatéw na ekstrema lokalne funkceji be-
dziemy postugiwali sie nastepujacym faktem.

Fakt 9.2.4. Funkcja moze miec ekstrema lokalne tylko w tych punktach, w kto-
rych jej pochodna réwna sie zero lub nie istnieje.

Kiedy juz ustalimy, ktore argumenty funkcji moga by¢ punktami jej ekstre-
méw lokalnych, kazdego z tych kandydatéw trzeba poddaé weryfikacji przy po-
mocy jednego z twierdzen 9.2.5 lub 9.2.8 o warunkach dostatecznych istnienia
ekstremum (w przypadku punktéw stacjonarnych funkcji) lub przy pomocy in-
nych srodkéw (w przypadku punktow, w ktorych funkcja nie posiada pochodnej
wlasciwej).

Twierdzenie 9.2.5 (I warunek dostateczny ekstremum lokalnego).
Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna w otoczeniu O(xy) punktu z. Jezeli spel-
nione sa warunki:

i) punkt z( jest punktem stacjonarnym funkeji f,

ii) przy przejéciu przez xy pochodna f’ zmienia znak z 4" na ,—",
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to funkcja f posiada w punkcie xy maksimum lokalne.
Jezeli spelnione sa warunek i) oraz warunek
ii)" przy przejéciu przez xy pochodna f’ zmienia znak z ,—
to funkcja f posiada w punkcie xy minimum lokalne.

7

na 77_'_” )

Sformutowanie ,przy przejsciu przez xo pochodna f’ zmienia znak z «+» na
«—»" nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze w pewnym sasiedztwie lewostronnym
S(zy) punktu zy pochodna jest dodatnia oraz w pewnym sasiedztwie prawo-
stronnym S(zg) punktu zy pochodna jest ujemna. Analogicznie nalezy rozumieé
sformutowanie z warunku ii)’.

Przyktad 9.2.6. ZnajdZmy ekstrema lokalne funkcji f(z) = e* + e, gdzie
D; = R. Zbadajmy pochodng funkcji f.

f,(l') — [ez + e—z]/ — ¥ — e T
Poniewaz Dy = R, to nie ma argumentéw, dla ktérych f’ nie istnieje. Zatem

jedynymi kandydatami na punkty ekstreméw lokalnych funkcji f sa jej punkty
stacjonarne.

et =e ",
r = —x,
r+x=0,
22 =0,
x=0.

W konsekwencji jedynym kandydatem na punkt ekstremum lokalnego jest x = 0.
Zbadajmy znak pochodnej f’ w sasiedztwie 0.

() <0 <= -7 <0 < " <e ¥ <= < -1 < <0,
() >0 <= " —e >0 < "> " <= v>-—1 < x>0

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze przy przejsciu przez x = 0 pochodna f’ zmienia
znak z ,—" na ,+7, czyli ze w punkcie z = 0 funkcja f ma minimum lokalne
rowne f(0)=e’+e0=1+1=2.

Przyktad 9.2.7. ZnajdZmy ekstrema lokalne funkcji f(z) = —2® + 322 — 4.
Oczywiscie Dy = R. Wyznaczmy pochodng funkcji f.

fl(z) = [-2® + 32 — 4] = =32* + 62, Dy =R.
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Zatem jedynymi kandydatami na punkty ekstremoéw lokalnych funkcji f beda
miejsca zerowe pochodnej f'.

fl(z) =0 & —32°+ 62 =0,
—3z(x —2) =0,
—3r=0 lub z—-2=0,
r=0 lub x=2.

Zbadajmy znak pochodnej f w otoczeniach punktow stacjonarnych f. Wykorzy-
stamy w tym celu szkic wykresu f’ (patrz rysunek 9.4).

y = —32% + 67

Rysunek 9.4. Szkic wykresu funkcji y = —322 + 62

fl(r) >0 <= —322+62>0 < z¢€(0,2),
fl(r) <0 <= 322 +62 <0 < z € (—00,0)U (2, +00).

7

Zatem przy przejsciu przez x = 0 pochodna f’ zmienia znak z ,—” na ,+”, czyli
dla z = 0 funkcja f posiada minimum lokalne réwne f(0) = —03+3-02—4 = —4.
Natomiast przy przejsciu przez x = 2 pochodna f’ zmienia znak z ,+” na ,—”,
czyli dla x = 2 funkcja f posiada maksimum lokalne réwne f(2) = —23+3.22—4 =

—84+12-4=0.

Aby méc zastosowaé drugi warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalne-
go funkcji, nalezy wyznaczy¢ pochodne wyzszych rzedéw tej funkcji.

Twierdzenie 9.2.8 (I warunek dostateczny ekstremum lokalnego).
Niech funkcja f bedzie n-krotnie rézniczkowalna w otoczeniu O(z) dla pewnego
n € N. Jezeli spelnione sg warunki:

D) f'(wo) = f"(z0) = ... = fOD(z0) = 0,

i) £ () < 0,

iii) n jest liczba parzysta, gdzie n > 2,
to funkcja f posiada w punkcie xy maksimum lokalne.

Jezeli zamiast warunku ii) jest spelniony warunek

i) (o) > 0,

to funkcja f posiada w punkcie xy minimum lokalne.

Po matej modyfikacji powyzsze twierdzenie pozwala nam orzec, ze dany punkt
nie jest punktem ekstremum lokalnego funkcji.
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Fakt 9.2.9. Jedli w warunku iii) twierdzenia 9.2.8 mamy ,n jest liczba nieparzy-
sta”, to funkcja f w punkcie xy nie posiada ekstremum lokalnego.

Przyktad 9.2.10. Znajdzmy ekstrema lokalne funkcji f(z) = 2'%° + 22°°, gdzie
D; = R. Wyznaczmy najpierw n-tg pochodng funkeji f, gdzie n € N.

f'(z) = 1002" + 100",
f"(z) =100-99 - % + 100 - 49 - 2%,
f"(x) =100-99-98 - 277 4100 - 49 - 48 - 27,

Ay - 207" £ b, - 2% dla n < 50 i pewnych stalych a,,b, € N,
f™(z) ={ ¢, 210N dla 51 <
0 dla n > 100.

n < 100 i pewnej statej ¢, € N,

Zauwazmy, ze (Yn € N) Dyw) = R, czyli ze jedynymi kandydatami na ekstrema
lokalne beda punkty stacjonarne funkcji f. Wyznaczmy te punkty.

fl(r) =0 <= 1002" 4 100z* = 0,
1002 (2 4+ 1) = 0,
1002 =0 lub 2 +1=0,

r=0 lub z €@ (réwnanie sprzeczne).
Zatem jedynym punktem stacjonarnym jest x = 0. Pami¢tajac, ze

f(49) () = agg - 2%t 4 byg -,

f(50) () = aso - 2™ + bsp,

wyznaczmy wartosci pochodnych kolejnych rzedéw w tym punkcie.

J'(0)=0,
fl/(o) — 07
f///(0> — O,
Fe9(0) =0,

FEO(0) = asp - 0°° + bsg = bsg = 100-49 - 48 - 47 - ... -1 = 100 - 49"

Poniewaz f®%(0) = 100-49! > 0 oraz n = 50 jest liczbg parzysta, to z twierdzenia
9.2.8 otrzymujemy, ze w punkcie x = 0 funkcja f osiaga minimum lokalne, ktore
jest réwne f(0) = 0'° 4 2.0% = 0.
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9.3. Ekstrema globalne funkcji

Po zbadaniu ekstremoéw lokalnych kolejnym elementem badania przebiegu
zmienno$ci danej funkcji jest wyznaczenie ekstremow globalnych tej funkcji na
zadanym zbiorze. Przy wyznaczaniu ekstremow globalnych bedziemy korzystali
m.in. z algorytmu wyznaczania ekstreméw lokalnych.

Definicja 9.3.1 (ekstrema globalne funkcji na zbiorze).
Niech A C Dy i A # @. Liczba m € R jest minimum globalnym funkcji f na
zbiorze A, jesli

(Fzo € A) f(zg) =m oraz (Ve e A) f(x) > m.
Liczba M € R jest maksimum globalnym funkcji f na zbiorze A, jesli
(Fzg € A) f(xg) =M oraz (Ve e A) f(x) < M.

Minimum globalne funkcji na zbiorze nazywamy inaczej wartoscig najmniejszq
tej funkcyi na tym zbiorze, za$ maksimum globalne na zbiorze — wartoscig najwiek-
szqg na zbiorze. Warto zauwazy¢, ze pojecia wartosci najmniejszej i najwiekszej
funkcji na przedziale pojawity si¢ juz w twierdzeniu 7.2.3 Weierstrassa o osiaganiu
kresow. Twierdzenie to méwi, ze funkcja ciagta w przedziale domknietym osigga
swoje ekstrema globalne na tym przedziale. Teraz nauczymy si¢ wyznaczaé te
ekstrema. Najpierw wykorzystamy nastepujacy fakt:

Fakt 9.3.2. Ekstrema globalne funkcji ciagtej na przedziale domknietym wyste-
puja albo w jej ekstremach lokalnych, albo na koncach tego przedziatu.

Przyktadowy wykres funkeji ciaglej na przedziale domknietym A = [a, b], z za-
znaczeniem minimum oraz maksimum globalnego tej funkcji na tym przedziale,
przedstawiono na rysunku 9.5.

Y A
maksimum
globalne 1

fnaA

minimum
globalne -
fna A

Rysunek 9.5. Ekstrema globalne funkcji ciaglej na przedziale domknietym



9.8. Ekstrema globalne funkcji 113

7 faktu 9.3.2 wynika, ze procedura wyznaczania ekstremoéow globalnych funk-
¢ji na danym przedziale bedzie dwustopniowa: najpierw wyznaczymy ekstrema
lokalne, ktére znajduja sie w tym przedziale, a nastepnie poréwnamy ich wartosci
z wartosciami funkcji na koncach przedziatu. Najmniejsza z tych wartoséci bedzie
szukanym minimum globalnym, a najwieksza bedzie maksimum globalnym.

Przyktad 9.3.3. Wyznaczmy ekstrema globalne funkcji f(z) = 23+ 42+ 5z +1
na przedziale [—2, 1]. Najpierw zbadamy ekstrema lokalne.

fl(x) =[x +42* + 52 +1) =32 +82+5,  Dp=D;=R,

fl(x) =0 < 32 +8x+5=0,
A=64—4-3-5=64—60=4, VA=2,

—8—-2 10 5 —8+2

— :L'QI

S —1.
6 6 3 6

xr =

Na rysunku 9.6 jest przedstawiony szkic wykresu funkcji y = 322 + 8x + 5. Z te-
go szkicu odczytamy znaki pochodnej f' w sasiedztwie punktéw stacjonarnych

funkcji f.
AN
—g\\\\;;///l—1 @
y=322+8x+5
Rysunek 9.6. Szkic wykresu funkcji y = 322 4 8z + 5
Dla z = —g pochodna zmienia znak z ,+” na ,—”, czyli funkcja f posiada

maksimum lokalne réwne

5 5\3 5\2 5 125 25 25
—Z)=(=-= 4= 5(—= l=—""144. = _Z41=
(m5)=(5) +a(5) +o(5) ri=gpreg -5+

(125300 225 27 23
27 27 27 27 27

7

Dla x = —1 pochodna zmienia znak z ,—" na ,+”, czyli funkcja f posiada

minimum lokalne réwne
f(=1) = (=1 +4(=1)* +5(-1) + 1 = —1.
Teraz wyznaczamy wartosci funkcji f na koncach przedziatu [—2, 1].

f(=2) = (=2 +4(=2)* +5(-2)+1=-8+16—-10+ 1 = —1,
f)=1"+4-1*+5-1+1=11.
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Po poréownaniu ze sobg otrzymanych wartosci: —%, —1, —1 oraz 11 mozemy
stwierdzi¢, ze minimum globalne funkcji f(x) = 23 + 42% + 5z + 1 na przedziale
[—2, 1] wynosi —1, za$ maksimum globalne tej funkcji na tym przedziale wynosi

11.

W tym miejscu warto odnotowaé, ze przy wyznaczaniu ekstreméw globalnych
funkcji nie jest konieczne petlne badanie ekstreméw lokalnych. Wystarczy obliczy¢
wartodci funkcji we wszystkich punktach podejrzanych o ekstrema lokalne, tzn.
we wszystkich punktach stacjonarnych oraz wszystkich punktach nierézniczko-
walnoéci funkcji, nalezacych do danego przedziatu. Nastepnie nalezy pordéwnac te
wartosci z wartosciami funkcji na konicach przedziatu: najmniejsza i najwicksza
sposrod tych liczb bedzie odpowiednio minimum i maksimum globalnym funkcji
na danym przedziale.

Przyktad 9.3.4. Wyznaczmy ekstrema globalne funkcji f(z) = z®|z + 2| na
przedziale [—4, 1]. Najpierw wyznaczamy punkty podejrzane o ekstrema lokalne.
Mamy oczywiscie

f(x) (—x—2) dlax+2<0, —zt —22% dlaz < -2,
Tr) = =

(r+2) dlax+2>0, rt 4223 dlaz > 2.
Zbadajmy teraz rézniczkowalnosé funkcji f w punkcie xqg = —2. Poniewaz

—2) = (=2)* +2(-2)* =16 +2(-8) = 16 — 16 = 0,
fl@) =0 _ . f@)

lim ———— = lim = —
e—-2 g —(—2) r—-2 x+ 2 t—-2 71+ 2
f(x) .o—xt=223 101y . —4a® — 627
lim = lim —— |- = lm ————=
z——2—x + 2 T——2" x4+ 2 0 T——2" 1

= —4(-2)* - 6(—2)* =32 - 24 =38,
. f(z) . xt 4 223 {O] H .. 423 + 622
lim m —— == m ——0 =
z——2txr+2 z——2t x+2 [0 z——2+ 1

=4(—2)> +6(—2)* = =32 + 24 = -8,

to granica 1111_12 % nie istnieje, czyli funkcja f nie posiada pochodnej wta-
Sciwej w punkcie g = —2. Dla x # —2 pochodna f’(x) wyznaczamy tatwo za

pomocy regut rézniczkowania.

[—2t =223 dlax < -2, —42% — 627 dlaz < -2,
f'(x) = { nie istniecje  dla x = —2, = < nie istnieje  dla z = —2,
[z + 223 dlax > -2, 423 4+ 622 dlaz > —2.
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Teraz wyznaczamy punkty stacjonarne funkcji f.

fllz) =0 <= —42° —62"=0 dlaz< -2 lub 42° +62°=0 dlaz > -2,

—22*(2x +3) =0, 22%(2z 4+ 3) = 0,
—222=0 lub 22+3=0, 202 =0 lub 2z+3=0,
r=0 lub x:—§, r=0 lub x:—§.
2 2

(sprzeczne z x < —2)

Zatem kandydatami na punkty ekstreméw lokalnych sg x = —2, x = —% oraz
rz=0.

Obliczmy wartoéci funkcji f(x) = 23|x + 2| we wszystkich tych punktach.

Wyznaczmy wartosci funkeji f na koricach przedziatu [—4, 1].

f(=4) = (43| —4+2| = —64-2 = —128,
f(1)y=1*142|=3.

Po poréwnaniu wszystkich otrzymanych wartosci stwierdzamy, ze minimum glo-
balne funkcji f(x) = 23|z + 2| na przedziale [—4,1] wynosi —128, natomiast
maksimum globalne tej funkeji na tym przedziale wynosi 3.

Umiejetnos¢ wyznaczania ekstremow globalnych funkcji na zbiorze znajduje
swe zastosowanie przy rozwigzywaniu zagadnien optymalizacyjnych w problema-
tyce decyzyjnej, np. przy wyznaczaniu optimum produkcyjnego (tzn. takiej wiel-
kosci produkcji, dla ktorej zysk jest maksymalny), przy minimalizacji kosztow
itp. Mozemy teraz powroci¢ do przyktadu 7.2.4 i wyznaczy¢ doktadng wartosé
predkosci optymalnej v,, ktorej istnienie wykazaliSmy, korzystajac z twierdzenia
7.2.3 Weierstrassa o osiagganiu kresow.

Przyktad 9.3.5. Koszt uzytkowania autobusu w ciggu godziny wyraza si¢ wzo-
rem empirycznym K (v) = a+bv?, gdzie a, b sa statymi dodatnimi, w zaleznosci od
predkosci jazdy v € [0, Upax, gdzie vy to maksymalna predko$é autobusu. Przy
jakiej predkosci autobus przejedzie dowolna droge przy najmniejszych kosztach?
Niech autobus przejezdza w czasie t godzin droge s, gdzie s > 0. Pamigtajac,

ze
S
V= = t=-,
v

s
t
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otrzymujemy, ze koszt przejechania drogi s wynosi

S

K,w)=t-K@)=tla+w®) ==(a+W*) =s (2 _sz) dla v > 0.
v

v

Wyznaczmy minimum globalne funkcji K na przedziale (0, vpax]-

/ _ 20 3
Kl(v) = {3 (% + bvz)} =5 (—?% + va) = <u> dlav >0,

02
—a + 2003
02

—a + 2003

5 =0 = —a+20°=0

K;(fu):0<:>s< >:O<:>

— 2® =q <— 713:& — U:\S/Q%a

2b
— 2003
Kl(v) <0 < s(%) <0 &= —a+2’ <0 = v<,3/2%,
—a + 2bv?

K;(fu)>0<:>s< >>0<:>—a+2bv3>0<:>v>,3/g.

v? 2b

Przy przejsciu przez v = Y5 pochodna K[(v) zmienia znak z ,—" na ,+”,

czyli funkcja K, osigga dla v = \9/2% minimum lokalne. Poniewaz funkcja K

jest malejaca na przedziale (O, 3 2%) oraz rosnaca na przedziale ({’/2% , ’Umax}, to
powyzsze minimum lokalne jest rowniez minimum globalnym funkcji K na prze-

dziale (0, Uyay|. Podsumowujac, mozna stwierdzié, ze koszty przejazdu dowolne;

drogi sa najmniejsze przy predkosci optymalnej v, = \?/% .

9.4. Wypuklosé i wklestosé funkcji

W tej czesci ksiazki zdefiniujemy pojecia funkcji wypuktej i funkeji wkleste;j.
Ponadto zastosujemy rachunek rozniczkowy do wyznaczania przedziatow wypu-
ktosci i wklestoscei danej funkcji.

Definicja 9.4.1. Funkcja f jest wypukta na przedziale A C Dy, jezeli dla dowol-
nych punktéw x1,z5 € A, takich ze x; < x5 oraz dla dowolnych liczb dodatnich
«, 3, takich ze a + § = 1 zachodzi nieréwnosc¢

(9.4.1) flaxy + Ba) < af(z1) + Bf(xg).

Funkcja f jest wklesta na przedziale A C Dy, jezeli zamiast nieréwnosci (9.4.1)
zachodzi nier6wnos¢

(9.4.2) flaxy + Bxa) > af(z1) + Bf(xs).
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Warto zauwazy¢, ze jesli mamy «, 3 > 0 oraz a+ = 1, to liczba ax+ (2 lezy
w przedziale (zq,z5). Rozwazmy sieczna wykresu funkcji f, przechodzaca przez
punkty (x1, f(z1)) oraz (xq, f(z2)). Warunek (9.4.1) oznacza, ze w przedziale
[x1, x9] sieczna ta lezy nad wykresem funkcji f (patrz rysunek 9.7). Natomiast
warunek (9.4.2) znaczy, ze w przedziale [z1,xs] sieczna lezy pod wykresem tej
funkcji (patrz rysunek 9.8).

A4

T1  axy + Bra T2

Rysunek 9.7. Wypuktosé funkcji

/ T1 axy + B2 \ e
Rysunek 9.8. Wklestosé funkcji

Wypuktos¢ 1 wklestosé funkeji opisuja tendencje (tempo) zmian wartosci funk-
cji. Fakt ten jest zobrazowany na rysunku 9.9. Przyktadowo funkcja rosnaca i wy-
pukta rosnie coraz szybciej (po lewej), zas funkcja rosnaca i wklesta roénie coraz
wolniej (po prawej).

W przypadku gdy funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale A, pojecia funk-
cji wypuktej i funkcji wklestej na tym przedziale mozna réwnowaznie zdefiniowad,
uzywajac terminu prostej stycznej do wykresu funkcji.
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yl\ yl\

ISIR 7
ISIR 7

Rysunek 9.9. Wykresy funkcji rosnacych w sposéb wypukty lub wklesty

Definicja 9.4.2. Funkcja f rozniczkowalna w przedziale A jest wypukia na tym
przedziale, jezeli dla kazdego xy € A prosta styczna do wykresu funkcji f w punk-
cie (xo, f(x)) lezy pod wykresem tej funkcji.

Funkcja f jest wklesta na przedziale A, jedli dla kazdego xy € A prosta styczna
do wykresu funkcji f w punkcie (zg, f(z0)) lezy nad wykresem tej funkcji.

Pojecia wypuktosci i wklestosci funkeji podane w definicji 9.4.2 sa zilustrowane
na rysunkach 9.10 oraz 9.11.

yl\

\
f (o)

ISh 4

Lo

styczna

Rysunek 9.10. Wypuktoéé¢ funkcji w terminach prostej stycznej

Badanie wypuktosci i wklestosci funkcji na przedziale wylgcznie przy uzyciu
definicji 9.4.1 lub definicji 9.4.2 jest zajeciem trudnym. Dlatego tez do takie-
go badania bedziemy uzywali aparatu rachunku rézniczkowego. W szczegolnosci
bedziemy badali znak drugiej pochodnej danej funkcji.

Twierdzenie 9.4.3 (warunki dostateczne wypuklosci funkcji).
Niech A oznacza dowolny przedziatl otwarty i niech funkcja f bedzie dwukrotnie
rozniczkowalna w A. Jezeli dla kazdego x € A

— f"(x) > 0, to funkcja f jest na przedziale A wypukta,
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yl\

f(@o)

R

Rysunek 9.11. Wklesto$é¢ funkcji w terminach prostej stycznej

— f"(x) < 0, to funkcja f jest na przedziale A wklesta,
— f"(z) = 0, to funkcja f jest na przedziale A liniowa, tzn. jest postaci
f(z) = ax + b dla pewnych a,b € R.

xT

Przyktad 9.4.4. Wyznaczmy przedzialy wypuktosci funkcji f(z) = e™*, gdzie
Dy = R. Obliczmy druga pochodng funkcji f, a nast¢pnie zbadajmy jej znak.

f/(l') = [eix]/ = eix : (_l')/ - —6733 Df/ = R

@) =[] =—[e] =€ Dpr =R

["(2) =0 <= e " =0 < 2z €@ (brak miejsc zerowych)
() >0 <= " >0 < z€R

['(x) <0 <= <0 < r€@ (nieréwnos¢ sprzeczna)

Z powyzszego wnioskujemy, ze funkcja f(x) = e™* jest wypukla na R.

9.5. Punkt przegiecia funkcji

Zmajac pojecia funkcji wypuktej i wklestej, mozemy wprowadzié¢ pojecie punk-
tu przegiecia funkcji. Nastepnie zastosujemy rachunek rézniczkowy do wyznacza-
nia punktéw przegiecia danej funkcji.

Definicja 9.5.1. Punkt xy nazywamy punktem przegiecia funkcji f, jesli:

i) istnieje styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (xq, f(x¢)),

ii) funkcja f zmienia rodzaj wypuklosci przy przejsciu przez x.
Jesli g jest punktem przegiecia funkeji f, to punkt Py(xo, f(z0)) nazywamy punk-
tem przegiecia wykresu funkcji f.

Sformutowanie ,,przy przejéciu przez x, funkcja f zmienia rodzaj wypuktosci”
nalezy rozumie¢ nastepujaco: w pewnym sasiedztwie lewostronnym S(z, ) punktu
7o funkcja jest wypukla, za§ w pewnym sasiedztwie prawostronnym S(x¢ ) punktu
xo funkcja jest wklesta, lub odwrotnie.
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Zamiast pelnej nazwy ,punkt przegiecia” mozemy pisa¢ skrotowo ,p.p.”.
Przyktadowy wykres funkcji posiadajacej punkt przegiecia przedstawiono na ry-
sunku 9.12. W ekonomii p.p. funkcji rosngcej, opisujacej np. dochdéd narodowy,
jest nazywany momentem rozpoczecia spadkowej tendencji wzrostu.

y A
styczna )
funkcja wklesta

flag)|--veeeee B spadkowa

: tendencja

funkcja : wzrostu

_— |

/ Zo z

Rysunek 9.12. Punkt przegiecia

Na poczatek podamy twierdzenie, ktoére pozwoli nam znalezé¢ te argumenty
funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej, ktore beda kandydatami na jej punkty prze-
giecia.

Twierdzenie 9.5.2 (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia).
Jezeli xg jest p.p. funkcji f i jest ona dwukrotnie rézniczkowalna w tym punkcie,
to xo jest miejscem zerowym drugiej pochodnej funkeji f, tzn. f”(zq) = 0.

Warte uwagi jest to, ze twierdzenie 9.5.2 nie wspomina o tych punktach prze-
giecia funkcji, w ktorych nie jest ona dwukrotnie rézniczkowalna. Analogicznie jak
w przypadku ekstreméw lokalnych (patrz fakt 9.2.4), przy typowaniu kandydatow
na punkty przegiecia funkcji bedziemy postugiwali si¢ nastepujacym faktem.

Fakt 9.5.3. Funkcja moze mie¢ punkty przegiecia jedynie w tych punktach,
w ktorych jej druga pochodna jest réwna zero lub nie istnieje.

Po ustaleniu listy punktéw podejrzanych o bycie p.p. danej funkcji kazdego
z tych podejrzanych trzeba podda¢ weryfikacji przy pomocy jednego z twierdzen
9.5.4 lub 9.5.6 o warunkach dostatecznych istnienia p.p. (w przypadku miejsc
zerowych drugiej pochodnej) lub przy pomocy innych srodkéw (w przypadku
punktéow, w ktorych funkcja nie posiada pochodnej wtasciwej drugiego rzedu).

Twierdzenie 9.5.4 (I warunek dostateczny istnienia p.p.).
Niech funkcja f bedzie dwukrotnie rézniczkowalna w otoczeniu O(xg) punktu x.
Jezeli spetnione sa warunki:
i) f"(x0) =0,
ii) przy przejéciu przez xy druga pochodna f” zmienia znak,
to punkt xg jest p.p. funkcji f.
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Sformulowanie ,przy przejsciu przez zo druga pochodna f” zmienia znak”
nalezy rozumie¢ nastepujaco: w pewnym sasiedztwie lewostronnym S(x; ) punktu
xo druga pochodna jest dodatnia oraz w pewnym sasiedztwie prawostronnym
S(zd) punktu zy druga pochodna jest ujemna, lub na odwrét.

Przyktad 9.5.5. Wyznaczmy punkty przegiecia funkcji f(z) = 2% — 1223 + 4822
Oczywisdcie Dy = R. Wyznaczmy drugg pochodng funkcji f.

f'(z) = [ — 120° + 482%) = 42 — 362 + 96z, Dy =R,
f"(z) = [42® — 362° + 962)" = 122 — T2x + 96, Dy =R.

Widzimy, ze nie ma punktéw, w ktérych f” nie istnieje. Zatem jedynymi kandy-
datami na p.p. beda miejsca zerowe f”.

f'(x) =0 <= 122* — 722+ 96 =0, /:12,

2 — 6z +8=0,
A=36—-4-1-8=36—232=14, VA =2,
6-2 642

2 Ty = —= = 4.

=y ’ 2

Naszkicujmy wykres funkcji kwadratowej y = 122% — 72z + 96 (patrz rysunek
9.13).

Rysunek 9.13. Szkic wykresu funkcji y = 1222 — 72z + 96

7 wykresu tego odczytujemy, kiedy f” jest dodatnia, a kiedy ujemna.

() >0 <= z € (—0,2) lub z € (4, +00),

["(x) <0 <= z€(2,4).
Z powyzszego wynika, ze przy przejéciu przez x = 2 druga pochodna f” zmienia
znak, czyli x = 2 jest punktem przegiecia funkcji f. Ponadto przy przejsciu przez
x = 4 druga pochodna f” tez zmienia znak, czyli x = 4 tez jest p.p. funkcji f.
Poniewaz

=21-12.22448.22 =16 — 96 + 192 = 112,

f(4) =4* — 1243 + 48 - 4% = 256 — 768 + 768 = 256,

to punktami przegiecia wykresu funkcji f sa punkty (2,112) oraz (4, 256).
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Twierdzenie 9.5.6 (II warunek dostateczny istnienia p.p.).
Niech funkcja f bedzie n-krotnie rézniczkowalna w otoczeniu O(zy) dla pewnego
n € N. Jezeli spetnione sa warunki:

i) f"(x0) = f"(wo) = ... = fO V() =0,

i) £ (x0) #0,

iii) n jest liczba nieparzysta, gdzie n > 3,
to punkt xg jest p.p. funkcji f.

Mata modyfikacja powyzszego twierdzenia pozwala nam orzec, ze dany punkt

nie jest p.p. danej funkcji.

Fakt 9.5.7. Jedli w warunku iii) twierdzenia 9.5.6 mamy ,n jest liczba parzysta”,
to punkt xg nie jest p.p. funkcji f.

Jesli w twierdzeniu 9.5.6 przyjmiemy n = 3, to otrzymamy fakt, ktorego
zastosowanie jest wystarczajace w znacznej ilosci przyktadow.

Fakt 9.5.8. Niech funkcja f bedzie trzykrotnie rézniczkowalna w otoczeniu
O(xo). Jezeli f"(x9) = 0 oraz f"(xq) # 0, to punkt xq jest p.p. funkcji f.

Przyktad 9.5.9. Wyznaczmy punkty przegiecia funkcji f(x) = 2% + 23, gdzie
D; = R. Obliczmy trzecig pochodng funkcji f.

f'(x) = 992 + 322, Dy =R,
f"(x) =99 - 982" + 6, Dy =R,
f"(x) =99-98-972° +6, Dy =R.

Poniewaz Dy = Dy, to jedynymi kandydatami na p.p. beda miejsca zerowe
drugiej pochodnej funkcji f.

f'(x) =0 <= 99-982" + 62 = 0,
z(99 - 982" +6) = 0,
r=0 lub 99-982% +6 =0,
z=0 lub 99-982% = —6,
z=0 lub z€o

(réwnanie sprzeczne).

Zatem jedynym kandydatem na p.p. funkcji f jest x = 0. Wyznaczmy wartoscé
f" w tym punkcie.

f”(0)=199-98-97-0% +6 =6 # 0.

Zatem na mocy faktu 9.5.8 jedynym punktem przegiecia funkcji f(z) = 2% + 23
jest © = 0. Natomiast p.p. wykresu tej funkcji jest punkt (0, f(0)) = (0, 0).
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9.6. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Poznalismy juz wszystkie sktadowe procesu badania przebiegu zmiennosci

funkcji. Badanie to odbywac sie bedzie wedtug nastepujacej kolejnosci:

1.

©ooNS ORI

Ustalenie dziedziny funkcji i jej podstawowych wtasnosci (parzysto$¢, okreso-
wos¢é, ciagtosé).

Okreslenie punktow przeciecia wykresu funkcji z osiami wspotrzednych.
Wyznaczenie asymptot.

Wyznaczenie wartosci lub granic funkeji w koncach przedziatéw okreslonosci.
Zbadanie monotonicznosci.

Wyznaczenie ekstremoéw lokalnych i ewentualnie ekstreméw globalnych.
Zbadanie wypuktosci.

Wyznaczenie punktow przegiecia.

Zebranie wszystkich powyzszych informacji w tabeli przebiegu zmiennosci
funkcji.

10. Wykonanie szkicu wykresu funkcji.

Przyktad 9.6.1. Zbadajmy przebieg zmiennosci funkcji f(z) = z1lnz.

1.

D f= (0, OO)

Funkcja f jest funkcja ciaglta w przedziale (0, 00) (poniewaz jest funkcja ele-
mentarna).

Poniewaz x = 0 ¢ Dy, to wykres funkcji f nie przecina osi Oy.

Wyznaczmy miejsca zerowe funkeji.

r-lnr=0 <= =0 lub Inx =0,

(sprzecznosé) r =1

Zatem wykres funkcji przecina o§ Ox w punkcie (1,0).

Asymptoty:

a) pionowe:
7 faktu 6.3.2 wynika, iz jedyna prostg podejrzana o bycie asymptota pio-
nowa (tylko prawostronna) jest prosta x = 0.

lim f(z) = lim x-Inx {O+ : (—oo)} = lim ——

z—0t z—0t r—0t = —+
In 2]’ 1 1
L lim [nlx] = lim %~ = lim — - (—2%) = lim (—z) = 0.
z—0t [;], z—0t —3 z—0t X z—0t

Poniewaz nie jest spelniony warunek (6.3.2), to funkcja f nie posiada
asymptot pionowych.
b) ukosna w oo:
-1
lim M — lim 2% — Jim Inz = oo.

T—00 T—00 T T—00
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Poniewaz powyzsza granica jest niewtasciwa, to funkcja f nie posiada
asymptoty ukosnej w +o0o (patrz twierdzenie 6.3.5).
4. Granice funkcji w koncach dziedziny.
Przy badaniu asymptot pionowych otrzymalismy, ze
lim f(x)=0.

z—0t

Teraz wyznaczmy granice funkcji w prawym koncu dziedziny, tj. w oo.

limf(x):a}i_)rglox~lnx:oo-oo:oo.

5. Monotonicznosé.
Zbadajmy pierwsza pochodng funkcji f.

1
f(x)=]z-Inz]=1-Inz+z-—=Inz+1, Dy =Dy = (0,00),

x
f(2)=0 <= Inz+1=0,
Inxr =-—1,
1
l’:e_l = -,
e

f(£) >0 <= Inz+1>0,
Inx > -1,
1
T > -,
e
f(2) <0 <= Inz+1<0,
Inr < -1,
1
<< —.
e
Korzystajac z twierdzenia 9.1.1 o warunkach dostatecznych monotonicznosci
funkcji, otrzymujemy, ze na przedziale (0, %) funkcja f jest malejaca, za$ na
przedziale (%, o0) funkcja ta jest rosnaca.
6. FEkstrema lokalne.
W wyniku zbadania pierwszej pochodnej funkeji f otrzymujemy, ze przy przej-
sciu przez r = % pochodna f’ zmienia znak z ,—” na ,+7. Korzystajac
z twierdzenia 9.2.5 o I warunku dostatecznym istnienia ekstremum, mamy,
ze dla x = é funkcja f osiagga minimum lokalne réwne

1 1 1 1 1
f<—) S N ) p——
e e e e e
7. Wypuktosé.
Zbadajmy drugg pochodng funkcji f.
1
f”(l') = [lnx—l—l]':—, Df” :Df:(0,00),
x
() >0 <= x € (0,00).
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Zatem na mocy twierdzenia 9.4.3 o warunkach dostatecznych wypuktosci funk-
cji funkcja f jest wypukta na przedziale (0, 00).

8. Punkty przegiecia.
Po zbadaniu drugiej pochodnej funkcji f i zastosowaniu faktu 9.5.3 otrzymu-
jemy, ze funkcja f nie posiada punktow przegiecia.

9. Tabela przebiegu zmiennosci funkc;ji.

Tabela 9.1. Tabela przebiegu zmiennosci funkcji f(z) = zlnz

x 0 (0, %) % (%,oo) o0
f(z) - 0 +
1 (x) + + +

I
g

f@) | B f@) =0 K . / Tim f(2)

min. lokalne

10. Szkic wykresu funkcji przedstawiono na rysunku 9.14.

yll

y=zlnz

Sy

Rysunek 9.14. Wykres funkcji f(z) = zlnzx

9.7. Badanie funkcji ekonomicznych

Szczegbdlnym przypadkiem funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej
jest tzw. trend (stowo ,trend” oznacza kierunek lub tendencje). W ekonomii tren-
dem nazywa sie zazwyczaj funkcje lub krzywsg obrazujaca proces zmian badanej
wielkosci w czasie. Przyktadem trendu jest funkcja (krzywa) logistyczna.

Przyktad 9.7.1 (funkcja logistyczna).
Funkcja logistyczna opisuje m.in. iloSciowy wzrost prawie wszystkich organizméw
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zywych w ustalonych warunkach lub wszedzie tam, gdzie nie nastgpita jeszcze in-
gerencja cztowieka. Ponadto funkcja ta dobrze opisuje popyt na dobra trwatego
uzytku (np. telewizory, motocykle, samochody itp.) lub wydajnos$¢ pracy w zalez-
nosci od stazu pracy na okreslonym stanowisku. Funkcje logistyczna stosuje sie
rowniez w chemii, medycynie, farmakologii, rehabilitacji i antropologii. Wykres
funkcji logistycznej nazywamy krzywa logistyczng. Zainteresowanie krzywa logi-
styczng siega konca XIV wieku. Wiecej informacji na temat rysu historycznego
i wykorzystania krzywej logistycznej mozna znalezé np. w [5].

Niech ¢ oznacza czas, gdzie oczywiscie t > 0. Funkcja logistyczna zadaje sie
wzorem

a
1) = 1
gdzie a > 0, b > 1, ¢ > 0 sa pewnymi statymi.
1. Df = [O, OO)
Funkcja f jest funkcja ciagla w przedziale [0, 00), poniewaz jest funkcja ele-
mentarng.
2. Wykres funkcji f nie przecina osi Ot, poniewaz (V¢ > 0) 1= > 0.

Wyznaczmy punkt przeciecia z osia Oy. Obliczmy wartosé¢ funkcji dla ¢ = 0:

a a

T 14be® 140

f(0)

Zatem krzywa logistyczna przecina o§ Oy w punkcie (0
3. Asymptoty:
a) pionowe:

7 faktu 6.3.2 wynika, iz krzywa logistyczna nie posiada asymptot piono-

1)

wych.
b) uko$na w oo:
SO ] a_ _ ® _0.a—0=—
N S

a
li t)—ast] =l t) =1l = =a=b,.
Hm[f(t) = at] = lim f(t) = Jim - =5 = g = o=t
Wykorzystujac twierdzenie 6.3.5, otrzymujemy, ze prosta y = a t + by =
0-t+a, czyli y = a jest asymptota poziomg danej funkcji w oco.
4. Granice funkcji w konicach dziedziny.
Przy badaniu punktu przeciecia z osia Oy otrzymalismy, ze

. a
140

f(0)
Przy badaniu asymptoty ukosnej w oo otrzymalismy, ze

lim f(t) = a.

t—o0
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5. Monotonicznosc.
Zbadajmy pierwsza pochodng funkcji f.

R
1 + be—ct - (]_ + be—ct)2 - (1 + be—Ct)2
a-b-c-e
= b

Oczywiscie Dy = Dy = [0, +00). Zauwazmy, ze

czyli ze (Vt > 0)f'(t) > 0. Korzystajac z twierdzenia 9.1.1 o warunkach do-
statecznych monotonicznosci funkcji, otrzymujemy, ze funkcja logistyczna jest
rosngca na calej dziedzinie.

6. FEkstrema lokalne.
W wyniku zbadania pierwszej pochodnej funkcji f otrzymujemy, ze funkcja
logistyczna nie posiada ekstremoéow lokalnych.

7. Wypuktosc.
Zbadajmy drugg pochodng funkcji f.

" a-b-c-et)
0= ] -
[abee=")' - (1 4 be=)? — (abce™") - [(1 + be=")?]/

1+ bec)t
_abc-em (=) - (L+bem)? —abe-e - 2(14+be " )be™" - (—c)
B (14 be—ct)4 B
_—ab®e (1 +bem )2 + 2ab?cPe e (1 4+ be™)
= (1+ bty =
_abce™ (1 +bem ) [—(1+be” ") + 2be” ] abcte”[be” — 1]

(14 be—ct)* (T4 beet)3

Oczywiscie Dy = Dy = [0, +00).

bcte be=t — 1]
" t — O a

= be v —1=0 < be ?=1.

=0 < ab’e e " — 1] =0



128 Rozdzial 9. Badanie zmienno$ci funkcyi

Rozwiazmy zatem réwnanie

befct A ect — €Ct,
b-e’ =e,
b= €Ct,

Inb = Ine,
Inb=ct-Ine,
Inb = ct, /¢,

Inbd
t=—.
c
Zatem b
") =0 <= t= =2
c

Analogicznie otrzymujemy

b2—ctb—ct_1
abc’e™" [be ]>O<:>be‘ct>1

f'(t) >0 <

(1_+_befct)3
Inb Inb
<= Inb>ct «<— — >t <= 0<t< —
C C
oraz

Inb

') <0 <= t> =7

C

Zatem na mocy twierdzenia 9.4.3 o warunkach dostatecznych wypuktosci funk-
cji funkcja logistyczna jest wypukta na przedziale [0, %) oraz wklesta na
przedziale (222, 00).

8. Punkty przegiecia.
Po zbadaniu drugiej pochodnej funkcji f wnioskujemy, ze jedynym punktem
przegiecia funkcji logistycznej jest punkt ¢ = % Poniewaz

Inb a a a a
f —_— = b et —lnb: 1 = -,
C 1_|_be [Says 1+b€ 1+bg 2

to punktem przegiecia krzywej logistycznej jest punkt (%, ).

9. Tabela przebiegu zmienno$ci funkcji logistycznej jest przedstawiona jako ta-
bela 9.2.
10. Szkic wykresu funkcji logistycznej przedstawiono na rysunku 9.15.

Jak tatwo sprawdzi¢, stopa wzrostu (patrz rozdzial 8.8) funkcji logistycznej wy-

nosi .
bece™¢

= e
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Tabela 9.2. Tabela przebiegu zmiennoéci funkcji logistycznej

e o Jom[u @] o

@) |+ + - +

@) |+ + 0 -

) | 1 / 3 / Jim f(t) = a
pP-p-

Poniewaz

Rysunek 9.15. Krzywa logistyczna

bee¢t

lim 2~
o 1 + be—ct ’

t — czas

to przy nieograniczonym wzroscie czasu procentowe przyrosty funkcji logistycznej
sa coraz mniejsze (maleja do zera). Oznacza to, ze kazde zjawisko opisane przy
pomocy krzywej logistycznej stabilizuje si¢ w czasie.

Przyktadem innych zaleznosci miedzy wielkosciami ekonomicznymi sg funkcje
Toérnquista. Opisuja one wydatki (popyt) na rézne rodzaje débr w zaleznosci od
dochodu konsumenta. B. Tornquist, ekonomista szwedzki, podzielit tancuch débr
na trzy grupy: dobra pierwszej potrzeby (tzn. dobra podstawowe), dobra wyz-
szego rzedu oraz dobra luksusowe. Dla kazdego z typéw tych débr przedstawit
funkcje wymiernag, ktora opisuje, w jaki sposéb przedstawiaja sie wydatki na dane
dobro przy okreslonych zarobkach konsumenta. W niniejszej ksiazce nie bedzie-
my przedstawiali szczegdtow badania przebiegu zmiennosci funkeji Tornquista.
Szczegbly te sa przedstawione np. w [1].



Rozdzial 10

Rachunek catkowy funkcji jednej

zmiennej

W niniejszym rozdziale przedstawimy podstawy rachunku catkowego funkcji
jednej zmiennej. Operacja catkowania to operacja przeciwna do rézniczkowania:
przy rézniczkowaniu dana jest funkcja i trzeba wyznaczy¢ jej pochodna; przy
catkowaniu dana jest pochodna i trzeba znalez¢ funkcje, ktorej jest pochodna.

rézniczkowanie
funkcja pochodna

-
calkowanie

Za tworcow rachunku catkowego uwaza si¢ angielskiego fizyka i matematyka
Isaaca Newtona (1643-1727) oraz niemieckiego matematyka i filozofa Gottfrieda
Wilhelma Leibniza (1646-1716).

10.1. Calka nieoznaczona

Definicja 10.1.1. Funkcje F' nazywamy funkcjqg pierwotng funkcji f w przedziale
A, jesli dla kazdego = € A zachodzi F'(x) = f(z).

Funkcje f, dla ktorej istnieje funkcja pierwotna F' w przedziale A, nazywamy
funkcjq catkowalng w tym przedziale.

Przyktad 10.1.2. Funkcja pierwotna funkcji f(z) = 2x jest na przyklad funkcja
F(x) = 22

W tym momencie warto zada¢ pytanie: jakie warunki powinna spetniaé¢ funk-
cja, aby by¢ catkowalng w danym przedziale? Odpowiedzig na to pytanie jest
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.1.3. Jezeli funkcja jest ciggta w danym przedziale, to jest w nim
catkowalna.

Z powyzszego twierdzenia oraz twierdzenia 7.1.11 o ciagtosci funkcji elemen-
tarnych wynika twierdzenie o catkowalnosci funkcji elementarnych:

Twierdzenie 10.1.4 (o calkowalnosci funkcji elementarnych).
Kazda funkcja elementarna jest catkowalna w dowolnym podprzedziale swojej
dziedziny.
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Niestety, funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elemen-
tarng.

Przyktad 10.1.5. Funkcja pierwotna funkcji f(z) = +/1 — z? nie jest funkcja
elementarna, jest ona przyktadem tzw. catki eliptycznej.

Poniewaz [F'(z) + C] = F'(x) dla dowolnej stalej C, to dla danej funkcji cal-
kowalnej f istnieje nieskonczenie wiele funkcji pierwotnych, rézniacych sie o stata

C.

Twierdzenie 10.1.6. Niech F' bedzie funkcjg pierwotna funkcji f w przedziale
A. Wéwezas kazda funkcja pierwotna funkeji f jest postaci F(x) + C dla pewnej
statej C.

Definicja 10.1.7. Wyrazenie F(x) + C, gdzie F' jest funkcja pierwotna funkcji
f, za$ C jest dowolng stata, nazywamy catkq nieoznaczong funkcji f i oznaczamy

symbolem / f(z)da.
/f(x)dx ©p)+C.

Funkcje f(z) nazywamy zwyczajowo funkcjq podcatkowq, wyrazenie dx — réznicz-
kg zmiennej x, zas C € R — stalg catkowania.

Symbol / jest wystylizowana litera S — pierwsza litera tacinskiego stowa sum-
ma, oznaczajacego sume. Zwigzek catkowania z sumowaniem zostanie ujawniony
przy okazji omawiania tzw. catki oznaczonej Riemanna, w podrozdziale 10.4.

Przyktad 10.1.8. /2x dr = 2* + C.

Przykiad 10.1.9. /31:2 dx = 2* + C.

W tabeli 10.1 na stronie 132 przedstawiamy caltki nieoznaczone niektérych
funkcji elementarnych. Jesli nie zalozono inaczej, to przyjmujemy, ze z € R.
Oczywiscie kazdorazowo stata catkowania C' € R.

10.2. Reguly calkowania

W tej czesci przedstawimy podstawowe techniki wyznaczania catek nieozna-
czonych.

Twierdzenie 10.2.1 (o liniowosci calki nieoznaczonej).
Jesli funkcje f i g sa catkowalne w przedziale A C Dy N D, oraz o, 3 € R, to

(10.2.1) /[cwf(:c)+5~g(x)] dx:a'/f(x) dx—l—ﬁ-/g(x) dx.
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Tabela 10.1. Calki nieoznaczone niektérych funkeji elementarnych

Funkcja i jej catka nieoznaczona Zalozenia i uwagi

1
/xo‘dx:—-xa+1+0 a#—-1,2>0
a+1
1
/—dlen\x]—i—c x#0
x
al‘
/axdx:——i—C a>0,a#1
Ina

/exd:v:ex+0

/sinxdw = —cosz +C

/cosxdx =sinz +C

d
/coszx:tgx+c cosr#0 <= v # 5 +km, keZ
dx i
/SiHQx:—ctgx—i—C sinz #0 <= x#kn,keZ
do arcsinz + C arccosz +C | x € (—1,1)
= arcsinz = —ar x x € (—
V1 — a2 ’

d
/ 1 _:;2 =arctger + C = —arcctge + C

Przyktad 10.2.2. Wyznaczmy catke nieoznaczong [(3z? + 2x + 5) dx. Korzy-
stajac ze wzoru (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

/(3x2+2x+5)dx:/3:1:de+/23:03$+/5de

—B/x dx+2/:pdx—|—5/dx—

=3- gx +2- 290 +5.24+4C=2>+2>+5zx+C.

Przyktad 10.2.3. Obliczmy caltke nieoznaczong [
ru (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

/ / sin? x + cos? x) dx
sin? z - cos2 sin?z - cos? x

m KOI'ZYStaJ qC z€ WZO-
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sin? cos? x
= 2, +— 5 dr =
sin? z - cos sin? x - cos? x

1
= dr + /
/ cos? x sin?

=tgx —ctgx + C.

dr =tgx + (—ctgz) +C =

Twierdzenie 10.2.4 (o calkowaniu przez czesci).
Jezeli funkcje f i g maja ciggte pochodne w przedziale A, to

(10.2.2) [ 1@) g do = f(@) - gl@) - [ 1)

Przyktad 10.2.5. Obliczmy catke nieoznaczong [ Inx dz. Korzystajac ze wzoru
(10.2.2) oraz tabeli 10.1, mamy

o) — L
/lnxdx:/lnx-ldx: fle) =Inz f(x)_:c =
T

1
:x~lnx—/—~xdx:
z

:xlnx—/ldx:xlnx—x—i—C’.

Przyktad 10.2.6. Obliczmy catke nieoznaczong [ sinx cosx dx. Korzystajac ze
wzoru (10.2.2) oraz tabeli 10.1, mamy

, f(z)=sinz f'(z) =cosx , , ,
/smxcosxd:v: = smx-smx—/smxcosxdx.

g (x) =cosx g(x)=sinz

Musimy zatem rozwigzaé¢ nastepujace rownanie catkowe:

/sinxcosxdx:sin2x—/sinxcosxdx,
. . 2
/smxcosxdw—k/smxcosxdw-sm x,
. o -2 .
2-/SIDJZCOSZL‘CZ1'—SIH T, /2,

1
/SiIIZL’COSZL‘dl' = 5 sinz + C.
Zatem ostatecznie:

1
/SiIIZL’COSZL‘dl' = asin2x—|—0.
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Przyktad 10.2.7. Obliczmy calke nieoznaczong [ z?sinx dz. Korzystajac ze
wzoréow (10.2.2), (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

S (A B

g (x) =sinx g(xr) = —cosx

rcosxdr =

1
sinz|

—

= —2°cos —/—Qxcosxdx = —a*cosz — (—2)-

flx) ==z f'()
g (x) =cosz g(x)

= —$2COS$+2/JZCOSZECZI': {

= —x?cosx + 2 {xsinx— /sinxdx

= —z?cosx + 2xsinz — Q/Sinxdx =
= —a?cosz + 2rsinw — 2(—cosx) + C =

= —x%cosx + 2xsinz + 2cosz + C.

Twierdzenie 10.2.8 (o calkowaniu przez podstawienie).
Jezeli funkcja g: (a,b) — (A, B), gdzie g(z) = t, ma ciagta pochodna ¢’ w prze-
dziale (a,b) oraz funkcja f jest ciagta w przedziale (A, B), to

(10.2.3) [ 1t9(@) - g/ @) do = [ sy at.

Idea twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie jest zamiana trudnej do wy-
liczenia caltki funkcji zmiennej x na tatwiejsza do obliczenia catke funkcji zmiennej
t. Zastosowanie tego twierdzenia sprowadza si¢ do wykonania nastepujacych kro-
kow:

1. Wykonujemy podstawienie (zamiane zmiennych) g(z) = t.
Roézniczkujemy obustronnie to podstawienie: lewa strone wzgledem zmien-
nej x, za$ prawg strone wzgledem zmiennej t¢; fakt takiego rézniczkowania
podkreélamy, dopisujac po obu stronach podstawienia rézniczki odpowiednich
zmiennych.
3. Wyznaczamy zaleznos¢ rozniczki dx zmiennej x od roézniczki dt zmiennej ¢.
4. Calke funkcji zmiennej = zamieniamy na catke funkcji zmiennej t wedtug
uprzednio ustalonych zaleznosci miedzy zmiennymi x i t oraz ich rézniczkami.
5. Wyznaczamy caltke nieoznaczong F'(t) + C' funkcji zmiennej ¢.
6. W funkcji pierwotnej F'(t) w miejsce ¢ wpisujemy ponownie g(x) i otrzymu-
jemy catke nieoznaczong danej funkcji zmiennej x.
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Przyktad 10.2.9. Obliczmy calk¢ nieoznaczong [(1 + 2x)3 dx. Korzystajac ze
wzoréow (10.2.3), (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

142x=1t
2dxr = 1dt
1 1
/(1+2x)3d~’v= 2dr =dt |2 =/t3~§dt=§/f‘°’dt=
1
dr = = dt
2
11, 1, 1 A
_ — . — = — :—1 2 .
5 4t+0 8t+0 8(+x)+0

Przyktad 10.2.10. Obliczmy calke nicoznaczong [ tgz dx. Korzystajac ze wzo-
réw (10.2.3) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

] cosx =t it .
/tg:pdx:/smxdx: —sinzdr = dt = [ — :—/—dt:
CcoS T ] t t
sinzdr = —dt

=—Inl|t|+ C = —1Injcosz|+ C.

Przyktad 10.2.10 mozna uogolni¢ do nastepujacego faktu.

Fakt 10.2.11. Jezeli funkcja f jest niezerowa i rdézniczkowalna w przedziale A,
to wowczas

f'(=)
der=In|f(x)| 4+ C.
/5 /(@)
Przyktad 10.2.12. Obliczmy caltke nieoznaczong [ cos® zv/sin z dz. Korzystajac
ze wzoréw (10.2.3), (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

/cos3:c\/sinxdx: /c052x~cosx\/sinxdx = /(1 — sin® z)V/sin z cos ¥ dv =
i =1
:{ S }:/(1—t2)\/idt:/(\/i—t2\/i)dt:

cosxdxr = dt
:/\/Zdt—/tQ\/idt:/t%dt—/tgdt:

1 1 1 5
—t2+1_—5 1.t2+1_|_0:

2

W DN wlw| = Nl
+
—_

5

2
7

o~
Nw
|

oI~ =
o~
NI
+
Q
I

[GCRN )

N~

+C.

(sinz)

~
ol
|
=N

(sinx
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Przyktad 10.2.13. Obliczmy caltke nieoznaczong | éiiﬁif’;

réw (10.2.3), (10.2.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

Korzystajac ze wzo-

3r2 +4x+ 7=t

(Got+2dr | (Ortdde=d _/ﬂ_l/ldt_
1

(3x+2)dx:§dt

[N

1 1
:§1n|t|+0:§1n\3x2+4x+7\+0.

10.3. Catkowanie funkcji wymiernych

Wiemy juz, ze nie zawsze catka nieoznaczona funkcji elementarnej jest funkcja
elementarna (patrz fakt 10.1.5). Nas interesuja takie klasy funkcji elementarnych,
dla ktérych funkcje pierwotne zawsze beda elementarne. Jedng z takich klas jest
klasa funkcji wymiernych.

Aby scatkowa¢ funkcje wymierng, nalezy najpierw przedstawié¢ te funkcje
w postaci sumy pewnego wielomianu i tzw. utamkow prostych. Teraz opiszemy,
w jaki sposob otrzymaé takie przedstawienie.

Twierdzenie 10.3.1. Kazda funkcje wymierng mozna przedstawi¢ w postaci
sumy pewnego wielomianu i funkcji wymiernej wtadciwej, tzn. dla dowolnych
wielomianéw W i V| gdzie V # 0, istniejg wielomiany I oraz R, takie ze

Wiz) _ Rlz)

(10.3.1) Vo) = (z) + 7o)

oraz stopien wielomianu R jest mniejszy niz stopien wielomianu V.

Uwaga 10.3.2. Wielomiany [ oraz R tatwo znalez¢, wykonujac dzielenie wielo-
mianu W przez wielomian V; I jest wowczas ilorazem, zas R jest resztg z takiego
dzielenia.

Przyktad 10.3.3. W postaci (10.3.1) przedstawimy funkcje wymierna

_x3+2x—6
o2 =2

/()

Na poczatek wyznaczmy miejsca zerowe trojmianu kwadratowego y = 2% —z — 2.

A=(-1?—-4-1-(-2)=09,

1—-3
n==—"=-1
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Zatem Dy = R\{—1,2}. Wielomian 342z —6 dzielimy przez wielomian 2% —x—2
(algorytm dzielenia wielomianéw przedstawiamy na stronie 253).

r 4+ 1
(23 + 2z — 6) :(2*—1—2)
— 22 4+ 22 4+ 2z
= 22 + 4 — 6
— 22+ z + 2
= 5¢c — 4

lloraz wynosi I (z) = x+1, za$ reszta z dzielenia jest rowna R(x) = bx —4. Zatem

3 +2r—6 Sr — 4
— =+ 1+ 5
T

10.3.2 —
(10.3.2) ——3

2 —x—2

Definicja 10.3.4. Ulamkiem prostym pierwszego rodzaju nazywamy funkcje wy-
mierng wtasciwa postaci

A
(ax + b)"’
gdzie A,a,b € R, a# 0, n € N.
Utamkiem prostym drugiego rodzaju nazywamy funkcje wymierna wtasciwa po-

staci
Bz +C

(22 + pz + )%’
gdzie B,C,p,q € R, k € Noraz A =p*> —4qg < 0.

Zwréémy uwage na to, ze ze wzgledu na warunek A = p? — 4q < 0 tréj-
mian kwadratowy 2 + px + ¢, ktoéry znajduje sie w mianowniku utamka prostego
drugiego rodzaju, jest nierozktadalny, tzn. nie mozna przedstawi¢ go w postaci
iloczynu dwumianow.

Twierdzenie 10.3.5. Kazda funkcje wymierng wtasciwag mozna przedstawic jed-
noznacznie w postaci sumy pewnej ilosci utamkow prostych.

Przyktad 10.3.6. Rozt6zmy na utamki proste funkcje wymierng wtasciwa

hr — 4
2 —x—2

fz) =

gdzie Dy = R\ {—1,2}. Na poczatek przedstawimy w postaci iloczynowej wie-
lomian y = 22 — 2 — 2, ktéry znajduje sic w mianowniku funkcji f. Pierwiastki
tego wielomianu to —1 oraz 2 (patrz przyklad 10.3.3). Zatem szukana postaé
iloczynowa to

y=a—x—-2=1x—(-1))(z-2) = (z+1)(z — 2).
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W konsekwencji funkcje f zapisujemy jako

S5r —4 5r — 4

(10.3.3) fl@)=5———5= (z+1)(z—2)

Z kazdym czynnikiem mianownika funkcji f stowarzyszony jest jeden utamek

prosty. Zatem funkcje f mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej sumy dwdch
utamkoéw prostych:

br —4 A B
10.3.4 = = , dzie A, B € R.
(1034 SO = ey "1 Taoy  8Ye
Przeksztatcajac wyrazenie po prawej stronie réownosci (10.3.4), otrzymujemy

A B Al —2)+B(zx+1) (A+B)x—2A+ B
(10.3.5) + _ _
r+1 x—2 (x+1)(z—2) (x+1)(z —2)
Poréwnujac ostatnie wyrazenie réwnosci (10.3.5) z postacia (10.3.3) funkeji f,
otrzymujemy réwnos¢ licznikow

(10.3.6) br —4 = (A+ B)r —2A + B.

Pamietajac, ze dwa wielomiany sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotezyn-
niki przy odpowiednich potegach z sa identyczne, z réwnosci (10.3.6) otrzymuje-
my nastepujacy uktad rownan liniowych:
5 = A + B
-4 = —-2A 4+ B~

Do rozwigzania tego uktadu zastosujemy metode przeciwnych wspotczynnikdéw
(dodawania stronami).

5 - A + B
{4 -~ 24 - B|T
9=34, /:3,

A=3,
5=3+ B,
B=2.

Podstawiajac otrzymane rozwiazanie do rownosci (10.3.4), dostajemy szukany
rozktad funkcji f na utamki proste

S5r —4 B 3 n 2
2—x—2 z4+1 x-2

(10.3.7)

7 twierdzen 10.3.1 oraz 10.3.5 wynika, ze zagadnienie catkowania funkcji wy-
miernych sprowadza sie do zagadnien catkowania wielomianéw oraz catkowania
utamkow prostych. Poniewaz potrafimy juz catkowa¢ wielomiany, korzystajac z li-
niowosci caltki nieoznaczonej (patrz przyktad 10.2.2), teraz zajmiemy si¢ catko-
waniem utamkow prostych.
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10.3.1. Calkowanie utamkoéw prostych pierwszego rodzaju

Utamki proste pierwszego rodzaju catkujemy, korzystajac z twierdzenia 10.2.8
o catkowaniu przez podstawienie. Niech A,a,b € R, a # 0, n € N.

ar+b=t
A _ ) A 1 A1l
/7@:: adv=dt [:al _ [42 =2 Ltau
(ax +b)» 1 tn a t
dr = —dt
a
Nastepnie rozpatrujemy dwa przypadki:
¢ nel Al A A
—/—dt:—1n|t|+(J:—1n|aa:+b|+(J,
a t a a
e n>1
A A 1 A
— [ tT"dt=—- 0= — b)' "+ C.
a/ a —n+1 * a(l—n)(ax+ )

Przyktad 10.3.7. Wyznaczmy catke nieoznaczong [ ;#1 dx

+1=t 1
(10.3.8) / 14;,;:{17 }:/;dt:ln|t\+C:1n\x+1\+C.

der = dt

T

Przyktad 10.3.8. Obliczmy caltke nieoznaczona [ ﬁ dx

(10.3.9) /

dr = dt

rT—2=1 1
dx:{ }:/—dtzln\t|+C:1n\x—2\+C.
T —2 t

10.3.2. Calkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju

Catkowanie utamkéw prostych drugiego rodzaju jest bardziej skomplikowane
niz catkowanie utamkéw prostych rodzaju pierwszego. Na poczatek catke nieozna-
czong ogbdlnego utamka prostego drugiego rodzaju przedstawimy w postaci sumy
catek utamkéw prostych drugiego rodzaju dwoch szczegdlnych typow.

Niech B,C,p,q € R, k € Noraz A = p?> — 4¢q < 0.

dr =

/ Br+C / B2z +p)+ (C - £2)
(22 +pr+q)F (2% 4 px + q)F

9 B 1
/ _SrEp dx+(0——p)/ . _ dx.
2 (@ pr gt 2 (22 + px + q)

I typ II typ

Na poczatek wyznaczmy catke nieoznaczona utamka typu 1. Skorzystamy przy
tym z twierdzenia 10.2.8 o catkowaniu przez podstawienie.

/ 20 +p dr — P rprdqg=t _ @
(22 + px + ¢)F (22 + p)dx = dt th
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Nastepnie oddzielnie rozpatrujemy dwa przypadki: £ = 1 oraz k > 1:
o k=1

dt
/7:ln|t\+Czln\x2+px+q\+C,

o k>1

(2 +pr+ )"+ C.

/ HO=T7%

Przyktad 10.3.9. Wyznaczmy catke nieoznaczong f z dx, gdzie k € N.

2+1

/ 20 ?+1=t dt  [Int|+C dla k=1,
—adxr = = _— =
(22 + 1)* 27 dv = dt tk <t V0 dlak> 1

Dla k = 1 mamy zatem

2
/zilmsz+u+C:mﬁ+n+G
T

Natomiast dla k& > 1 otrzymujemy

2x B 1 9 —(k—1) L 1
/G?IB?““TRETB“:+” +0= g O

Zanim zaprezentujemy ogdlny algorytm catkowania utamka typu I, przyjrzyj-
my sie nastepujacym trzem przyktadom.

Przyktad 10.3.10. Obliczmy cale nieoznaczong [ — Gx —73- Najpierw przedsta-
wimy tréjmian kwadratowy y = 22 — 62 + 13 w postac1 kanonicznej, tj. w postaci

y=alz—p)*+q,
gdzie p = —%, q = —+<. Poniewaz
a=1,b=-6,c=13, A=36—-4-1-13=36—-52=—-16 <0,

to

6\? 16
x2—6x+13:(9€—§) +Z:(x—3)2+4.
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Korzystajac z twierdzenia 10.2.8 o catkowaniu przez podstawienie, wyznaczymy
szukang catke nieoznaczong.

/ dx _/ dx _/ /
2 —6x+13  J (x—3)2+4 [@iﬁ+1 T4 3

2

x—S_t
=

1 3

—r——=t 1 2dt

_ 132" 75 / _

1 4 t2-|—1 2 2+
—drx=dt /-2
2
dr =2dt

r—3
2

1 1
:§arctgt+C’:§arctg< >—|—C’.

Przyktad 10.3.11. Obliczmy catke nieoznaczong f Wykorzystujac

22 6z+13)
posta¢ kanoniczng y = (z — 3)% + 4 tréjmianu kwadratowego y = 2° — 6x + 13,

otrzymujemy

dz dr s
/kﬁ‘*m+1@2:/Kx—$2+q2:/Pﬂﬁ?ﬁ+1ﬂ2:

B dx 1 dx
_/ x— 2 /[132

r—3
5 !
1/ dx B 1 2dt B
16 2 27 ) sdrv=dt 16/t2 1] 8/t2 -
=) |
dx—th
/t2+1 t2+1 1/ 12 gt —
2 Ty ﬁ+1 8) 2+ 1]

— - ———ﬁ——/t dt =
8/ﬁ+1 8 [ﬁ+u2

1 1
= arctgt— - [t dt.
g M8 8/ 2+ 1)
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Na mocy twierdzenia 10.2.4 o caltkowaniu przez czesci uzyskujemy

1 1 L[ =1
—arctgt——/t-i t=4q , t 1 =
8 8 12 +1)? g(t) = TSI g(t) = TaEET)
= 1arctgt 1 l—# — —;dt] =
8 81 2(t2+1) 2(t2+1)
1arctgt—|— ! ! _ 1 ;dt:
8 16 (t2 +1) 8J 2(t2+1)
zlarctgt—i— L L—iarctgt—I—C—
8 16 t2+1 16
1 1 t
:Earctgt—l—m t2—|—1+C
Przy pomocy uzytego uprzednio podstawienia % = t wracamy do funkcji zmien-
nej r i otrzymujemy ostatecznie
dx 1 r—3 1 =3
/(x2—6x—|—13)2 RTINS (%)22+1 o=
:iarctgx_g—i— t=3 +C.
16 2 8[(x — 3)2 + 4]

Przykltad 10.3.12. Obliczmy catke nieoznaczona f
uwazmy, ze korzystajac z tabeli 10.1 dla £ = 1, mamy

10.3.10 /

W dalszym ciggu zaktadamy wiec, ze k£ > 1.
/ dx _/(:c2+1—x2)dx_/(:c2+1)dx_/ e?>de
(22 + 1)+ (22 + 1) - (22 + 1) CE

_/ dx _/f 2x dx
- ($2+1)k—1 2 (x2_|_1)k;'

Ostatnig calke przeksztalcamy, korzystajac z twierdzenia 10.2.4 o catkowaniu
przez czesci oraz przyktadu 10.3.9.

QH,“ gdzie k£ € N. Za-

=arctgzr + C.

(10.3.11)

(10.3.12)
[z 2 fa)=12 Fa)=3
2 @ | a2 B 1 =
”@_@ifgg“__%—mﬁ+w*
T 1
T2k —1)(a2+ 1)k 2k —1)(2% + 1)k pde =
dx

20k — 1) + )1 / 20k — 1)(a% + D)F1
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Biorac pod uwage rownosei (10.3.11) i (10.3.12), mozemy zapisaé

dx B dx B dx x B
/ (z24+1)F / (22 + 1)k-1 2(k — 1)(22 + 1)1 * 2(k —1)(22 + 1)k-1

1 dx x
- (1 2k — 1)) / (22 + 1)k-1 T 20k — )22 + 1)1

_ 2k-3 dx n T
2k —2) (22 + 1)1 20k —1)(22 + 1)k

PokazaliSmy zatem, ze dla k € N, k > 1 prawdziwy jest wzér rekurencyjny

(10.3.13) /( dx T 2k — 3 dx

210 2k-D@ ) 2%k—2) @

Stosujac wzor (10.3.13), stopniowo obnizamy wartos¢ k az do sytuacji & = 1,
w ktorej stosujemy bezposrednio wzér (10.3.10). Przyktadowo dla & = 3 mamy

(10.3.14)
/ dx (10.3.13) T n 3 / dx (10.3.13)
(22 +1)3 2-2(22+1)2 4 (x2 +1)2

(10.3.13) z +3 /
4(x2+1)2 4|2 1952—1—1 2 x?+1

(10.3.10) X + 3z + 3 arctgx + C
TP R TPE B .

] (10.3.10)

Teraz zaprezentujemy ogélny algorytm catkowania utamka prostego drugiego
rodzaju typu II. Najpierw zapiszemy tréjmian kwadratowy y = 2% + px + ¢
w postaci kanonicznej

2 2 2 2
2 R P44 _( 1_9) P
$+pw+q—<x —2) +< 1 )- T+ 5 —|—<q —4).

Poniewaz A = p? —4q < 0, to ¢ — %2 > 0. WprowadZzmy zatem oznaczenie

q— %2 = ¢2 dla pewnego ¢ > 0. Przy takim oznaczeniu otrzymujemy

2
(10.3.15) 2 prdq= (x+g) + €2,
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Teraz mozemy wyznaczy¢ szukang catke utamka prostego drugiego rodzaju
typu II. Wykorzystamy przy tym réwnosc¢ (10.3.15) oraz twierdzenie 10.2.8 o cal-
kowaniu przez podstawienie.

dz B dz _ dz _
/(31:2+p:1:—|—q)’€/[<gH_12,)2+82rC / )

B dx _1/ dx B

k 2
g2k [<#>2 + 1] )

1
—(x+§):t
ey _i/edt_l/dt
a Eda::dt Tk ) Rk e ) [k
dr =¢edt

Zauwazmy, ze zagadnienie catkowania utamka prostego drugiego rodzaju typu
IT zostato zredukowane do zagadnienia wyznaczenia calki nieoznaczonej [ G +1} %)
gdzie k € N. Taka catkag zajmowalismy si¢ juz w przyktadzie 10.3.12. Przypo-
mnijmy, ze dla k& = 1 otrzymaliSmy wzor (10.3.10), z ktérego wynika, ze przy

szy/q—p;mamy

(10310 1

1 1
—arctgt+ C' = —arctg {— (x—I—]—?)} +C.
€ €

/x2+px+q t2 2

Natomiast dla k > 1 trzeba byto zastosowaé¢ wzoér rekurencyjny (10.3.13) i stop-
niowo sprowadzi¢ szukang catke do przypadku £ = 1. Na przyktad dla £ = 3
otrzymalidmy réwnosé (10.3.14), z ktérej wynika, ze

/ dx B i / dt (10.3.14)
(2 +pr+q)3 &J 1241

(10.3.14) 1 t 3t 3
—_ Zarctgt| + C.
[4(# T2 TRe ) Tt

Przy pomocy uzytego powyzej podstawienia é (3: + g) = t wracamy do funkcji

. . . . . . 2 sz e
zmiennej z i otrzymujemy ostatecznie, ze przy € = \/q — & zachodzi réwnos¢
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Podsumowujac rezultaty otrzymane w punktach 10.3.1 oraz 10.3.2, mozemy
stwierdzi¢, ze calka niewtasciwa dowolnego utamka prostego jest zawsze funkcja
elementarng. Catka niewlasciwa dowolnego wielomianu jest takze wielomianem,
czyli w szczegolnosci funkcja elementarng. Z powyzszego oraz z twierdzen 10.3.1
i 10.3.5 wynika dowd6d twierdzenia, o ktérym wspomnieliémy juz na poczatku
podrozdziatu 10.3.

Twierdzenie 10.3.13. Catka nieoznaczona kazdej funkcji wymiernej jest funkcja
elementarng.

Przyktad 10.3.14. Wyznaczmy catke nieoznaczona funkcji wymiernej f(z) =
224226 gdzie Dy = R\{—1, 2}. Bedziemy przy tym korzystac z réznych réwnosci,

r2—2—2

otrzymanych w kolejnych przyktadach prezentowanych w podrozdziale 10.3.

224+ 22 -6 (1032 or —4
Z e - 1+ dr =
/xQ—x—Q ( + —x—2) *

S5r —
—/x+ dx—i—/ & =
—x—2
or —4 (10.3.7)
= 5 ”*/m“—
1, 2
= — d =
2" +x+/(x+1+x—2) !

1, 3 2
== d / do =
295 —|—:c+/x+1 T + 9 x

8)
1 1 1 o
:—x2+x+3/ da:+2/ dy 2229
2 T+ 1 xr— 2

1
:§x2+x—|—31n|:p+1|+21n|x—2|—|—C’.

10.4. Calka oznaczona

W tym podrozdziale przedstawimy podstawy teorii calki oznaczonej, ktorej
autorem byt matematyk niemiecki Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
Zaktadamy, ze kazda z wymienionych funkcji jest okreslona i ograniczona na prze-
dziale domknietym [a, b]. Na poczatek zajmiemy sie odpowiednim podzieleniem
tego przedziahu.

Niech n € N. W przedziale [a, b] wybieramy dowolnie punkty =g, 1, ..., %y,
takie ze

a=20<T1<Te<...<xi1<x;<...<xp, =0

W ten sposéb przedzial [a, b] dzieli sie na mniejsze czesci (podprzedziaty), tzn.
(10.4.1)  [a,b] = [xo, x1) U [z1, 22] U [xe, 23] U .. . U [zim1, 2] U ... U [po1, 2]

Dla podziatu (10.4.1) definiujemy jego $rednice.
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Definicja 10.4.1. Srednicg podzialu (10.4.1) nazywamy liczbe 9,,, okreslona na-
stepujaco

def
dp = max |x; — ;1.
1<i €<n

Jak tatwo zauwazy¢, o, to dtugosé najwiekszego sposréd podprzedziatow [z, x1],
[xlaxQ]a [.1'2,33'3], ) [xifla xi]a ) [xnfla xn]

W drodze zwigkszania ilosci punktéw xg, 1, ...,x, w przedziale [a, b] otrzy-
mamy rozne podziaty tego przedziatu. Podzialy te beda tworzyly ciag.

Definicja 10.4.2. Ciag podziatéw przedziatu [a, b] jest ciggiem normalnym po-
dziatow, jesli przy wzroscie ilosci punktow do oo diugosci wszystkich podprze-
dzialéw maleja do 0, tzn. jesli zachodzi warunek lim d,, = 0.

Teraz mozemy zdefiniowac¢ sume catkowa Riemanna funkcji f, ktora jest okre-
Slona i ograniczona na przedziale [a, b].

Definicja 10.4.3. Sumg catkowq Riemanna funkcji f dla podziatu (10.4.1) na-
zywamy sume postaci

n

(10.4.2) Yo f&) - (i — i),

i=1
gdzie & (i = 1,2,...,n) jest punktem dowolnie wybranym z przedziatu [x;_1, z;].

Pojecie sumy catkowej Riemanna jest zilustrowane na rysunku 10.1. Uprasz-
czajac, przyjeto n = 6. Liczba f(&1) to wysokosé prostokata o podstawie [xg, 21].
Zatem wyrazenie f(&1) - (r1 — xg) to pole powierzchni tego prostokata. Ogdlnie
moéwiac, wyrazenie f(&;) - (x; — x;_1) to pole powierzchni prostokata o podstawie
[z;_1,x;]. Zatem suma catkowa Riemanna (10.4.2) jest rowna sumie pdl wszyst-
kich zakreskowanych prostokatow.

Teraz mozemy zdefiniowac pojecia funkeji catkowalnej w sensie Riemanna oraz
catki oznaczonej funkcji.

Definicja 10.4.4. Funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna w przedziale
la, b], jezeli dla kazdego ciagu normalnego podziatéw przedziatu [a, b] istnieje taka
sama granica wtasciwa sum catkowych Riemanna przy 9, — 0, niezalezna od
wyborow punktow &;.

Definicja 10.4.5. Granice wtasciwa sum catkowych Riemanna przy 6§, — 0
nazywamy calkq oznaczong Riemanna funkcji f w przedziale |a,b] i oznaczamy

b
przez /f(x) dzx.

b

(10.4.3) [ fw)de ™ Y 3 5(6) (i = i)

a
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Y A

f(&s)

f(&)

o & 52 53 €4 55 56 b
i) xT

1 T2 €3 T4 Z5 Te

Rysunek 10.1. Geometryczna interpretacja sumy catkowej Riemanna

Liczbe a nazywamy zwyczajowo dolng granicq catkowania, zas liczbe b — gorng
granicg catkowania. Przy ustalonych granicach catka oznaczona jest liczba (stala).

Podobnie jak w przypadku catki nieoznaczonej mozna zada¢ sobie pytanie:
kiedy funkcja jest caltkowalna w sensie Riemanna w danym przedziale? Odpowiedz
na to pytanie jest przedstawiona w nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 10.4.6. Jedli funkcja ograniczona na przedziale domknietym po-
siada w tym przedziale skonczong liczbe punktéw nieciggtosci, to jest w nim
catkowalna w sensie Riemanna.

Jako szczegdlny przypadek powyzszego twierdzenia otrzymujemy twierdzenie
kolejne.

Twierdzenie 10.4.7. Jesli funkcja jest ciaglta w przedziale domknietym, to jest
w tym przedziale catkowalna w sensie Riemanna.

7 twierdzenia 10.4.7 oraz twierdzenia 7.1.11 o ciagtosci funkcji elementarnych
wynika twierdzenie o catkowalno$ci funkcji elementarnych w sensie Riemanna.

Twierdzenie 10.4.8 (o calkowalno$ci funkcji elementarnych w sensie
Riemanna). Kazda funkcja elementarna jest calkowalna w sensie Riemanna
w dowolnym podprzedziale domknietym swojej dziedziny.

W dalszym ciggu przedstawimy podstawowe wtasnosci catki Riemanna. Za-
czniemy od wtasnosci zwanej addytywnosciq catki oznaczonej wzgledem przedziatu
catkowania.
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Twierdzenie 10.4.9. Niech funkcje f i g beda catkowalne w sensie Riemanna
w przedziale [a,b] oraz niech a < ¢ < b. Wowczas

(10.4.4) /bf(x) dx:/cf(:v) dx—I—/bf(:v) dx.

Teraz zdefiniujemy catke oznaczona Riemanna dla przypadku, gdy dolna gra-
nica catkowania jest réwna badz wigcksza od gornej granicy catkowania.

Definicja 10.4.10. Jezeli a > b, to przyjmujemy nastepujace definicje calek
oznaczonych Riemanna

(10.4.5) /f(a;) dr 0,

a

(10.4.6) /bf(x) do & — / f(z)dz.

b

10.4.1. Geometryczna interpretacja calki oznaczonej

Rozwazmy funkcje f nieujemna i catkowalng w sensie Riemanna w przedziale
la, b] oraz jej sumy catkowe w tym przedziale. Zalézmy, ze ciag 0, $rednic podzia-
téw przedziatu [a,b] dazy do zera. Korzystajac z rysunku 10.1, zauwazamy, ze
odpowiada to zastepowaniu dotychczasowych prostokatéw przez prostokaty o co-
raz krotszych podstawach. Dlatego tez gorne podstawy tych nowych prostokatow
beda coraz lepiej przyblizaly wykres funkcji f. Tym samym sumy po6l wszystkich
prostokatow beda coraz doktadniej przyblizaly pole obszaru pomiedzy wykresem
funkcji f a osig Ox. W przypadku granicznym otrzymamy nastepujacy fakt:

Fakt 10.4.11. Jezeli funkcja f jest nieujemna i catkowalna w sensie Riemanna
w przedziale [a,b], to catka oznaczona tej funkcji w tym przedziale jest réwna
polu P obszaru ograniczonego wykresem funkeji y = f(z), osia Ox oraz prostymi
r=aizx=0>b, tzn.

P = /bf(x) dzx.

W przypadku gdy funkcja f jest w przedziale [a, b] niedodatnia, pole P obszaru
ograniczonego wykresem funkcji y = f(z), osia Ox oraz prostymi x =aixz =1b
jest liczba przeciwna do calki oznaczonej funkcji f w przedziale [a, b, tzn.

P= —/bf(x)dx.

Obszar ograniczony wykresem funkcji y = f(x), osia Oz oraz prostymi x = a
i z = b (patrz rysunki 10.2 oraz 10.3) zwany jest czesto trapezem krzywoliniowym.
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Ya

A\ 4

b

!
!
!
Rysunek 10.2. Geometryczna interpretacja caltki oznaczonej funkcji nieujemnej

Y

r=2"0

s
S
%‘

} y = f(z) |

Rysunek 10.3. Geometryczna interpretacja caltki oznaczonej funkcji niedodatniej

10.5. Podstawowe twierdzenia o calkach oznaczonych

W tej czedci zaprezentujemy podstawowe twierdzenia, ktére umozliwig nam
obliczanie catek oznaczonych funkcji bez korzystania ze wzoru (10.4.3) definiu-
jacego catke oznaczong Riemanna. Ponadto przedstawimy catkowe twierdzenie
o wartosci $redniej funkcji.

Twierdzenie 10.5.1 (Newtona—Leibniza).
Jesli F' jest dowolna funkcja pierwotna funkeji f cigglej w przedziale [a,b], to
wowczas

b

(10.5.1) / f(@)de = [F()]’ = F(b) - F(a).

a

Twierdzenie Newtona—Leibniza okresla zwiazek pomiedzy catka oznaczona
i catkg nieoznaczong funkcji w przedziale domknietym. Twierdzenie to jest czesto
nazywane podstawowym twierdzeniem rachunku catkowego.
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1
Przyktad 10.5.2. Obliczmy catke oznaczong [ ﬁ dx. 7 tabeli 10.1 wynika, ze
0

1
/1+:p2 dr = arctgz + C.

Korzystajac ze wzoru Newtona—Leibniza (10.5.1), otrzymujemy

1
J a2 dr = {arctg:c}o =arctgl —arctg0 =

Przyktad 10.5.3. Obliczmy calke oznaczong [ cos® zv/sinx dx. W przyktadzie
0

10.2.12 pokazalismy, ze

2 2
/C083 xVsinz dr = g(sin:p)% — ?(sinx)% +C.

Korzystajac ze wzoru Newtona—Leibniza (10.5.1), mamy

/cos zVsinx dxr =

™

3
2

(M)

0

— %(sin )

3 (sm x)

(sin O)%) =

\IIL\D

! N 2 3
— g(snmr)? — (Slnﬂ')2 — (3(51n0)2
=0-0—-(0—-0)=0.

Twierdzenie 10.5.4 (o liniowosci calki oznaczonej).
Jesli funkcje f i g sa calkowalne w sensie Riemanna w przedziale [a,b] oraz
a, B €R, to

=N

b

(10.5.2) /[(ﬂ)+ﬁ x—a(/f iﬁﬂ3/g

a

Przyktad 10.5.5. Wyznaczmy caltke oznaczong f (322 + 22+ 5) dx. Korzystajac
0

ze wzoru (10.5.2), wzoru Newtona-Leibniza (10.5.1) oraz tabeli 10.1, otrzymuje-
my

1 1 1 1
/(3x2—|—2x+5)d:p:/3x2d:p+/2xdx+/5dx:
0

3/ZL‘ dx+2/xd:v+5/dx—

el -
=3(%—0>+2<%—0)+5(1—0):
—14145=T1.
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Twierdzenie 10.5.6 (o calkowaniu przez czesci dla caltki oznaczonej).
Jezeli funkcje f i g sa okreslone w przedziale [a,b] oraz maja ciagle pochodne
w przedziale (a,b), to

(105.3) [ @) g @) de = [1@) - g(@)], - [ f'@)-g(a) da

Przyktad 10.5.7. Obliczmy catke oznaczong [ 322 In x dx. Korzystajac ze wzoru
1
(10.5.3), wzoru Newtona-Leibniza (10.5.1) oraz tabeli 10.1, mamy

/e3x2-lnxdx: J(w) =nw f’(:v):% :{x3-1nx]e—/€<l-x3> dr =
1

g(r) =32> g(a) =2 P

1 e
=(e*-lne—1°-In1) /ZL‘2de‘—€ —[—xg] =
J 1
2
3°

1. 1 1
_ 3 _3__13)_ I
¢ (36 3 t3

Twierdzenie 10.5.8 (o calkowaniu przez podstawienie dla calki ozna-
czonej).

Jezeli funkcja g: (a,b) — (A, B), gdzie g(z) =t, g(a) = A, g(b) = B, ma ciagta
pochodna ¢’ w przedziale (a,b) oraz funkcja f jest ciagta w przedziale (A, B), to

(10.5.4) [ 7o)'@ de= [ f(t)an

Idea twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie dla caltki oznaczonej jest
taka sama jak idea twierdzenia 10.2.8 o catkowaniu przez podstawienie dla catki
nieoznaczonej (patrz strona 134). W przypadku calki oznaczonej trzeba dodatko-
wo zatroszczy¢ sie o odpowiednig zmiane granic caltkowania. Taka zmiana odbywa
sie zgodnie z zastosowanym podstawieniem g(z) = t.

sinx

Przyktad 10.5.9. Obliczmy catke oznaczong [ e¥"* cos x dx. Korzystajac ze wzo-
0

u (10.5.4) oraz wtasnosci (10.4.5), otrzymujemy

t=sinx
T 0
. dt = cosx dx
/esmxcosxdx = ) = /etdt (1045) 0.
r=0=t=sin0=20

0
r=m=t=sinmt=0
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1
Przyktad 10.5.10. Obliczmy catke oznaczong [ éigiT%. Korzystajac ze wzo-
0

réw (10.5.4), wzoru Newtona-Leibniza (10.5.1) oraz tabeli 10.1, otrzymujemy
3 +dx+T=t
(6x +4)dr =dt

1 (3c+2)de 23z +2)de=dt /:2 _f%dt_
=[i-=
7

= 1
/ 32 4+4x+ 7 (3x+2)dx:§dt

r=0=>t=3-024+4-04+47=7
r=1=t=3-12+4-1+7=14

14
11 o1 114 1
:—7/¥dt25[ln|t|}7 = ;14 —n7) = Jln— = “In2,

10.5.1. Calkowe twierdzenie o wartosci Sredniej

W tym punkcie zaprezentujemy kolejne, po twierdzeniach 8.9.1 Rolle’a i 8.9.3
Lagrange’a, twierdzenie o wartosci sredniej funkcji.

Definicja 10.5.11. Wartoscig $redniq funkcji f w przedziale [a,b] nazywamy
wyrazenie

L b
b_aa/f(x)dx.

W tym momencie warto zwroci¢ uwage na to, ze pojecie wartosci $redniej
funkcji w przedziale jest uogoélnieniem pojecia $redniej arytmetycznej skonczone-
go ciggu liczb. Przypomnijmy, ze w sredniej arytmetycznej sumujemy skonczenie
wiele liczb, a nastepnie te sume dzielimy przez skonczong ilosé tych liczb. W przy-
padku funkcji zmiennej rzeczywistej sumowanie wszystkich nieskonczenie wielu
wartodci funkcji w przedziale domknietym jest zastapione przez catkowanie tej
funkcji w tym przedziale. Natomiast dzielenie przez nieskonczong ilos¢ wartosci
funkcji jest zastapione dzieleniem przez dhugosé przedziahu.

Poniewaz z réwnosci (10.5.5) wynika réwnos¢

(10.5.5) fa =

fa - (b—a) = /bf(:c) dx,

to korzystajac z geometrycznej interpretacji catki oznaczonej Riemanna (patrz
punkt 10.4.1), otrzymujemy nastepujacy fakt:

Fakt 10.5.12. Warto$¢ srednia fg funkcji f w przedziale [a,b] jest wysokoscia
prostokata o podstawie dtugosci b — a i o polu réwnym polu trapezu krzywoli-
niowego ograniczonego wykresem funkcji y = f(z), osia Oz oraz prostymi = = a
iz=0.
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Geometryczna interpretacja wartosci sredniej funkcji w przedziale przedsta-
wiona jest na rysunku 10.4.

Rysunek 10.4. Geometryczna interpretacja wartodci éredniej funkcji w przedziale

Przyktad 10.5.13. Obliczmy warto$¢ srednia funkcji f(z) = Inz w przedziale
[1, e]. Korzystajac ze wzoréw (10.5.5), (10.5.3), wzoru Newtona—Leibniza (10.5.1)
oraz tabeli 10.1, otrzymujemy

=——(e:me—1:In1—(e—1)) =

1
— 1) = .
e—1<€ et ) e—1

Twierdzenie 10.5.14 (calkowe o wartosci $redniej).
Funkcja f ciagla w przedziale [a,b] przyjmuje w tym przedziale swoja wartosé
srednia, tzn. istnieje punkt zy € (a,b), taki ze

b
floo) = fo= s [ (o) da.
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Przyktad 10.5.15. Uzasadnimy, ze funkcja f(x) = Inz przyjmuje w przedziale
(1,e) wartos¢ == (oczywiscie In1 = 0 < =5 < 1 =Ine). W przykladzie 10.5.13
pokazalismy, ze warto$¢ srednia funkeji f(z) = Inx w przedziale [1, e] wynosi ﬁ
Poniewaz funkcja f jest ciagla, w szczegdlnosci w przedziale [1,¢e], to stosujac
catkowe twierdzenie 10.5.14 o wartosci sredniej, otrzymujemy, ze w przedziale

(1,e) istnicje punkt zo taki, ze f(z0) = Inzy = 5.

10.6. Zastosowania calek oznaczonych

W tym podrozdziale zaprezentujemy podstawowe zastosowania catki oznaczo-
nej Riemanna.

10.6.1. Zastosowanie caltek oznaczonych w geometrii

Geometryczna interpretacje catki oznaczonej Riemanna jako pola trapezu
krzywoliniowego (patrz punkt 10.4.1) mozna uogélni¢ do twierdzenia, ktére po-
zwala obliczy¢ pole obszaru miedzy wykresami dwoch dowolnych funkeji (patrz
rysunck 10.5).

Twierdzenie 10.6.1. Niech a < b. Pole obszaru pomiedzy krzywymi y = f(x)
iy = g(x) oraz prostymi x = a i x = b jest rébwne

b

(10.6.1) P = / \f(z) — ()| d.

Rysunek 10.5. Pole obszaru pomiedzy krzywymi y = f(x) oraz y = g(z)
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Przyktad 10.6.2. Obliczmy pole obszaru pomiedzy krzywymi y = f(z) = —2%+
5z + 14 oraz y = g(x) = 2> — bz + 6 oraz prostymi x = 1 i x = 4. Na poczatek
wyznaczmy wartosci funkcji f oraz g na koncach przedziatu [1,4].

f(1)=—-14+5+14 =18,
g)=1"-5+6=2,
f(4)=—4*+20 + 14 =18,
g(4) =4*—-20+6 = 2.

Po narysowaniu wykreséw obu funkcji w danym przedziale (patrz rysunek 10.6)
zauwazamy, ze dla x € [1,4] zachodzi nieréwnosé¢ f(z) > g(z).

Y

|—(‘ ‘?l“
I Hl
8 Iy
18 + ‘
y=f(z)
y = g(x)
2 ——
| |
| |
‘ L ‘ -
1 2.5 4 T
| |

Rysunek 10.6. Obszar miedzy krzywymi y = —22 4+ 52 + 14 oraz y = 22 — 52 + 6

Korzystajac ze wzoru (10.6.1) oraz z poznanych twierdzen o catkach oznaczo-
nych, otrzymujemy

4

[ 1#@) = g@lde = [ (@) = gla) do =

1

P

4 4
/(—x2+5x+14—x2+5x—6)d:c:/(—2x2+1Ox+8)d:c:
1 1

4 4 4
:(—2)/x2dx+10/xdx+8/1dx:
1 1

1
4

o o

4

X

1
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1 1 1 1
:(—2)-<§-43—§-13>+10-<§-42—§-12)+8-(4—1):

o (8- o e

1
:(—2).21+10.55+24=

= —42 475+ 24 = 57.

Zatem pole obszaru ograniczonego krzywymi y = —a? +5x+14iy = 2> — 52 +6
oraz prostymi x =11 x = 4 wynosi 57 jednostek kwadratowych.

Catki oznaczone stosujemy rowniez w planimetrii przy obliczaniu dlugosci
krzywych bedacych wykresami funkcji oraz w stereometrii przy obliczaniu poél
powierzchni i objetosci bryt obrotowych.

Rozwazmy na ptaszczyznie krzywa ', bedaca wykresem funkcji f okreslonej
na przedziale [a, b] (patrz rysunek 10.7). Dtugosé |T'| krzywej T wyraza sie wzorem

(10.6.2) T| = / J1+ /()] da.

S8y

Rysunek 10.7. Krzywa wykresu funkcji na przedziale domknietym

Jezeli bedziemy obracali dookota osi Ox krzywa I' razem z wyznaczonym przez
nig trapezem krzywoliniowym, to w rezultacie otrzymamy pewna bryte obrotowa
(patrz rysunek 10.8). Pole powierzchni 8§ oraz objetosé V tej bryty wyrazaja sie
nastepujacymi wzorami:

b
(10.6.3) $=or / F@)W/1+ /()2 da,

(10.6.4) V=r / £ (@) da.

a
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yl\

Rysunek 10.8. Pewna bryta obrotowa

10.6.2. Zastosowanie calek oznaczonych w ekonomii

W ekonomii catki oznaczone sa stosowane m.in. do wyznaczania tzw. zaso-
béw. Ponizej przedstawimy dwa przyktady takich zastosowan. Zainteresowanych
innymi przyktadami zastosowan catek w ekonomii odsytamy np. do [1] lub [5].

Przyktad 10.6.3. Zal6zmy, ze do magazynu naplywa w jednostce czasu f(t)
jednostek towaru, gdzie t jest miarg czasu, ktory uptynat od momentu rozpo-
czecia dostaw. Interesuje nas wielkos¢ zapasu zgromadzonego w przedziale cza-
sowym |77, Ts]. Funkcja f jest ograniczona i posiada jedynie skoficzenie wiele
punktéw nieciagtosci (odpowiadajacych raptownym zmianom intensywnosci do-
staw) t1, to, ..., t,—1. Z twierdzenia 10.4.6 wynika, ze funkcja f jest catkowal-
na w sensie Riemanna w przedziale [T, Ts]. Przedzial ten dzielimy punktami
Th=ty<t1 <ty<tz<...<t,1 <t,="T,napodprzedziaty, w ktorych f jest
ciagta. Niech &; € [t;_1,t;], gdzie i € {1,2,...,n}. Wowczas f(&;) - (t;i_1 — t;) jest
przyblizeniem przyrostu zapasow w przedziale [t;_1,t;]. Przyblizona ilosé zapasu

zgromadzonego w calym przedziale [T7, Ty] jest réwna sumie Y  f(&)(tio1 — &),
i=1
czyli sumie catkowej Riemanna funkcji f w przedziale [T}, Ts]. Zatem rzeczywista
(doktadna) wielkosé zapasu zgromadzonego w przedziale czasowym [T7, Ts] jest
Ts
réwna calce oznaczonej Riemanna funkcji f w przedziale [T1, Ts], tzn. / f(t)dt.
T

Powyzszy przyktad jest przypadkiem szczegdlnym ogdlnego modelu ekono-
micznego, w ktérym funkcja f(¢) to strumien zasilajacy, funkcja zmian kranco-
b

wych, natomiast catka oznaczona / f(t) dt to zasdb, czyli efekt zasilania strumie-

niem w przedziale [a, b].
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Przyktad 10.6.4. Przedsiebiorstwo nabylo pewne urzadzenie. Niech t oznacza
ilog¢ lat eksploatacji tego urzadzenia, gdzie t > 0. Niech zysk z jego uzytkowania
wyraza si¢ wzorem Z(t) = 768 — 1t* [w tys. PLN na rok]. Koszty eksploatacji
urzadzenia wyrazaja sie wzorem K (t) = t3 [w tys. PLN na rok]. Na poczatku
wyznaczmy maksymalny czas eksploatacji urzadzenia, czyli okres, dla ktorego

Z(t) > K(1).

1
768 — 5153 > 13,

3 2
—~13 > 768, / (——) :
2 3

3 < 512
t < 8.

Y

VAN/A

Zatem maksymalny czas eksploatacji urzadzenia wynosi 8 lat. Obliczmy taczny
zysk z eksploatacji tego urzadzenia.

[z~ K@yt = [ (68— o6 i = [ (768~ 2% at =

il -3 -

o 24
B 3/1 , 1 4>_
= 768(8 — 0) 2<4 gt~ 0") =

4
:6144—;$:6144—1536:4608.

Zatem taczny zysk z eksploatacji tego urzadzenia na przestrzeni 8 lat wyniost
4608 tysiecy PLN.

10.7. Calki niewlasciwe

Teoria calki oznaczonej Riemanna zakltada, ze funkcja podcatkowa jest okre-
slona na skonczonym przedziale domknietym i ograniczona. W biezacym podroz-
dziale przedstawimy podstawy teorii catek funkcji okreslonych na przedziatach
nieograniczonych oraz teorii catek funkcji nieograniczonych. Zaczniemy od pod-
staw pierwszej z tych teorii.
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10.7.1. Calki niewtasciwe pierwszego rodzaju

Definicja 10.7.1. Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale [a, +00) oraz
catkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a, b] dla kazdego b > a. Calke niewla-
Sciwg pierwszego rodzaju funkcji f w przedziale [a,+00) definiujemy nastepujaco

(10.7.1) Jr/oof(x dz < lim /f

b—+o00

Definicja 10.7.2. Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—oo, b] i catko-
walna w sensie Riemanna w przedziale [a, b] dla kazdego a < b. Calke niewlasciwg
pierwszego rodzaju funkcji f w przedziale (—oo, b] definiujemy nastepujaco

b

(10.7.2) /f(:v)dxd:ef lim /bf(:v)dx

a——00

Jezeli granica po prawej stronie rownosci (10.7.1) lub (10.7.2) jest skoniczona,
to méwimy ze odpowiednia catka niewtasciwa pierwszego rodzaju jest zbiezina.
W przeciwnym wypadku moéwimy ze catka niewtasciwa pierwszego rodzaju jest
rozbiezna.

Przyktad 10.7.3. Sprawdzmy zbieznos¢ catki niewtadciwej pierwszego rodzaju

J e * dx. Wykorzystujac uprzednio poznane twierdzenia o catkach oznaczonych,
0

otrzymujemy
0 b b
—x B F —x B F P 2 RN 1 b =0V)
/e de = lim [e "dr= lim { e }O—bkinoo( e (—e ))—

b—+o00 b—~+o0
0 0

:bg?oo(_e—b+1):0+1:1,

oo
Zatem dana calka niewlasciwa jest zbiezna oraz [ e *dxr = 1.
0

Przyktad 10.7.4. Zbadajmy zbiezno$¢ catki niewtasciwej pierwszego rodzaju
Ik %dw.
1

71 , b .
/— dr = lim / dr = hm [ln |xﬂ1 = lim (Inb—1Inl)= lim Inb= +oc.
x

b—+o00 b—~+o0 b—+o00

o0
W konsekwencji podana catka niewlasciwa jest rozbiezna oraz [ %dl‘ = +00.
1
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Przyktad 10.7.5. Sprawdzmy zbieznos¢ catki niewtadciwej pierwszego rodzaju
-1
Ik m%dx.

—0o0

—1 —1 —1 1

1 1 1
/ — dr = lim — dr = lim x2dr = lim [——x_2] =
2

E €T a——00 J x a——00 J a——00 a
1 1 1 1 1 1
- (o= () (32 =)
air—noo( 7 7V 2 e\ T2 T2 2) T T2
-1
Zatem dana caltka niewladciwa jest zbiezna oraz [ ;—3 dr = —%.

Definicja 10.7.6. Calke niewlasciwg pierwszego rodzaju funkcji f na prostej

rzeczywistej definiujemy jako sume jej calek niewlasciwych w przedziale (—oo, a]
oraz w przedziale [a, +00), dla pewnego (dowolnego) a € R, tzn.

(10.7.3) yoof(x) dz & / flz)dz + +/Oof(x) dz.

W réwnosci (10.7.3) wybér liczby a € R jest zupelnie dowolny, poniewaz
zachodzi nastepujacy fakt:

Fakt 10.7.7. Catka niewtasciwa na prostej nie zalezy od wyboru a € R, tzn. dla
danej funkcji f oraz dowolnych a,b € R prawdziwa jest rownoscé

/af(:l?)dx—i- 70f(x)dxz /bf(x)dijjL/oof(x)dx.

Przyktad 10.7.8. Sprawdzmy, czy jest zbiezna caltka niewlasciwa na prostej
+o0o
| x- e dx. Najpierw wyznaczymy calke nieoznaczong [ x - e~ dux, stosujac

twierdzenie 10.2.8 o catkowaniu przez podstawienie.

2

—x° =t
/x-e"”de:/e_mQ-xdz: —2xdr = dt —
1
rdr = ——=dt
2
1 1 1 1 2
_ t (L R B _ Lo
—/e (Q)dt 2/edt 26+C 26 +C.

Wykorzystujac powyzsza réwnos¢, poznane twierdzenia o catkach oznaczonych

oraz fakt, ze
. _ 2 . .2
lim e = lim e =0,

T——00 T—+00
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otrzymujemy
+o00 0 +oo
2 2 2
/x-e‘“” dx:/x-e_m dx—l—/:p-e_’” dr =
—o0 —00 0
0 b
= lim /x e de+ lim [z-e " dr=
a——00 b—-+o00
li L fr+ I ! xQ]b
= lim |—= im |—= =
I T a0 L
1 1 1 1
= lim (——6_02 — (——e_a )) + lim (——€_b2 — <——€_02>> =
a——oco \| 2 2 b—+oo \ 2 2
1 1 _. 1 42 1 1 1
= li —— 4+ e " li ——e® —> =—4-=0.
a~1>moo< 2+26 >+bj£rnoo< 26 +2 2+2
“+o0o
W konsekwencji dana catka niewtasciwa na prostej jest zbieznai [ z-e™ dx = 0.

Calki niewtasciwe pierwszego rodzaju znajduja swe zastosowanie m.in. w teo-
rii metod probabilistycznych, tj. w rachunku prawdopodobienstwa. Ponizej przed-
stawiamy dwa przyktady wystepowania calek niewtasciwych w tej teorii. Zainte-
resowanych innymi przyktadami odsytamy np. do [19].

Przyktad 10.7.9. Niech a,b € R beda pewnymi ustalonymi liczbami. Rozwazmy
funkcje f, zdefiniowang nastepujaco

= dlazeab],
fle) = {0 dla = ¢ [a,b].

Wyznaczmy catke niewtasciwa funkeji f na proste;j.

Jr/oof(x)d:c: /af(x)d:c+/bf(x)dx+ Jr/oof(x)dx:

a b 1 +00
_ /0dx+/ dx—i—/de:
s J b—a /

a

b S
1
— lim /de+/ dz + lim /de:
a b

T——o00 b—a S——4o00
T
b s
= lim |C| + x| + lim C] =
T——o0 T —a a S—+o00 b
. 1 1 .
:Tlimm(C—C)+(b_a'b—b_a'a)+SETm(C—C)—
h—
= lim 0+ (b—a)+ lim 0=0+ ——+0=1.
T——o0 —a S—+o00 b—a
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Zatem calka niewlasciwa funkcji f na prostej jest zbiezna do 1.

Uwaga 10.7.10. Funkcja f rozwazana w przyktadzie 10.7.9 jest tzw. funkcja
gestosci rozktadu jednostajnego na przedziale [a, b].

Przykltad 10.7.11. Niech A > 0 bedzie ustalong liczbg dodatnia. Rozwazmy
funkcje f, zdefiniowang nastepujaco

Ae™® dlaz >0,
0 dla z < 0.

Wyznaczmy catke niewtasciwa funkcji f na prostej. Korzystajac m.in. z twier-
dzenia 10.5.8 o catkowaniu przez podstawienie dla catki oznaczonej oraz z faktu,
ze dla A > 0 zachodzi réwnosé

lim e =0,
T—400

otrzymujemy
+o0o 0 +oo 0 +o0
/ f(z)de = / f(z)dz + / f(z)dr = / 0dz + / AeMdr =
— 00 —00 0 -0 0
b

b
=0+ lim //\-e*)‘zdx: lim e ™M Ndr =
0

b—+o00 b—+o00
0
—dr =t
—ANdzx = dt Y
! Ndr = —dt — lim_ (/ et(—dt)) -
r=0=1t=0
r=b=1= -\

b
= lim (— / etdt) = lim — {et}_/\b:
b—+4o00 b——+o0 0

0

_ bli,inoo_ (e’)‘b N eo) _ bginoo (_ef/\b_i_ 1) — 1.

+o0
Zatem [ f(x)dz =1, czyli calka niewlasciwa funkcji f na prostej jest zbiezna

do 1.

Uwaga 10.7.12. Funkcja f przedstawiona w przyktadzie 10.7.11 jest tzw. funk-
cja gestosci rozktadu wyktadniczego z parametrem A > 0.

Na zakonczenie tej czesci warto wspomnie¢, ze zbiezno$¢ danej catki niewtasci-
wej pierwszego rodzaju jest rownowazna zbieznosci pewnego szeregu liczbowego.
Moéwi o tym twierdzenie Cauchy’ego—Maclaurina. Zainteresowanych szczegotami
odsytamy np. do [20].
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10.7.2. Calki niewltasciwe drugiego rodzaju

Teraz przedstawimy podstawy teorii calek funkcji nieograniczonych.

Rozwazmy przedzial skoficzony [a, b] oraz funkcje f catkowalna w sensie Rie-
manna w dowolnym przedziale [a, T|, gdzie a < T < b, lecz nieograniczona w do-
wolnym lewostronnym sasiedztwie S(b~) punktu b. Sytuacja taka zachodzi na
przyktad, gdy funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b) oraz zlirgl_ f(x) = £o0.

Definicja 10.7.13. Catke niewtasciwg funkcji f prawostronnie nieograniczonej
w przedziale [a,b] definiujemy jako

b T
(10.7.4) /f(x) dx dzeleirili/f(x) dx.
W przypadku gdy funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna w dowolnym
przedziale [S,b], gdzie a < S < b, lecz nieograniczona w dowolnym prawostron-
nym sasiedztwie S(a™) punktu a (np. kiedy lim+ f(x) = £o0), mamy definicje

nastepujaca:

Definicja 10.7.14. Catke niewtasciwg funkcji f lewostronnie nieograniczonej
w przedziale [a,b] okreslamy jako

b b
(10.7.5) / fla)de 2 Jim / f(a) d.

’ S—a Z

Catke niewtasciwg funkcji lewostronnie lub prawostronnie nieograniczonej na

przedziale skonczonym nazywamy catkq niewtasciwg drugiego rodzaju tej funkcji
w tym przedziale. Jezeli granica po prawej stronie réwnosci (10.7.4) lub (10.7.5)
jest skonczona, to méwimy, ze odpowiednia catka niewlasciwa drugiego rodzaju
jest zbiezna. W przeciwnym wypadku mowimy, ze catka niewtasciwa drugiego
rodzaju jest rozbiezna.

2

Przyktad 10.7.15. Sprawdzmy, czy catka niewlasciwa drugiego rodzaju [ i dx
0

jest zbiezna. Poniewaz

1
lim — = 400,
z—0t 2T
to otrzymujemy
2 2
1 1 2
/—da:: lim [ —dx= lim {ln|xﬂ = lim (In2—-1nS) =
x S—0+ 5 x S—0+ S S—o0t

=In2— lim InS=1In2— (—o00) = +o0.
S—0+

2

Zatem [ % dx = 400, czyli dana catka niewtasciwa drugiego rodzaju jest rozbiez-
0

na.
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4
Przyktad 10.7.16. Zbadajmy caltke niewlasciwg drugiego rodzaju [ ﬁ dx. Oczy-
0

wiscie
IIL%L 7 = +o00.
Mamy
r . / / _1 . 1.]"
O/ﬁdx = SIL%IJr de = Sli%l / x 2dxr = SIL%IJr EWL =
= Slir{]l+ [2\/_} = hm (2\[ 2\/§> = Slilg1+ (4 — 2\/5) =

W konsekwencji f dr = 4, czyli podana catka niewlasciwa drugiego rodzaju

jest zbiezna do 4

Niech zg € [a, b] i niech f bedzie nieograniczona w pewnym sasiedztwie S(xq)
punktu zy. Ponadto niech funkcja f bedzie caltkowalna w sensie Riemanna w do-
wolnych przedziatach [a,T], gdzie a < T < xg, oraz [S,b], gdzie g < S < b.
Sytuacja taka zachodzi np. wtedy, gdy funkcja f jest ciagta w przedziatach [a, ()
i (w9,0] oraz lim f(x) = do0i lim, f(z) = £o0.

$—>$O $—>$0

Definicja 10.7.17. Catke niewtasciwg drugiego rodzaju funkcji f nieograniczonej
w przedziale |a,b] definiujemy jako

T b

(10.7.6) /f(x) dz ¥ lim | f(z)dx+ lim_ f(z)dx

Tz, S~>z
a
Jezeli obie granice po prawej stronie réwnosci (10.7.6) sa skoniczone, to méwimy

ze catka niewlasciwa drugiego rodzaju jest zbiezna, zas w przeciwnym przypadku
— ze jest rozbiezna.

2
Przyktad 10.7.18. Zbadajmy zbiezno$¢ catki [ %d:p Oczywiscie
2

lim — = —oc0 oraz lim — = 4o00.

z—0~ \5/5 z—07F \/_ -

Na poczatek wyznaczmy calke nieoznaczong [ 5%/5 dx.

/—dx—/x’édx:

TS
SN

+C=-25 4+ C.

| Ot

X

(SN
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Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza otrzymujemy

71 1 71
/—dx: lim/—dx—i—lim/—dx:
/1 T=0-J) x s—o+.) x

) 29 5
2

= i {5 %}T + Ui {5 %] =
oo (477) L, T ehor (4T g T
. ) 4 ) 4 . 5 4 5 4
= Tlirgli <ZT5 - Z(_Q)S) +Sli>%l+ <125 - ZS5> =
5 5 5 5
— lim <—T%> — 2¥16+ 216 — lim (—S%) -
T—0—- \4 4 4 S0+ \ 4
P
—i05—i05—0—0—0.

2

W konsekwencji [ 5%/5 dx = 0, czyli dana catka niewtasciwa drugiego rodzaju jest
2

zbiezna do 0.

Wiecej informacji w zakresie teorii catek niewtasciwych mozna znalezé np.
w [4].
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Rozdzial 11

Macierze i wyznaczniki

11.1. Podstawowe definicje

Definicja 11.1.1. Niech m, n € N. Macierz liczbowa o m wierszach i n ko-
lumnach to funkcja przyporzadkowujaca kazdej uporzadkowanej parze (i, j) liczb
naturalnych, gdzie 1 < i < m, 1 < 7 < n, liczb¢ a;;. Macierz liczbowg o m
wierszach i n kolumnach nazywamy inaczej macierzg wymiaru m X n.

Macierze oznaczamy duzymi literami np. A, B, X itd. Liczbe a;; nazywamy
wyrazem lub elementem macierzy A. Macierz A wymiaru m x n, sktadajaca sie
z elementéw a;;, oznaczamy jako A = [a;j|mxn. ZWyczajowo macierz wymiaru
m X n zapisujemy jako prostokatny uktad m - n liczb utozonych w m wierszach
i n kolumnach.

aii 12 a3 ... Qip
as1 929 ag3 ... Q9p
A= [aij]mxn = a3y G32 a33 ... Q3zp
Am1 Am2 Am3 .. Qmp

Mozemy wyrdzni¢ szczegdlne typy macierzy liczbowych.

Definicja 11.1.2. Macierzg zerowq nazywamy macierz, ktorej wszystkie elemen-
ty sa rowne 0. Macierz zerowa bedziemy oznaczali O, czasami podajac jej wymiar.

00000

0 0 00000

Przykiad 11.1.3. O = [0], Opp = [0 0]’ Ous=10 00 0 0
00000

Definicja 11.1.4. Macierz wymiaru m X n nazywamy macierzg kwadratowg, gdy
m = n; wéwczas n jest stopniem macierzy kwadratowej. Elementy {a;;: i = j}
tworza glowng przekging macierzy kwadratowej.

Definicja 11.1.5. Macierzq trojkgtng dolng nazywamy macierz kwadratows,
ktorej stopnien wynosi przynajmniej 2, taka ze a;; = 0 dla ¢ < j (tzn. wszystkie
wyrazy powyzej gtéwnej przekatnej sa rowne 0).
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Przyktad 11.1.6.

1 0000
0 2000
1 03 00
10 9 8 4 0
5 6 70 5

Definicja 11.1.7. Macierzq trojkgtng gorng nazywamy macierz kwadratows
stopnia co najmniej 2, taka ze a;; = 0 dla ¢ > j (tzn. wszystkie wyrazy ponizej
glownej przekatnej sa réwne 0).

Przyktad 11.1.8.

oo o wm
o O
O W ol
RO 00 O MO

— OO Ul

0000

Definicja 11.1.9. Macierzq diagonalng nazywamy macierz kwadratows, taka ze
a;; = 0 dla ¢ # j (tzn. wszystkie wyrazy poza gtowna przekatna sg réwne 0).

Definicja 11.1.10. Macierzq jednostkowq 1,, stopnia n nazywamy macierz kwa-
dratowa stopnia n, okreslona jako

e 1 gdyi=j,
I, o [0ijlnxn,  gdzie & = s yz' j
0 gdyi#j.
Symbol §;; jest nazywany symbolem delta Kroneckera.

Przyktad 11.1.11.

10000
01 00O
It=10 01 0 O
000T1O0
00001

Na macierzach liczbowych mozna wykonywa¢ operacj¢ tzw. transponowania
macierzy.

Definicja 11.1.12 (transponowanie macierzy).

Niech A = [ai]mxn. Macierz transponowana macierzy A to macierz AT = [a;;]
wymiaru n X m, gdzie 1 <1 < m, 1 < j < n. Macierz transponowang otrzymu-
jemy z danej macierzy poprzez zamiang¢ wierszy na kolumny, z zachowaniem ich
kolejnosci.

Przyktad 11.1.13. Znajdzmy macierz transponowang macierzy A, gdzie

1 -2 0
A:l?) 5 —4]'
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Zamieniajac kolejno wiersze na kolumny, otrzymujemy

1 3
AT =1 -2 5
0 —4

Zmajac operacje transponowania macierzy, mozemy zdefiniowa¢ dwa nowe ty-
py macierzy liczbowych.

Definicja 11.1.14. Macierz kwadratowa A = [a;;] jest:
— symetryczna, jesli AT = A,
— antysymetryczna, jesli AT = —A, gdzie —A = [—ayj].
Zauwazmy, ze wyrazy macierzy symetrycznej sa symetryczne wzgledem gtow-
nej przekatnej. Natomiast w macierzy antysymetrycznej gtéwna przekatna sktada

sie wylacznie z elementéw zerowych, natomiast pozostale wyrazy speiaja wa-
runek a;; = —aj; dla kazdych i # j.

Przyktad 11.1.15. Przyktadem macierzy symetrycznej jest macierz

_ O -
ot N O
W Ut

Przyktadem macierzy antysymetrycznej jest macierz

0 1 -2
-1 0 3
2 -3 0

11.2. Dzialania na macierzach

W biezacym podrozdziale oméwimy podstawowe dziatania na macierzach licz-
bowych. Zaczniemy jednakze od okreslenia, kiedy dwie macierze bedziemy uwazali
za réwne.

Definicja 11.2.1 (réwno$é¢ macierzy).
Jezeli A = [aij]mxn Oraz B = [bj]kxi, to

(1121) A=B <= m=k AN n=0 N V1I<i <m)(V1I<j<n)a;=0"b;.

Definicja 11.2.2 (dodawanie macierzy).
Jezeli A = [aij]mxn Oraz B = [bij|mxn, to sume macierzy A i B okreslamy naste-
pujaco

(11.2.2) A+ B [a5; + bijlmxn-



170 Rozdzial 11. Macierze i wyznaczniki

Definicja 11.2.3 (odejmowanie macierzy).

Jezeli A = [ajj|mxn Oraz B = [bijlmxn, to réinice macierzy A i B okreslamy
nastepujaco
(1123) A—B d:ef [azj - bw]an

Definicja 11.2.4 (mnozenie macierzy przez liczbe).
Jezeli A = [a;j|mxn, to iloczyn macierzy A przez liczbe o definiujemy nastepujaco

(11.2.4) a- A0 aglmun.

Definicja 11.2.5 (macierz przeciwna).
Macierz przeciwng do macierzy A definiujemy jako

(11.2.5) —AL (1) A
Przyktad 11.2.6.
12 3 01 2 (5 10 15 ] 0 7 14
5-14 56 [+7-1103|={202530|+|7 0 21]|=
789 2 30 | 35 40 45 | 14 21 0
(5 17 29
= |27 25 51
| 49 61 45 |

Ze wszystkich dziatan na macierzach najtrudniejsze jest dziatanie mnozenia
macierzy przez macierz. Mnozenie dwoch macierzy jest wykonalne jedynie w przy-
padku, gdy liczba kolumn pierwszej macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej
macierzy.

Definicja 11.2.7 (mnozZenie macierzy).
Niech beda dane macierze A = [Gij]mxn 0raz B = [bij]nxk. lloczyn macierzy A
oraz B oznaczamy przez A - B i okreslamy w nastepujacy sposob:

(1126) A-B= [Cij]mxka gdzie Cij = Z (077 bsj
s=1

dla wszystkich ¢, j takich, ze 1 <7 <m, 1< j <k.

Aby zrozumie¢ zasade¢ mnozenia macierzy rozpiszmy element ¢;; iloczynu A-B:
Cij = ;1 'blj—f-a,z‘g'bgj—f-aig'bgj—f-...‘l—ain'bnj.

Widac¢ zatem, ze aby otrzymac wyraz c;;, nalezy odpowiednio pomnozy¢ elementy
i-tego wiersza macierzy A przez elementy j-tej kolumny macierzy B, a nastepnie
wysumowac¢ wszystkie takie iloczyny. Zasad¢ mnozenia macierzy najlepiej ilustru-
je tzw. schemat Falka, przedstawiony na rysunku 11.1. Obustronne strzatki na
tym rysunku pokazuja, ktére wyrazy nalezy przez siebie pomnozyc¢.
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j-ta kolumna
Lk _
bs; n

bn;

N AN

-ty wiersz—| @i1 Q2 Qi3 - Qin Cij

m m

A A-B
n k -

Rysunek 11.1. Schemat Falka mnozenia macierzy

Przyktad 11.2.8. Wymno6zmy przez siebie macierze

3 2
A= 10 oraz B = ; _(1] i) _8
-1 4
Korzystajac ze schematu Falka, otrzymujemy
1 0 5 0]
2 -1 1 —2_3“4
3 207 =2 17 —4]
10 1 0 5 0
-1 4][7 -4 -1 =8|
A3><2 A'BB><4>
czyli
7T -2 17 —4
A-B=|1 0 5 0
7T —4 -1 -8

W dalszym ciagu bedziemy pisali zamiennie A - B lub AB.

Definicja 11.2.9 (potegowanie macierzy).
Dla n € N definiujemy n-tg potege macierzy kwadratowej A jako

(11.2.7) AP A 4 A A

n czynnikow
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11.3. Wlasnosci dzialan na macierzach

Ponizej przedstawimy wtasnosci wymienionych powyzej dziatan na macie-
rzach.

Twierdzenie 11.3.1 (wlasno$ci dzialan na macierzach).
Niech a, 3 bedg liczbami oraz niech macierze A, B, C', O oraz I bedg macierzami
odpowiednich wymiarow, tak aby ponizsze dziatania byly wykonalne. Wowczas

(a4 B)A =aA+ (A,
(aB)A = a(BA).

(11.3.1) A+B=B+A (przemienno$¢ dodawania),
(11.3.2) A+ (B+C)=(A+B)+C (lacznos¢ dodawania),

(11.3.3) A+0=0+A4A=A4 (element neutralny dodawania),
(11.3.4) A+(-A)=0 (element przeciwny dodawania),
(11.3.5) A(BC) = (AB)C (taczno$¢ mnozenia),

(11.3.6) Al=TA=A (element neutralny mnozenia),
(11.3.7) AB+C)=AB+ AC (rozdzielno$¢ mnozenia

(11.3.8) (A+B)C = AC + BC wzgledem dodawania),

(11.3.9) A(aB) = (aA)B = a(AB),

(11.3.10) 1-A=A,

(

(

(

)

11.3.11)  «a(A+ B) =aA+ aB,
)
)

Zauwazmy, ze jesli dla ustalonego n € N macierze A, B, C, O oraz I sg macie-
rzami kwadratowymi stopnia n, to wszystkie dziatania wymienione we wzorach
(11.3.1) — (11.3.13) sa wykonalne. Zbior wszystkich macierzy kwadratowych usta-
lonego stopnia n oznaczamy przez M,,.

Definicja 11.3.2. Niech bedzie dany niepusty zbiér A, w ktérym okreélone sg
dwa dziatania + i - oraz dla ktérego okreslone jest dziatanie mnozenia elementu
przez liczbe. Zbior A nazywa si¢ algebrq liniowq, lub krétko algebrg, jesli wymie-
nione dzialania speliajg warunki (11.3.1) — (11.3.13).

Twierdzenie 11.3.3. Zbior M,, wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n,
gdzie n € N, z dziataniami dodawania macierzy, mnozenia macierzy oraz mnoze-
nia macierzy przez liczbe, spetniajacymi warunki (11.3.1) — (11.3.13), jest algebra.

Fakt 11.3.4. lloczyn macierzy nie jest przemienny, tzn. zazwyczaj A-B # B - A.

Przyklad 11.3.5. Rozwazmy macierze

10 01
Az[l 0] oraz Bz[l O]’
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Mnozac te macierze przez siebie, otrzymujemy

01 10
AB:lO 1] oraz BA:l1 O]’

Zatem w tym przypadku
AB # BA.

Znajac wtasnosci dziatan na macierzach, mozemy rozwiazywacé¢ rownania ma-
cierzowe, tzn. rownania, w ktorych niewiadomymi sg macierze.

Przyklad 11.3.6. Rozwiazmy réwnanie macierzowe
3 01 1 01 2 0 2
2. X-1040(=]01O0|+X-]1040
1 0 2 1 01 2 00

Stosujac wlasnosci dziatan na macierzach, otrzymujemy kolejno

301 2 02] [10 1]
X-2:1040+(-1)-X-{040|=[010],
10 2 2 00] [101]
6 0 2 -2 0 —27] [10 1]
X-|080|+X-] 0 -4 0|=|010],
2 0 4 -2 0 0] [10 1]
6 0 2 -2 0 -2 (1 0 1]
X 08 0(+| 0 -4 O0f|=|010],
2 0 4 -2 0 0 |1 0 1]
(4 00] [10 1]
X-|040|=]010]/,
00 4] |10 1]
(1 00] [10 1]
X-4-]010(=|010],
(00 1| |10 1]
1 00] [10 1]
4-X-]010f=|010],
(00 1| |10 1]

(1 0 1] .

4-X2010,/-Z,
|1 0 1]
(1 0 4
X=]|0 30
L1 0§
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11.4. Wyznacznik macierzy

W tym podrozdziale przedstawimy pewng funkcje okreslong na zbiorze M,
macierzy kwadratowych danego stopnia n, gdzie n € N, zwang wyznacznikiem.
Wyznacznik mozna zdefiniowa¢ na wiele sposobow. Jako ze staramy sie przed-
stawia¢ wybrane zagadnienia matematyki w mozliwie najmniej skomplikowany
sposob, to zaprezentowana ponizej definicja rekurencyjna wyznacznika macierzy
jest jedna z najprostszych. Zostata ona zaczerpnieta z [25]. Zazwyczaj w literatu-
rze przedmiotu wyznacznik macierzy jest definiowany aksjomatycznie lub poprzez
permutacje (patrz np. [5], [11], [13] lub [22]). Wszystkie te definicje sa oczywiscie
rownowazne.

Definicja 11.4.1 (rekurencyjna definicja wyznacznika).

Wyznacznik macierzy to funkcja det, ktora kwadratowej macierzy liczbowej A
przypisuje liczbe det A, okreslona rekurencyjnie:

1. dla macierzy A = [a1] stopnia 1 mamy

det A = aiq,
2. dla macierzy A stopnia n > 2 mamy
det A = (—1)"" - a,;-det Ay 4 (—1)""2apa-det Apg+. . .4 (=1)"" ay,, -det A,,,,

gdzie A,; to macierz kwadratowa stopnia n — 1, otrzymana z macierzy A poprzez
wykreslenie ostatniego, n-tego wiersza oraz j-tej kolumny, gdzie 1 < 7 < n. Liczbe
det A nazywamy wyznacznikiem macierzy A i bedziemy oznaczali rownowaznie
przez det[a;;] lub |A|. Wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia n nazywamy
krocej wyznacznikiem stopnia n.

Przyktad 11.4.2. Obliczmy wyznacznik macierzy A, gdzie

5 3
a-[14)
Korzystajac z definicji 11.4.1 otrzymujemy
deth 2] :‘ ? 2 ‘:(_1)2+1'1'3+ (—1)*?-6-5=—3+30=2T.

Obliczanie wyznacznikow wyzszych stopni tylko z definicji 11.4.1 jest zajeciem
do$¢ zmudnym. Dlatego tez przedstawimy rézne techniki utatwiajace obliczanie
wyznacznikow.

11.4.1. Obliczanie wyznacznikéw stopnia drugiego i trzeciego

Twierdzenie 11.4.3. Dana jest dowolna macierz kwadratowa stopnia 2, tzn.

macierz
a b
a=|2al
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gdzie a, b, ¢, d sa pewnymi liczbami. Wowczas

a b

(11.4.1) det A = det [ . d

]:a-d—b-c.

Przyktad 11.4.4. Korzystajac ze wzoru (11.4.1), otrzymujemy

5 3

de‘c[1 6

]:5'6—3&:30—3:27.

Twierdzenie 11.4.5 (metoda Sarrusa).
Dana jest dowolna macierz kwadratowa stopnia 3, tzn. macierz

a b c
A=|d e f |,
g h i
gdzie a, b, ..., 1 sa pewnymi liczbhami. Wéwczas

(114.2) detA=(a-e-i+b-f-g+c-d-h)—(c-e-g+a-f-h+b-d-i).

Metode Sarrusa mozna zapamietac nastepujaco. Dopisujemy po prawej stronie
macierzy A jej pierwszg kolumne, a nastepnie jej druga kolumne. Nastepnie pro-
wadzimy od wyrazéw pierwszego wiersza przekatne w sposdb pokazany na rysun-
ku 11.2. Przekatne réwnolegte do gtéwnej przekatnej opatrujemy znakiem ,+7,
zas przekatne prostopadle do gtéwnej znakiem ,—". Tworzymy iloczyny wyrazow
na przekatnych i nadajemy im znaki adekwatne do znakéw tych przekatnych. Na
koncu sumujemy wszystkie iloczyny i otrzymujemy szukany wyznacznik.

a b c a b
d>6§f d<e
g /h /z'¥ 9\ h\

7/
S) S @ @ S S

Rysunek 11.2. Metoda Sarrusa

Przyktad 11.4.6. Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy

1
det | 2
1

W W N

371 2
1|23
211 3
1-3-2+42-

242.1-1+3-2-3)—(3-3-14+1-1-342-2.2) =

= (6+2+18) — (9+3+8) =26 —20 =6.

—~
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11.4.2. Rozwiniecie wyznacznika wedlug Laplace’a

Obliczanie wyznacznikow metoda ,mnozenia po przekatnych” jest mozliwe
tylko dla wyznacznikéw stopnia 2 lub 3. Dla wyznacznikow wyzszych stopni trze-
ba zastosowaé metode, ktéra przedstawil matematyk francuski Pierre Simon de
Laplace (1749-1827). Na potrzeby tej metody wprowadzimy pojecie dopelnienia
algebraicznego elementu macierzy.

Definicja 11.4.7. Dla macierzy A = [a,;] kwadratowej stopnia n > 2 definiujemy
dopetlnienie algebraiczne elementu a;; jako liczbe

(11.4.3) Dy & (1) . det A

R
gdzie A;; to macierz stopnia n — 1, otrzymana z macierzy A poprzez wykreslenie
i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Twierdzenie 11.4.8 (rozwiniecie wyznacznika wedlug Laplace’a).
Niech macierz A = [a;;] bedzie macierza kwadratows stopnia n > 2. Wéwczas dla
dowolnych 4, j takich, ze 1 < i < n oraz 1 < 7 < n, prawdziwe sa rOwnosci

(1144) det A = Zais : Dis = Q1 * Dil + a9 - DZ‘Q + ... 1+ Qi Dz‘n,
s=1

(1145) det A = Zasj : Dsj = Q5 - Dlj + Agj - ng +... + Apj - Dnj~
s=1

Réwnosé (11.4.4) nazywamy rozwinieciem wyznacznika wzgledem i-tego wiersza,
zas$ réwnosé (11.4.5) nazywamy rozwinieciem wyznacznika wzgledem j-tej kolum-

ny.
7 twierdzenia 11.4.8 wynikaja dwa nastepujace fakty:

Fakt 11.4.9. Dla macierzy tréjkatnej dolnej oraz macierzy trojkatnej gornej
wyznacznik jest rowny iloczynowi wyrazéw na gtownej przekatnej, tzn.

an 0 0 0 ai;n ar2  a13 Q1n
ag1 Q22 0 0 0 ax axs A2,
asz; az2 ass 0 0 0 ass Asn | = 11 - Q92 - Q33 -« * * Q.-
ap1  Gp2  Aap3 GAnn 0 0 0 Qnp

Fakt 11.4.10. Jesli w macierzy A kazdy wyraz pewnego wiersza lub kazdy wyraz
pewnej kolumny jest rowny 0, to det A = 0.

Uwaga 11.4.11. Korzystnie jest stosowa¢ rozwiniecie Laplace’a wzgledem tego
wiersza badz tej kolumny, gdzie jest mozliwie najwiecej wyrazéw zerowych. W ta-
kiej sytuacji we wzorach (11.4.4) lub (11.4.5) mozliwie najwiecej iloczynéw bedzie
zerowych i obliczenie wyznacznika bedzie najmniej skomplikowane rachunkowo.
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Przyklad 11.4.12. Obliczmy nastepujacy wyznacznik stopnia 4

3 =2 0 5

-2 1 -2 2

det A = 0 9 5 0
5 0 3 4

Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem trzeciego wiersza, otrzymujemy

3 -2 0 5
-2 1 -2 2|
0 -2 5 0|
5 0 3 4
3 0 5 3 -2 5
=0-Dg +(=2)(=1)*?| =2 =2 2 [+5(=1)*?| =2 1 2 [4+0 D3y =
5 3 4 5 0 4
3 0 5 3 -2 5
=2 -2 -2 2|+5/-2 1 2
5 3 4 5 0 4

Otrzymane wyznaczniki trzeciego stopnia obliczamy, korzystajac z metody Sar-
rusa.

|
)

|
)
)

|
)

—2 =-2440+(-30) — (=50 + 18 +0) =

= —54 — (=32) = —22,

3 -2 5| 3 =2

-2 1 =12+(-20)4+0—(25+0+16) =
5 0 4] 5 0

|
[\
—_
(]

= —8 — 41 = —49.
Ostatecznie szukany wyznacznik wynosi

det A =2 (—22) +5- (—49) = —44 — 245 = —289.

11.4.3. Podstawowe wtasnos$ci wyznacznika

W tej czesci przedstawimy podstawowe wlasnosci wyznacznika macierzy kwa-
dratowej.
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Twierdzenie 11.4.13. Dla dowolnych macierzy kwadratowych A, B stopnia n,
gdzie n € N, oraz dowolnej liczby a zachodza nastepujace réwnosci

(11.4.6) det AT = det A,

(11.4.7) det(a- A) = a" - det A,

(11.4.8) det(A- B) = det A - det B,

(11.4.9) det A* = (det A)*, gdzie k € N.

Réwnosé (11.4.8) jest nazywana twierdzeniem Cauchy’ego.

Przyktad 11.4.14. Obliczmy wyznacznik iloczynu AB, gdzie

3 0 5 3 -2 5
A=| -2 =2 2 oraz B=| =2 1 2
5 3 4 5 0 4

Z przyktadu 11.4.12 wiemy, ze det A = —22, za$ det B = —49. Korzystajac ze
wzoru (11.4.8), otrzymujemy, ze

det(AB) = det A - det B = (—22) - (—49) = 1078.

W niektorych sytuacjach wyznacznik macierzy kwadratowej mozna wyznaczy¢
niemalze bez rachunkow.

Twierdzenie 11.4.15. Jezeli w macierzy A wyrazy ustalonego wiersza sa odpo-
wiednio proporcjonalne do wyrazéw innego wiersza, to det A = 0.

Poniewaz zawsze zachodzi réwnosé det AT = det A, to powyzsze twierdzenie
jest prawdziwe takze dla kolumn macierzy A.

Przyklad 11.4.16. Jak tatwo zauwazy¢

3 =2 0 5 1
-2 1 =2 2 3
0 -2 5 0 —-1|=0
> 0 3 4 5
6 -4 0 10 2

11.5. Macierz odwrotna

Definicja 11.5.1. Macierz kwadratowa A nazywamy macierzq osobliwg lub nie-
odwracalng, jesli det A = 0. Jesli det A # 0, to macierz kwadratowa A nazywamy
macierzq nieosobliwg lub odwracalng.
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Definicja 11.5.2. Macierzqg odwrotng A~' do macierzy nieosobliwej A stopnia
n, gdzie n € N, nazywamy jedyng macierz spetniajaca warunek

(11.5.1) AAT = ATTA =1,

gdzie I,, to macierz jednostkowa stopnia n.

Latwo zauwazy¢, ze macierz odwrotna do macierzy nieosobliwej stopnia n tez
jest macierza nieosobliwa stopnia n.

Przyktad 11.5.3. Korzystajac z warunku (11.5.1), wyznaczmy macierz odwrot-

ng do macierzy
2 0
A= [ 20 ]

20
det[O 3]—67&0,

to macierz A jest nieosobliwa. Niech

Poniewaz

Al = [ Z Z ] , gdzie a,b,c,d sa pewnymi liczbami.

Wyznaczmy iloczyny AA™! oraz A~LA.

a_[20) [ab] _[20 2
A4 _[O 3] e d] | 3c 3d]|’
S, Jab] [20]_[2a 30
AA_[C d] 0 3__l20 3d |-

Przyréwnujac oba iloczyny do macierzy jednostkowej stopnia 2, tj. do macierzy

_10_
HQ__O 1—7

otrzymujemy dwa uktady czterech réwnan z czterema niewiadomymi

20 = 1 20 = 1
26 = 0 3b = 0
3¢ = 0 oraz % = 0"
3d = 1 3d = 1

Rozwiazaniem tych ukladéw sa oczywiscie liczby

QLo o
Il
wi— O O
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1
A‘lzla 2]

3

Zatem

Mozna zauwazy¢, ze wyznaczenie macierzy odwrotnej do macierzy nieosobli-
wej stopnia n za pomoca definicji, tj. wytacznie z warunku (11.5.1), wymaga od
nas m.in. rozwigzania dwéch uktadéw n? réwnan z n? niewiadomymi. Jest to
zajecie do$¢ zmudne. Dlatego tez tatwiej bedzie wyznaczy¢ macierz odwrotng do
danej przy pomocy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 11.5.4. Jesli A jest macierzg nieosobliwa stopnia n, to

Dy Dy ... Dy 1"
1 Dy Dyy ... D
11.5.2 ATl = o 2
( ) det A
Dnl Dn2 Dnn

Definicja 11.5.5. Macierz [D;j|,x, nazywamy macierzqg dopelnien algebraicz-
nych elementéw macierzy A i oznaczamy krétko przez AP,

Przyklad 11.5.6. Znajdzmy macierz odwrotna do macierzy

2 7 3
A=113 9 4
1 5 3
Na poczatek obliczmy wyznacznik macierzy A.
27 3127
det A=|3 9 4|3 9 =(54+28+4+45)—(274+40+63)=-9+1+5=-3.
15 3|1 5
Poniewaz det A = —3 # 0, to macierz A jest nieosobliwa. Teraz obliczmy dopel-
nienia algebraiczne wyrazéw macierzy A.
9 4 3 4
141 _ o q1\142 _
Dy = (1) 5 3 =1, Dy = (—1) 1 3= D,
7 3 2 3
1241 _ _(_1)2+2 _
Dy = (—1) 5 3 6, Dy = (—1) 1 3 3,
7 3 2 3
D31 — (_1)3+1 9 4 — 1, D32 _ (_1)3+2 3 — 1’
39
_ (_1\1+3 _
Dy3 = (—1) 1 5 6,
2 7
_ (_1)2+3 _
Dy3 = (—1) 1 5 3,
2 7
_ (_1)3+3 _
Ds3 = (—1) 3 9 3.
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Podstawiajac powyzsze do wzoru (11.5.2), otrzymujemy

I T N B -2
A*lz—g 63 3| =—2| -5 3 1|= 2 -1
B 11 -3 6 -3 -3 -2 1

Dla n = 2 teza twierdzenia 11.5.4 przybiera bardzo prosta postac.

Twierdzenie 11.5.7. Je$li macierz

a b
ity
jest nieosobliwa, to wtedy

1 d —b
11.5. Al ——— )
(11.5.3) a-d—b-c[—c a]

Przyktad 11.5.8. ZnajdZmy macierz odwrotng do macierzy
2 0
af2e]

Korzystajac z réwnosci (11.5.3), otrzymujemy

A—l_ 1 30 _1 30 .
T 2.3-0-0|0 2] 6|0 2]

wi= O

|

(eI

—t QO [

Innym sposobem obliczenia macierzy odwrotnej do danej macierzy nieosobli-
wej jest tzw. metoda bezwyznacznikowa. Metode te zaprezentujemy w czesci 11.6.1

na stronie 184.

11.5.1. Podstawowe wlasnos$ci macierzy odwrotnej
Ponizej przedstawiamy niektore wtasnosci macierzy odwrotne;j.

Twierdzenie 11.5.9 (wlasnosci macierzy odwrotnej).

Niech A, B beda macierzami nieosobliwymi stopnia n oraz niech « bedzie liczbg

rozng od 0. Wowczas

11.5.4) (A H =4,
1
11.5.5 det A~! =
¢ T det A
5.6 (A7) <A-1>T,

)
)
11.5.7) (@A) = —A Y
) (AB)'=pBtA,
) (ARt = (A™H*  gdzie k € N.
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Przyktad 11.5.10. Obliczmy wyznacznik macierzy odwrotnej do macierzy

3 =2 0 5

-2 1 =2 2

A= 0 -2 5 0
5 0 3 4

Z przyktadu 11.4.12 wiemy, ze det A = —289. Korzystajac ze wzoru (11.5.5),
otrzymujemy
1 1 1

det A™! = = =——.
¢ det A —289 289

11.6. Algorytm Gaussa

W biezacym podrozdziale przedstawimy jedno z najwazniejszych narzedzi al-
gebry liniowej — algorytm Gaussa (Carl Friedrich Gauss, zyjacy w latach 1777 —
1855, byl wybitnym matematykiem, astronomem i fizykiem niemieckim). Algo-
rytm Gaussa, zwany czesto algorytmem Gaussa—Jordana, znajduje swoje zastoso-
wanie gléwnie przy rozwigzywaniu cramerowskich uktadéw rownan liniowych. To
zastosowanie przedstawimy w czesci 12.2.3. Innym przyktadem na wykorzystanie
algorytmu Gaussa jest wyznaczanie macierzy odwrotnej do danej macierzy nieoso-
bliwej. Metode bezwyznacznikowa obliczania macierzy odwrotnej przedstawimy
w czesci 11.6.1.

Rozpoczniemy od zdefiniowania operacji elementarnych, zwanych tez czasami
przeksztatceniami elementarnymi.

Definicja 11.6.1. Operacjami elementarnymi na wierszach macierzy nazywamy
dziatania nastepujacych typow:
1. zamiana miejscami wiersza i-tego oraz wiersza j-tego; operacje taka ozna-
Czamy w; <= Wy,
2. pomnozenie wszystkich elementéw i-tego wiersza przez niezerowa liczbe c;
operacje taka oznaczamy c - w; — wy,
3. dodanie do elementéw i-tego wiersza odpowiednich elementow j-tego wier-
sza pomnozonych przez niezerowsg liczbe c; operacje taka bedziemy oznaczaé
w; + ¢ w; — w;.
Podobnie definiujemy operacje elementarne na kolumnach macierzy: k; < k;,
c-k; — k;joraz k; +c- kj — k;.

Przyklad 11.6.2.

2 51 2 5 1

6 5 6 wa+2w4— w2 10 7 16
—_

4 2 8 4 2 8

2 1 5 2 1 5
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Definicja 11.6.3. Macierze otrzymane z danej macierzy w wyniku operacji ele-
mentarnych nazywamy macierzami rownowaznymi.

Algorytm Gaussa polega na wykorzystaniu operacji elementarnych na wier-
szach macierzy nieosobliwej A stopnia n w celu przeksztalcenia tej macierzy
w rownowazng macierz jednostkowa I,,. Algorytm Gaussa realizujemy w trzech
krokach przedstawionych ponizej.

Krok 1

Dana jest macierz nieosobliwa A stopnia n > 2. Pierwsza kolumna macierzy A jest
niezerowa, tzn. istnieje wyraz a;; # 0, gdzie 1 < ¢ < n (patrz fakt 11.4.10). Jesli
a1; = 0, to wykonujemy operacje w; < w; i otrzymujemy, ze nowy wyraz aq; # 0.
Nastepnie wykonujemy operacje typu 2. i -wp — wy 1 otrzymujemy aq; = 1.
Nastepnie wykonujemy operacje w; — a;;w; — w; kolejno dla ¢ = 2,3,4,...,n.
W rezultacie otrzymujemy macierz, w ktorej pierwsza kolumna jest jednostkowa,
tzn. macierz postaci

1

Krok IT

Wykonujemy Krok I dla dalszych kolumn, czyli na macierzach coraz nizszych
stopni. W rezultacie otrzymujemy macierz goérna trojkatna, w ktorej na gtéwnej
przekatnej znajduja sie wyrazy rowne 1, tzn. macierz postaci

= -
1 *
001
0 00 1
10 0 0 0 1]
Krok III
Stosujac operacje typu w; — ¢ - w;p — w; kolejnodlai=n—1,n—-2n—-3,...,1

oraz odpowiednich ci k > 1, doprowadzamy do macierzy jednostkowej I,,.

Przyktad 11.6.4. Korzystajac z algorytmu Gaussa, przeksztatcimy macierz nie-
osobliwg

3 6 9 3
0o 1 -3 4
2 4 7 1
0 -1 5 =5
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w macierz jednostkowsg II4.

3 6 9 3 1 2 3 1
0 1 -3 4 | Fwi—w 0 1 -3 4 | w3—2w—ws
2 4 7 1 2 4 7 1
0 —1 5 —9d 0 —1 5 —9d
1 2 3 1 1 2 3 1
. 0 1 =3 4| witwoows | 01 =3 4| wi—2ws—uws
O o0 1 -1 0 0 1 -1
0O -1 5 =5 00 2 -1
1 2 3 1 1 2 31
. 01 -3 4] watwi—ws 0 1 —3 4 | (woat3ws)—dws—ws
0 0 1 -1 0 0 10
00 O 1 00 01
1 2 31 1000
_ 01 00 (w1 —2w2)—3ws)—ws— w1 01 00
0010 0010
0 0 01 00 01

11.6.1. Metoda bezwyznacznikowa obliczania macierzy odwrotnej

Jezeli wykonujemy identyczne operacje elementarne na wierszach nieosobliwej
macierzy A stopnia n i macierzy jednostkowej I,,, to po przeksztalceniu macierzy
A do macierzy jednostkowej I,, macierz jednostkowa I, bedzie przeksztatcona
do macierzy odwrotnej A=, Wygodnie jest wykonywaé te operacje, zapisujac
obie macierze obok siebie, tzn. tworzac macierz [A|L,]. Metode bezwyznacznikowa
mozna zapisa¢ skrotowo za pomocg schematu

(11.6.1) [AJL,] 2Em, 471,

Gaussa

Metoda bezwyznacznikowa jest czesto zwana metodqg przeksztatcen elementarnych
obliczania macierzy odwrotne;j.

Przyktad 11.6.5. Korzystajac z metody bezwyznacznikowej, obliczmy macierz
odwrotng do macierzy

=W DN
_ o O
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1 2 0[/1 00 1 20| 100
ALJ]=]2 3 0[0 1 0| 2292 19 —1 0[-2 10—
1 -1 1/00 1] ™™ 0o =3 1|-10
1 201 00] 1201 00
wabwaows g1 -2 1 0| 201 0f2 -1 0] —
0 01| 5 =31 0015 =3 1
100[-3 20
mETUL 001 0 2 —1 0 | =[I3A7Y
001 5 =31
Zatem
-3 20
Alt=] 2 -1 0
5 -3 1

Na przyktadzie wida¢, ze (jak sugeruje sama nazwa) w metodzie bezwyznacz-
nikowej nie oblicza sie zadnych wyznacznikéw macierzy (oczywiscie poza ewen-
tualnym sprawdzeniem, czy podana macierz jest nieosobliwa).

Metoda bezwyznacznikowa jest metoda, na ktorej opieraja sie procedury nu-
meryczne obliczania macierzy odwrotnej.

11.7. Rozszerzony algorytm Gaussa

Rozszerzony algorytm Gaussa stuzy do przeksztatcenia dowolnej macierzy do
rownowaznej macierzy zwanej postacig kanoniczng tej macierzy. Ponadto jest
stosowany przy rozwigzywaniu dowolnych uktadéw réwnan liniowych. To zasto-
sowanie przedstawimy w podrozdziale 12.3.

Twierdzenie 11.7.1. Kazda macierz A wymiaru m X n mozna za pomocg skon-
czonej ilosci operacji elementarnych przeksztatcié w macierz wymiaru m X n po-
staci

I[r ‘ RT‘X’I’L*T‘
@’H’L7T'><’r‘ ‘ @’I’I’L7T'><’I’L7’r‘

(11.7.1)

dla pewnego 7 takiego, ze 1 < r < min(m, n) i pewnej macierzy R,x,_,. Jezelir =
m, to w postaci (11.7.1) nie wystepuja macierze Oy, 1 Oy pscn—r, Natomiast
jesli r = n, to nie wystepuja macierze Ry, _, oraz O, _ywn_r

Definicja 11.7.2. Macierz (11.7.1) réwnowazna macierzy A nazywa sie postacig
kanoniczng lub bazowq tej macierzy.

Uwaga 11.7.3. Dla danej macierzy A liczba r wystepujaca w postaci kanonicz-
nej (11.7.1) jest okreslona jednoznacznie i nazywa si¢ rzedem macierzy A. Rzad
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macierzy A oznaczamy przez rz(A) lub rk(A). Zainteresowanych tematem rzedu
macierzy odsytamy np. do [2], [11] lub [13].

W praktyce do przeksztatcenia dowolnej macierzy do jej postaci kanoniczne;j
bedziemy wykorzystywali jedynie operacje elementarne na wierszach oraz opera-
cje elementarne typu k; < k; na kolumnach danej macierzy.

Dla utatwienia przez k; — k, oznaczmy makrooperacje, ktora sktada si¢ ze
skoniczonego ciagu nastepujacych operacji elementarnych: k; < k; 1, ki1 <> ko,
kiro < kirs, ..., kn_1 < k. W wyniku tej makrooperacji kolumna k; stanie sie
ostatnia kolumng macierzy, za$ kazda z kolumn od k;,; do k,, przesunie si¢ o jedno
miejsce w lewo.

W rozszerzonym algorytmie Gaussa wykonujemy podobne kroki jak w ,zwy-
ktym” algorytmie Gaussa. W przypadku gdy pierwsza kolumna danej macierzy
zawiera wytacznie wyrazy zerowe, to zastosujemy makrooperacje ky — k,. Gdy
przy realizacji kroku II kolejna kolumna k; zawiera wyrazy zerowe na gléwnej
przekatnej oraz pod nia, to wykonujemy makrooperacje k; — k,.

Przyktad 11.7.4. Przeksztalcimy do postaci kanonicznej macierz

1 2 3 —1
A=13 6 7 1
2 47 -4

Stosujac rozszerzony algorytm Gaussa, otrzymujemy

1 23 -1 1 2 3 -1 1 3 -1 2
3671%00—24MO—2 40| —
2 4 7 —4 | T 100 -2 0 1 -2 0
g -1 2 13 -1 2
— —2 0| BTl 1 —2 0| —
—2 0 0 0 0

0
w1 —3wa—w1 |:
_—

ON)OT
(el Han il \V]

Zatem posta¢ kanoniczna macierzy A to postac

1 0| 5 2
0 1/-2 0
0 0] 00

W przypadku macierzy nieosobliwej rozszerzony algorytm Gaussa jest iden-
tyczny z podstawowym algorytmem Gaussa.

Fakt 11.7.5. Jedli macierz A jest nieosobliwa macierzg kwadratowa stopnia n,
to w tezie twierdzenia 11.7.1 zachodzi r = m = n i postacig kanoniczna macierzy
A jest macierz jednostkowa I,,.



Rozdzial 12

Uklady réwnan liniowych

12.1. Podstawowe definicje

Definicja 12.1.1. Niech m,n € N. Uktadem m rownan liniowych z n niewiado-

mymi xi, T, T3, ..., T, lazywamy rownanie macierzowe postaci
(12.1.1) AX =B,
gdzie A = [almxn, X = [Tjlnx1, B = [bilmx1 1 wszystkie elementy a;; oraz b,

(1<i <m,1<j<n)sadane.

Macierz A nazywamy macierzqg gtéwng lub inaczej macierzq wspétczynnikow
uktadu (12.1.1). Macierz X zwiemy kolumng niewiadomych, za$ macierz B ko-
lumng wyrazéw wolnych tego uktadu. Jesli macierze A oraz B zapiszemy obok
siebie, to powstata macierz [A|B] nazywamy macierzq rozszerzong lub macierzq
uzupeiniong uktadu (12.1.1).

Uktad (12.1.1) zazwyczaj zapisujemy w postaci rozwinigtej:

a1 + aip-re + ... + apcr, = b

s -1 + G-x2 + ... + Qg -x, = b
(12.1.2)

A1 T + Ap2 T2 + ... F+ Qpp Ty = bm

Definicja 12.1.2. Rozwigzaniem uktadu m réwnan liniowych z n niewiadomy-
mi nazywamy macierz liczbowa X spelniajaca réwnanie (12.1.1) lub réwnowaz-
nie skonczony ciag (r1,xs, - ,x,) liczb, ktore spetniaja kazde z réwnan uktadu
(12.1.2).

Ze wzgledu na ilos¢ rozwiazan wyrozniamy nastepujace typy uktadéw rownan
liniowych.

Definicja 12.1.3. Uktad réwnan nazywamy uktadem:

— sprzecznym, gdy nie ma rozwiagzan,

— nigesprzecznym, gdy posiada co najmniej jedno rozwigzanie.
Niesprzeczny uktad rownan jest uktadem:

— oznaczonym, gdy posiada doktadnie jedno rozwiazanie,

— nieoznaczonym, gdy ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
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Ze wzgledu na posta¢ kolumny wyrazéw wolnych wyrdzniamy nastepujace
typy uktadéw réwnan liniowych:

Definicja 12.1.4. Uktad AX = B jest ukladem:
— jednorodnym, gdy kolumna wyrazow wolnych jest kolumng zerowa, tzn. gdy
B = @mxla
— niejednorodnym, gdy kolumna wyrazow wolnych zawiera cho¢ jeden element
niezerowy, tzn. gdy B # Oy, 1.

Kazdy uktad jednorodny jest uktadem niesprzecznym.

Fakt 12.1.5. Jednym z rozwiazan uktadu jednorodnego jest macierz zerowa X =
[O] nx1-

Sposrod wszystkich uktadéw réwnan liniowych wyrézniamy tzw. ukiady Cra-
mera. Gabriel Cramer byl matematykiem szwajcarskim, ktéry zyt w latach 1704
— 1752.

Definicja 12.1.6. Uktad rownan liniowych AX = B nazywamy ukiadem Cra-
mera lub uktadem cramerowskim, gdy macierz A jest nieosobliwg macierzg kwa-
dratowa, tzn. gdy det A # 0. W przeciwnym wypadku uktad AX = B nazywamy
uktadem niecramerowskim.

Fakt 12.1.7. Kazdy uktad cramerowski jest uktadem oznaczonym.

W zaleznosci od tego, czy dany uktad réwnan liniowych jest uktadem crame-
rowskim, czy tez nie, do jego rozwigzywania bedziemy stosowali r6zne metody.
W dalszej czedci rozdziatu przedstawimy podstawowe z tych metod.

12.2. Metody rozwigzywania ukladéw Cramera

W biezacym podrozdziale omowimy trzy podstawowe metody rozwigzywania
uktadow Cramera.

12.2.1. Wz6r Cramera

Twierdzenie 12.2.1 (Cramera).
Uktad Cramera AX = B ma doktadnie jedno rozwigzanie, okreslone wzorem
Cramera

det A1
1 det A2
12.2.1 X = .
( ) det A e ’
det A,

gdzie A; to macierz powstata z macierzy A poprzez zastgpienie j-tej kolumny
kolumng wyrazow wolnych B.
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Fakt 12.2.2. Réwnanie (12.2.1) mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci nastepu-
jacych wzorow Cramera.

_ det A _ det A, _ det A,
T detd T qetA’ 7 T QetA

(12.2.2) 7

Przyklad 12.2.3. Rozwiazmy uktad réwnan liniowych

r + Sy = 2
—3r + 6y = 15 °

Zapisujac ten uktad w postaci macierzowej (12.1.1), otrzymujemy

e[ 23) we[) ee[d]

Poniewaz det A = 6 — (—15) = 21 # 0, to dany uktad jest uktadem Cramera.

2 5
Al—[15 6‘|, detA1—12—75——63,
A= L2 det Ay — 15 — (—6) = 21

Podstawiajac powyzsze do wzoru Cramera (12.2.1), otrzymujemy

58]

Zatem rozwigzaniem danego uktadu jest para x = -3 iy = 1.

Przykltad 12.2.4. Rozwigzmy uktad rownan liniowych

r + 2y + 3z =1
20 + 3y + =z 3 .
3z + y + 2z = 2

W postaci macierzowej (12.1.1) mamy

1
B=|3

1 2 3
3 1 2 2

INEINS O

Na poczatek obliczmy wyznacznik macierzy gtownej uktadu.

1 2
detA=|2 3
3 1

N — W

1 2
2 3 =(6+6+6)—(274+1+8) =18 —236=—18 #0.
31
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Zatem dany uktad jest uktadem Cramera.

1 23|12

detA;={3 3 1|3 3 =(6+4+9)—(184+1+12)=19-31=-12,
21221
11311

det Ay =2 3 1|2 3 =(6+3+12)—(27+2+4)=21-33=-12,
3223 2
12 11 2

det A3 =12 3 3|2 3 =(6+18+2)—(9+3+8)=26-20=6.
312131

Ze wzor6w Cramera (12.2.2) dostajemy, ze

detA;  —12 2
T detA T 18 3
det Ay, —12 2
.CEQ g = —= —7
detA —18 3

. det Ag . 6 . 1

BT detA T C180 3

Zatem rozwiazaniem danego uktadu jest tréjka x = %, Yy = %, z= —%.

12.2.2. Metoda macierzy odwrotnej

Twierdzenie 12.2.5 (metoda macierzy odwrotnej).
Rozwigzanie uktadu Cramera AX = B jest okre$lone wzorem

(12.2.3) X=A"1-B
Przyklad 12.2.6. Rozwiazmy uktad réwnan liniowych
x — Ty = 2
2v + 3y = 5

Zapisujac ten uktad w postaci macierzowej (12.1.1), otrzymujemy

1 =7 T 2
S C S M A
Poniewaz det A = 3—(—14) = 17 # 0, to dany uktad jest uktadem cramerowskim.
Korzystajac ze wzoru (11.5.3), obliczamy macierz odwrotna do macierzy gtéwnej

uktadu. .
17 -2 1| | -2 1 [

17 17
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Ze wzoru (12.2.3) otrzymujemy

3 T 41
[$]_[ 17 17]'l2]_[17]
o 2 1 o 1|
4 7 W > 7
Zatem rozwigzaniem danego uktadu jest para x = %, y=-=L.

17
Przykltad 12.2.7. Rozwigzmy uktad rownan liniowych
T + 2y = 3
2z + 3y =1
r — y + z =4
W postaci macierzowej (12.1.1) mamy
1 20 x 3
A=12 3 0|, X=1|vy|, B=|1
1 -1 1 z 4

Stosujac rozwinigcie Laplace’a wzgledem trzeciej kolumny, obliczmy wyznacznik
macierzy A.

1 20
det A=|2 3|0|=0+0+1-(—1)*"
—1]1

‘:3—4:-1#0
1

w N

1
2

Zatem dany uktad jest uktadem Cramera. Korzystajac z przyktadu 11.6.5, mamy

-3 20
Al = 2 -1 0
5 =3 1

Podstawiajac powyzsze do wzoru (12.2.3), otrzymujemy

x -3 20 3 94240 -7

y | = 2 -1 0|-]1]|= 6-14+0 | = 5

z 5 =3 1 4 15—-3+4 16
Zatem rozwiazaniem podanego uktadu jest trojka x = —7, y =5, z = 16.

12.2.3. Metoda eliminacji Gaussa

Jezeli wykonujemy identyczne operacje elementarne na wierszach nieosobli-
wej macierzy A stopnia n i kolumny wyrazow wolnych B, to po przeksztalceniu
macierzy A do macierzy jednostkowej I,, kolumna wyrazéw wolnych B bedzie
przeksztalcona do rozwiazania X uktadu. Wygodnie jest wykonywac te operacje,
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zapisujac A i B obok siebie, tzn. tworzac macierz uzupetniona [A|B| danego ukta-
du. W praktyce przy wykonywaniu operacji elementarnych na wierszach bedziemy
kierowali sie algorytmem Gaussa, przedstawionym w podrozdziale 11.6.

Metode eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera mozna zapisa¢ skrotowo za
pomocg schematu

(12.2.4) pﬂB]%?ﬂﬂﬁ[mﬁxy
Metoda eliminacji Gaussa jest czasami zwana metodg przeksztalcen elementar-

nych rozwigzywania uktadu réwnan.

Definicja 12.2.8. Ukltady rownan liniowych otrzymane z danego uktadu w wy-
niku operacji elementarnych na macierzach uzupetnionych nazywamy uktadamsi
rOWNOWAZNYmi.

Przykltad 12.2.9. Rozwigzmy uktad rownan liniowych

r + vy — 2z = 5
2y + 3z = 6 .
-r + y — 5z = =3

Zapisujac ten uktad w postaci macierzowej (12.1.1), otrzymujemy

11 =2 x 5
A= 02 31, X=\|v/|, B = 6
-1 1 =5 z -3
Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy, ze det A = —20 # 0, czyli dany

uktad jest uktadem Cramera. Przy pomocy metody eliminacji Gaussa wyznacza-
my rozwigzanie tego uktadu.

11 -2] 5 11 -2|5
[AB]=| 02 3| 6|%MW= 102 3|6]|—
-1 1 =5| -3 02 —712
oo [T =215 11 -2] 5
2R, 1 33 wsT2wrmws g g 3 3|
02 —71 2 00 —10| —4
RO I U - I IO Ll
S ULt BN | % 3 2227 00 10 % N
00 1]3% 00 12
10 0¥
(w1—w2)+2w3—w1 19
01 0[2|=I[L|X].
2
0012
7

Zatem rozwigzaniem danego uktadu jest trojka r = 3, y = 12 oraz z =

(41}
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12.3. Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych ukladéw
réwnan liniowych

Metode eliminacji Gaussa, zaprezentowang dla uktadéw cramerowskich w cze-
sci 12.2.3, mozna uogdlni¢ i zastosowaé¢ do rozwigzywania dowolnych uktadéw
rownan liniowych. Uogdélnienie bedzie polegato na zastapieniu standardowego al-
gorytmu Gaussa (patrz podrozdziat 11.6) jego rozszerzona wersja, przedstawiong
w podrozdziale 11.7.

Dany jest dowolny uktad AX = B m réwnan liniowych z n niewiadomymi
1, Ta, ..., Tn. Przed rozpoczeciem przeksztatcen zapisujemy macierz gtéwna
A i kolumne wyrazéw wolnych B obok siebie, jako macierz rozszerzong [A|B]
wymiaru m X (n+ 1). Dazymy do tego, by macierz A doprowadzi¢ do jej postaci
kanonicznej (11.7.1). Przy wykonywaniu operacji elementarnych kierujemy si¢
rozszerzonym algorytmem Gaussa. Operacje elementarne na wierszach przepro-
wadzamy dla wierszy calej macierzy [A|B], natomiast makrooperacje k; — k,
stosujemy tylko dla kolumn macierzy gtéwnej A. Nalezy pamietac, ze kazda ko-
lumna macierzy A odpowiada wsp6tczynnikom przy innej niewiadomej (pierwsza
kolumne tworza wspétezynniki przy xq, druga wspétezynniki przy z; itd.) Dlate-
go tez przy stosowaniu makrooperacji k; — k, kolumne k; przemieszczamy razem
z jej niewiadomq x;. W zwiazku z tym po przeksztatceniu macierzy gtownej ukta-
du do jej postaci kanonicznej (11.7.1) kolejnosé niewiadomych moze by¢ inna niz
na poczatku. Niewiadome zapisane w finalowej kolejnosci oznaczmy przez ),
xh, ..., zl. Po zakonczeniu realizacji rozszerzonego algorytmu Gaussa kolumna
wyrazéw wolnych B bedzie przeksztatcona do pewnej kolumny liczb B’ = [b] %1
W ten sposéb otrzymamy postaé kanoniczna macierzy rozszerzonej [A|B] danego
uktadu réwnan.

Metode eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadow réwnan liniowych mozna
zapisa¢ za pomocg schematu

/
[A|B] rozszerzony algorytm Hr ‘ Ran,T ‘ Bl

(12.3.1) PR Om—rxr | Om—rxn—r | B

gdzie 1 < r < min(m,n), R,y,_, jest pewna macierza (patrz twierdzenie 11.7.1),
natomiast kolumny B oraz B! sa postaci

i =

by 2
By =| . By=| ",

% b

Posta¢ kanoniczna macierzy rozszerzonej okresla ilos¢ rozwigzan uktadu row-
nan liniowych AX = B. Mozemy wyrézni¢ nastepujace sytuacje:
1. 7 =m (macierze Qp—rsxr, QOpm_rxn_r 1 By nie wystepuja)

Uktad réwnan jest niesprzeczny:
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a) r <n (macierz R,y,_, pojawia si¢)

Uktad posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan, czyli jest uktadem nieozna-
czonym.

b) r =n (macierz R,,_, nie wystepuje)

Uktad posiada doktadnie jedno rozwiazanie, czyli jest uktadem oznaczo-
nym.
2. r < m (macierze Q,,_,«, 1 B} pojawiaja sie)
a) B) # Op—rx1 (dla pewnego r + 1 <1i < m zachodzi b} # 0)
Uktad rownan nie posiada rozwiazan, czyli jest uktadem sprzecznym.
b) B} = 0«1 (dla kazdego r+ 1 < i < m zachodzi b = 0)
Uktad réwnan jest niesprzeczny:
i. r <n (macierz R,x,_, pojawia sie)
Uktad posiada nieskonczenie wiele rozwiazan, czyli jest uktadem nie-
oznaczonym.
ii. 7 =n (macierz R,.,_, nie wystepuje)
Uktad posiada doktadnie jedno rozwiazanie, czyli jest uktadem ozna-
czonym.

W sytuacjach kiedy uklad jest nieoznaczony, niewiadome ', x5, ..., z}, kto-
re odpowiadaja kolumnom macierzy [, nazywamy zmiennymi zaleznymsi, zas
niewiadome ;. ;, 77, ..., 2, odpowiadajace kolumnom macierzy R, ., —, nazy-
wamy zmiennymi niezaleznymsi lub inaczej parametrami. Parametry moga przyj-
mowaé dowolne wartosci liczbowe, natomiast zmienne zalezne, jak sama nazwa
wskazuje, wyrazaja si¢ w terminach parametréw i ewentualnie statych b.

Przyklad 12.3.1. Rozwiazmy uktad réwnan liniowych

r + 2y + 3z — t = -1
dr + 6y + 7z + t = 5
2 + 4y + Tz — 4t = —6

W postaci macierzowej (12.1.1) otrzymujemy

123 —1 & —1
A=1|367 1|, x=1Y|, B=]| 5
9 4 7 —4 ’j —6

Poniewaz macierz gtéwna danego uktadu jest macierza wymiaru 3 x 4, to uktad
ten jest uktadem niecramerowskim. Stosujac rozszerzony algorytm Gaussa, otrzy-
mujemy

z y 2 1
1 2 3 -1 -1 1 2 3 -1 |-1
[ABl=13 6 7 1 5]%[00—2 4 8]—>
2 47 416 "7 loo 1 -2 -4
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T z t Y T z t Y
3 —1 2 -1 1 1 3 —1 2 -1
ka—k4 — 35 )wa—w2
{O —2 4 0 8} E— {O 1 -2 0 ‘—4] -
0 1 -2 0 -4 0 1 =2 0 -4
x z t Y T z t Y
sty 1 3 —1 2 -1 or B 1 0 ) 2 111
: [0 1 -2 0 ‘—4] — [0 1 -2 0 —4].
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Zatem posta¢ kanoniczna macierzy uzupetnionej danego uktadu to

1 0] 5 2|11
(12.3.2) 0 1(-2 0|—4

0 0] 00 0
przy czym pierwsza kolumna odpowiada niewiadomej x, druga niewiadomej z,
trzecia niewiadomej t, zas czwarta kolumna niewiadomej y. Z powyzszego wynika,
ze dany uktad réwnan jest ukladem nieoznaczonym. Niewiadome x oraz z sa
zmiennymi zaleznymi, natomiast niewiadome ¢ oraz y sa zmiennymi niezaleznymi.
Zalezno$¢ zmiennych zaleznych od parametréw otrzymujemy, zapisujac w postaci
rozwinietej uktad réwnan o macierzy rozszerzonej (12.3.2), réwnowazny danemu
uktadowi rownan. Oczywiscie pomijamy ostatnie réwnanie, ktére jest rGwnaniem
tozsamosciowym 0 = 0.

{:p+ 5t + 2y = 11
Z_

?

2t = —4
W rezultacie rozwiazaniami danego uktadu réwnan sa wszystkie czworki (z, y, z, ),
gdzie
r = 11 — 5t — 2y
z = —4 + 2t ’
natomiast y oraz t sa liczbami dowolnymi.

Przyklad 12.3.2. Rozwiazmy uktad réwnan liniowych

r — y — 2z + 2t = =2

Sr — 3y — z + t = 3

2t + y — =z + t = 1

v — 2y + 2z — 2t = —4

Macierz uzupetniona tego uktadu to oczywiscie macierz

1 -1 =2 2|2
5 =3 -1 1| 3
2 1 -1 1] 1
3 -2 2 -2|-4
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Stosujac metode eliminacji Gaussa, otrzymujemy

I -1 =2 2|=27 wmbmowe 1] -1 -2 2|2
5 =3 =1 1| 3| wisw—w |0 2 9 —9|13
_— —
2 1 -1 1| 1 0 3 3 =3 5
3 -2 2 —2|—4 0 1 8 —8| 2
1 -1 -2 2|-2 L -1 =2 29 =2
w3 —3wa—w
—>%w2—>w2 0 1 g _g % wiwaiums 0 1 % _g % -
_ 21 21 29
R A 4
— 7 7 9
00 3 —z| =
1 -1 -2 2|-2 1 -1 -2 2| =2
(722—1)w3~>w3 0 1 g —% % 11)47%11)3—%1)4 0 1 g —g % -
0o 0 1 —-1| 2 o 0 1 -1} 2
7 7 9 365
o o I -I|-2 0 0 0 0%
1 -1 -2 2| -2 100 O0f-%
wafwg—we |01 0 0L TR lo 10 of -8
0 0 -1 =z 001 -1 2
0 0 0 0] 000 0%

Zatem posta¢ kanoniczna macierzy uzupetnionej danego uktadu to macierz

367
10 0] 0]-3F
431
010 0%
29
001[-1 2
000 0]-2%

42
Gdybysmy zapisali w postaci rozwinietej uktad réwnan odpowiadajacy tej macie-
rzy, to ostatnie réwnanie okazatoby si¢ rownaniem sprzecznym 0 = —%. Zatem
dany uktad rownan liniowych nie ma rozwiazan.

12.4. Zastosowania ukladéw réwnan liniowych

Teoria uktadow rownan liniowych i inne metody algebry liniowej maja sze-
rokie zastosowania w ekonomii, zarzadzaniu, logistyce i wielu innych naukach.
W szczegolnosci stosuje sie tam tak zwany model programowania liniowego, ktéry
jest generalizacja takich zagadnien jak zagadnienie optymalnej diety, zagadnienie
optymalnego planu produkcji czy tez zagadnienie transportowe. Model progra-
mowania liniowego jest jednym z przedmiotéw badan operacyjnych. Zaintereso-
wanych szczegbtami wyzej wymienionych zagadnien odsytamy np. do [1], [5], [12],
[22] 1ub [26]. Ponizej przedstawimy inne zastosowanie teorii uktadéw liniowych
zwane modelem przeplywow miedzygateziowych Leontiewa.
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12.4.1. Model przeplywéw miedzygaleziowych Leontiewa

Analiza przepltywéw miedzygateziowych (miedzydziatowych) wymaga utoze-
nia bilansu gospodarki przedsigbiorstwem, w ktéorym znane sa ilosci produkcji
i jej przydziaty do poszczegdlnych dzialéw (gatezi) tego przedsiebiorstwa. Za-
t6zmy, ze cate przedsiebiorstwo zostato podzielone na n dziatow. Przez Xi, Xs,
..., X, oznaczmy wielko$¢ globalnej produkcji kazdego z tych dziatéw. Przez
x5, gdzie 1 <4 < n, 1 < j < n, oznaczmy te czes¢ produkeji, ktéra z dziatu
i-tego zostaje przekazana do dziatu j-tego. Jezeli ¢ = j, to x; oznacza produkcje
dzialu ¢, ktéra pozostaje w tym dziale (nazwiemy ja zuzyciem wewnetrznym).
Liczby x;; nazywamy przeptywami miedzygateziowyms. Nie zawsze cata produk-
cja i-tego dzialu zostaje przekazana do innych dzialéw lub zostaje zuzyta w tym
dziale. Taka nadwyzke oznaczamy przez z; i nazywamy produktem koncowym
i-tego dziatu. Oczywiscie produkty koncowe musza by¢ nieujemne, tzn. mamy
x; > 0 dla kazdego i € {1,2,...,n}.

Bilans gospodarki przedsi¢biorstwa mozna wedtug propozycji Leontiewa za-
pisa¢ w postaci macierzy

X1 1 T2 ... T, T

XQ To1 To22 ... X9 )
(12.4.1) n

Xn Tn1 Tp2 ... Tpn Tp

Zbilansowanie gospodarki oznacza, ze produkcja globalna i-tego dziatu jest su-
ma przeptywoéw miedzygaleziowych wychodzacych z tego dziatu oraz produkcji
koncowej tego dziatu. Mamy zatem nastepujacy uktad réwnan

n
X1 = Z$1j+$1
j=1

Xy = Toj +x
(12.4.2) ? ; o

n
X, = an]_'_xn
Jj=1

Powyzszy uktad rownan nazywany jest rownaniami bilansowymi produkcji. Dla
1<i <n, 1< 75 < nliczby
Lij

X

J

aij =

nazywane sa technologicznymi wspotczynnikami produkcyi lub wspolczynnikamsi
bezposrednich kosztow. Wspodlezynniki te okreslaja, ile jednostek produktu i-tego
dziatu nalezy zuzy¢ w j-tym dziale, aby umozliwi¢ wyprodukowanie jednej jed-
nostki produktu w tym dziale. Wspoétcezynnik a;; jest oczywiscie wspotezynnikiem
wewnetrznego zuzycia produkeji. Macierz A = [a;;]nxn Nazywamy macierzq tech-
nologicznych wspotczynnikow produkcji lub macierzq wspotczynnikow kosztow.
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Kolumne X = [X;],x1 nazywamy wektorem produktu globalnego, zas kolumne
Y = [2;]nx1 nazywamy wektorem produktu koncowego. Uktad réwnan bilanso-
wych (12.4.2) tworzy statyczny model przeplywow miedzygaleziowych o postaci
macierzowej

(12.4.3) X =AX+Y
lub réwnowaznie
(12.4.4) (I,-A)-X=Y.

Macierz I,, — A oznaczamy zazwycza]j przez L i nazywamy macierzqg Leontiewa.
Warunkiem koniecznym wewnetrznej zgodnosci produkcji jest niesprzecznosé po-
wyzszego uktadu réwnan. Jezeli uktad ten jest sprzeczny, to planu produkcji nie
da sie wykona¢. Jezeli zadane sa wielkosci produktow koncowych i macierz Leon-
tiewa jest macierza nieosobliwa, to uktad (12.4.4) jest ukladem Cramera. Korzy-
stajac z metody macierzy odwrotnej, wektor produktéw globalnych wyznaczamy
wedtug wzoru
X =(,—-A)"Y.
Model Leontiewa shuzy do sporzadzania roéznych wariantow planow produkcji.
Ponadto model ten mozna przenies¢ na cata gospodarke narodows.
Ponizszy przyktad jest zaczerpniety z [1].

Przyklad 12.4.1. Rozwazmy kompleks goérniczo-hutniczo-energetyczny z macie-
rza bilansu (12.4.1), jak nastepuje (wyniki podane sa w mln PLN):

120 24 9 20 67
90 48 27 10 5
100 12 18 30 40

Macierz technologicznych wspétczynnikow produkeji to macierz

0,2 0,1 0,2
0,4 0,3 0,1
0,1 0,2 0,3

Macierz Leontiewa L =1I,, — A jest rowna

0,8 —0,1 —0,2
0,4 0,7 —0,1
0,1 -0,2 0,7

Jak tatwo sprawdzi¢, macierz Leontiewa jest macierza nieosobliwg. Chcemy odpo-
wiedzie¢ na pytanie: jaka powinna by¢ produkcja globalna, aby produkty koncowe
wynosity odpowiednio x; = 80, xo = 20, z3 = 40 (w mln PLN)? Po wstawieniu do
ukladu réwnan (12.4.4) powyzszych danych i po rozwiazaniu tego uktadu otrzy-
mujemy szukane wielkosci produktow globalnych: X7 = 143, 5 mln PLN wartosci
wydobycia wegla, Xy = 127,46 mln PLN wytopionej stali oraz X3 = 114,16 mln
wytworzonej energii elektrycznej.
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Elementy geometrii analitycznej



Rozdzial 13

Geometria analityczna w przestrzeni
tréojwymiarowej

Stowo geometria pochodzi z jezyka greckiego: geo oznacza ziemie, zas metreo
znaczy mierze. Poczatki geometrii wigzg sie z konieczno$ciag mierzenia roznych
dhugosci, powierzchni pél uprawnych czy tez objetosci magazynéw na zboza.
Najstarsze zachowane zrodta dotyczace geometrii jako miernictwa pochodza ze
starozytnej Babilonii, z XXI wieku p.n.e. Status nauki nadali geometrii starozytni
Grecy, a w szczeg6lnosci Tales z Miletu, Pitagoras czy tez Euklides. Ten ostatni
w swoim dziele Elementy, datowanym na ok. 300 r. p.n.e., sformutowat m.in. pieé¢
aksjomatéw geometrii, ktore stanowily fundament tej nauki przez ponad 2000
lat. Dopiero w XIX wieku naszej ery zakwestionowano shusznos¢ V aksjomatu
Euklidesa, co doprowadzito do powstania tzw. geometrii nieeuklidesowych.

Za tworce geometrii analitycznej uwazany jest matematyk i filozof francu-
ski Rene Descartes (1596-1650), bardziej znany jako Kartezjusz. Jako pierwszy
zauwazyl on, ze obiekty geometryczne mozna bada¢ metodami analitycznymi,
przy uzyciu algebry. Wprowadzit m.in. uzywane do dzis uktady wspotrzednych,
zwane kartezjanskimi. Elementy geometrii analitycznej na ptaszczyznie wystepuja
w programie nauczania matematyki w szkole ponadgimnazjalnej. My zajmiemy
sie przedstawieniem podstaw geometrii analitycznej w przestrzeni tréjwymiaro-
wej.

13.1. Wektory

Definicja 13.1.1. Przestrzen trojwymiarowa to zbiér wszystkich uporzadkowa-
nych trojek (z,y, z) liczb rzeczywistych. Innymi stowy przestrzen trojwymiarowa
to dwukrotny iloczyn kartezjanski zbioru R samego ze soba, czyli Rx R xR = R3.

R < {(z,y,2): 2,y.2 € R}

W dalszym ciagu tego rozdziatu zamiast przestrzen tréjwymiarowa bedziemy
pisali skrotowo R3.

Elementy R?® nazywamy punktami. Punkty bedziemy oznaczali duzymi litera-

mi A, B, C itd.
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Definicja 13.1.2. Niech bedg dane dwa punkty A oraz B. Uporzadkowang pare

— —
punktéow (A, B) nazywamy wektorem i oznaczamy przez AB. Wektor AB nazy-
wamy czesto wektorem zaczepionym w punkcie A.

Wektory rysujemy zwyczajowo w postaci prostej strzalki taczacej punkt po-
czatkowy z punktem koncowym wektora. W ten sposob okreslamy zwrot wektora.
Jezeli punkty A i B sa rozne, to przechodzi przez nie doktadnie jedna prosta, ktéra

—
wyznacza kierunek wektora AB. Dlugoscig tego wektora jest dtugos¢ odcinka AB
na tej prostej. Wektory mozemy oznaczaé¢ rowniez przez u, v, w itp.

Definicja 13.1.3. Wektor swobodny wektora u to zbiér tych wszystkich wek-
torow zaczepionych w dowolnym punkcie, ktore maja ten sam kierunek, zwrot
i dhugos$é co wektor 4. Wektor swobodny danego wektora u takze bedziemy ozna-
czali u.

W dalszym ciggu punkt A € R?® bedziemy utozsamiali zaréwno z wektorem
zaczepionym O—/l, gdzie O dof (0,0,0), jak i z wektorem swobodnym @ wektora

OA (patrz rysunek 13.1). W tym kontekscie tréjke (x,y, z) bedziemy nazywa-
i wspdtrzednymi wektora i = (x,y, z). Wektorem zerowym bedziemy nazywali

wektor 0 22 (0, 0,0).
a
A

%
u
pal
/ 7
%

Rysunek 13.1. Interpretacja geometryczna R3

g

\:\1A\

g

Wektory sa podstawowymi pojeciami w fizyce i inzynierii, przy czym dtugosé
wektora nazywa sie tam jego wartoscig. Wektory sa wykorzystywane do repre-
zentowania dowolnej wielko$ci majacej wartos¢ i kierunek. Przyktadami takich
wielkosci sa: predkosé (jej wartoscia jest szybko$¢), przyspieszenie, przemieszcze-
nie, ped i kret poruszajacego sie obiektu oraz sita dziatajaca na obiekt. Uktad
wektoréw skojarzonych z kazdym punktem przestrzeni fizycznej, zwany polem
wektorowym, reprezentuje z kolei inne wielkosci wektorowe typu pole elektryczne
czy tez magnetyczne. Zainteresowanych zastosowaniami rachunku wektorowego
w mechanice odsytamy np. do [13].



202 Rozdzial 13. Geometria analityczna w przestrzeni tréjwymiarowe]

Definicja 13.1.4. Zbiér punktéw postaci {(z,0,0) : = € R} bedziemy nazywali
0sig liczbowg Ox. Podobnie definiujemy osie Oy oraz Oz. Zwyczajowo na kazdej
osi zaznacza si¢ strzatka naturalny porzadek w zbiorze R.

Definicja 13.1.5. Uporzadkowana trojke osi liczbowych Oz, Oy, Oz nazywamy
kartezjanskim uktadem wspdlrzednych (patrz rysunek 13.1).

Przestrzen trojwymiarowa jest szczegdlnym przypadkiem obiektu o nazwie
przestrzen n-wymiarowa.

Definicja 13.1.6. Niech n € N. Przestrzenig n-wymiarowg R" nazywamy zbior
wszystkich uporzadkowanych uktadow n liczb rzeczywistych, tzn.

R" = {(z1,22,...,2,) s x; € Rdla 1l <i < n}.

Elementy przestrzeni R™ nazywamy wektorams lub punktami. Wektory przestrze-
ni R" tez bedziemy oznaczali 4, U, W itp.

Kazdy wektor mozemy identyfikowa¢ z macierza liczbowa wymiaru 1 xn. Przy
takiej interpretacji na wektorach mozna wykonywaé¢ dziatania arytmetyczne oraz
mozna mnozy¢ wektory przez liczby, tak jak to zdefiniowaliémy w podrozdzia-
le 11.2. W konsekwencji dziatania te beda posiadaty wszystkie wtasnosci opisane
w twierdzeniu 11.3.1 na stronie 172. To sprawia, ze przestrzen R" jest przyktadem
struktury algebraicznej zwanej przestrzeniq liniowqg lub przestrzenig wektorowaq.

Definicja 13.1.7. Niepusty zbiér V, w ktorym okreslone sa dziatanie dodawania
elementow tego zbioru oraz dziatanie mnozenia elementu przez liczbe, nazywamy
przestrzeniq lintiowgq, jesli dla dowolnych z,w,s € V oraz dla dowolnych liczb «,
[ spetnione sa nastepujace warunki:

(L-T) z+(w+s)=(z+w)+s,
(L-1I) 24+0=0+2=z2,

(L-IIT) 24 (=2)=(-2)+2=0,
(L-IV) 24w =w+z,

(L-V) 1-2z=z,

(L-VI) a(z +w) = az+ aw,
(L-VII) (a+ B)z = az + Bz,
(L-VIII) (af)z = a(Bz).

7 twierdzenia 11.3.1 wynika, ze innym przyktadem przestrzeni liniowej jest
zbior wszystkich macierzy liczbowych.

13.1.1. Iloczyn skalarny wektorow

Niech 4 = (x1,x9,...,x,), U= (y1,Y2, - - -, Yn) beda wektorami w R,
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Definicja 13.1.8. Iloczynem skalarnym wektoréw u i ¥ nazywamy liczbe (czyli
skalar), okreslona nastepujaco:

o7 det [ﬁ (17)T] =21y + Toyo + ...+ Tl = D Tiys
i=1

Przyktad 13.1.9. Obliczmy iloczyn skalarny wektoréw « = (1,5,4) oraz ¢ =
(2,3,-1).
Uotv=1-245-34+4-(-1)=2+15—-4=13.

Definicja 13.1.10. Przestrzen liniowa, w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny,
nazywa sie przestrzeniq euklidesowq.

Zatem przestrzen R" jest przyktadem przestrzeni euklidesowej. W przestrze-
niach euklidesowych mozemy zdefiniowa¢ takie pojecia metryczne jak dtugosc,
odlegltos¢, miara kata, prostopadtosé oraz réwnolegtosé.

13.1.2. Dltugosé wektora
Definicja 13.1.11. Dilugos$cig wektora u nazywamy liczbe

||| = Vi o d.
Dtugos¢ wektora nazywamy inaczej jego normg.

Przyktad 13.1.12. Obliczmy dtugos¢ wektora @ = (?, ?, O).

||U||=J<§>2+<g>2+02: Llvien

Definicja 13.1.13. Kazdy wektor jednostkowy (tzn. wektor o dtugosci 1) nazy-
wamy wersorem. W przypadku przestrzeni trojwymiarowej wektory i = (1,0, 0),
j= (0,1,0), kK = (0,0, 1) nazywamy wersorami osi Ox, Oy, Oz odpowiednio.
13.1.3. Odlegtosé punktow

Niech P, = (21,2, ...,2,) 1 Py = (y1, Y2, - - ., Yn) beda punktami w przestrze-
ni R".

Fakt 13.1.14. Wspotrzedne wektora zaczepionego Py P, wyrazaja si¢ wzorem
R
P1P2 = (yl —X1,Y2 — Xo,...,Yn —.fL'n)

Definicja 13.1.15. Odlegtosciqg punktow Py i P, nazywamy dlugos¢ wektora
P, P,. Oczywiscie dlugos¢ tego wektora jest rowna dtugosci wektora P, P. Odle-
glosé punktéw P; i Py bedziemy oznaczali d(Py, P).

of | —— —
d(P, P) € | PP = | PP .
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Przyktad 13.1.16. Wyznaczmy odlegtosé punktow P, = (1,3,2) i P, = (3,2, 5).
Poniewaz

—

PP=(3-12-35-2)=(2,-1,3),

to szukana odlegtos¢ wynosi

AP, Py) = /22 + (-1 + 32 = VA1 1+ 9= V14

13.1.4. Miara kata miedzy wektorami

Definicja 13.1.17. Miarg kqta miedzy niezerowymi wektorami u i ¥ nazywamy
liczbe a € [0, 7], taka ze
Uovu

(13.1.1) Qv = arc cos —.
] - [191)

Ponadto przyjmujemy, ze miara kata miedzy dowolnym wektorem a wektorem
zerowym 0 wynosi 0. Miare kata miedzy wektorami @ i v bedziemy oznaczali

(i, ).

Uwaga 13.1.18. Réwnos$é (13.1.1) mozemy przy zalozeniu o € [0, 7] zapisaé
jako
wov
COSX = ~—7 757 -
[l - [|7]

To z kolei prowadzi do rownosci, ktéra czesto przyjmowana jest za definicje ilo-
czynu skalarnego wektorow:

—

o @ =l - 7] - cosa =[] - ] - cos £( D)

Przyktad 13.1.19. Obliczmy miare kata miedzy wektorami @ = (3, —1,2) oraz
= (4,2, —5). Poniewaz
11017:3-4+(—1)~2+2-(—5):12—2—1():0,
|7 = /32 + (-1)2+ 22 = VOt 1 +4=+14
|17 = /42 + 22+ (=5)2 = V16 + 4 + 25 = \/45 — 3V5,

to

0
V1i-3v5

W rezultacie szukana miara wynosi a = 7.

CoOs ¥ =
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13.1.5. Prostopadlto$é¢ i ré6wnolegltosé wektorow

Definicja 13.1.20. Wektory @ i ¢ sa prostopadle, co zapisujemy 4 1 v, jesli
kat miedzy nimi ma miar¢ 7, tzn. jesli @ o ¥ = 0. Wektory prostopadte nazywa-
my inaczej wektorami ortogonalnymi. Oczywiscie wektor 0 jest prostopadtly do
dowolnego wektora.

Definicja 13.1.21. Wektory @ i ¢ sa rdwnolegle, co zapisujemy 4 || ¥, jesli kat
miedzy nimi ma miare 0 lub 7. Wektory réwnolegle nazywamy inaczej wekto-
rami wspotliniowymsi lub koliniowymi. Oczywiscie wektor 0 jest réwnoleglty do
dowolnego wektora.

Powyzsza definicja wektoréw wspotiniowych jest rownowazna definicji bazu-
jacej na naszej intuicji geometrycznej.
Definicja 13.1.22. Wektory u, v sa wspotliniowe, gdy istnieje prosta zawierajaca
te wektory.

Przyktady par wektoréw prostopadtych oraz wektorow réwnolegtych pokazano
na rysunku 13.2.

Rysunek 13.2. Wektory prostopadle i wektory réwnolegle

Ponizszy fakt przedstawia kryterium konieczne i dostateczne réwnolegtosci
dwdch wektorow niezerowych.

Fakt 13.1.23. Dwa niezerowe wektory u i ¥ sg rownolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy @ = av dla pewnego a € R\{0}.
Definicja 13.1.24. Dla danego wektora niezerowego v zbiér wektoréw postaci

L ¥ fai:ace R}
nazywamy prostq generowang przez wektor v. Wektor ¢ nazywamy wektorem
kierunkowym prostej (3.

Przyktad 13.1.25. Latwo zauwazy¢, ze wektory 4 = (1,2,3) 1 ¥ = (10, 20, 30)
sa wektorami wspotliniowymi. Natomiast wektor @ oraz wektor & = (2,4,9) nie
sg wspotliniowe.
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Do badania prostopadtosci uzywamy iloczynu skalarnego wektoréw (patrz de-
finicja 13.1.20). Wygodnym narzedziem badania réwnolegtosci wektorow jest ilo-
czyn wektorowy, ktory opiszemy w czesci 13.1.7.

13.1.6. Wspoéiptaszczyznowosé wektorow

Naturalng koleja rzeczy jest, aby zaraz po zdefiniowaniu wspotliniowosci wek-
torow zdefiniowac¢ ich wspoétptaszczyznowosé.

Definicja 13.1.26. Wektory w, U, W sa wspdlplaszczyznowe, gdy istnieje plasz-
czyzna zawierajaca te wektory. Wektory wspotptaszczyznowe nazywamy réwniez
wektoramsi komplanarnyma.

Oczywiscie wektor 0 i dwa dowolne wektory s wspoiplaszezyznowe.
Przyktad trzech niezerowych wektoréw wspotptaszezyznowych przedstawiono
na rysunku 13.3.

Rysunek 13.3. Wektory wspolptaszczyznowe

Kolejny fakt przedstawia kryterium konieczne i dostateczne wspotptaszczy-
znowosci wektorow.

Fakt 13.1.27. Trzy parami nieréwnolegte wektory u, ¥ i W sg wspolptaszczyzno-
we wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja liczby «, 5 € R\{0}, takie ze

(13.1.2) i = av + B

Definicja 13.1.28. Dla pary wektoréw nieréwnoleglych v oraz w zbior wektordw
postaci

(13.1.3) Mg = {04’174— Ow:a,f e R}

nazywamy plaszczyzng rozpietq przez wektory v i w lub plaszczyzng generowang
przez te wektory.

Przyktad ptaszczyzny rozpietej na wektorach przedstawiono na rysunku 13.4.

Fakt 13.1.27 mozna rownowaznie sformutowac, jak nastepuje:
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Rysunek 13.4. Plaszczyzna rozpieta na dwéch wektorach nieréwnoleglych

Fakt 13.1.29. Trzy parami nierownolegte wektory u, ¥ i W sg wspoltptaszczyzno-
we wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z tych wektorow lezy w ptaszczyznie rozpictej
przez dwa pozostate wektory.

Przyktad 13.1.30. Rozwazmy wektory @ = (1,2,3), v = (2,4,8) i w = (3,7,0),
ktore sg parami niewspoétliniowe. Zbadajmy, czy wektory te sg wspolptaszezyzno-

we. Podstawiamy wspotrzedne tych wektorow do warunku (13.1.2) i wykonujemy
odpowiednie dziatania na macierzach:

(1,2,3) = «(2,4,8) + 5(3,7,0),
(1,2,3) = (2a, 4, 8ax) + (33, 753,0),
(1,2,3) = 2a+ 30,4a + 743, 8a).

Powyzsza réwnos$¢ macierzy zapisujemy w postaci uktadu réwnan z niewiadomy-
mi « oraz (3.

20 + 38 =1
da + T8 = )
S = 3

Uktad ten jest uktadem niecramerowskim. Stosujac metode eliminacji Gaussa,
przekonujemy sie, ze uktad ten jest sprzeczny. Zatem dla podanej trojki wektorow
@, ¥ 1 W nie istnieja liczby « i 3, dla ktérych bytby spetniony warunek (13.1.2).
W konsekwencji podane wektory nie sa wspotptaszczyznowe.

Wygodnym narzedziem badania wspotptaszezyznowosci trojki wektoréw jest
iloczyn mieszany, ktory oméwimy w czesci 13.1.9.

Definicja 13.1.31. Dla dwbéch wektoréw u oraz v zbiér wektoréw postaci
(13.1.4) {ati + (¥ : o, 5 € [0,1]}

nazywamy rownolegtobokiem zbudowanym lub rozpietym na tych wektorach.
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Definicja 13.1.32. Dla trzech wektorow u, v oraz w zbiér wektoréw postaci
(13.1.5) {atd 4+ BU+ W -, 3,7 € [0,1]}

nazywamy rownolegloscianem zbudowanym lub rozpietym na tych wektorach.

Roéwnolegtoscian zbudowany na trzech niewspotptaszezyznowych wektorach
przedstawiony jest na rysunku 13.5.

Rysunek 13.5. Roéwnolegloscian zbudowany na trzech wektorach

Dalsze rozwazania na temat geometrii analitycznej bedziemy prowadzili juz
wytacznie w przestrzeni trojwymiarowe;j.

13.1.7. Iloczyn wektorowy

W odréznieniu od mnozenia skalarnego dziatanie mnozenia wektorowego pa-
ry wektorow jest zdefiniowane tylko w przestrzeni tréjwymiarowej. Jednakze za-
nim zdefiniujemy iloczyn wektorowy, musimy wprowadzi¢ pojecie orientacji trojki
wektorow.

Definicja 13.1.33. Mowimy, ze uporzadkowana trojka wektoréw @ = (z1, y1, 21),
U = (x9,Ys, 22), W = (x3,ys, 23) tworzy uklad wektoréw prawoskretny (lub inaczej
uktad o orientacji dodatniej), jesli

rr Y1 o~
Ty Yo 29 | >0.
T3 Ys Zz3

Tréjka takich wektoréw tworzy wuklad wektoréw lewoskretny (lub inaczej uklad
o orientacji wjemnej), jesli

I Y 2
To Yo 2o | < 0.
T3 Ys z3
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Przyktad 13.1.34. Rozwazmy trojke wersoréw (1,0,0) = i (0,1,0) = j oraz
(0,0,1) = k. Poniewaz

1
0
0

O = O

0
0|=1,
1

to trojka (;, j, E) tworzy uktad wektoréw prawoskretny. Zatem standardowo upo-
rzadkowane osie kartezjanskiego uktadu wspotrzednych tworzg uktad prawoskret-

ny.
Przyktad 13.1.35. Rozwazmy trojke wektoréw (0,1,0) =
(0,0,1) = k. Poniewaz

-

J, (1,0,0) = i oraz

—1,

O = O

1
0
0

—_ o O
I

to tréjka (j, i IZ) tworzy uktad wektorow lewoskretny. Zatem osie uktadu karte-
zjanskiego, uporzadkowane w kolejnosci Oy, Oz, Oz, tworza uktad lewoskretny.

Definicja 13.1.36. Illoczyn wektorowy uporzadkowanej pary niewspotliniowych
wektoréw o i U to jedyny wektor w speliajacy nastepujace warunki:

i) o L, W L,

i) [l = l[al] - [|2]] - sin £(a, 0),

iii) uklad wektoréow u, v, w jest uktadem prawoskretnym.
Iloczyn wektorowy wektorow i ¥ oznaczamy u X ¢. Jedli wektory o i ¢ sg wspol-
liniowe (tzn. @ || @), to przyjmujemy @ x @ = 0.

Rysunek 13.6. Iloczyn wektorowy

[oczyn wektorowy jest rowniez nazywany iloczynem zewnetrznym (ang. outer
product).

Uwaga 13.1.37. Z edukacji szkolnej pamietamy, ze pole P réwnolegtoboku
o bokach dlugosci a i b oraz mierze o kata miedzy tymi bokami jest réowne
P =a-b-sina. Zatem warunek ii) w definicji iloczynu wektorowego jest réwno-
wazny warunkowi
ii) dtugosé wektora w0 jest rowna polu rownolegtoboku rozpietego na wektorach
Ui,
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Wyznaczanie iloczynu wektorowego tylko przy pomocy definicji jest dos¢ trud-
ne. Dlatego zazwyczaj bedziemy korzystali z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 13.1.38. Niech « = (x1,y1,21), U= (22,¥2, 22). Wtedy

ij k| ) 3}
UXVT=| 14 Yyr 21| = i(ylzé - y221) - j($122 - $221) + k($1y2 - 90291)7
Ty Y2 Z2

- =

gdzie i, 7, k sg wersorami osi uktadu wspotrzednych.

Przyktad 13.1.39. Wyznaczmy iloczyn wektorowy wektoréow @ = (—1,2,5) oraz
7=(2,0,-3).

i ]k
UXv=|—-1 2 5 |=
2 0 -3

— (2 (=3) = 0-5) = J(~1)- (~3) —2-5) + k((~1)-0—-2-2) =
(—6) — (=) + F(—4) =

10) - (=6) = (0,1,0) - (=7) + (0,0, 1) - (—4) =

,0,0) + (0,7,0) + (0,0, —4) = (=6, 7, —4).

13.1.8. Wilasnosci iloczynu skalarnego i iloczynu wektorowego

Ponizej przedstawiamy wtasnosci iloczynow skalarnego i wektorowego oraz
dhugoéci wektoréw w przestrzeni R3. Wiasnosci iloczynu skalarnego oraz dtugoéci
sg prawdziwe ogoélnie dla przestrzeni R", gdzie n € N.

Twierdzenie 13.1.40. Niech @, ¥ , @ € R?, a € R. Wéwezas

13.1.6) @ >0,

13.1.7) li =0 < @ =0,
13.1.8) e - dl| = | - [[]],
13.1.9) Uo¥U=17od,

13.1.10 i )
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(13.1.18) U v <= v
(13.1.19) ULV < oV =
Uwaga 13.1.41. W réwnaniach (13.1.11)-(13.1.13) symbol ® oznacza zaréwno
iloczyn skalarny o, jak i wektorowy x. Nieréwnos$¢ (13.1.14) nazywamy nierdw-
noscig trojkgta. We wzorze (13.1.15) réwnosé zachodzi tylko w przypadku, gdy
@ || 7. We wzorze (13.1.16) réwnosé zachodzi tylko w przypadku, gdy @ L .

13.1.9. Iloczyn mieszany trojki wektorow

Dla tréjki wektoréw w R? mozemy zdefiniowaé¢ dodatkowo tzw. iloczyn mie-
szany, bedacy potaczeniem iloczynéw wektorowego i skalarnego.

Definicja 13.1.42. Illoczyn mieszany uporzadkowanej tréjki wektorow w, v, w
to liczba okreslona wzorem

Przy wyznaczania iloczynu mieszanego bedziemy korzystali z nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 13.1.43. Niech 4 = (z1,y1,21), U = (22,Y2, 22), W = (x3,ys, 23)
beda wektorami w R3. Wowczas

T Y1 2
(13120) (’II, ’17, ’U_j) = | T2 Yz <2
T3 Y3 Zz3

Przyktad 13.1.44. Obliczmy iloczyn mieszany wektorow @ = (1,1,0), 7 =
(0,1,1) i@ = (1,0,1). Korzystajac ze wzoru (13.1.20), otrzymujemy

(T, 7, 7) = —1+1-0=2.

_ o =
O = =
— = O

Iloczyn mieszany trojki wektoréw ma nastepujaca interpretacje geometryczna.

Twierdzenie 13.1.45. Wartos¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego okresla ob-
jeto$¢ roéwnolegltoscianu zbudowanego na tych wektorach (patrz rysunek 13.5),

tzn.
V = |(u, v, 0)|.

Jesli trzy wektory sa wspotptaszezyznowe, to rownolegtoscian na nich zbudo-
wany jest ,ptaskim” réownolegtobokiem o zerowej objetosci. Dlatego tez iloczyn
mieszany trojki wektoréw jest przydatny przy badaniu komplanarnosci tréjki
wektorow.
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Twierdzenie 13.1.46. Wektory , ¥ oraz w sa wspotptaszczyznowe wtedy i tylko
wtedy, gdy (u, v, @) = 0.

Przyktad 13.1.47. Rozwazmy wektory 4 = (1,1,0), 7 = (0,1,1) i@ = (1,0, 1).
Poniewaz (i, ¥, W) = 2, to wektory te nie sa komplanarne.
13.1.10. Wtlasnoéci iloczynu mieszanego

Twierdzenie 13.1.48. Niech @, 7, W, ¥ € R?, o € R. Wtedy:
(

l

=R
!
g g

!

=
\.:l
g

I

Q
=

P e e N e N Y
—_
w
[u—
B
o
S N N N N
—~
g}
+
!
S
g
_— N N N N
—~
=
i
ST
S~—

=
=l
B
/AN
=
-
=

Réwnos$¢é w ostatniej nieréwnosci zachodzi tylko wtedy, gdy co najmniej jeden
z wektorow u, v, w jest zerowy lub gdy wektory sa wzajemnie prostopadte.

13.2. Plaszczyzny

Potozenie plaszczyzny w R3 moze byé jednoznacznie okreslone na wiele spo-
sobéw. W biezacym podrozdziale podamy kilka przyktadow odpowiadajacych
roznym przypadkom.

13.2.1. Réwnanie normalne ptaszczyzny

Niech bedzie dany ustalony punkt Py = (xq, Yo, 20) oraz ustalony wektor nie-
zerowy 1 = (A, B, C).

Fakt 13.2.1. Rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt Fy i prostopadtej
do wektora 7 ma postac

(13.2.1) A(x —x0) + B(y —yo) + C(z — 2) = 0,
gdzie P = (x,y, z) jest dowolnym punktem tej ptaszczyzny.

Definicja 13.2.2. Réwnanie (13.2.1) nazywamy réwnaniem normalnym plasz-
czyzny, za$ wektor 7 zwiemy wektorem normalnym tej plaszczyzny.

Uwaga 13.2.3. Warunek niezerowosci wektora 7 = (A, B, C') wygodnie zapisuje
si¢ w postaci A%+ B% + C? > 0 lub réwnowaznie |A| + |B| + |C| > 0.

Przyktad 13.2.4. Plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py = (3,2,1) i prosto-
padta do wektora 77 = (5,6, 7) ma réwnanie normalne postaci

5(r—3)+6(y—2)+T7(z—1)=0.



13.2. Plaszczyzny 213

13.2.2. Réwnanie ogodlne plaszczyzny

Po wykonaniu dziatan w réwnaniu (13.2.1), a nastepnie po podstawieniu
D= —AJZ‘O — Byo — CZO,
otrzymujemy réwnanie postaci
(13.2.2) Ar +By+Cz+ D = 0.
Definicja 13.2.5. Réwnanie (13.2.2), gdzie A? + B? 4+ C? > 0, nazywamy réw-
naniem ogolnym plaszczyzny.
Rozwazmy przypadki szczegélne rownania ogdlnego:
o (=0
Réwnanie
Az +By+D =0
opisuje ptaszczyzne rownolegta do osi Oz.
e C#0
Réwnanie (13.2.2) przedstawia ptaszczyzne, ktora przecina o§ Oz w punkcie
(0,0,—%) (patrz rysunek 13.7).

Z A

Rysunek 13.7. Plaszczyzna prostopadta do wektora 7

Analogicznie mozna rozwazy¢ przypadki dla pozostatych wspoétrzednych wek-
tora normalnego.

Przyktad 13.2.6. Napiszmy réwnanie ogdlne ptaszczyzny prostopadtej do wek-
tora @ = (3,8,6) i przecinajacej o§ Oz w punkcie (0,0, 2). Najpierw wyznaczmy
wspoOtezynnik D.

C

Zatem szukane rownanie to

D D
6

3r+8y+ 62— 12 =0.
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13.2.3. Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty
niewspoltliniowe

7 geometrii elementarnej wiemy, ze przez trzy punkty nie lezace na jednej pro-
stej mozna przeprowadzi¢ doktadnie jedng plaszczyzne. Réwnanie ptaszczyzny,
przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty P, = (z;, v, 2;), gdzie 1 < i < 3,
to rownanie postaci

T—21 Y-y =z2z—=2
(1323) Tog — X1 Y2 — Y1 R2— 21 | = 0.
T3 —T1 Ys— Y 23— 21

Oczywiscie po obliczeniu wyznacznika znajdujacego sie po lewej stronie réwnosci
(13.2.3) otrzymamy réwnanie plaszczyzny w postaci ogélnej (13.2.2).

Przyklad 13.2.7. Wyznaczymy réwnanie plaszczyzny, ktéra przechodzi przez
punkty (0,1,2), (—1,4,5) oraz (2, —2, 3). Na poczatek obliczymy odpowiedni wy-
znacznik, stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza.

r—0 y—1 2-2 r y—1 z2—-2
—-1-0 4—-1 5-2|=| -1 3 3| =
2—0 —-2—-1 3-—-2 2 -3 1
3 3 -1 3 —1 3
_“7‘—3 1‘_@_1)‘ 2 1 HZ_Q)‘ 2 —3‘_

=z-12—(y—1)- (-7 +(2—-2)-(-3) =12z + Ty — 3z — 1.
Zatem szukane réwnanie to

1224+ 7y —32—-1=0.

13.2.4. Réwnania parametryczne plaszczyzny

Dane sg ustalone wektory nier6wnolegte @ = (aq,by,c1) 1 U = (ag, by, ¢9) oraz
punkt Py = (xo, vo, 20). Plaszczyzna rozpieta przez wektory « i U oraz przecho-
dzaca przez punkt Py (patrz rysunek 13.4 na stronie 207) zadaje sie rownaniami
postaci

T = o + Ss-a; + t-ag
(13.2.4) y = yo + s-bp + t-by ,

z = 2z + s + t-c
gdzie s,t € R.

Definicja 13.2.8. Réwnania (13.2.4) nazywamy réwnaniami parametrycznymi
plaszczyzny.
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Przyktad 13.2.9. Plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py = (10,9,7) i réw-

nolegta do wektoréw @ = (3, 3, V/5) oraz ¥ = (0,0, 1) (oczywicie @ }f ¥) ma dla

s, t € R posta¢ parametryczng

[\

y= 9 4+ 3 .
2= 7 4+ Vbs + t

QO |

13.3. Proste

Podobnie jak potozenie plaszczyzny, tak i polozenie prostej w R?® mozna okre-
sli¢ jednoznacznie na wiele sposobow. W tym podrozdziale zaprezentujemy kilka
przyktadow adekwatnych do réznych przypadkdow.

13.3.1. Réwnania krawedziowe prostej

Poniewaz dwie nierownolegle ptaszczyzny przecinaja sie wzdtuz jednej prostej,
to uktad réwnan ogdlnych

e A2$+Bgy+CQZ+D2:0 ’

gdzie ny = (A1, By, C1) }f ny = (Ay, By, Cy), okredla prosta w przestrzeni.

Definicja 13.3.1. Uktad réwnan (13.3.1) nazywa sie postacig krawedziowq réw-
nan prostej.

Przyktad prostej zadanej krawedziowo przedstawiono na rysunku 13.8.

2 A

.@l

A4

Rysunek 13.8. Prosta zadana krawedziowo

Niestety, zapis (13.3.1) nie okresla wprost kierunku prostej. Kierunek ten wy-
znaczamy na podstawie nastepujacego faktu:
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Fakt 13.3.2. Wektor kierunkowy ¢ prostej zadanej rownaniami krawedziowymi
(13.3.1) jest réwny

(1332) U= 771) X 775 = (Al, Bl,C’l) X (AQ, BQ,CQ) .

13.3.2. Réwnania parametryczne prostej

Niech bedzie dany ustalony punkt Py = (¢, 4o, 20) oraz ustalony wektor nie-
zerowy U = (a, b, c).

Fakt 13.3.3. Prosta przechodzaca przez punkt P, i rownolegta do wektora o
zadaje sie przy pomocy uktadu réwnan

T = x9 + a-t
(13.3.3) Yy = Y + b-t,
z = zp + c-t

gdzie t € R, a® +b* + ¢ > 0.

Definicja 13.3.4. Uklad réwnan (13.3.3) nazywa sie postacig parametryczng
rownan proste;j.

Przyktad prostej zadanej parametrycznie przedstawiono na rysunku 13.9.

ZA

\

<y
S

Py

Py

2

Rysunek 13.9. Prosta zadana parametrycznie

Przyktad 13.3.5. Napiszmy réwnania parametryczne prostej przechodzacej przez
punkty Py = (1,2,3) i P, = (4,6,0) (por. rysunek 13.9). Jesli prosta przechodzi

—
przez punkty Py i P, to wektor PyP; wyznacza kierunek tej proste;j.

—
TTZP()Pl:(4—1,6—2,0—3):(3,4,—3)

Zatem szukane réwnania to

<

[
W N =

+ o+
W = W
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gdzie t € R.

Uwaga 13.3.6. Niech «a, 3 € R. Przy zatozeniu
— t € [o,+00) lub t € (—o0, ] uktad (13.3.3) opisuje pdiprosta,
— t € |o, f] uklad (13.3.3) opisuje odcinek.

Przyklad 13.3.7. Posta¢ parametryczna rownan odcinka FPyP;, gdzie Py =
(1,2,3), P, = (4,6,0), to postac

r =1 4+ 3-¢
y = 2 + 4-t
z = 3 — 3-1
gdzie t € [0, 1].
Przyklad 13.3.8. Prosta
6r + 2y — 2z — 9 =0
(13:34) { 3r + 2y + 2z — 12 =0

zapiszemy w postaci parametrycznej. Wyznaczmy iloczyn wektorowy wektorow
— .=
ny = (6,2,—1)iny =(3,2,2).

—i(442)—j(12+3) + k(12 — 6) = 6i — 15] + 6k = (6, —15,6).

W O =
NN .
|
O = T

Korzystajac z (13.3.2), otrzymujemy, ze wektor kierunkowy danej prostej to wek-

tor
U= (6,2, —1) X (3,2, 2) = (6, —15,6).

Wyznaczmy teraz przyktadowy punkt Fy, nalezacy do danej prostej. W tym celu
musimy znalezé przynajmniej jedno rozwiazanie uktadu (13.3.4). Uklad ten jest
oczywiscie réwnowazny uktadowi

6r + 2y — 2z = 9
3r + 2y + 2z = 12 °

Stosujac metode eliminacji Gaussa dla uktadéw niecramerowskich (patrz podroz-
dzial 12.3), otrzymujemy réwnowazny uktad nieoznaczony

r — z = —1
y + 5= 5

gdzie z € R. Wyznaczajac zmienne zalezne, otrzymujemy

r = -1 + =z
13.3.5 ;
(15:5:9) {y = 5 - 52
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gdzie z € R. Przyjmujac z = 0, dostajemy =z = —1 iy = 12—5 Zatem szukany

punkt to Py = (—1, 12—5, 0). Ostatecznie rownania parametryczne danej prostej to

r = —1 + 6t
y = £ — 15t ,
z = 6t

gdzie t € R.

13.3.3. Réwnania kierunkowe prostej

Jesli w rownaniach (13.3.3) wyeliminujemy zmienng ¢, to otrzymamy podwéj-
ng rownosé

T—Zo  Y—Y ~Z— %

13.3.6
(13.3.6) - 7 P

gdzie a® + b + 2 > 0.

Definicja 13.3.9. Réwnania (13.3.6) nazywamy postacig kierunkowg réwnan
prostej.

Uwaga 13.3.10. Jesli w réwnaniach (13.3.6) jeden z mianownikow jest réwny 0,
to przyjmujemy, ze odpowiadajacy mu licznik tez jest rowny 0.

Przyktad 13.3.11. Znajdziemy wektor kierunkowy prostej
Az —1)=3(y+2) =2(3—=z).
Otrzymujemy kolejno

Az —1)=3(y+2) =2(3—z),
r—1 y+2 33—z

3. 4 6
r—1 y—(-2) z-3

3 4 —6

Zatem szukany wektor kierunkowy to v = (3,4, —6). Przy okazji pokazaliémy, ze
dana prosta przechodzi przez punkt Py = (1, -2, 3).

13.4. Odleglos¢ punktu od prostej lub ptaszczyzny

Jesli dany punkt nie lezy na danej prostej lub danej ptaszczyznie, to bedziemy
wyznaczali jego odleglo$¢ od tej prostej lub od tej ptaszczyzny. Mierzenie takiej
odlegltosci wymaga wprowadzenia pojecia rzutu prostopadtego. Jednakze najpierw
zdefiniujemy ogolniejsze pojecie rzutu, zwanego czasem rzutem ukosSnym.

Dane sa wektor ¥ # 0, plaszczyzna 7 oraz prosta (.
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Definicja 13.4.1. Rzutem punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora v
—
nazywamy punkt P’ nalezacy do ptaszczyzny w taki, ze PP’ || ¥.

Definicja 13.4.2. Rzutem punktu P na prostgl w kierunku wektora v nazywamy
—
punkt P’ nalezacy do prostej [ taki, ze PP’ || ¥.

Przyktad rzutowania na ptaszczyzne oraz prosta ukazano na rysunku 13.10.

.\ X
o7 2N\

Rysunek 13.10. Rzutowanie na plaszczyzne i rzutowanie na prosta

Ptaszczyzne m i prosta [ nazywamy zwyczajowo rzutniami. Wektor ¥ nazywa-
my wektorem rzutowania.

Definicja 13.4.3. Jesli wektor rzutowania jest prostopadly do rzutni, to rzut

—
nazywamy rzutem prostopadtym lub prostokgtnym. W takiej sytuacji wektor PP’
tez jest prostopadty do rzutni.

Teraz mozemy zdefiniowaé pojecia odlegtosci punktu od prostej lub ptaszczy-
zny.

Definicja 13.4.4. Odlegloscig punktu P od plaszczyzny m nazywamy odleglosé
punktu P od punktu P’, ktéry jest rzutem prostopadlym P na te plaszczyzne.
Odlegto$¢ punktu P od ptaszczyzny m bedziemy oznaczali d(P, 7).

Definicja 13.4.5. Odlegtoscig punktu P od prostej | nazywamy odlegtos¢ punktu
P od punktu P’, ktéry jest rzutem prostopadlym P na te prostg. Odlegtosé
punktu P od prostej [ bedziemy oznaczali d(P, ).

Fakt 13.4.6. Odlegto$¢ punktu Py = (0, yo, 2z0) od plaszczyzny
m:Ar+By+Cz+ D =0,

gdzie A% + B? + C? > 0, wyraza sie wzorem

_ |Axg + Byy + Cz + D|

13.4.1 d(F, =
(13.41) Bom) =m0

Przyktad 13.4.7. Odlegto$¢ punktu Py = (1,2,0) od plaszczyzny 7, danej w po-
staci ogolnej

T x—|—3y—\/62—5:0,
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wynosi

A(Pp. ) = 1-143-2-v6-0-5] |7-5 2 1
07 \/12+32 (—v/6)2 S VI+9+6 V16 2

Fakt 13.4.8. Dany jest punkt P, = (z1, ¥, 21). Niech prosta [ przechodzi przez
ustalony punkt Py = (zg, yo, 20) 1 ma wektor kierunkowy ' = (a, b, ¢). Przy ozna-
czeniach 7 = (w0, Y0, 20) i 71 = (21,1, 21) odleglosé punktu P, = (x1, 41, 21) od
prostej [ wyraza si¢ wzorem

(7o — 71
I

Przyktad 13.4.9. Obliczmy odlegto$¢ punktu P; = (1,1, —3) od prostej [, jesli

(13.4.2) AP, 1) = ) >l

r
1o

. r+1 y—-2 =2-3
=3 -1 1
Prosta [ ma kierunek wektora v = (—3,—1,1) i przechodzi przez punkt P, =
(—1,2,3). Obliczmy kolejno wielkosci wystepujace po prawej stronie réwnosci

(13.4.2).
7’—0> - 7”—1> - (_172a 3) - (1a ]-7 _3) = (_25 176)a

-

i
(7o =) x 0= (-2,1,6) x (=3,-1,1) = | =2 1
-3 1

=7-7T—j-16+k-5=(7,-16,5),
(75 — 77) x @] = /72 + (=16)2 + 52 = /49 + 256 + 25 = v/330,
7] = V/(=3)2 + (~1)2 + 12 = VIL

— o T
Il

Wstawiajac powyzsze do wzoru (13.4.2), otrzymujemy

\/ﬁ\/—

AP, =

13.5. Wzajemne potozenia dwoéch ptaszczyzn

Rozwazmy wzajemne potozenie dwoch réznych plaszezyzn w R3. Z geometrii
elementarnej wiemy, ze dwie takie ptaszczyzny albo przecinaja si¢ wzdtuz jednej
prostej (patrz rysunek 13.8 na stronie 215), albo nie maja punktéw wspdlnych,
czyli sa wzajemnie réwnolegte. W pierwszym przypadku interesowaé nas bedzie
wyznaczenie kata przeciecia tych ptaszczyzn. W przypadku ptaszczyzn réownole-
glych obliczymy ich odlegtosc.
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13.5.1. Katy

Definicja 13.5.1. Kgtem miedzy dwiema plaszczyznami nazywamy ten kat mie-
dzy niezerowymi wektorami normalnymi tych ptaszczyzn, ktérego miara nalezy
do przedziatu [0, 7]. Miare kata miedzy plaszczyznami 7, m oznaczamy £ (7, o).

Zwr6émy uwage na to, ze powyzszg definicje mozna réwniez przyja¢ w przy-
padku ptaszczyzn wzajemnie rownolegtych. Oczywiscie miara kata miedzy ptasz-

czyznami rownolegtymi wynosi 0.

Fakt 13.5.2. Miara £(m,m,) kata miedzy plaszczyznami mp, w9 o niezerowych
wektorach normalnych 77 i ns wyraza sic wzorem

|71 0 73

(13.5.1) cos £ (1, ) = ot
7]l - 1|

Przyktad 13.5.3. Obliczmy kat miedzy plaszczyznami zadanymi parametrycz-
nie

r=14+s+1 r=—1+2t
m y=2+s—t oraz my: y=3s—t , gdzie s,t € R.
z=3—s+t z=24+s+t

Latwo zauwazy¢, ze wektory (1,1,—1) oraz (1,—1,1) generuja ptaszczyzne 7,
podczas gdy wektory (0,3, 1) oraz (2, —1,1) generuja plaszczyzne my. Obliczmy
odpowiednie iloczyny wektorowe.

i 7k
m=(11-1)x(1,-1,)=|1 1 —-1]|=
1 -1 1
—i(1—-1)—jA+1)+k(-1—1) = (0,-2,-2),
i j ok
ny=(0,3,1)x(2,-1,1)=]0 3 1]|=
2 —1 1
—i3+1)—7(0—2) 4 k(0 —6) = (4,2, —-6)

Oczywiscie wektor n; jest wektorem normalnym plaszczyzny 7, za$ wektor 7;
jest wektorem normalnym plaszczyzny my. Zatem ze wzoru (13.5.1) otrzymujemy

cos L(my,mg) = 0—4+12) = 8 - 8 _
’ Vi+4-/16+4+36 +/8-v/56 8-8-7
8 1T
8T OVTT

Poniewaz £(m,m;) € [0, 7], to ostatecznie £(m, 73) = arccos

IS
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13.5.2. Odlegtlosci

Definicja 13.5.4. Odlegtoscig plaszczyzn m i T nazywamy najmniejsza odle-
gtos¢ miedzy punktami nalezacymi do tych ptaszczyzn, tzn. liczbe

(13.5.2) d(m,m) & min  d(P, P).

Piem,PaEma
Oczywiscie odlegtos¢ dwoch ptaszezyzn przecinajacych sie wynosi 0.
Fakt 13.5.5. Odlegtos¢ miedzy plaszczyznami réwnolegtymi
m : Ar+ By + Cz+ Dy =0,
my: Av+ By +Cz+ Dy =0,
gdzie A% 4+ B% + C? > 0, wyraza si¢ wzorem

| D1 — Dy
ey orh

(13.5.3) d(my,mo) =

13.6. Wzajemne potozenia prostej i plaszczyzny

W R3 rozwazmy wzajemne polozenie plaszczyzny oraz prostej nie lezacej na
tej plaszczyznie. Z geometrii elementarnej wiemy, ze takie ptaszczyzna i prosta
albo przecinajg sic w jednym punkcie, albo nie maja punktéw wspoélnych, czyli
sa wzajemnie rownolegte. W pierwszym przypadku interesowaé¢ nas bedzie wy-
znaczenie miary kata nachylenia prostej do ptaszczyzny. W przypadku prostej
i ptaszczyzny wzajemnie réwnolegtych obliczymy ich odlegtos¢.

13.6.1. Katy

Definicja 13.6.1. Miarqg kqta nachylenia prostej I do plaszczyzny m nazywamy
liczbe ¢ = § —a, gdzie ¢ € [0, 5], za$ o jest miarg kata ostrego miedzy wektorem
kierunkowym ¥ prostej [ i wektorem normalnym 7 ptaszczyzny 7 (patrz rysunek
13.11). Miare kata nachylenia prostej | do plaszczyzny 7 oznaczamy £(I, 7).

Zwroémy uwage na to, ze powyzsza definicje mozna réwniez przyja¢ w przy-
padku prostej i plaszczyzny wzajemnie réwnolegtych. Oczywiscie miara kata na-
chylenia prostej do rownolegtej don ptaszczyzny wynosi 0.

Poniewaz cos a = 1% oraz cosa = cos (£ — @) =sinp, to sinp =
(7111l 2 ’

|7iod]
][9]l
Fakt 13.6.2. Miara £(I, 7) kata nachylenia prostej [ o wektorze kierunkowym o
do ptaszczyzny m o wektorze normalnym 77 wyraza sie wzorem
|7 0 ¥

(1361) Sinl(l,ﬂ') T TR T
7 - 2]
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Rysunek 13.11. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny

Przyktad 13.6.3. Obliczmy miare kata nachylenia prostej | do ptaszczyzny ,
jesli

Oczywiscie wektorem kierunkowym prostej [ jest wektor v = (2,1, —2), za$ wek-
torem normalnym plaszczyzny 7 jest wektor 7 = (2,1,1). Obliczmy wielko$ci,
ktore wystepuja we wzorze (13.6.1):
nov=44+1—-2=3,
|71 = VA + 1+ 1 =6,
0] = VA +1+4=+v9=3.

Zatem otrzymujemy

1
sin£(l,m) = ﬂ:— = @

V63 6 6

Poniewaz £(I,m) € [0, 7], to ostatecznie £([, ) = arcsin

=[S

13.6.2. Odleglosci

Definicja 13.6.4. Odleglosciq prostej l od plaszczyzny m nazywamy najmniejsza,
odlegtos¢ miedzy punktami nalezacymi do tej prostej i tej ptaszczyzny, tzn. liczbe

(13.6.2) A, ™) € min  d(Py, P).

Pel,Perm

Oczywiscie, jesli prosta i ptaszczyzna przecinaja sie, to ich odlegto$¢ wynosi 0.
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Jesli prosta [ i ptaszczyzna 7 sa wzajemnie rownolegle, to ich odleglosé obli-
czamy, obierajac na prostej [ dowolny punkt i obliczajac jego odlegtos¢ od ptasz-
czyzny T za pomoca wzoru (13.4.1).

Przyktad 13.6.5. Obliczmy odleglos¢ prostej [ od pltaszczyzny , jesli

r = 1
[: y = 242t , gdziet€e R, oraz m: x+3y—\/éz—5:0.
z = \/ét

Zauwazmy, ze wektorem kierunkowym prostej [ jest © = (0,2,v/6), zas wektorem
normalnym ptaszczyzny 7 jest 7 = (1,3, —/6). Poniewaz

Fofi=0-142-34+vV6-(—V6) =0,

to v L n, czyli prosta [ i ptaszczyzna w sa rownolegte. Prosta [ przechodzi przez
punkt Py = (1,2,0). Korzystajac z przyktadu 13.4.7, otrzymujemy

d(l,7) = d(Py, 7) = %

Uwaga 13.6.6. Jesli prosta [ jest zadana postacia krawedziowa (13.3.1), za$
plaszczyzna 7 jest zadana réwnaniem ogdlnym (13.2.2), to wzajemne polozenia [
i m mozna bada¢ przy pomocy metody eliminacji Gaussa, mianowicie rozwiazujac
uktad rownan liniowych

A1$+Bly—|—012+D1 =0
(1363) AQ.I' + Bzy"— CQZ + DQ =0
Az +By+Cz+D =0

— Jesli uktad (13.6.3) jest sprzeczny, to prosta [ jest réwnolegla do ptaszczy-
Zny m.

— Jesli uktad (13.6.3) jest oznaczony, to prosta [ i plaszczyzna 7 przecinaja
sie¢ w jednym punkcie.

— Jedli uktad (13.6.3) jest nieoznaczony, to prosta [ zawiera sie w plaszczyz-
nie 7.

13.7. Wzajemne potozenia dwéch prostych

Rozwazmy polozenie dwoch réznych prostych w R3. Z geometrii elementarne;
wiemy, ze dwie takie proste albo leza w jednej ptaszczyznie, albo sa prostymi
skosnymi, to znaczy nie wyznaczaja plaszczyzny (inaczej: nie sa réwnolegle i nie
maja punktéw wspolnych). Jesli dwie rézne proste leza w jednej plaszezyznie, to
albo przecinajg sie w jednym punkcie, albo nie maja punktéw wspoélnych, czyli
sa wzajemnie rownoleglte. W przypadku prostych przecinajacych si¢ interesowaé
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nas bedzie wyznaczenie kata przeciecia tych prostych. W przypadku prostych
rownolegtych obliczymy ich odlegtosé. Przypadkiem obliczania odlegtosci pro-
stych sko$nych nie zajmiemy sie ze wzgledu na ograniczono$¢ miejsca. Osoby
zainteresowane tym przypadkiem odsylamy do [2].

13.7.1. Katy

Definicja 13.7.1. Kqgtem miedzy dwiema prostymi nazywamy ten kat miedzy
wektorami kierunkowymi tych prostych, ktérego miara nalezy do przedziatu [0, 7].
Miare kata miedzy prostymi Iy, ly oznaczamy £(ly,1ls).

Warto zwroci¢ uwage na to, ze powyzsza definicja obowiazuje réwniez w przy-
padku prostych wzajemnie rownolegtych lub prostych skosnych. Oczywiscie miara

kata miedzy prostymi réwnolegtymi wynosi 0.

Fakt 13.7.2. Miara £(ly,l5) kata miedzy prostymi /; i [y o wektorach kierunko-
wych 07 i U3 wyraza sie wzorem

(13.7.1) £(1, 1) [01 0 3
7. cos £(l1,ls) = —S5—=+.
[o7]] - [[os]]

13.7.2. Odlegtlosci

Definicja 13.7.3. Odlegloscig prostych [y i I, nazywamy najmniejsza odleglosé
miedzy punktami nalezacymi do tych prostych, tzn. liczbe

(13.7.2) d(l, ) < min  d(P, P).

Prely,Pr€ls
Oczywiscie odlegtos¢ dwoch prostych przecinajacych sie wynosi 0.

Jesli dwie proste sg rownolegte, to ich odlegtos¢ obliczamy, obierajac na jednej
prostej dowolny punkt i obliczajac jego odlegtos¢ od drugiej prostej za pomoca
wzoru (13.4.2).

Przyktad 13.7.4. ZnajdZzmy odlegto$¢ miedzy dwiema prostymi, zadanymi w po-
staci kierunkowej
x—=1 y—1 =z+43
3 1 =17
r+1 y—2 2-3

-3 —1 1

Prosta [; ma kierunek wektora v; = (3,1, —1) i przechodzi przez punkt P, =
(1,1,—3). Prosta I, ma kierunek wektora v; = (—3,—1,1) i przechodzi przez
punkt P, = (—1,2,—3). Oczywiécie v; || vs, czyli proste l; i Iy sa réwnolegle.
Korzystajac z przyktadu 13.4.9, otrzymujemy

d(ly,ly) = d(Py, 1) = v/30.

lgl
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Rozdzial 14

Liczby zespolone

Liczby zespolone wprowadzil do matematyki Girolamo Cardano (1501-1576),
przy okazji nadajac liczbie i nazwe jednostki urojonej (tacinskie stowo imaginarius
znaczy urojony). Cardano, podobnie jak wielu innych matematykéw, nie wierzyt
jednak w istnienie liczb zespolonych. Uznawat je jedynie za pomocniczy element
w dazeniu do znalezienia wzoréw na pierwiastki réwnania wielomianowego trze-
ciego stopnia, obecnie zwanych wzorami Cardano. Do analizy liczby zespolone
wprowadzit L. Euler w roku 1748 w swym fundamentalnym dziele Introductio
in analysin infinitorum. Scisty teorie liczb zespolonych przyniést poczatek wicku
XIX. C.F. Gauss wykazal, ze liczby zespolone sa wlasciwie punktami ptaszczyzny
euklidesowej, w ktorej wprowadzono pewne dziatania zwane dodawaniem i mno-
zeniem takich punktow. W.R. Hamilton zdefiniowal liczby zespolone jako pary
liczb rzeczywistych, przy czym okreslit specjalny sposéb mnozenia i dodawania
takich par. Obecnie liczby zespolone pojawiaja si¢ nie tylko w codziennej pracy
matematyka czy fizyka teoretycznego, ale réwniez w pracy inzyniera, ktoremu
stuza w takich dziedzinach jak elektrotechnika czy aerodynamika. Ponadto liczby
zespolone stosuje si¢ m.in. przy wyznaczaniu rozwigzan réwnan kwadratowych
o wyroznikach ujemnych, w teorii fraktali czy tez w analizie obwodéw elektrycz-
nych pradu zmiennego.

14.1. Konstrukcja liczb zespolonych

Na poczatek rozwazmy zbiér Q liczb wymiernych oraz liczbe v/2. Jak wszyscy
wiemy, v/2 ¢ Q. Sprébujmy uzupetié¢” zbiér Q o element /2, tworzac nowy
zbiér Q U {v/2}. Jak tatwo zauwazy¢, niestety nie zawsze suma dwoch liczb ze
zbioru Q U {\/5} jest nadal elementem tego zbioru. Podobnie jest w przypadku
roznicy, iloczynu i ilorazu.

Teraz rozwazmy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych postaci a + bv/2, gdzie
a, b sa liczbami wymiernymi. Oznaczmy ten zbiér przez Q(v/2). Mamy zatem

Q(W2) ¥ {a+bv2:a,be Q.

Przyjrzyjmy sie dziataniom arytmetycznym na elementach zbioru Q(v/2).
Dodawanie:

(a+0vV2) + (c+dv2) = (a+c) + (b+d)V2.
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Odejmowanie:
(@a+bV2) — (c+dV2) = (a—c)+ (b—d)V2.
Mnozenie:
(a4 bv2) - (c+ dV2) = ac + adV2 + bev/2 4 bd - 2 = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2.
Dzielenie (oczywiscie zaktadamy, ze ¢ + dv/2 # 0):

a+bv2  (a+bv2)(c—dv2) (ac—2bd)+ (—ad +bc)v2
c+dv2 (c+dv2)(c—dv?2) - 2 — 22 -

ac — 2bd bc — ad
=|————= — | V2.
<02 — 2d2> + <02 — 2d2> V2
Jak wida¢, wynik kazdego dziatania arytmetycznego nadal jest elementem zbioru
Q(V2).

Definicja 14.1.1. Mowimy, ze dziatanie @ jest okreslone, lub inaczej wykonalne,
w zbiorze X, jesli dla dowolnych elementéw k,l € K mamy k &1 € K.

Zatem kazde z dzialaii arytmetycznych jest w zbiorze Q(v/2) wykonalne. To
prowadzi do pojecia struktury algebraicznej zwanej ciatem liczbowym.

Definicja 14.1.2. Ciafem liczbowym nazywamy zbior liczbowy K, zawieraja-
cy wiecej niz jeden element i spelniajacy warunek, ze dla dowolnych elementéw
k,l € X mamy k+ 1,k — 1,k -1, % € X (oczywiscie w ostatnim przypadku zakta-
damy, ze [ # 0).

Zbior Q(v/2) jest zatem przyktadem ciata liczbowego. Innymi przyktadami
cial liczbowych sa oczywisdcie zbior Q liczb wymiernych oraz zbiér R liczb rze-
czywistych.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze oczywiscie v/2 € Q(v/2). Zatem znalezliémy
sposéb, zeby zbior liczb wymiernych uzupehi¢” o brakujacy element v/2 w ten
sposob, aby w nowym zbiorze nadal byly wykonalne wszystkie dziatania aryt-
metyczne. Fachowo méwimy, ze ciato Q(v/2) jest rozszerzeniem algebraicznym
ciata Q.

Wréémy teraz do zapowiadanej w tytule podrozdziatu konstrukeji zbioru liczb
zespolonych. Wszyscy wiemy, ze réwnanie 22 + 1 = 0 nie ma rozwigzan w zbio-
rze liczb rzeczywistych (podobnie jak dowolne réwnanie kwadratowe o ujemnym
wyr6zniku). Przez i oznaczmy takie wyrazenie, dla ktorego i2 = —1, czyli rozwia-
zanie tego rownania. Rozwazmy teraz zbiér wszystkich wyrazen postaci a + b - 1,
gdzie a, b sg liczbami rzeczywistymi. Przyjrzyjmy sie dzialaniom arytmetycznym
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na elementach tego zbioru.

Dodawanie:

(14.1.1) (a+b-i)+(c+d-i)=(a+c)+ (b+4d) -i.
Odejmowanie:

(14.1.2) (a+b-i)—(c+d-i)=(a—c)+ (b—d)-i.
Mnozenie:

(14.13) (a+b-i)-(c+d-i)=ac+ad-i+bc-i+bd-i*=

= (ac — bd) + (ad + bc) - i.
Dzielenie (oczywiscie zaktadamy, ze c+d-i # 0, co jest rtéwnowazne ¢+ d? # 0):

a+b-i  (a+b-i)(c—d-i) (ac+bd)+ (—ad+bc)-i
c+d-i (c+d-i)(c—d-i) 2 — %2 B
ac + bd bc —ad\ .
=\———F |+t
pat N
Jak widac¢, kazde dziatanie arytmetyczne jest wykonalne w rozwazanym zbiorze.
Zatem zbiér wszystkich wyrazen postaci a + b - 7, gdzie a,b € R, jest ciatem
liczbowym uzupeiajacym ciato R o brakujace rozwiazanie réwnania 22 +1 = 0.
Poézniej przekonamy sie, ze to ciato rozszerza ciato R o wszystkie brakujace pier-

wiastki dowolnych rownan wielomianowych (patrz zasadnicze twierdzenie algebry
15.3.1).

(14.1.4)

Definicja 14.1.3. Wyrazenie postaci a + bi, gdzie a,b € R, nazywamy liczbg ze-
spolong. Zbioér wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C (od ang. complex,
czyli ztozony). Mamy zatem

CY{a+bi:abeR}.

Liczbe zespolong ¢ nazywamy jednostkq urojong. Liczbe zespolong postaci bi,
gdzie b € R\ {0}, nazywamy czysto urojong.

Uwaga 14.1.4. W fizyce, elektryce i elektrotechnice jednostke urojona oznacza
si¢ litera 7.

Liczby zespolone zwyczajowo oznaczamy krotko z, w, s itd. Posta¢ a-+bi liczby
zespolonej z nosi nazwe postaci kanonicznej lub inaczej — postaci algebraicznej
tej liczby.

Definicja 14.1.5. Liczbe rzeczywista a nazywamy czescig rzeczywistq liczby ze-
spolonej z = a + bi, co oznaczamy a = Rez lub a = Rz. Liczbe rzeczywista b
nazywamy cze$cig urojong liczby zespolonej z = a + bi, co oznaczamy b = Im z
lub b = 2.
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Konstrukcja zbioru liczb zespolonych pochodzaca od Williama Rowana Hamil-
tona (1805-1865), matematyka, astronoma i fizyka irlandzkiego, jest odmienna od
konstrukeji przedstawionej powyzej. Hamilton wprowadzit nastepujaca definicje
liczby zespolonej.

Definicja 14.1.6 (Hamiltona liczby zespolonej).
Liczbg zespolong nazywamy uporzadkowana pare (a,b) liczb rzeczywistych.

W zbiorze wszystkich takich par, czyli w iloczynie kartezjanskim R?, Hamilton
okreslit dziatania dodawania i mnozenia nastepujaco:

&

(14.1.5) (a,b) + (c,d) Z (a+ ¢, b+ d),
(14.1.6) (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be),

[oN
-

gdzie a, b, ¢, d € R. Tak okreslong strukture (R?, +, -), ktéra jest oczywiscie ciatem
liczbowym, nazwat ciatem liczb zespolonych. W interpretacji Hamiltona jednostka
urojona ¢ to element (0,1).

14.2. Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

W konstrukeji Hamiltona liczbe zespolona z = (a, b) przedstawiamy na plasz-
czyznie jako punkt o wspolrzednych (a,b). Wektor o poczatku w punkcie (0,0)
i koncu w punkcie z = (a,b) nazywamy wektorem wodzgcym liczby z. W takiej
interpretacji R? nazywamy plaszczyzng zespolong lub plaszczyzng Arganda (patrz
rysunek 14.1).

YA
bl z = (a,b)
(0,0) a x'

Rysunek 14.1. Ptlaszczyzna zespolona wedtug Hamiltona

Liczby zespolone interpretujemy geometrycznie rowniez dla postaci algebra-
icznej. Kazda liczba zespolona odpowiada jednoznacznie punktowi na ptaszczyz-
nie euklidesowej, ktora w tej interpretacji zwiemy plaszczyzng Gaussa lub po
prostu plaszczyzng zespolong (patrz rysunek 14.2). O$ pozioma nazywamy o0sig
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rzeczywistq, ktora oznaczamy Rez, za$ o$ pionowa zwiemy osig urojong Im z.
Wektor taczacy liczbe zespolong 2 z liczba 0 tez nazywamy wektorem wodzgcym
liczby z.

Imza
Do Z=a+ bi
Z‘--
0 i a R;}z

Rysunek 14.2. Plaszczyzna zespolona wedlug Gaussa

Zauwazmy, ze dla konstrukcji Hamiltona zachodzi nastepujacy fakt:

Fakt 14.2.1. Podzbiér {(a,0) : a € R} zbioru liczb zespolonych utozsamiamy ze
zbiorem R liczb rzeczywistych.

14.3. Dziatania na liczbach zespolonych

W tym podrozdziale podamy przyktady dzialan na liczbach zespolonych, za-
rowno w postaci kanonicznej, jak i hamiltonowskie;j.

Niech z oraz w beda dwiema liczbami zespolonymi w postaci algebraicznej.
Mamy oczywiscie

Rez Rew

Imz = Imw

(14.3.1) r=w = {

Dziatania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej wykonujemy zgod-
nie ze wzorami (14.1.1) — (14.1.4), pamietajac oczywiscie, ze 2 = —1.

Przyktad 14.3.1.

(1+V3i) + (1 +V2i) =1+ 1+ (V3+V2)i =2+ (V3 + V2)i,
(14+2i) (=3 +44i) = -3+ 4i —6i + 8> =—-3 -2 —8=—11— 2i,
445  (4+450)(2+1i) 8+4+4i+10i4+5* 8+14i—-5 3 14

2—i  (2—9)2+i)  4+2-2—-2 5 “5 "
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Niech z = (a,b), w = (¢, d) beda liczbami zespolonymi w postaci hamiltonow-
skiej. Mamy oczywiscie

a = ¢C

(14.3.2) z:w@{b _ g

Przyktad 14.3.2. Niech z = (0,1), w = (3, —4). Korzystajac ze wzordéw (14.1.5)
oraz (14.1.6), otrzymujemy

z+w=(0+3,1+(-4)) = (3,-3),
zow=(0-3—1-(—4),0-(=4)+1-3) = (4,3).

Positkujac si¢ wzorami (14.1.2) oraz (14.1.4) mozemy zdefiniowaé odejmowa-
nie i dzielenie liczb zespolonych w postaci hamiltonowskie;j.

Definicja 14.3.3. Niech z = (a,b), w = (¢,d) beda dowolnymi liczbami zespo-
lonymi w postaci hamiltonowskiej. R6znice liczb 2z oraz w definiujemy jako

z—wd:ef(a—c,b—d).
W szczegdlnosci liczba przeciwng do liczby w jest
—w (—c, —d).
lloraz liczby z przez liczbe w, gdzie w # (0,0), definiujemy jako

Z def ac+bd bec — ad
- =

2+d?’ 2+ d?

W szczegblnosci odwrotnodeia liczby w # (0,0) jest liczba

Laer( ¢ —d
w \2+d 2+d2)

Przyktad 14.3.4. Korzystajac z powyzszej definicji, otrzymujemy
(47 _1> - (_37 5) = (4 - (_3>7 —-1- 5)) = (77 _6>

oraz
(-1,-2) [((-1):3—-2-4 (-2)-3—(-1)-4 _(—11 —2 )_
(3,4 32442 7 32 4 42 S \9+16'94+16/
(-8
N 257 25)°

Uwaga 14.3.5. Wszystkie reguty dziatan algebraicznych na liczbach rzeczywi-
stych poznane na dotychczasowych etapach edukacji matematycznej, np. wzory
skroconego mnozenia, wzoér dwumianowy Newtona itp., obowigzujg takze dla
liczb zespolonych.
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14.4. Wlasnosci dziatan w zbiorze liczb zespolonych

W tym podrozdziale zajmiemy sie wlasno$ciami uprzednio zdefiniowanych
dziatan, niezaleznie od wybranej postaci liczb zespolonych.

Twierdzenie 14.4.1 (wlasnos$ci dzialan w zbiorze liczb zespolonych).
Niech z, w, s beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy:

(14.41) z4w=w+z (przemienno$¢ dodawania),
(14.42) z4+(w+s)=(z+w)+s (lacznos¢ dodawania),
(1443) 240=0+2==2 (element neutralny dodawania),
(1444) z4+(—2)=0 (element przeciwny do danego),
(1445) zw=w-z (przemienno$¢ mnozenia),
(14.46) z-(w-s)=(z-w)-s (taczno$¢ mnozenia),
(1447) z-1=1-z==z (element neutralny mnozenia),
1
(1448) z.--=1 (element odwrotny do danego z # 0),
z
(14.49) z-(w+s)=z-w+z-s  (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem

dodawania).

Oczywiscie dla liczb zespolonych w konstrukeji Hamiltona trzeba przyjac
0=(0,0) oraz 1 = (1,0).

Powyzsze doprowadzito nas do definicji kolejnej struktury algebraicznej, zwa-
nej ciatem. W odréznieniu od ciata liczbowego cialo moze sktadac si¢ z dowolnych,
abstrakcyjnych elementéw.

Definicja 14.4.2. Niech bedzie dany zbior K, zawierajacy co najmniej dwa ele-
menty, w ktorym okreslone sa dwa dziatania + i -. Zbiér K nazywa si¢ ciafem,
jesli wymienione dziatania spetniaja warunki (14.4.1) — (14.4.9).

Oczywiscie dzialania + i -, wystepujace w definicji 14.4.2, moga nie mie¢ nic
wspolnego z dodawaniem i mnozeniem liczb.

Przyktadami ciat sa oczywiscie wszystkie wymienione uprzednio ciata licz-
bowe: Q, Q(v/2), R oraz C. Przyktadem ciala nicliczbowego jest ciato funkeji
wymiernych o wspoétczynnikach rzeczywistych.

Ze wzgledow praktycznych obiekty zespolone, ktore pojawia si¢ w dalszej cze-
sci ksigzki, bedziemy rozpatrywali, wyrazajac liczby zespolone w postaci algebra-
icznej (lub ewentualnie tzw. postaci trygonometrycznes).

14.5. Sprzezenie liczby zespolonej

Definicja 14.5.1. Sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi, gdzie a,b € R,
nazywamy liczbe zespolong postaci z &t — bi.
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Im z4
bZ .......... .Z:a—’—b’t
a R;z
—hifee .2:a—bl

Rysunek 14.3. Sprzezenie liczby zespolonej

Operacje sprzezenia mozna geometrycznie interpretowac¢ nastepujaco: liczba
sprzezona do danej jest jej obrazem w symetrii osiowej wzgledem osi rzeczywistej
(patrz rysunek 14.3). Z powyzszej interpretacji wynika, ze

(14.5.1) z2=%2 <= Imz2=0 <= zeR.

14.5.1. Wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych

Ponizej przedstawiamy twierdzenie, ktére méwi, ze operacja sprzezenia ,za-
chowuje” dzialania arytmetyczne na liczbach zespolonych. Dla przyktadu wta-
sno$¢ (14.5.2) mozemy odczytaé jako ,sprzezenie sumy to suma sprzezen”.

Twierdzenie 14.5.2. Niech z,w beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wow-
czas:

Przyktad 14.5.3. Rozwiazmy réwnanie zespolone 2z + (3 — i)z = 5 + 4i. Przy
zatozeniu, ze z = a + bi dla pewnych a,b € R, otrzymujemy kolejno
2(a+bi)+ (3 —1)(a—bi) =5+ 41,
2a + 2bi + 3a — 3bi — ai + bi® = 5 + 44,
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2a+3a— b+ (2b — 3b—a)i = 5 + 44,
(5a —b) + (=b—a)i =5+ 4.

Korzystajac z warunku (14.3.1), otrzymujemy uktad dwéch réwnan z dwiema
niewiadomymi rzeczywistymi a, b

S5a—b = 5
—b—a = 4~
Po rozwiazaniu tego uktadu (np. znana z edukacji szkolnej metoda podstawiania)

otrzymujemy a = % oraz b = —Z. Zatem rozwigzaniem danego réwnania jest

: 61 Ty O
liczba zespolona z = 5 — 2.

Przyktad 14.5.4. Rozwiazmy réwnanie zespolone z - Z 4+ (2 —zZ) = 3 + 2i. Po
zalozeniu, ze z = a + bi dla pewnych a,b € R i zastosowaniu wzoru (14.5.7),
mamy kolejno

(a+bi)(a—bi) +2i-b=3+ 21,
a® — (ib)* + 2bi = 3 + 2i,
a® 4 b* + 2bi = 3 + 2i.

Z warunku (14.3.1) dostajemy uktad

a2+ = 3
20 = 2 -

Jak wida¢ b = 1, co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje

a>+1=3,
a’ =2,

ap = \/i, Qg = —\/i-

W konsekwencji otrzymujemy dwa rozwigzania danego réwnania: 2 = /2 + i
oraz zs = —/2 +1i.

14.6. Modut liczby zespolonej

Definicja 14.6.1. Modul liczby zespolonej z = a + bi, gdzie a,b € R, to liczba
rzeczywista |z| okreslona wzorem

2| 9 a2 12,
2| = v

Czasami modut liczby z jest oznaczany przez ||z|| przez analogie do oznaczenia
dhugosci wektora.



236 Rozdzial 14. Liczby zespolone

Przyktad 14.6.2. Modut liczby z = —1 + 3¢ wynosi

2] = \/(=1)2 + 32 = V10

Ponizszy fakt ukazuje podobienstwo miedzy modutem liczby zespolonej i war-
toscig bezwzgledng liczby rzeczywiste;j.

Fakt 14.6.3. Geometrycznie modut liczby zespolonej jest odlegtoscig tej liczby
od poczatku uktadu wspotrzednych, czyli inaczej dlugoscia wektora wodzacego
tej liczby. Modut réznicy dwoch liczb zespolonych jest dtugoscia odcinka miedzy
tymi liczbami na ptaszczyznie zespolonej, tzn. odlegloscia tych liczb.

Imz4 Tm 2 4

z 21

21 — 22

z2

Rez Rez

Rysunek 14.4. Geometryczna interpretacja modutu liczby zespolonej

14.6.1. Wtasnosci modutu liczby zespolonej

Wtasnosci modutu liczby zespolonej sa zblizone do wlasnosci wartosci bez-
wzglednej liczby rzeczywiste;j.

Twierdzenie 14.6.4. Niech z, w beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy:

(14.6.1) 2] > 0,
(14.6.2) 2| =0 <= 2 =0,
(14.6.3) 2l =zl = | = 4,
(14.6.4) z - Z =z,
(14.6.5) |z - w| = 2| - |wl,
(14.6.6) |2"| = |z|*  dla dowolnego n € N,
(14.6.7) B e w20,
wl w|
(14.6.8) |z + w]
( )
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(14.6.10) Re z| < |z],
(14.6.11) IIm 2| < |z],
(14.6.12) |Re (z - w)| < |2| - |w].

Nierownosé (14.6.8) jest nazywana nierdwnoscig tréjkgta przez analogie do
takiej nieréwnosci dla warto$ci bezwzglednej. Zauwazmy, ze wlasnosé (14.6.4)
wykorzystywaliSmy juz przy dzieleniu liczb zespolonych w postaci algebraicznej.
Wrhasnosci modutu wykorzystamy poézniej w czesci 15.3.1, przy rozktadzie wielo-
mianu rzeczywistego na czynniki.

Przyktad 14.6.5. Rozwiazmy nieréwnosé |2iz + 6| < 4. Korzystajac z whasnosci

14.6.5) oraz z faktu, ze & = —3i i |2i] = 2, otrzymujemy
21

12iz + 6| < 4,

) 6
2 (= 5]
23] - |2 — 3i|
2|z — 3i
|z — 3i]

N

Y

4
4,
4
2

) /:27

NN N

Korzystajac z faktu 14.6.3, otrzymujemy, ze |z — 3i| to odleglosé na plaszczyznie
zespolonej ustalonej liczby zp = 3¢ od zmiennej liczby z. Ta odlegtos¢ ma by¢
niewicksza niz 2. Z matematyki szkolnej wiemy, ze zbiér punktow na ptaszczyznie,
ktorych odlegto$é od ustalonego punktu P jest niewicksza od ustalonej liczby
dodatniej r, to domkniete koto o §rodku w punkcie P i promieniu r. Zatem zbior
rozwigzan nieréwnosci |z — 3i| < 2 jest domknietym kotem o érodku zy = 3i
i promieniu r = 2 (patrz rysunck 14.5).

Imz 4

A\ 4

Rysunek 14.5. Zbiér rozwiazan nieréwnosci |z — 3i| < 2

Interpretacje geometryczng roéznych typow réwnan i nieréwnosci z modutem
zaprezentowano w [13].
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14.7. Argument liczby zespolonej

Zanim zdefiniujemy argument liczby zespolonej, przypomnijmy pojecia kata
skierowanego oraz miary tukowej kata na ptaszczyznie euklidesowe;j.

Definicja 14.7.1. Kgtem skierowanym nazywamy uporzadkowang pare polpro-
stych o wspolnym poczatku. W kacie skierowanym pierwsza z potprostych nazy-
wamy ramieniem poczgtkowym kqta, druga zas ramieniem koncowym. Wspolny
poczatek ramion kata nazywamy jego wierzchotkiem. Wnetrzem kqta skierowa-
nego nazywamy figure wycieta z plaszczyzny przez ramiona tego kata (patrz
rysunek 14.7). Méwimy, ze kat jest skierowany ujemnie, jesli ramiona tego kata
sg uporzadkowane zgodnie z ruchem wskazowek zegara; w przeciwnym wypadku
mowimy o kacie skierowanym dodatnio.

Przyktady katow skierowanych przedstawiono na rysunku 14.6.

Rysunek 14.6. Kat skierowany dodatnio i kat skierowany ujemnie

Rozwazmy kat skierowany o wierzchotku A. Kreslimy okrag o srodku A i do-
wolnym promieniu 7.

Definicja 14.7.2. Miarg tukowq kqta skierowanego dodatnio nazywamy stosu-
nek dtugosci tuku bedacego czescig wspolna okregu i wnetrza kata do dtugosci
promienia okregu (patrz rysunek 14.7). Jesli dtugosé tuku oznaczymy przez [, to
otrzymamy

miara tukowa kata dodatniego = —.
r

Dla kata skierowanego ujemnie za jego miar¢ tukowa przyjmujemy liczbe prze-
ciwnag, tzn.

miara tukowa kata ujemnego = ——.
r

Kat, ktorego miara tukowa wynosi 1, nazywamy radianem i oznaczamy w skro-
cie rad. Zaleznos¢ miedzy miarg stopniowa kata a miara tukows kata wyraza sie

wzorami
o = 7T18(()X rad, arad = (

W przypadku miary tukowej czesto pomija sie wyrazenie rad i podaje tylko jej

wartos¢ liczbowa. Przyktadowo: miara tukowa kata prostego wynosi 7, zas miara

180 - 04)0

™
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Rysunek 14.7. Kat skierowany i jego miara tukowa

tukowa kata pelnego wynosi 27. Po wprowadzeniu wogdlnionego kgta skierowa-
nego, tj. po dopuszczeniu sytuacji, w ktorej ramie koncowe kata ,obraca si¢”
dodatkowo o wielokrotnos¢ kata pelnego, otrzymujemy, ze miara tukowa kata
moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Po tych preliminariach mozemy zdefiniowaé¢ argument liczby zespolone;j.

Definicja 14.7.3. Argumentem liczby zespolonej z = a-+bi, gdzie a,b € R, z # 0,
nazywamy dowolna liczbe rzeczywista ¢, ktéra spetnia warunki

cosyp = m
(14.7.1) b >

sing = —

2|

gdzie |z| jest modulem liczby z. Dla z = 0 przyjmujemy, ze argumentem jest
dowolna liczba rzeczywista .

Definicja 14.7.4. Argumentem glownym liczby zespolonej z # 0 nazywamy ten
argument liczby z, ktéry nalezy do przedziatu [0, 27). Argument gtéwny liczby =z

oznaczamy arg z. Ponadto przyjmujemy, ze arg( )

Korzystajac z okresowosci funkeji trygonometrycznych sinus i cosinus, a co za
tym idzie ze wzoréw (3.2.1) oraz (3.2.2), otrzymujemy nastepujacy fakt:

Fakt 14.7.5. Kazdy argument liczby z # 0 jest postaci ¢ = arg z + 2kn dla
pewnej liczby catkowitej k.

Geometryczne znaczenie pojecia argumentu wyjasnia ponizszy fakt.

Fakt 14.7.6. Argument liczby zespolonej to miara tukowa kata skierowanego,
ktorego pierwsze rami¢ pokrywa si¢ z dodatnig czescig osi rzeczywistej, a drugie
ramie zawiera wektor wodzacy tej liczby (patrz rysunek 14.8). Argument gltéwny
to najmniejsza nieujemna taka miara.
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Imz 4
'z:a—i—bi
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v

Rysunek 14.8. Argument liczby zespolonej

Przyktad 14.7.7. Obliczmy argument gléwny liczby zespolonej z = /3 — V/3i.
Najpierw wyznaczmy modut tej liczby:

Al = V(VB? + (—vB)? = vB+3 = VG,
Podstawmy powyzsze do warunku (14.7.1):
o= Bz i 1=t
sin p = \/6

Poniewaz cos ¢ > 0 oraz sinp < 0, to ¢ jest miarg kata skierowanego, ktorego
drugie ramie lezy w IV ¢wiartce plaszczyzny kartezjanskiej (patrz rysunek 14.9),
tzn. o € (3, 2).

11 1 I
sing | COS¢ sinp | cosp
+ - + +
tgp | ctgey tgp | ctgey
- - + +
sing | COS¢ sinp | cosy
- - - +
tgp | ctgey tgp | ctgey
+ + - -
IT1 v

Rysunek 14.9. Znaki wartosci funkcji trygonometrycznych
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Rysunek 14.10. Ogdlne postacie miar tukowych katow

Pamictajac o ogolnych postaciach miar tukowych katéow w poszczegdlnych
¢wiartkach (patrz rysunek 14.10), otrzymujemy, ze ¢ = 27 — « dla pewnego
a € [0, %), ktére spetia oczywiscie warunek

V2
2

S

cos o = cos(2m — @) = cosp =
sina = sin(27m — ) = —sinp = %

Z trygonometrii kata ostrego wiemy, ze o = 45° = 7. Zatem ostatecznie ¢ =
2r— 2 =11 P(;niewaz ¢ € [0,27), to argument gtéwny danej liczby zespolonej

wynosi arg z = <.

14.7.1. Wlasnosci argumentu liczby zespolonej

Twierdzenie 14.7.8. Niech z,w beda dowolnymi niezerowyms liczbami zespo-
lonymi. Wtedy:

(14.7.2) arg == arg z oraz

2]

(14.7.3)  arg(—z :{

?

2|
arg z+7m gdy O <argz<m
arg z —m gdy m < arg 2z < 27

Y

( )

( ) )

(14.7.6) arg(z-w) = arg z + arg w + 2kw, gdzie k=0 lub k = —1,

( ) arg(z") =n-arg z + 2km dla kazdego n € N i pewnego k € Z,
( )

arg <i> =arg z —arg w + 2kmw, gdzie k =01lub k = 1.
w

Wystepujace w réwnosciach (14.7.6)—(14.7.8) liczby catkowite k dobieramy

tak, by po prawych stronach tych réwnosci uzyskac liczby nalezace do przedziatu
[0, 27).
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5

s . e, .
¢, gdzie oczywiscie

Przyktad 14.7.9. Rozwigzmy nieréwnos¢ g < arg(%) <

z # 0. Korzystajac z wlasnosci (14.7.4), otrzymujemy

T 1 5T
— < arg (—) < —
6 z

6’
7T<2 <57T
— T—argz < —
6 5256
117r< < 7T

——— < —argz < ——
6 g X 67
117T> S s
— > argz > —.
6 8227

Z faktu 14.7.6 wynika, ze rozwigzaniem danej nierownosci bedzie kazda liczba
zespolona z, ktorej wektor wodzacy tworzy z dodatnig czescia osi rzeczywistej kat

skierowany o mierze tukowej z przedziatu {%’T, “T”) Zbiér wszystkich rozwigzan

danej nieré6wnosci jest przedstawiony na rysunku 14.11.

Imz ,

| //////

Rysunek 14.11. Zbiér rozwigzah nieréwnosci g < arg ) <

™

(e[

Interpretacje geometryczng réznych typow réwnan i nieréwnosci z argumen-
tem przedstawiono w [13].

14.8. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Zmajac pojecia modutu oraz argumentu liczby zespolonej, mozemy zdefiniowaé
postac trygonometryczng liczby zespolone;j.

Definicja 14.8.1. Postacig trygonometryczng liczby zespolonej z nazywamy wy-
razenie
z = |z|(cos ¢ + isin p),

gdzie |z| jest modutem, za$ ¢ jest jednym z argumentéw liczby z. W dalszym
ciagu bedziemy starali si¢ wybiera¢ ¢ = arg z.
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Posta¢ trygonometryczng liczby zespolonej nazywamy inaczej jej postaciq bie-
gunowq lub postaciqg geometryczng.

Przyklad 14.8.2. Zapiszmy w postaci trygonometrycznej liczbe z = 3 + 3i.
Najpierw wyznaczamy modut tej liczby.

2] = V32 4+ 32 =v2-32 =3V2.

Teraz obliczymy argument gtéwny danej liczby.

cosp = 3

sing = 3

Korzystajac z rysunku 14.9, wnioskujemy, ze ¢ jest miara kata skierowanego,

ktorego drugie ramie lezy w I ¢wiartce ptaszcezyzny kartezjanskiej. Z trygonometrii

kata ostrego wynika, ze ¢ = 45° = 7. Zatem arg z = 7. W konsekwencji postacig
trygonometryczng danej liczby jest

s s
z=3V2 <cos—+isin—) .
V2 4 4

Przyklad 14.8.3. Przedstawmy w postaci trygonometrycznej liczbe z = 1 — 4.
Wyznaczamy modut tej liczby.

2] = /12 + (=1)2 = V2.

Obliczamy argument gtéwny danej liczby.

=

g
Gl

cosgpz%z?
sincpz&—%z—?

Przy pomocy rysunku 14.9 wnioskujemy, ze ¢ jest miara kata skierowanego, kto-
rego drugie ramie lezy w IV ¢wiartce ptaszczyzny kartezjanskiej. Poprzez analogie
do przyktadu 14.7.7 dostajemy ¢ = argz = %’T. Zatem dana liczba zapisuje si¢
w postaci trygonometrycznej jako

7 7
Z:\/§<coszﬂ+isinzﬁ>.

Przyktad 14.8.4. Zapiszmy w postaci trygonometrycznej liczbe z = /3 + i.
Najpierw wyznaczamy modul tej liczby.

|Z|:\/(\/§)2+12:\/Zl:2.

Teraz obliczymy argument gtéwny danej liczby.

{ cosgpz?

sinp = %
Latwo obliczy¢, ze ¢ = argz = 30° = . Zatem postacia trygonometryczna danej

liczby jest
2 (con g+ isin )
z=2(cos—+1isin— ).
6 6
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14.8.1. Wilasnosci liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

Niech z bedzie liczbg zespolong przedstawiong w postaci trygonometrycznej
z = |z|(cos ¢ + isin ¢). Mamy oczywiscie

(14.8.1) z2=0 < |z| =0.

Niech z oraz w bedg dwiema niezerowymi liczbami zespolonymi w postaci
trygonometrycznej, tzn. z = |z|(cos ¢, +isinp,), w = |w|(cos ¢, +isin ¢,,) oraz
|z| > 01 |w| > 0. Wowczas

IS B
(1482) S { 0, = p,+2kr dlapewnego k€ Z
Warunek ., = ¢, + 2km dla pewnego k € 7Z” jest oczywiscie réwnowazny
warunkowi ,argz = argw”.
Korzystajac ze wzoréw (14.6.5), (14.6.7), (14.7.6) oraz (14.7.8), otrzymujemy
wzory na mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometryczne;j.

Twierdzenie 14.8.5. Jezeli z oraz w sg dwiema liczbami zespolonymi w postaci
trygonometrycznej, tzn. z = |z[(cos . +isin g, ), w = |w|(cos g, + ising,), to

(14.8.3) z-w = |z[ - [w] (cos(p: + pu) +isin(p. + puw)),

w =
z |4
w

(14.8.4) = ﬁ(cos(goz — @) +isin(p, — py))  oile w # 0.

Przyklad 14.8.6. W przyktadach 14.8.3 i 14.8.4 pokazalismy, ze

7 7
1—i:\/§<coszﬁ+isinzﬁ> oraz \/§+i=2<COS%+’iSing>-

Korzystajac ze wzoru (14.8.3), z réwnosci 28 = 27 — I oraz z whasnosci funkcji

sinus i cosinus, otrzymujemy

Fir{on (e §) i)
coS i 5 1sin 1" 5)) =
«(G) i (57)) -
1sin 127r =
(o5) i ()
1sin =
12

T

12

3)
1sin —
12

(1—14)- (V3 +1)

|| || Il
x x s o

2 o
2 o
22 o
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Przyktad 14.8.7. Postepujac analogicznie do poprzedniego przyktadu oraz wy-

. , . - 197 5
korzystujac wzor (14.8.4) i fakt, ze 43F = 27 — <7, mamy

1—3 \/§< <7 7r>+,, (7 w))
= COS mw— —= s { —mT — — =
V3+i o 2 6 476
<COS

() +rin (1) -
o (i) () -
2 o () (3)

14.8.2. Wzér de Moivre’a

Zauwazmy, ze nawet przy wykorzystaniu wzoru dwumianowego Newtona ob-
liczenie n-tej potegi liczby z dla z podanego w postaci kanonicznej oraz duzego
n € N jest zajeciem zmudnym. Natomiast gdy z jest dane w postaci trygono-
metrycznej, to wykorzystujac wlasnosé (14.8.3), mozemy otrzymaé stosunkowo
prosty wzor na obliczenie 2. Wzér ten pochodzi od matematyka angielskiego
Abrahama de Moivre'a (1667-1754).

Twierdzenie 14.8.8 (de Moivre’a).
Niech z = |z| (cos p + isin ), gdzie ¢ € R oraz n € N. Wtedy

(14.8.5) 2" = |z" (cos (n - @) +isin(n-¢)).

Przyklad 14.8.9. Wykorzystujac posta¢ trygonometryczna liczby 1 —i, tj. row-

nos¢ - -
1—i:\/§<coszﬂ+isinzﬂ),

obliczymy warto$¢ wyrazenia (1 —¢)!°. Po zastosowaniu wzoru (14.8.5) oraz wy-
korzystaniu okresowosci funkcji sinus i cosinus otrzymujemy

(10" = [v2 (cos (L) +isin (1x))] =

= (va2)" [Cos (10- Zw) + isin (10 . ZW)] _
)" [Cos (74—%) +isin (?w)] _

?r) + isin (3—257T>} -

<
cos (167r 27?) +isin <167r—|— gw)] _
(
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14.8.3. Wzory Eulera

Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ wprowadzamy oznaczenie
(14.8.6) ¢ & cosp + isin g,
gdzie e jest liczba Eulera (patrz definicja 4.5.17).

Przy oznaczeniu (14.8.6) otrzymujemy zaleznosci wyrazajace gtebokie powia-
zanie miedzy funkcjami trygonometrycznymi sinus oraz cosinus oraz funkcjg eks-

ponencjalng. Zaleznosci te nazywamy wzorami Eulera.

Twierdzenie 14.8.10 (Eulera).
Dla ¢ € R prawdziwe sa nastepujace réwnosci

el — e
14.8.7 i = —
(14.8.7) sinp= 7
i —ip
(14.8.8) cos p = %

Wzory Eulera, tak jak i wymienione uprzednio wtasno$ci modutu i argumentu
liczby zespolonej, stuza m.in. do wyprowadzenia wielu wzoréw trygonometrycz-
nych.

Przyktad 14.8.11. Niech z bedzie dowolna liczbg rzeczywistq. Stosujac wzory
Eulera oraz prawa dzialan na potegach, otrzymujemy

L (e“ . e—im>2 (eix)Q I (e—im>2
sin“xg = — | = =

21 —4
B ei~2z —9. eia:+(—ix) 4 e—i-Zm B ei~2z —9. 60 + e—i~2z B
= - = 2 =
_ ei-2x + efi-Qz -9 _ ei-Q{L‘ + efi-2a: N 1 _ 1 ei-2x + efi-Qz N _
B —4 B —4 2 2 2 2
1 1 1—cos2x
=——-Cc0820 + = = ———
2 2 2

Niniejszym dowiedliSmy wzor

1 —cos2z

(Vo € R) sin’x = 5

Warto wspomnieé, ze wykorzystujac oznaczenie (14.8.6), mozna przedstawié
liczbe zespolona w kolejnej postaci, zwanej postacig wyktadniczg. Whasnosci liczb
zespolonych w postaci wyktadniczej sa na tyle podobne do wtasnosci tych liczb
w postaci trygonometrycznej, ze nie bedziemy sie dalej zajmowali tym nowym
przedstawieniem.

Po podstawieniu ¢ = 7 do zaleznosci (14.8.6) otrzymujemy

™ =cosT+isinTt=—14+i-0=—1.
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W ten tatwy sposob dowiedliSmy prawdziwosci twierdzenia taczacego pie¢ naj-
wazniejszych statych matematycznych.

Twierdzenie 14.8.12.

(14.8.9) €™ +1=0.

14.9. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Po wszystkich dotychczasowych rozwazaniach na temat liczb zespolonych do-
tarliSmy wreszcie do zagadnienia, ktére stato sie przyczyna wynalezienia tych
liczb, czyli do pierwiastkowania.

Cardano podczas odkrywania algebraicznej metody rozwiazywania réwnan
trzeciego stopnia natknal sie na wyrazenia, w ktorych wystepuja pierwiastki kwa-
dratowe liczb ujemnych. Nie wiedzac, co takie wyrazenia miatyby znaczy¢, i nie
osmielajac sie¢ wykonywa¢ na nich dziatan, nazwat je urojonymi. Wyrazeniami
urojonymi zajal sie nastepnie Rafael Bombelli (1526-1572), ktéry w swym dziele
Algebra (1572) zaprezentowal pierwsze przedstawienie liczb zespolonych.

Definicja 14.9.1. Niech n € N. Pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z
nazywamy kazda liczbe zespolona w spetniajaca warunek

(14.9.1) w" = z.

Zbiér wszystkich pierwiastkow stopnia n z liczby 2z oznaczamy przez /z.

W tym momencie wida¢ istotng réznice w znaczeniu symbolu {/ . W zbiorze
liczb rzeczywistych symbol ten oznacza pojedyncza liczbe (ewentualnie jej brak),
natomiast w zbiorze liczb zespolonych oznacza zbior liczb. Dla porownania:

— dla R:
v1=1; +/—1 nie istnieje,
— dla C:
V1={1,-1,i,—i}; —1={i,—i}.
Przyktad 14.9.2. Wyznaczymy v/ —1. W celu rozwigzania réwnania
(14.9.2) wt = —1

przyjmijmy w = |wl|(cos ¢ +isin ¢) oraz —1 = 1(cos w+isin 7). Po podstawieniu
do (14.9.2) i zastosowaniu wzoru de Moivre’a (14.8.5) otrzymujemy roéwnanie

lw|*(cos 4p + i sin 4p) = 1(cos 7 + isin ).

Korzystajac z wtasnosci (14.8.2), otrzymujemy

w[* =1
4o = m+2km dla pewnego k€ Z ’
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EE

Zaktadamy, ze ¢ = argw €

1
§+k~§ dla pewnego k € Z

[0,27). Przy tym zalozeniu liczba k moze by¢ réwna

tylko 0,1,2 lub 3. Stosujac wzory redukeyjne ([3]), otrzymujemy:

Dlak=0
2 2
wozcos%—l—isin%:g—i—gi.
Dlak=1
7T s .. 7T 7T . . 7T \/i \/i
wl—cos(z+§)+zsm (Z+§) ——smz—l—zcosz——7+7z.
Dla k=2

™ T T ([ .7 V2 V2,
’wQICOS(Z—Fﬂ')—FZSIH(Z—l—W):—COSZ—l—Z(—Sln—):—— —1.

Dla k=3

T 3 . (T 3 LT
w3:COS<—+—7T)—|—ZSIIl<—+—7T>:Sln——|—2<—COS—

4 2

4 2 2

W)—ﬁ—@i.

4 " 27) T 7y 4) " 2 2

Zatem szukanym zbiorem pierwiastkow jest zbior

4—1:{£+£i—ﬁ+£i—\/§ V2, V2 Qz}
5 :

2

___2'7__

T2 2 72 2 2 2

Zbior v/—1 jest przedstawiony na rysunku 14.12. Warto zwr6cié uwage na to, ze
elementy tego zbioru sa wierzchotkami kwadratu wpisanego w okrag o promie-

niu 1.

Imz\
w1 .- . Wo
& - - — - -=--= .
e .
| T |
B T
. 0,
1 : I 1
| i 1t Rez
| 1 N
I [
. e
— - ———|-—--- ¢
wy - w3

Rysunek 14.12. Zbiér pierwiastkow czwartego stopnia z liczby —1
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Uogodlniajac metode zastosowang w powyzszym przykltadzie, dostajemy na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 14.9.3. Niech n € N. Zbiér {/z pierwiastkéw stopnia n z dowolnej
niezerowej liczby zespolonej z jest zbiorem n-elementowym. Jesli z = |z|(cos ¢ +
isin ), to kazdy z elementow tego zbioru wyraza sie wzorem

o+2kr . @+ 2km
14.9.3 = 1 — —
( ) 2z = 1/|2| <cos - + 7 sin -

dla pewnego k € {0,1,...,n — 1}.

Liczba {/|z| to pierwiastek n-tego stopnia z liczby rzeczywistej |z|, czyli taka
liczba nieujemna, ktérej n-ta potega réwna jest |z|.

Definicja 14.9.4. Jesli we wzorze (14.9.3) mamy ¢ = arg z, to zy nazywa si¢
pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z liczby z. Mowiac inaczej, pierwiastek pier-
wotny to pierwiastek o najmniejszym nieujemnym argumencie.

Przyklad 14.9.5. Pierwiastkiem pierwotnym stopnia 4 z liczby —1 jest liczba
V2o V2,
2 2 b

14.9.1. Interpretacja geometryczna pierwiastka zespolonego

Im 2z A

Z9 b2

o Yo 20
.-'\7..-4"_851"@ :

n

Rysunek 14.13. Zbiér pierwiastkéw n-tego stopnia z liczby z

Niech n € N, n > 3 oraz niech z = |z|(cos arg z + i sin arg z) bedzie niezerowa
liczba zespolona. Na plaszczyZnie zespolonej rozpatrzmy okrag o promieniu {Y/|z|
i sSrodku w poczatku uktadu wspétrzednych. Rozpatrzmy n-kat foremny W,,, wpi-
sany w ten okrag w taki sposob, ze jednym z jego wierzchotkéw jest pierwiastek
pierwotny stopnia n z liczby z (patrz rysunek 14.13).
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Fakt 14.9.6. Zbiér {/z pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z jest iden-
tyczny ze zbiorem wierzchotkéw n-kata foremnego W,.



Rozdzial 15

Wielomiany zespolone

Pojecie wielomianu pojawito si¢ juz na lekcjach matematyki w szkole ponad-
gimnazjalnej. Wtedy tez wykonywano na wielomianach dziatania arytmetyczne
dodawania, odejmowania oraz mnozenia. Przy uzyciu réoznych metod rozktadu
wielomianu na czynniki znajdowano pierwiastki danego wielomianu. Wielomiany
znane z poprzednich etapéw edukacji sg wielomianami rzeczywistymi. W tym
rozdziale przedstawimy podstawy teorii wielomianéw zespolonych.

15.1. Podstawowe okreslenia

Definicja 15.1.1. Wielomianem zespolonym stopnia n € N U {0} nazywamy
funkcje W: C — C postaci

1

W(z)=a,z" +a,12"" +... + a1z + ap,

gdzie ag,aq,...,a, € C sa wspotczynnikami wielomianu W, a, # 0. Jesli nato-
miast W (z) = 0, to méwimy ze stopieit W wynosi —oc.

Fakt 15.1.2. Dwa wielomiany zespolone sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
tego samego stopnia i maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich potegach
zmiennej z.

Dziatania arytmetyczne na wielomianach zespolonych wykonujemy podobnie
jak na wielomianach rzeczywistych, pamietajac przy tym, ze i2 = —1.

Przyktad 15.1.3. Niech W(z) = z* +i oraz Q(z2) = 2? — i. Wyznaczmy sume,
roznice i iloczyn tych wielomianow.
W)+ Q) =2"+i+2*—i=2"+27
W) —Q()=2*+i— (2 —i) =2t +i— 22 +i=2"— 22+ 2,
W(z) Q(2) = (2P +4)(2% —i) = 20 —izt +42% —i* = 20 — izt 4422 + 1.

Dygresja

Oznaczmy zbiér wszystkich wielomianéw zespolonych przez C|z]. Zbiér C|z]
jest przyktadem dwoéch struktury algebraicznych: grupy oraz pierscienia. Przypo-

mnijmy, ze pojecie dziatania okreslonego w danym zbiorze przedstawiliémy w de-
finicji 14.1.1 na stronie 228.
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Definicja 15.1.4. Zbiér G, w ktorym okreslone jest dziatanie @, nazywamy gru-
pq, jesli spetnione sg nastepujace warunki:

G-I (tacznosé dzialania) (Vz,w,s €9) 2z (wd s) = (zdw) B s,
G-1II (element neutralny dziatania) (Je € §) zde=ed 2z = z,
G-III (element odwrotny do danego) (Vz € §)(32' € G) 22 =2 ®z=e.

Jesli ponadto jest spelniony warunek

G-IV (przemiennos$¢ dziatania) (Vz,we§) zdw=w6 z,

to grupe nazywamy przemienng lub abelowg.
Warunki (G-1)—(G-III) nazywamy aksjomatami grupy.

Zbiér Clz] z dzialaniem dodawania wielomianéw jest grupa przemienna. Wie-
lomian zerowy pelni role elementu neutralnego. Role elementu odwrotnego do
danego wielomianu W gra wielomian przeciwny do W, czyli wielomian —W.
Przyktadem grupy nieprzemiennej jest zbior M,, wszystkich macierzy kwadrato-
wych stopnia n, gdzie n € N, z dzialaniem mnozenia macierzy (patrz fakt 11.3.4
na stronie 172).

Definicja 15.1.5. Zbior R, w ktérym okredlone sg dwa dziatania @ i ®, nazy-
wamy pierscieniem, jesli spetnione sg nastepujace warunki:

R-I (abelowo$¢ grupy addytywnej)
(R, ®) spetnia aksjomaty (G-I)—(G-1V) grupy abelowej,
R-IT (tacznosé dzialtania ©)
(Vz,w,s €eR) 20 (wOs) =(z20w) O s,
R-IIT (rozdzielno$¢ dziatania ® wzgledem dziatania @)
Vz,w,s €R) 20 (wds)=(z0w) B (20 s)|A
(wds)Oz=(woz2)®(sO 2)].

Jesli ponadto jest spelniony warunek

R-IV (przemiennos¢ dziatania ©)
Vz,w eR) z0Ow=wO z,

to pierscien nazywamy przemiennym.
Warunki (R-I)—(R-III) nazywamy aksjomatams pierscienia. Dzialanie @ zwycza-
jowo nazywamy dodawaniem, zas dziatanie ® zwiemy mnozeniem.

Zbiér Clz] z dziataniem dodawania wielomianéw jako @ oraz mnozenia wielo-
mianéw jako ® jest pierécieniem przemiennym. Przyktadem pierscienia nieprze-
miennego jest (M, B, ®), gdzie @ jest dodawaniem, zas ® — mnozeniem macierzy
(patrz twierdzenie 11.3.1 na stronie 172).
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Przyktadami pierscieni sa oczywiscie wszystkie wymienione uprzednio ciata:

Q, Q(v/2), R oraz C (patrz definicja 14.4.2 na stronie 233). Pierécien przemienny

C[z] niestety nie jest cialem, gdyz dla danego wielomianu W, réznego od wielo-
mianu statego, nie istnieje wielomian V' taki, ze W -V = 1.

Koniec dygresji

Dziatanie dzielenia wielomianéw wprowadzamy za pomoca nastepujacej defi-
nicji.

Definicja 15.1.6. Jezeli dla kazdego z € C speliony jest warunek
(15.1.1) W(z) =Q(z) - I(z) + R(z),

gdzie stopien wielomianu R jest mniejszy od stopnia wielomianu (), to wielomian
I nazywamy ilorazem, za$ wielomian R resztq z dzielenia wielomianu W przez
wielomian Q. Jezeli R(z) = 0, to méwimy, ze wielomian W jest podzielny przez
wielomian Q).

W praktyce trudno jest stosowaé warunek (15.1.1) do wyznaczania ilorazu
i reszty z dzielenia dwoch wielomianow. Dlatego tez w takiej sytuacji bedziemy
stosowali pisemny algorytm dzielenia wielomianéw, analogiczny do pisemnego
dzielenia liczb catkowitych. Opis tego algorytmu pochodzi z [15].

Algorytm dzielenia wielomianéw

Pierwszy wyraz dzielnej dzielimy przez pierwszy wyraz dzielnika. Otrzymany
jednomian mnozymy przez kazdy wyraz dzielnej. Iloczyn ze zmienionymi wspot-
czynnikami na przeciwne zapisujemy pod dzielng i dodajemy do niej. Otrzyma-
ny wielomian nazywamy pierwsza reszta z dzielenia. Wielomian ten przejmuje
role dzielnej i dalej postepujemy zgodnie z juz opisanym schematem (oczywi-
Scie kolejne reszty nazywamy: druga, trzecia itd.). Dzielenie korficzy sie wtedy,
gdy otrzymamy zerowsq reszte lub gdy stopien reszty bedzie mniejszy od stopnia
dzielnika.

Pierwszy przyktad zastosowania powyzszego algorytmu, dla dwoch wielomia-
néw rzeczywistych, pojawit sie juz w przyktadzie 10.3.3 na stronie 136. Ponizej
przedstawimy dwa kolejne przyktady, tym razem zespolone.

Przyktad 15.1.7. Niech W (z) = 2* + 1 oraz Q(z) = 2% — i. Wyznaczmy iloraz
i reszte z dzielenia wielomianu W przez wielomian ().

* + 1) (22— i) = 22+
24 4+ 02
= iz + 1

— 422 - 1
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Zatem ilorazem jest wielomian 2%+, za$ reszta z dzielenia wynosi 0. Podstawiajac
to do warunku (15.1.1), otrzymujemy

1= (22 —0) (22 +).

Przyktad 15.1.8. Niech W (z) = 2* +i oraz Q(z) = 2* —i. Wyznaczmy iloraz
i reszte z dzielenia wielomianu W przez wielomian ).

(* 4+ 9 o (22— i) = 22 4
—zt 4+ 22
= 2+
— 422
= — 1 + =

Tym razem mamy

Ai= (22— )2 +i0) + (=1 +10).

15.2. Pierwiastki wielomianéw zespolonych

Definicja 15.2.1. Liczbe zg € C nazywamy pierwiastkiem zespolonym wielomia-
nu W, jesli W(zy) = 0. Jedli ponadto Im zy = 0, czyli 29 € R, to zy nazywamy
pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu W.

Przyktad 15.2.2. Rozpatrzmy wielomian W (z) = 23 — 2z + 4 oraz liczby 25 =

1+i1i2 = —2. Poniewaz i® = i%i = —i, to otrzymujemy

W(z)=1+9>—204i)+4=1+3i+3% 4+ —2—2i+4=
=1+43i—3—i—2-2i+4=0,
W(z) = (-2)*—2(-2) +4=0.

Zatem liczba zj jest pierwiastkiem zespolonym wielomianu W, zas$ liczba z; jest
pierwiastkiem rzeczywistym tego wielomianu.

W tym momencie rodzi sie pytanie: w jaki sposéb znalezé pierwiastki danego
wielomianu? Oczywidcie poznane w szkole ponadgimnazjalnej metody pozosta-
ja nadal aktualne. Ponizej zaprezentujemy pare nowych technik szukania takich
pierwiastkow.

Twierdzenie 15.2.3 (o pierwiastkach calkowitych wielomianu).
Dany jest wielomian W stopnia n, gdzie n € NU {0}, o wsp6tezynnikach catko-
witych, tzn.

W(z) = anz" + an_12"" " +... +a1z+ ao,

gdzie a, # 0, ag,ay,as,...,a, € Z. Jezeli istnieje niezerowy pierwiastek catko-
wity wielomianu W, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego a,.
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Przyklad 15.2.4. Rozwazmy wielomian W (z) = 23 —222+52+8. Mamy ay = 8,
za$ dzielniki ag to liczby 41, 42, +4, £8. Sprawdzamy, ktére z tych dzielnikow sa
pierwiastkami wielomianu W. Poniewaz

Wl)=1*-2. 12+5- 1+8=1-2+5+8=12#0,
to 1 nie jest pierwiastkiem W. Natomiast
W(-1)=(-1)> =2(=1)*+5(-1) +8=-1-2-5+8 =0,

czyli —1 jest pierwiastkiem catkowitym tego wielomianu. Latwym rachunkiem
sprawdzamy, ze pozostate dzielniki wyrazu wolnego nie sa pierwiastkami W. Za-
tem jedynym pierwiastkiem catkowitym wielomianu W jest —1.

Twierdzenie 15.2.5 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu).

Niech n € NU {0}. Dany jest wielomian W stopnia n o wspolczynnikach cal-
kowitych. Jezeli istnieje niezerowy pierwiastek wymierny 5 wielomianu W, gdzie
p,qE€EZ,q#0i NWD(p,q) =1, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego ay, zas ¢
jest dzielnikiem wspotezynnika a,,.

Przyktad 15.2.6. Rozwazmy wielomian W (z) = 424+ 2% —32+1. Mamy ay = 1,
a, = ay = 4. Dzielniki ag to liczby +1, zas dzielnikami a,, sg: +1, +2, +4. Pier-
wiastkow wymiernych wielomianu W szukamy wérod liczb: 41, i%, :I:i. Poniewaz

1 Nt N1 113
A N b2t os
W(z) (2) +(2) 3ootl=g+g-5+1=0

oraz, jak tatwo sprawdzi¢, pozostali kandydaci nie sg pierwiastkami W, to jedy-
nym pierwiastkiem wymiernym danego wielomianu jest %

Jesli juz znamy choé¢ jeden pierwiastek danego wielomianu, to przy szukaniu
innych pierwiastkéw mozemy wykorzysta¢ twierdzenie pochodzace od matema-
tyka francuskiego Etienne Bezouta (1730-1783).

Twierdzenie 15.2.7 (Bezout).
Reszta z dzielenia wielomianu W przez dwumian z — 2y jest rowna W (zp).

Twierdzenie Bezouta mowi w szczegdlnosci, ze liczba zy jest pierwiastkiem
wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian I, taki ze

W) = (- 20) - 1(2)
dla wszystkich z € C (patrz definicja 15.1.6).
Przyktad 15.2.8. Wiemy, ze pierwiastkami wielomianu W (z) = 2% — 22 + 4 sg

liczby 21 = 1+ oraz z, = —2. Zatem dla pewnego wielomianu I mamy
P22 +4=(z—(1+4)(2+2)-1(2),
222 4+4=(2+1—i)z—2—2i)-1(2).
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Wyznaczmy wielomian [

22— 2244
I(z) = =z—(1—1).
(2) 224+ (1—i)z—2—2i 2= (=)

W konsekwencji

2 —2244=(z—(149))(z+2)(z — (1 —1i)).

Zatem trzecim (i rownoczesnie ostatnim) pierwiastkiem danego wielomianu jest
zZ3 = 1—q.

Dla wielomianow stopnia 2, czyli trojmianéw kwadratowych, mamy wzory
analogiczne do poznanych w szkole $redniej.

Fakt 15.2.9. Zespolony trojmian kwadratowy W (z) = az?+bz+c, gdzie a, b, c € C,
a # 0 ma dwa pierwiastki zespolone
—b—9 —b+46

Z9 =

, , gdzie 6 = A = b* — 4ac.
2a 2a

1 =

Podobne wzory istnieja takze dla wielomianéw stopnia 3 (wzory Cardano),
ale nie bedziemy si¢ tutaj nimi zajmowali.

15.3. Rozklad wielomianu na czynniki nierozktadalne

Fundamentem analizy zespolonej jest nastepujace twierdzenie, udowodnione
w roku 1799 przez Gaussa:

Twierdzenie 15.3.1 (zasadnicze twierdzenie algebry).
Kazdy zespolony wielomian stopnia dodatniego ma co najmniej jeden pierwiastek
zespolony.

Konsekwencja zasadniczego twierdzenia algebry oraz twierdzenia Bezouta jest
twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 15.3.2. Kazdy zespolony wielomian stopnia n € N posiada do-
ktadnie n pierwiastkow zespolonych.

Twierdzenie 15.3.2 jest rownowazne twierdzeniu o rozkltadzie wielomianu ze-
spolonego.

Twierdzenie 15.3.3 (o rozkladzie wielomianu zespolonego).
Kazdy zespolony wielomian W stopnia n € N mozna zapisa¢ w postaci iloczynu

(15.3.1) W(z)=an(z—21)(z — 22)(z —23) - ... - (2 — zp),

gdzie a,, jest wspétczynnikiem przy 2" wielomianu W, za$ 21, 29, 23,..., 2, sa
pierwiastkami tego wielomianu.
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Czynniki po prawej stronie rownosci (15.3.1) moga sie powtarzaé. Powtarzaja-
cy sie pierwiastek nazywamy wielokrotnym, zas liczbe jego wystapien w rozktadzie
zwiemy jego krotnoscig.

Przyktad 15.3.4. Rozwazmy wielomian W (z) = 2° — 423, Latwo zauwazy¢, ze

Wi(z)=2"—42" = 22(2* —4) = 2*(2 — 2)(2 + 2).

Zatem z; = 0 jest pierwiastkiem 3-krotnym wielomianu W, natomiast zo = 2
oraz zz = —2 sg pierwiastkami jednokrotnymi tego wielomianu.

15.3.1. Rozklad wielomianu rzeczywistego na rzeczywiste czynniki
nierozkladalne

Z edukacji matematycznej w szkole Sredniej wiemy, ze w zbiorze liczb rzeczywi-
stych kazdy wielomian mozna roztozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego,
przy czym czynniki stopnia drugiego sa czynnikami nierozktadalnymi (tzn. tréj-
mianami kwadratowymi o ujemnych wyréznikach). Stad tez wynika, ze w zbiorze
liczb rzeczywistych wiemy tylko, ze pierwiastkow danego wielomianu stopnia n
jest co najwyzej n. Powstaje pytanie: w jaki sposob dla danego wielomianu rze-
czywistego znalezé jego postac iloczynowa? Postaramy sie tutaj odpowiedzie¢ na
to pytanie, uzywajac metod analizy zespolone;j.

W catej biezacej czesci zaktadamy, ze wielomian W jest wielomianem o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Poniewaz R C C, to mozemy ten wielomian traktowac
jako szczegdlny wielomian zespolony.

Z wlasnosci (14.5.1) wynika nastepujacy fakt:

Fakt 15.3.5. Jedli wielomian W ma wspotezynniki rzeczywiste, to
W(z)=W(z) dla dowolnego z € C.

Powyzszy fakt implikuje prawdziwos$¢ twierdzenia:

Twierdzenie 15.3.6. Liczba zespolona z; jest pierwiastkiem wielomianu W,
ktorego wspotezynniki sg liczbami rzeczywistymi, wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
zespolona z; jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Zatem pierwiastki nierzeczywiste (tzn. takie, dla ktorych czesé urojona jest
niezerowa) wielomianu W wystepuja parami: liczba zespolona i liczba do niej
sprzezona. Spéjrzmy teraz na rozktad (15.3.1) wielomianu W na czynniki zespo-
lone. Jedli z;, gdzie i € {1,2,...,n}, jest liczba rzeczywista, to czynnik (z—z;) jest
oczywiscie rzeczywistym czynnikiem pierwszego stopnia. Jesli natomiast mamy
Im z; # 0, to w postaci iloczynowej W wystepuje m.in. iloczyn (z — z;)(z — Z).
Przyjrzyjmy sie blizej temu iloczynowi. Korzystajac z wtasnosci (14.5.6) i (14.6.4)
sprzezenia oraz modutu liczby zespolonej dostajemy

(z2—2)(2—F) = 2 —ZTiz—22+ 27 = 22— (247 2+ 2% = 22 —2Re z;- 2+ | 2|



258 Rozdzial 15. Wielomiany zespolone

Otrzymane wyrazenie 22 —2Re z;-2+|2;|? jest oczywiscie rzeczywistym czynnikiem
stopnia drugiego, czyli rzeczywistym trojmianem kwadratowym. Wyréznik tego

tréjmianu wynosi
A= (—2Rez)* —4-1-|z)* =4((Rez)* — |z]?).

Poniewaz |Re z;| < |z;| (wlasnos¢ (14.6.10) modutu), to dostajemy A < 0. Zatem
rozwazany tréjmian nie jest rozktadalny w zbiorze liczb rzeczywistych. W ten
sposob znalezliémy szukany rozktad wielomianu rzeczywistego na rzeczywiste
czynniki nierozktadalne, przy okazji udawadniajac twierdzenie.

Twierdzenie 15.3.7. Kazdy niezerowy wielomian rzeczywisty mozna roztozy¢
na rzeczywiste czynniki stopnia zerowego, pierwszego lub drugiego, przy czym te
ostatnie to czynniki nierozktadalne w zbiorze liczb rzeczywistych (tzn. tréjmiany
kwadratowe o ujemnych wyréznikach).

Przyktad 15.3.8. Roztézmy na czynniki wielomian rzeczywisty W (z) = z* + 1.
Oczywiscie musimy rozwigzaé¢ réwnanie z* + 1 = 0, czyli inaczej #* = —1. Jak
tatwo zauwazy¢, rozwigzania tego réwnania sa pierwiastkami czwartego stopnia
z liczby —1. Wykorzystujac przyktad 14.9.2, mamy

2 21 2 21 2 21 2 21
ST V2LVE B E VB B
2 2 2 2 2 2 2 2

21 22 z3 24

Dla kazdego i € {1,2,3,4} mamy |z;| = 1. Ponadto z3 = Z; oraz z4 = Zi.
Wyznaczmy wartosé wyrazen 2Re z; dla @ =1, 2.

2
2Re 2z = 2% =2,

2Re 2 = 2 (—?) = V2.

Zatem w rozktadzie W wystapia dwa czynniki nierozktadalne: (2% — /22 + 1)
oraz (22 — v/2x + 1). Ostatecznie mamy

2t +1=(2® — V2 + 1) (2* + V22 + 1).



Rozdzial 16

Zespolone funkcje wymierne

Podstawy teorii funkeji wymiernych rzeczywistych pojawity sie w podrozdziale
10.3. W biezacym rozdziale zajmiemy sie zespolonymi funkcjami wymiernymi.

16.1. Podstawowe okreslenia

Definicja 16.1.1. Zespolona funkcja wymierna to iloraz dwoéch wielomianéw
zespolonych, przy czym dzielnik nie jest wielomianem zerowym.

Zbiér wszystkich zespolonych funkcji wymiernych oznaczamy C(z). Dla kaz-
dej niezerowej funkcji wymiernej postaci %, gdzie W # 0 oraz V' # 0, istnieje
niezerowa funkcja wymierna %, taka ze

w v v w ]

vV wow v
Jak tatwo zauwazy¢ zbior C(z) spelia wszystkie warunki (14.4.1) — (14.4.9), co
dowodzi prawdziwosci nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 16.1.2. Zbior C(z) wszystkich zespolonych funkcji wymiernych,
w ktorym okreslone sa dziatania dodawania oraz mnozenia funkcji, jest ciatem.

Definicja 16.1.3. Zespolona funkcja wymierna wlasciwa to funkcja, w ktorej
stopien wielomianu w liczniku jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowni-

ku.
Stosujac algorytm dzielenia wielomiandéw, otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie 16.1.4. Kazda zespolong funkcje wymierng mozna przedstawic
jako sume pewnego wielomianu zespolonego i zespolonej funkcji wymiernej wta-
sciwej, tzn. dla dowolnych wielomianéw W i V', gdzie V' # 0, istnieja wielomiany
I oraz R takie, ze dla kazdego z € C

W o RE)
v =)

(16.1.1)

oraz stopien wielomianu R jest mniejszy niz stopien wielomianu V.



260 Rozdzial 16. Zespolone funkcje wymierne

16.2. Rozklad zespolonej funkcji wymiernej na utamki
proste

Rzeczywiste utamki proste okresliliSmy w definicji 10.3.4. Pamietamy, ze sa
dwa rodzaje takich utamkoéw. W zwiazku z zasadniczym twierdzeniem algebry
istnieje tylko jeden rodzaj utamkéw prostych zespolonych.

Definicja 16.2.1. Zespolony utamek prosty to zespolona funkcja wymierna po-

staci
A

(z+a)”
gdzie a,A € C, n € N.
Przyktad 16.2.2. Przyktadami zespolonych utamkow prostych sa wyrazenia
i 5—4i 3
(2 + 24)10° (2 — 2+ 44)15’ (2 —2)%
Za [13] przytoczymy twierdzenie o rozkladzie zespolonej funkcji wymiernej

wladciwej na zespolone utamki proste. Tam tez mozna znalezé analogiczne twier-
dzenie dla funkcji rzeczywistych.

Twierdzenie 16.2.3. Kazda zespolong funkcje wymierna wlasciwg mozna przed-
stawi¢ jako sume utamkow prostych, przy czym przedstawienie to jest jednoznacz-
ne. Zespolona funkcja wymierna wtasciwa

V(2)  an(z—21)F (2 — z)k2 - (2 — 2)Pm

gdzie dla 1 < j < m, liczba z; jest pierwiastkiem kj-krotnym wielomianu V', jest
suma ki + ko + ... + ky, zespolonych utamkow prostych, przy czym czynnikowi
(z — zj)¥ odpowiada suma k; utamkéw prostych postaci:

Ap o _Ap A

z—z;  (2—2) (2 —z)k’

gdzie Ajla Ajg, . 7Ajkj cCdlal <] <m.
Przyktad 16.2.4. Przedstawmy w postaci sumy utamkoéw prostych funkcje

2z
2) = ———,
f(z) 2249
gdzie 22 + 9 # 0. Najpierw znajdziemy postaé iloczynowa mianownika. Mamy
PH9=0 = 22=-9 < 2 =3i, 2= —3i.

Zatem 22 +9 = (2 — 3i)(2 + 3i), co w $wietle powyzszego twierdzenia oznacza,
ze z kazdym czynnikiem mianownika funkcji f stowarzyszony jest jeden utamek
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prosty. Zatem funkcje f mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej sumy dwdch
utamkoéw prostych:
2z 2z A B

= = dzie A, B € C.
2249 (z—3i)(z+30) z—3i+z+3i’ saze 4,

Przeksztalcajac wyrazenie po prawej stronie powyzszej réwnosci, otrzymujemy

A B A(z+3i)+ B(z—3i) Az+3Ai+ Bz —3DBi
=3 T it3i (z=3i)(z+31) (2= 3i)(z+3i)
_ (A+B)z+i(3BA-3B) _ 22
(z —3d)(z + 3i) (2= 3i)(z+3i)°

Poréwnujac liczniki, otrzymujemy uktad dwoch réwnan

A+B = 2
3A-3B = 0 °

Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb A = 1 oraz B = 1. Ostatecznie szukana

postac funkcji f to
2z 1 1

219 2 3% ai3i
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