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Wstep 5

Wstep

Napisany przez nas zbior zadan stanowi naturalne uzupetnienie ksiazki, ktora
ukazalta sie w 2006 roku naktadem Serii Wydawniczej PWSZ w Legnicy Podstawy
metod probabilistycznych. Przedmiot ten wykladany jest na kierunku informatyka
PWSZ. Jednoczesnie tematyka tej ksiazki jest bliska zagadnieniom omawianym
w ramach wykladow ze statystyki inzynierskiej. Dlatego uwazamy, ze tym bar-
dziej nasza praca byla celowa.

Zagadnienia dotyczace teorii prawdopodobienstwa i jej zastosowan, czyli sta-
tystyki matematycznej, sa réznie przez réznych autoréw przedstawiane. Stu-
denci na ogdt odbieraja ten przedmiot komentarzem: jest to inna matematyka.
Twierdzimy w sposob zdecydowany, ze problem lezy w przekazie i przygotowaniu
studenta. Dlatego tez duza uwage zwrdciliSmy na usystematyzowanie prezento-
wanych zagadnien. Nasza koncepcja oparta jest na:

1. zalozeniu, ze podstawa teorii jest pojecie przestrzeni probabilistycznej usta-
nowione przez A. Kohmogorowa,

2. potrzebie pokazania konsekwencji przyjetej zasady, a wiec sposobow reali-
zacji takiej przestrzeni,

3. pokazaniu ewolucji opisu zjawisk losowych poprzez odwotanie si¢ do nowego
sposobu ich opisu z wykorzystaniem pojecia rozktadu prawdopodobienstwa
oraz pojecia zmiennej losowe;.

Dlatego tez wyraznie oddzieliliémy od siebie te metody. W pierwszych roz-
dzialach zaprezentowaliSmy sposdb postrzegania zjawiska losowego poprzez jego
bezposredni opis w kategoriach losowych, czyli z wykorzystaniem pojec¢: zdarze-
nia, zdarzenia elementarnego i prawdopodobienstwa zdarzenia. Przykladami re-
alizacji takich modeli jest: model dyskretny z jego odmianami, model warunkowy,
model produktowy czy model geometryczny. Celem zadan, ktére zamiescilisSmy w
tych rozdziatach jest zrozumienie roli tego opisu i nauczenie si¢ jego stosowania.

Poczawszy od rozdzialu czwartego, pokazalismy w kilku krokach, jak na te
same zjawiska mozna spojrze¢ inaczej. Kluczem do zrozumienia tego punktu
widzenia jest pojecie rozktadu prawdopodobienstwa. ZaczeliSmy od sytuacji naj-
prostszej, czyli od rozktadu dyskretnego skornczonego, uogolnoajac problem do sy-
tuacji nieskoniczonej. Jednocze$nie zaakcentowalismy zalete tego punktu widzenia
na teorig-role zmiennej losowej, pokazujac zmiane w stosunku do sytuacji dotych-
czasowej, jak i podkreslajac zwiazek nowej interpretacji z podstawowym opisem
zjawiska losowego, jakim jest pojecie przestrzeni probabilistycznej. Wreszcie po-
kazalismy, ze calo$¢ zagadnien mozna sprowadzi¢ do teorii funkcji rzeczywistych
i analizy tych funkcji. Oczywiscie mamy tutaj na mysli pojecie funkcji dystrybu-
anty i funkcyi gestosci rozktadu.
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Przy opracowaniu zbioru przyjeliémy zasade, ze kazdy rozdzial bedzie zawierat
wprowadzenie teoretyczne i przyklady przez nas rozwiazane. Jednocze$nie wy-
szliSmy z zalozenia, ze zbidr ten nie moze i nie powinien zastepowac¢ ani ksiazki
Podstawy metod probabilistycznych, ani wyktadu. Niewatpliwa atrakcja powinien
by¢ rozdzial zatytulowany Przyktadowe zadania z egzamindéw i kolokwiow.

Oczywiscie nasza praca jest jedna z wielu. Dlatego nalezy wyraznie wspo-
mnie¢ o rozwiazaniach alternatywnych czy tez o charakterze uzupelniajacycym.
Odpowiednie informacje zamiesciliSmy w zestawieniu literatury.

Wierzymy, ze nasza praca umozliwi:

1. studentom - szybsze opanowanie przedmiotu,

2. prowadzacym zajecia - efektywniejsza realizacje zamierzonych celéw dydak-
tycznych.

maj 2008
Janina Ptaskonka i@ Ryszard Rebowski



Rozdziatl 1

Zbiory i rodziny zbiorow

1.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Zbiory definiujemy poprzez okreslenie ich elementéw. Dwa zbiory, ktére maja te
same elementy, uwazamy za identyczne.

A=B & Ve (re A xeB)

Piszemy A C B (zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B), jezeli kazdy element zbioru
A nalezy réowniez do zbioru B.

ACB& Ve (re A= x € B)

Podstawowe dziatania na zbiorach to: suma, iloczyn i réznica (AU B, A N B,
A\ B), ktére definiujemy nastepujaco:

re AUB&rxe AVr e B,
reEANB&sre ANz € B,

reA\Berec ANz ¢ B.
Zbiér A€ nazywamy dopehieniem zbioru A.
rcA’ s g A
Moc zbioru |A| okresla ilo$é¢ elementéw danego zbioru.

lloczyn kartezjanski zbior6w A i B (A x B) to taki zbiér par uporzadkowych
(a,b), 2e¢a € ANbE B.
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Zbior, ktérego elmentami sa zbiory, nazywamy rodzing zbiorow.

Rodzina A jest rodzina indeksowana, jezeli istnieje zbiér indeksow T taki,
ze kazdemu indeksowi ¢t € T jest przyporzadkowany w sposéb jednoznaczny
jeden element A; rodziny A.

Bedziemy wtedy pisali A = {A;, t € T'}.
Na rodzinie A = {A;,t € T} mozna wykonywaé¢ dzialania mnogosciowe:

JA={z e X:3erzc A},

teT

ﬂAt:{I'EXIthTZUEAt}.

teT

Dla danego zbioru €2 niech X' oznacza rodzing ztozona z podzbioréw €2, ktora
ma nastepujace wlasnosci:

1. zawiera zbidér pusty,
2. zamknieta jest na branie dopelnienia,

3. zamknieta jest na branie sum przeliczalnych, czyli

Voen, An € X = | ] A€ X

n€N,
dla dowolnego podzbioru niepustego N, C N.

Dalej rodzine X bedziemy nazywali o-algebrg zdarzen, zbior 2 bedziemy nazywali
przestrzeniq zdarzen elementarnych.

Zdarzenie pewne oznaczamy przez (), a zdarzenie niemozliwe przez (). Zdarzeniem
przeciwnym do A nazwiemy jego dopelnienie AC.

Zadanie 1.1.1 Niech

A bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 3,
B—zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5,
C—zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 6.
Znalezé zbiory:

AUB, AUC,BUC,AUBUC, ANB,AnC,BNnC, AnBnC,

B\ A, A\C, C\ A.
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Rozwiazanie

Podane w zadaniu zbiory sa postaci:
A=1{3,6,9,12,...}, B=1{5,10,15,20,...}, C = {6,12,18,24,...}.

Sume dwdéch zbioréw stanowia wszystkie elementy, ktére naleza do jednego
lub drugiego zbioru, zatem A U B stanowia liczby podzielne przez 3 lub podzielne
przez 5, B U C—podzielne przez 5 lub podzielne przez 6, A U C—podzielne przez
3 lub podzielne przez 6.

A U B={3,56,9,10,12,15,...}, B U C = {5,6,10,12,15,18,20, ...},

AU C={3,691215,18,..}.

Zbiér C zawiera sie¢ w zbiorze A (wszystkie liczby podzielne przez 6 sa po-
dzielne réwniez przez 3—wynika to faktu, ze 3 jest dzielnikiem 6), wiec sume tych
zbioréw stanowi caly zbior A. A U C' = A, zatem A U BU C to zbidr liczb
podzielnych przez 3 lub przez 5.

AUBUC=AU B={3,5,6,9,10,12,15,...}.

lloczyn dwoch zbioréow stanowia wszystkie elementy, ktére naleza do jednego
oraz do drugiego zbioru. Do zbioru A N B naleza liczby podzielne przez 3 i 5
(bedace wielokrotnoscia NWW (3,5) = 15), do zbioru B N C-podzielne przez 5
i 6, czyli podzielne przez NWW(5,6) = 30, a do zbioru A N C-podzielne przez
3 oraz 6 (NWW(3,6)=6).
Ponownie korzystamy z tego, ze zbior C' zawiera sie w zbiorze A, dlatego iloczyn
tych zbiorow stanowi zbiér C.

A N B=1{1530,45,60,..}, B N C = {30,60,90,120,...},
AN C={61218,24,..},

AN BN C=Bn C=1{30,60,90,120,...}.

Zgodnie z okresleniem roznicy dla dwoch zbioréw wybieramy te elementy;,
ktére naleza do zbioru pierwszego i nie naleza do drugiego. Zbiér B\ A stanowia
liczby podzielne przez 5, ale niepodzielne przez 3, A\ C—podzielne przez 3 oraz
niepodzielne przez 6, C'\ A-podzielne przez 6 i niepodzielne przez 3.

B\ A=1{5,10,20,25,35,,...}, A\ C ={3,9,15,21,27,...}.

Zbiér C zawiera si¢ w zbiorze A, zatem C'\ A =0 .
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Zadanie 1.1.2 Udowodnié¢ nastepujgcg rownowaznosc:

(BN\A)UA=B< ACB.
Rozwiazanie

Niech = oznacza zdarzenie elementarne.
re€(B\AUAsS (zreB NxgA)VreAs
sS@eBVreAAN (€A’ VreA) e (rec(AUB)VreQe
s xe(AUB)
Otrzymujemy zatem réwnos¢ A U B = B, ktoéra jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy A C B.

Zadanie 1.1.3 Zbadano grupe 50 0sob i okazalo sie, ze 43 osoby uprawiajg sport,
19 0s6b gra w gry strategiczne, a 20 gra w gry losowe. Wiedzgc, zZe wszyscy grajg
w jakies gry, wykazac, Ze co najwyzej 32 osoby sposrod badanych uprawia wiecej
niz jeden rodzaj gier.

Rozwiazanie

Niech:
A-zbidér os6b uprawiajacych sport;
B-zbiér oséb grajacych w gry strategiczne;
C—zbidr oséb grajacych w gry losowe.

Z danych w zadaniu wynika, ze

|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BnNnC|+|AnBNC|=50.
Przeksztalcamy do postaci:

|A|+ |B|+|C|+]|ANBNC| =50 =|ANB|+|ANC|+|BnNC| Zbier ANBNC
nie musi by¢ zbiorem pustym, zatem

|A|+ |B|+|C| =50 > |[ANB|+|ANC|+ |BNC|

Wykorzystujac dane w zadaniu mamy

43+19+20-50> |[ANnB|+|ANC|+ |BNC|

32> |[ANB|+|ANC|+|BNC|

Zadanie 1.1.4 Niech Q) ={0,2,4,6,8}. ZnaleZé nagmniejszq o-algebre S zawie-
rajgcg rodzing R = {{0},{2,4,6}}.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze poniewaz §) jest zbiorem skonczonym, warunek zamkniecia ro-

dziny na branie sum przeliczalnych oznacza zamkniecie tej rodziny na branie tylko
sumy mnogosciowe;j.



1.2 Zadania )

Oczywiscie rodzina nasza nie jest c-algebra. Aby znalezé najmniejsza o-
algebre zawierajaca R, nalezy ja powigkszy¢ o brakujace zbiory. Wprost z defi-
nicji wynika, ze musi to by¢ zbiér pusty oraz dopelienia elementow tej rodziny.
W wyniku powigkszenia dostaniemy wtedy rodzine

{0, {0}, {2, 4, 6}, Q, {2, 4, 6, 8}, {0, 8}}.

Zauwazmy, ze powstala rodzina dalej nie jest o-algebra—nie jest zamknigta na
branie sum mnogosciowych. Nalezy ja uzupemi¢ o zbiér

{0}uU{2, 4, 6} ={0, 2, 4, 6}

i jego dopelnienie {8}. Z konstrukcji wynika, ze tak powstata rodzina S jest juz
o-algebra. Pozostalo uzasadni¢, ze jest najmniejsza rodzina o tej wlasnosci.

W tym celu wezmy o-algebre A zawierajaca rodzing R. 7 definicji wynika, ze
musi ona zawiera¢ réwniez nasza powiekszona rodzing, ktéra jest o-algebra, co
konczy dowdd.

1.2 Zadania

Zadanie 1.2.1 Niech

A bedzie zbiorem punktéw (z,y), dla ktérych x? + y? < 4,
B-zbiorem punktow (x,vy), dla ktérych x* +y* < 9,
C-zbiorem punktow (x,y), dla ktérych (x —1)* + (y + 1) < 1.
ZnaleZé zbiory:

AUB, AuC, BUC, AUBUC AnB, ANnC, BNnC,An BnC(,

A\ B, B\ A, A\C.

Zadanie 1.2.2 W loterii znajdujg sie losy puste © wygrywajgce. Kupujemy trzy
losy. Niech

A oznacza zdarzenie: doktadnie jeden los wygrywa,

B—-co najwyzej jeden los wygrywa,

C'—co nagmniej jeden los wygrywa.

Wyjasnié, co oznaczajg zdarzenia A, B¢, C¢, AU B, AN B,BUC,BnNC,
B¢ n C°.

Zadanie 1.2.3 Niech A bedzie zbiorem tych studentow Twojej grupy, ktorych
nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P, B-zbiorem tych, ktorzy majg trojke
z matematyk:, a C—zbrorem tych, ktorzy otrzymujg stypendium za wyniki w nauce.
Zapisaé za pomocq dziatan na zbiorach A, B,C nastepujace zbiory studentow:
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1. zbior studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K,M lub P, majg
trojke z matematyki oraz otrzymujg stypendium za wyniki w nauce,

2. zbior tych studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K, M lub P oraz
majq trojke z matematyki lub otrzymujg stypendium za wyniki w nauce,

3. zbior tych studentow, ktorych nazwisko nie zaczyna sie od litery K,M lub P,
majg trojke z matematyki © nie otrzymujg stypendium za wyniki w nauce,

4. zbior tych studentow, ktorych nazwisko zaczyna sie od litery K, M lub P, nie
majg trojki z matematyki ani nie otrzymujq stypendium za wyniki w nauce.

Zadanie 1.2.4 Korzystajgc z praw de Morgana, zapisz A N B wylgcznie przy
pomocy operacji sumy i dopetnienia.

Zadanie 1.2.5 Dane sq zbiory A = {a,b,c} oraz B = {1,2}. Wyznaczy¢ Ax B
oraz B x A.

Zadanie 1.2.6 Udowodnié, ze jesli zbior A ma n elementow, zbior B ma m
elementow, to A x B ma n - m elementow.

Zadanie 1.2.7 Zbiory A i B sq zbiorami zawartymi w pewnej 20-to elementowej
przestrzeni. Wiemy, Ze zbior A ma 7 elementow, zbior B-8 elementow, a ich
cze$¢é wspdlna ma 3 elementy. 7 ilu elementéw sktadajg sie zbiory: AU B, A€ U
B¢ A\ B, AN B?

Zadanie 1.2.8 Niech Q) = [—1,1]. ZnaleZ¢ nagmniejszq o-algebre S zawierajgcq
'rodzz'ng R = {[_17 _%]7 [_%7 0]}
Zadanie 1.2.9 Niech X = |0, 1] bedzie przestrzenig. Dane sqg zbiory A = |0, %)
oraz B = (1,1].

1. Wyznaczyé zbiory AUB, ANB, A— B, B— A, A°, B©,

2. Uzupetnié rodzing A = { A, B} tak, aby byla algebrg.

Zadanie 1.2.10 Ze zbioru cyfr{1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy bez zwracania ko-
lejno trzy cyfry @ tworzymy liczbe trzycyfrowg w ten sposcb, ze pierwsza wyloso-
wana cyfra oznacza liczbe setek, druga-liczbe dziesigtek i trzecia—liczbe jednosci.
Za zdarzenie elementarne przyjmujemy liczbe w ten sposob uzyskang. Wypisaé
wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajoce danemu zdarzeniu, jesli zdarzenie
polega na tym, zZe otrzymana liczba jest:

1. wielokrotnoscig liczby 25;

2. mniejsza od 200 1 podzielna przez 5;
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kwadratem pewnej liczby naturalney;
kwadratem pewnej liczby naturalnej lub jest wielokrotnoscig liczby 25;

kwadratem pewnej liczby naturalnej i wielokrotnoscig liczby 25;

S

wielokrotnoscig liczby 25 1 nie jest kwadratem Zadnej liczby naturalney;
7. kwadratem pewnej liczby naturalnej i nie jest wielokrotnoscig liczby 25.

Zadanie 1.2.11 Dane sq 4 zdarzenia losowe A, B,C i D przestrzeni wszystkich
zdarzen elementarnych ). Zapisaé za pomocg odpowiednich dziatan zdarzenie:

1. E polegajgce na tym, ze wystepity tylko zdarzenia A i B;
2. F polegajgce na tym, zZe nie wystgpito Zadne zdarzenie;

3. G polegajgce na tym, zZe wystgpito zdarzenie A i nie wystgpity zdarzenia
B’ C’ D;

4. H polegajace na tym, ze wystgpito tylko zdarzenie sposrod zdarzen
A, B,C,D.

Zadanie 1.2.12 Dane sq zdarzenia losowe A,B i C' w przestrzeni wszystkich zda-
rzen elementarnych €. Wykazacé réownosci:

1. A—(BUC)=(A—-B)-C;
2. A—(BUC)=(A-B)n(A- Q).

Zadanie 1.2.13 Wykonujemy trzykrotny rzut symetryczng monetq. Zdarzenie
elementarne to trdjka (z,y,z), gdzie x,y,z € {o,r}, gdzie 0 oznacza, e wyrzu-
cilismy orta, r— wyrzuciliSmy reszke. Niech A; bedzie zdarzeniem elementarnym
polegajgcym na tym, Ze reszka wypadla tylko w i-tym rzucie, i = {1,2,3}. Wy-
znaczyé: Q, Ay, Ay, As.

Co oznacza zdarzenie:

1. AyUA, U As;
2. A1 N AN Asy
3. AY U AS U AS;
4. AN AT N AS?

Zadanie 1.2.14 Rzucamy dwa razy symetryczng monetqg. W sytuacji gdy otrzy-
mamy dwukrotnie te samgq strone monety, rzucamy po raz trzeci. Za zdarzenie
elementarne vwazamy uporzadkowane dwojki lub trojki wynikow poszczegolnych
rzutow. Wyznaczyc Q.
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Zadanie 1.2.15 Z talii 52 kart wybieramy 4. Niech A oznacza zdarzenie, Ze
wylosowalismy co najmniej jednego asa, B-wylosowalismy co najwyze) jednego
asa czarnego, C-wylosowalismy dwa asy.

Opisac przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia. Co oznaczajg
zdarzenia: AUB, AUC, ANB, ANC%, AUBUC, ANBY?

Zadanie 1.2.16 Z badan statystycznych wynika, ze w pewnej grupie studentow
50% gra w koszykdéwke, 60% w siatkéwke, 50% w pitke noing, 30% w koszykdwke
oraz siatkdwke, 20% w siatkowke 1 pitke nozng, 30% w koszykdéwke i pitke noing.
10% studentéw uprawia wszystkie trzy dyscypliny sportowe. Jaki procent stu-
dentow uprawia dokladnie dwie gry zespotowe? Jaki procent nie uprawia Zadnej

gry?

Zadanie 1.2.17 W pewnej wst mieszka 300 0sob, z ktorych kazdy Spiewa, tariczy
lub gra na gitarze. Polowa grajgcych na gitarze tanczy, potowa tanczgcych spiewa,
a potowa spiewajgcych gra na gitarze. Wiemy, Ze Zaden z grajgcych na gitarze
nie spiewa 1 tanczy. lle 0sob $piewa, tanczy, a ile gra na gitarze?

Zadanie 1.2.18 7 badan statystycznych wynika, ze wsrod 200 ankietowanych
130 posiada psa, 80-kota, a 53-rybki. Nikt nie posiada wszystkich trzech zwierzgt,
ale mniej niz 40 sposrod ankietowanych posiada dwa zwierzgtka. Czy wyniki
ankiety sq rzetelne?

Zadanie 1.2.19 Wybieramy losowo studenta drugiego roku. Niech zdarzenie A
polega na tym, Ze jest to kobieta, B—wybrana osoba uczeszcza na lektorat z jezyka
angielskiego, C-wybrany student jest mieszkaricem Legnicy.

Opisaé stownie zdarzenia: AN BY, AnNBNCC.

Przy jakich warunkach bedzie zachodzié rownosé, ze AN B = A? Kiedy zachodzi
réwnosé A° = B?

Zadanie 1.2.20 Z odcinka [0,2] wybieramy losowo i niezaleznie dwa punkty.
Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, Ze odlegltosé miedzy nimi jest
mniejsza od 1. Opisac przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.
Opisac zdarzenie A.

Zadanie 1.2.21 Z odcinka [0, k] wybieramy losowo i niezaleznie punkty x i y.
2

Niech A-zdarzenie polegajgce na tym, ze x? + y? > %, B—zdarzenie, Ze funkcja

In(x? +y* — k) jest dobrze okreslona.

1. Opisaé¢ A, B 1 2.
2. Wyznaczyé |A|, |B] i |9)].



Rozdzial 2

Elementy kombinatoryki oraz
techniki zliczania

2.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Niech dane beda zbiory:
Al = {alﬂ az, ..., anl}a |Al| ="

A2 = {bl,bg, ...,bn2}, |A2| = N9

A, = {p17p27 "'7pnk}7 |Ak| =Nk

Nosé ciagdw (aj,, bj,, ..., pj, ) takich, ze wyraz pierwszy nalezy do Ay, drugi do
Ag, k-ty do Ay da sie wyznaczy¢, korzystajac z twierdzenia:

Twierdzenie 2.1.1 (Zasada wielokrotnego wyboru)
Liczba k-elementowych ciggow, takich ze aj; € Ay, bj, € As,...,x; € Ay, jest
rowna |Aq] - |Ag| - o |Ak] = nq - ng - ng.

Definicja 2.1.1 Niech dany bedzie zbior A = {ay,as,...,a,}. Kazdg funkcje,
ktora liczbie naturalnej ze zbioru {1,2,...,k} przyporzedkowuje dokladnie jeden
element a,, ze zbioru A nazywamy k-elementowq wariacjg z powtérzeniami zbioru

A.

K-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A to k-krotny wybér po jed-
nym elemencie ze zwracaniem ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.2 Liczba k-elementowych wariacyi z powtorzeniami zbioru n-
elementowego jest réwna |VF| = n*.
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Definicja 2.1.2 Dla danego zbioru A = {ay,as, ..., a,} kazdg réznowartosciowg
funkcje f:{1,2,...,k} — {ai,a2,...,a,} (kK < n) nazywamy k-elementowqg wa-
riacjg bez powtorzen zbioru A.

K-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru A to k-krotny wybér bez zwra-
cania jednego elementu ze zbioru A.

Twierdzenie 2.1.3 Liczba k-elementowych wariacji bez powtorzen elementow
zbioru n-elementowego (k < n) wynosi Wkl =n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) =

n!

(n—k)!*

Definicja 2.1.3 Permutacjg zbioru A = {ay, as, ..., a, } nazywamy kazdg funkcje
réznowartosciowg f : {1,2,...,n} — {ai,as,...,a,}. Innymi stowy— permutacja
zbioru to kazde uporzedkowanie elementow tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.4 Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest rowna |P,| =
nl.

Definicja 2.1.4 K-elementowg kombinacjg n-elementowego zbioru (0 < k < n)
nazywamy dowolny k-elementowy podzbior tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.5 Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
jest réwna |CF| = (7).

Definicja 2.1.5 Niech dany bedzie n-elementowy zbior, w ktorym mamy ki ele-
mentow typu aq, ko elementow typu as,....k,, typu a.., przy czym elementy tego
samego typu sq nierozroznialne, ki + ko + ... + k,, = n. Kazde uporzgdkowanie
tego zbioru nazywamy permutacjq z powtorzeniami tego zbioru.

Twierdzenie 2.1.6 Liczba permutacji z powtorzeniami ki elementow typu aq,
ke typu ag,....ky, typu ay, (k1 + ke + ... + kyy = n) jest réwna '

n.
kilkole k!t

Definicja 2.1.6 K-elementowg kombinacjg 2z powtorzeniami  zbioru n-
elementowego nazywamy kazdy cigg (ki, ks, ..., k) taki, ze k; > 0 i catkowite oraz
ki+ ke + ...+ k, = k.

Twierdzenie 2.1.7 Liczba k-elementowych kombinacjyi z powtorzeniami zbioru

n-elementowego jest rowna ("H]j_l).

Zadanie 2.1.1 Studentka ma w szafie jedng bluzke Zottq i dwie zielone oraz trzy
spodnice zielone i1 dwie Zotte. Na ile sposobow moze sie ubracd, tak aby bluzka oraz
spddnica byly tego samego koloru?
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Rozwiazanie

Mozemy zauwazy¢, ze studentka ma do wyboru dwa zestawy ubioru: zoétta
bluzka i zolta spédnica lub zielona bluzka i zielona spdédnica. Kazda z opisanych
mozliwosci da si¢ wyliczy¢ z wykorzystaniem reguly mnozenia.

Zatem mamy lacznie: 1-2+ 2 -3 = 8 mozliwosci.

Zadanie 2.1.2 Ile mozemy otrzymac roézinych wynikow podczas jednoczesnego
rzutu kostkq i monetq?

Rozwiazanie

Wynik doswiadczenia opisany jest przez pare (wynik rzutu kostka, wynik
rzutu moneta).
A;—zbiér mozliwych wynikéw podczas rzutu kostka, A; = {1,2,3,4,5,6}
Ay—zbiér mozliwych wynikéw podczas rzutu moneta, Ay = {O, R}
Mamy zatem |A;| - |A2| =6 -2 = 12 réznych wynikow.

Zadanie 2.1.3 Rzucamy czterema monetami. Ile istnieje wszystkich mozliwych
wynikow rzutu?

Rozwiazanie

Mamy dwa mozliwe wyniki rzutu pojedyncza moneta—n = 2, zas liczba mo-
net k = 4. Zatem liczba wszystkich wynikéw rzutu czterema monetami wynosi
Wk =n* =21 = 16.

Zadanie 2.1.4 W urnie znajdujg sie ponumerowane kule sy, Sg, ..., Sg. Zbior kul
oznaczmy Zg = {s1, 82, ...,89}. Z urny losujemy trzy kule bez zwracania i two-
rzymy w ten sposob liczby trzycyfrowe. Ile takich liczb mozemy uzyskac?

Rozwiazanie

W wyniku do$wiadczenia tworzymy trzyelementowe ciagi liczb, przy czym
ciagi (s1, S2, 83),(82, S1, S3) sa rézne, cho¢ zawieraja te same elementy. Utworzone
w ten sposob ciagi to trzyelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru Zy.

Zatem liczba tych wariacji wynosi [W3| =9-8-7 = 504.

Zadanie 2.1.5 W urnie znajdujg sie ponumerowane kule sy, g, ..., Sg. Zbior kul
oznaczmy Zg = {81, S, ..., So}. Z urny losujemy trzy kule po jednej kuli, wrzucajgc
po kazdym losowaniu z powrotem do urny wylosowang kule. Wylosowane numery
kul zapisujemy w kolejnosci losowania. Ile réznych liczb uzyskamy w ten sposob?
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Rozwiazanie

W wyniku losowania tworzymy trzyelementowe ciagi liczb, przy czym ciagi
(81, S2, 83),(S2, 51, $3) sa rézne, cho¢ zawieraja te same elementy. Kula po kazdym
losowaniu wraca do urny, wiec mozliwe jest uzyskanie liczby, w ktorej cyfry beda
sie powtarza¢ (np. (Se, Sg, Sg)). Utworzone w ten sposéb ciagi to trzyelementowe
wariacje z powtorzeniami zbioru Zg. Liczba wszystkich wariacji trzyelemento-
wych zbioru Zy jest réwna |Vg| = 9% = 729.

Zadanie 2.1.6 W przedstawieniu przygotowywanym przez kotko teatralne bierze
udziat trzech chtopcow i cztery dziewczynki. Mamy do obsadzenia siedem rol.

1. Na ile sposobow zostang rozdzielone role, gdy nie ma znaczenia pte¢ miodego
aktora?

2. Na 1ile sposobow rodzielimy trzy role meskie i cztery kobiece pomiedzy
biorgcych udziat?

Rozwiazanie

1. Nie mamy podziatu na role w zaleznosci od plci, zatem kazdy moze odegrac
kazda role, ale jedna osoba nie moze odtwarza¢ dwoch rol. Mamy zatem
tacznie 7! = 5040 mozliwosci.

2. Role meskie mozemy rodzieli¢ na 3! sposobéw, a role kobiece na 4! spo-
sobow. Poniewaz obsade meska mozemy zestawi¢ z dowolna obsada kobieca,
mamy wiec 3! - 4! = 12 - 48 = 576 mozliwosci.

Zadanie 2.1.7 Mamy k kul i rozmieszczamy je w n komorkach. Kule, o ktorych
jest mowa w zadaniu, sq nierozroznialne. Na ile sposobow mozna to zrobic?

Rozwiazanie

Rozmieszczenie tych kul jest wyznaczone przez podanie liczby kul
w komorkach, czyli ciag (ki, k2, ..., k,), gdzie k;—-liczba kul w koméree o i-tym
numerze. Nie jest istotne, w jakiej kolejnosci sa rozmieszczone kule w danej
komércee, istotna jest natomiast ich liczba.

Mamy ki + ko + ... +k, = k, k; > 0, 7 = 1,2,...,n. Dwa rozmieszczenia sg
rézne, gdy odpowiednie ciagi (k1, ko, ..., k) nie sa identyczne.

Rozpatrujemy k-elementowe kombinacje z powtdrzeniami zbioru A =
{ai,as,...,a,}. Kombinacji (ki, ks, ..., k,) przyporzadkujemy rozmieszczenie za-
dane tym samym ciagiem, tzn. k; kul w 1. komorce, ks kul w 2. komérce itd.
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Jesli w kombinacji z powtérzeniami wystepuje k; elementéw a;, tzn., ze w
komérce o numerze j jest k; kul. Przyporzadkowanie to jest wzajemnie jed-
noznaczne, wiec liczba réznych rozmieszczen jest réwna liczbie kombinacji z
powtdrzeniami, czyli ("“k“_l).

Zadanie 2.1.8 7 cyfr 1,2,2,3,4,4,4 tworzymy liczby siedmiocyfrowe.  Ile
roznych liczb mozemy tak zrealizowac?

Rozwiazanie

Bezposrednio ze wzoru na liczbe permutacji n-elementowych z powtoérzeniami
mamy 2,7—'3, = 420.
Zadanie 2.1.9 lle wuzyskamy roznych wynikéw przy rzucie piectoma mnie-
rozroznialnymi monetami?

Rozwiazanie

W zadaniu tym wykorzystamy kombinacje z powtérzeniami, gdzie n = 2,

k= 5: (n-l—/]j—l) — (2-!—?—1) — 6.
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2.2 Zadania

Zadanie 2.2.1 W kolejce stoi 5 dziewczgt © 5 chtopcow. Na ile sposobow mogg
oni ustawi¢ sie w kolejce, jesli:

1. dziewczeta stojg przed chtopcami;
2. w kolejce zZadnych dwdch chtopcow nie stoi obok siebie;

3. mie ma znaczenia kolejnosé 0sob?

Zadanie 2.2.2 [le roznych stow majgcych sens lub nie mozna utworzyc z liter
stowa:

1. REGULA;
2. ZADANIA;

3. TATA?

Zadanie 2.2.3 Stonoga ma 50 par rézinych butow. Rozrdznia tylko buty lewe od
prawych. Na ile sposobow stonoga moze ubrac buty?

Zadanie 2.2.4 Pewna restauracja reklamuje sie w sposob nastepujgcy: ,,Posia-
damy ponad milion zestawow obiadowych”. Sprawdzono, zZe w rzeczywistosci byto
tam 20 zup, 10 drugich dan, 12 przystawek, 20 deserow i 25 gatunkow wina. Czy
reklama tej restauracji jest bledna?

Zadanie 2.2.5 Maly Karolek wktada buty. Posiada 6 par butow i zawsze kieruje
sie zasadami:

1. nmigdy nie wktada lewego buta na prawg noge i odwrotnie;
2. nigdy nie wktada dwéch butow z tej samej pary.

Na ile sposobow moze wtozyé buty na obie nogi?

Zadanie 2.2.6 W sali wyktadowej jest 150 miejsc. Na wyktad przyszto 42 stu-
dentow. Na ile sposobow mogq zajgé miejsca na tej sali?

Zadanie 2.2.7 lle roznych liczb czterocyfrowych o niepowtarzajgcych sie cyfrach
mozna utworzyé, majac do dyspozycyi:

1' Cyfry: 1727 3747 57 67 )77'

2. cyfry: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9¢
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Zadanie 2.2.8 FEgzamin z matematyki sktada sie z 15 pytan testowych. Przy
kazdym pytaniu podane sq trzy odpowiedzi © wiemy, ze tylko jedna sposrod poda-
nych jest prawidtowa. Na ile sposobow mozemy dokonac wyboru odpowiedzi na
egzaminie, zaktadajgc, ze:

1. nie zostang nam przydzielone punkty ujemne za bledng odpowiedZ, wiec
mozna zawsze zakreslic jedng odpowiedz;

2. za bledng odpowied? sq przydzielane punkty ujemne, wiec mozna nie za-
kreslac¢ Zadnej odpowiedzi?

Zadanie 2.2.9 lle jest liczb siedmiocyfrowych, ktore sq palindromiczne?

Uwaga 2.2.1 Liczba jest palindromiczna, jesli czytana wspak jest tg samg
liczbg.

Zadanie 2.2.10 Mamy n przedmiotow. Na ile sposobow mozemy rozdzieli¢ te
przedmioty:

1. pomiedzy 3 osoby (przyjmujemy podzial skrajnie niesprawiedliwy—tzn.
wszystkie przedmioty mogq trafi¢ do jednej osoby);

2. na 8 grupy?

Zadanie 2.2.11 Wykazaé, zZe (Z) + (kzl) = (ZE)

Zadanie 2.2.12 Ile istnieje podzbiorow
1. trzyelementowych,
2. czteroelementowych,
3. siedmioelementowych

zbioru dziesiecioelementowego?

Zadanie 2.2.13 Na ile sposobow mozna rodzielic trzy jednoosobowe zaproszenia
na koncert miedzy 12 0sob?

Zadanie 2.2.14 Przed zajeciami spotkato sie 11 studentow. Ile nastgpi powitan?

Zadanie 2.2.15 lle roznych prostych mozna przeprowadzi¢ przez osiem punktow,
z ktorych:

1. Zadne trzy nie sq wspotliniowe;

2. trzy z nich sq wspotliniowe oraz pozostate 5 tworzy jedng prostq?
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Zadanie 2.2.16 Na ile sposobow mozemy wreczyé karty brydiyscie, tak aby
otrzymat:

1. co nagymniej jednego asa;
2. 5 pikow, 4 kiery i 4 kara;

3. 10,9,8,7 (kolory tych kart mogq byé dowolne)?

Zadanie 2.2.17 lle jest roznych rozmieszczen 5 serwetek w 5 szufladach komody,
w ktorych:

1. wszystkie szuflady sq zajete;
2. co nagmniej jedna szuflada jest pusta;

3. doktadnie jedna szuflada jest pusta?

Zadanie 2.2.18 W pudetku znajduje sie 15 kul biatych i 5 czarnych. Losujemy
bez zwracania 5 kul. le istnieje sposobow wylosowania:

1. samych kul biatych;
2. co nagmniej jednej kuli czarnej;

3. doktadnie 3 kul czarnych?

Zadanie 2.2.19 Ile roznych wynikow uzyskamy przy rzucie nierozroznialnymsi
kostkami do gry, gdy mamy:

1. 4 kostkz,

2. n kostek?



Rozdzial 3

Model probabilistyczny
Kolmogorowa

3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Przez model probabilistyczny Kotmogorowa, zwany tez przestrzenig probabilis-
tyczng, bedziemy rozumieli nastepujaca tréjke: (2,3, P), gdzie Q jest niepu-
stym zbiorem nazywanym przestrzenig zdarzen elementarnych, X jest o-ciatem
zdarzen, P : ¥ — R jest funkcja zwana funkcjg prawdopodobienstwa taka, ze:

1. P(A) €[0,1], dla kazdego A € %;
0) =0;

2. P(
3. P(A%) =1- P(A), dla kazdego A € ¥;
- P

a

4. P( U An) = > P(A,) dla dowolnych parami rozlacznych zdarzen
nEN, n€N,

A, €, N,CN.

Fakt 3.1.1 Dla kazdej przestrzeni probabilistycznej (2, %, P) mamy:
1. P(Q) =1;
2. jesli A C B, to P(A) < P(B);
3. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), dla dowolnych zdarzen A i B.

Przypomnimy najwazniejsze przyktady przestrzeni probabilistycznych.
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Przestrzen probabilistyczna dyskretna

Przestrzen probabilistyczna nazywamy dyskretng, jesli

1. Q@ = {wy,n € Ny}, gdzie Ny—=zbidr skoriczony (co najmniej dwuelemen-
towy), albo nieskoniczony podzbidr liczb naturalnych;

2. dany jest ciag p, € (0,1) taki, ze > p, = 1;
neNg

3. ¥ = P(Q2)-rodzina potegowa,;
4. funkcja prawdopodobienstwa jest zdefiniowana nastepujaco:

(a) P({wn}) = pn, n € No;
b) P(A)= 3 p, dla A0

wn€A

(¢) P(0) =0.

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Model jednorodny

Jesli przestrzen () sklada sie z n zdarzen elementarnych, czyli || = n, oraz
zdarzenia elementarne {w;} sa jednakowo prawdopodobne, czyli

P({er}) = P{ah) = . = P({en}) =

to prawdopodobieristwo dowolnego zdarzenia A sktadajacego sie z k zdarzen ele-
mentarnych (|A| = k) wyraza si¢ réwnoscia

_|A] _ k _ liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

P(A)

B @ n liczba zdarzen elementarnych przestrzeni 2

Powyzszy wzor stanowit dawniej definicje prawdopodobienstwa zdarzenia, dla-
tego czesto nazywa sie go ,.klasyczna definicja prawdopodobienstwa”.

Zadanie 3.1.1 Sposradd czterech kart roznego koloru losujemy jednoczesnie dwie.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obie bedg czarne lub obie czerwone?
Rozwiazanie

Q={w={x, 2} :x; € {1,2,3,4} Ni = 1,2}, gdzie {1,2,3,4} jest zbiorem
danych kart.
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Wtedy

4 4l 4 20.3.4
Q pum— = pu— pum :6‘
1 <2> 2 (4—2)1 2.2 2!

Zdefiniujmy zdarzenie A, ze obie karty beda czarne lub czerwone. Poniewaz
|A| = (;) + @) =1+ 1 = 2-gdyz albo wyciagniemy pika i trefla albo karo oraz
kiera. Dlatego

A 2 1
PA) =15 =53

Zadanie 3.1.2 SzeScian o krawedzi 6 dm pomalowano, a nastepnie rozcieto

w ten sposob, zZe kazdg krawedZ podzielono na 6 kawaltkow o dlugosci 1 dm. Otrzy-
mane w ten sposob szescianiki wrzucono do pojemnika i wymieszano. Oblicz
prawdopodobienstwo, Ze przy losowaniu jednego szescianika bedzie miat on poma-
lowane:

1. 3 scianki;
2. co najmniej 2 Scianki,
3. nie bedzie pomalowany?

Rozwiazanie

Przecinajac pomalowany sze$cian na sze$cianiki o krawedzi 1 dm, otrzymamy
6% = 216 szedcianikéw, z ktérych bedziemy mieli 8 szeécianikéw z pomalowanymi
3 Scianami (te, ktére byly w wierzchotkach duzego szescianu).

Przy kazdej krawedzi bedziemy mieli 4 szescianiki z pomalowanymi 2 $cianami.
Szescian ma 12 krawedzi, wiec 12-4 = 48-tyle szescianikow ma pomalowane dwie
sciany. Na kazdej Scianie duzego szescianu mamy 4 - 4 = 16 szescianikow
z jedna pomalowana sciana. Szescian ma 6 $cian, wiec w sumie mamy 16 -6 = 96
szescianikéw z jedna pomalowang Sciang.

Niepomalowane szesciany to te, ktore leza w calosci we wnetrzu duzego
szescianu. Jest ich zatem 4% = 64. Poniewaz Q = {z : z € {1,...,216}}, |Q| = 216

1. A-zdarzenie polegajace na tym, ze szescianik ma pomalowane 3 $ciany
Al =8, P(A)=f5f = 3% = »

Q — 216 — 27’

2. B-zdarzenie polegajace na tym, ze szescianik ma pomalowane co najmniej
2 Sciany
|B| =48 +8=156, P(B)=15=5 — 1

o — 216 — 27’
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3. C-zdarzenie polegajace na tym, ze szescianik nie ma pomalowanej zadnej
Scianki

IC| =64, P(C)=1 =064 _ 8

Przestrzen dwupunktowa

Niech © = {0,1} oraz p bedzie liczba taka, ze p € (0,1). Okreslamy funkcje
prawdopodobieristwa tak, ze P({1}) = p oraz P({0}) = ¢, gdzie ¢ = 1 — p. Jest
to tzw. model standardowy dwupunktowy.

Przestrzen Bernoulliego

Przestrzen probabilistyczna nazywamy przestrzenig Bernoulliego, jesli
2=4{0,1,2,....,n}, neN

oraz p—parametr spetiajacy warunek 0 < p < 1, z funkcja prawdopodobienstwa
okreslona ciagiem py:

Pr = (Z)pk ’ qnikv k= 07 1727 L

gdzie ¢ =1 —p.

Zadanie 3.1.3 Rzucamy symetryczng monetq. Ile rzutow nalezy wykonaé, aby
prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej 1 orta byto wieksze niz 0,997

Rozwiazanie

Przy rzucie symetryczna moneta prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym
rzucie wynosi 0,5. Niech A oznacza zdarzenie, ze wykonaliémy n rzutow.
Skorzystamy tu z wlasnoséci prawdopodobienstwa, ktéra méwi, ze

P(A) =1— P(A%).

=) &) 6 - "

gdzie n oznacza ilo$¢ rzutow, wiec

Poniewaz
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Ale P(A) > 0,99, wiec

17L 17L
1—{( = >0,9< (= <0,01 &
(2) »om=(3) <o

2">100 & n>T7.

Przestrzen Poissona

Niech 2 = N U {0} z funkcja prawdopodobienstwa okreslona ciggiem

Pn = e’)‘, n > 0.

n!

Tak okreslona przestrzen jest przestrzenia probabalistyczna dyskretna nie-
skoniczona. Nazywamy ja przestrzenig Poissona.

Zadanie 3.1.4 Prawdopodobienstwo, Ze w pojedynczym rzucie kostkg wypadnie 6
oczek wynost é. Rzucamy kostkg do gry tak dtugo, az otrzymamy w rzucie 6 oczek.
Niech k oznacza liczbe powtorzen tego doswiadczenia. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, zZe

1. doswiadczenie zakorniczymy w pigtym rzucie;

2. liczba powtorzen doswiadczenia bedzie nie mniejsza niz 3.

Rozwiazanie

W rozwiazaniu zadania postuzymy sie funkcja prawdopodobienstwa okreslona

nastepujaco:

pr=q""'p,

gdzie k € N oraz p+q = 1.

1. p:%,zatemq:l—p:%idlatego

C/5\'1 625
P==1\6) 6~ 776"
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1 5 1 25
( k23) ( k<3) b1 — P2 6 6 6 36’

gdzie A>3 oznacza zdarzenie, ze liczba powtérzen wynosi co najmniej 3.
Stochastyczna niezaleznosé zdarzen

Méwimy, ze zdarzenia A i B sa stochastycznie niezalezne, gdy
P(ANB)=P(A)- P(B).

I ogdlnie, zdarzenia Ay, A,, ..., A, sa stochastycznie niezalezne, gdy prawdo-
podobienistwo lacznego zajscia dowolnych m (m < n) zdarzen sposrdéd nich jest
rowne iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen, czyli

P(AuNnApn..NAn,) =P(Aq) - P(Ap) - ...  P(Ai).

Zadanie 3.1.5 Wykazac, Ze jesli zdarzenia A © B sq niezalezne, to niezalezine
s@ rownies zdarzenia A i B€.

Rozwiazanie

Nalezy zauwazy¢, ze skoro AN B C A, to ANBY = A— (AN B). Zatem
P(ANBY) = P(A) — P(ANB).
Z niezaleznosci zdarzen A i B mamy
P(ANBY) = P(A) — P(A)- P(B) & P(ANnBY) = P(A)(1 - P(B)) &
P(ANBY) = P(A)- P(BY),

co nalezalo pokazac.

Model warunkowy. Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech (€2, 3, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, B zdarzeniem takim, ze
P(B) > 0. Biorac (Qp, X'g, Pg), gdzie

Qp = B, Xp jest sladem X na B
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dostaniemy nowa przestrzen probabilistyczna, nazywang przestrzenig warun-

kowg. Dalej bedziemy pisali P(A|B) zamiast Pg(A) i czytali prawdopodobieristwo
zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B.

Zadanie 3.1.6 Niech A C Q i B C Q. Udowodnié, ze P(A) + P(A° N B) =
P(B) + P(An BY).

, A= ANB e Xg dla pewnego A € X

Rozwiazanie

Skorzystamy z pojecia prawdopodobienstwa warunkowego. Dostaniemy ko-
lejno

P(A|B) = % — P(AN B) = P(A|B) - P(B)
P(B|A) = % — P(BN A) = P(B|A) - P(A).
Stad P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A).
Poniewaz
P(A|B) =1— P(A%|B) i P(B|A) =1— P(B°|A)
dostaniemy

(1 - P(A°|B))- P(B) = (1 - P(B|4)) - P(4) &
P(B) — P(A%|B) - P(B) = P(A) — P(BC|A) - P(A).

Wiemy, ze P(A°|B) - P(B) = P(A° N B) oraz P(B€|A) - P(A) = P(B° N A),
czyli P(B) — P(A° N B) = P(A) — P(B° N A) i ostatecznie

P(B)+ P(B°NA) = P(A) + P(A° N B).

Twierdzenie 3.1.1 (O prawdopodobienstwie zupelnym) Niech A bedzie dowol-
nym zdarzeniem, za$ {Bi, Ba, ..., B,} partycig losowg. Wtedy prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A wyraza sie rownoscig

P(A) = P(By) - P(A|B;) + P(By) - P(A|Bs) + ... + P(B,,) - P(A|B,),
czyli

P(A) = ZP(Bz‘) - P(A]B;).

Jest to tzw. wzor na prawdopodobienstwo zupelne.
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Twierdzenie 3.1.2 (Wzor Bayesa)

Niech A bedzie zdarzeniem takim, Ze P(A) > 0. Dla kazdej partycji losowej
{By, By, ..., B,,} prawdopodobienstwa warunkowe P(By|A) zdarzen By przy wa-
runku A (k =1,...,n) wyraZajg sie wzorem

P(By) - P(A|By)
P(A)

P(Bk|A) =

gdzie P(A) = 3" P(B)) - P(A|B)).

i=1

Zadanie 3.1.7 Trzy fabryki produkujgce pewne detale zaopatrujg hurtownie.

Z fabryki III pochodzi 35% detali, a z fabryki I cztery razy wiecej niz z fabryki
II. Wsrod wyprodukowanych detali z I fabryki 40% jest pierwszego gatunku, z
II fabryki—65%, a z III 70% detali. Z magazynu losowo wybieramy jeden detal.
Obliczyé prawdopodobienstwo tego, ze

1. jest on z I fabryki;
2. jest on pierwszego gatunku;

3. pochodzi z fabryky 111, jesli jest pierwszego gatunku.

Rozwiazanie

Zdefiniujmy:
A-zdarzenie polegajace na tym, ze detal jest pierwszego gatunku,
Bi—zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki I,
Bs—zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki 11,
Bs—zdarzenie polegajace na tym, ze detal pochodzi z fabryki III.
Z tresci zadania wynika, ze

P(A|By) = 0,4, P(A|By) =0,65, P(A|Bs)=0,T.
1. Poniewaz
31UB2UB3 - Q, BlﬁBg - (Z), BgﬁBg - (Z), BlmB:; - (Z), P(B1UBQUBg) = 1,

wigc dostaniemy kolejno:

P(By) 4+ P(By) + P(B3) =1,
P(B3) = 0,35,

4. P(By) = P(By),

4-P(By)+ P(B3) 4+ 0,35 =1,
5-P(By) =0,65= P(B,) =0,13,
P(B;)=4-0,13=0,52.



3.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 25

2. P(A) =% P(A|B,)-P(B,) = 0,4-0,52+0, 65-0, 1340, 7-0,35 = 0, 5375.

_ P(ANBs) _ P(A|B3)-P(Bs) _ 070,35 __ 0245 __
3. P(B3|A) - P(A)S - PS&A) == 0,5375 — 0,5375 ~ 0, 456.

Przestrzen produktowa

Zatézmy, ze dane sa dwie przestrzenie probabilistyczne (21,31, Pr) i (22, X, Ps).
Przez przestrzeni produktowa rozumiemy taka przestrzen (2,3, P), dla ktérej
Q = Oy x Qy, z o-cialem produktowym powstaltym z >; i ¥y. Funkcja prawdo-
podobienstwa P okreslona jest wtedy nastepujaco:

P(A, x Ay) = Py(A}) - Po(Ay).

I ogdlnie, niech
(Qj,Zj,Pj), ] = 1, ., n

bedzie ciagiem przestrzeni probabilistycznych. Wtedy (€2, 3, P), gdzie
1. Q=0 x...xQ,
2¥=%0..0%,
3. P(A; x Ay X ... x A,)) = Pi(Ay) - Po(Ay) - ... - Pu(Ay)

dla A; € ¥, jest uogélniona przestrzenia produktowa dowolnej skonczonej ilodci
przestrzeni probabilistycznych.

Zadanie 3.1.8 Pokazac, zZe zdarzenia A = A1 X Qy i B = Q1 X By sq stocha-
stycznie niezalezne w przestrzent produktowey.

Rozwiazanie

Wezmy prawdopodobienistwo produktowe P. Nalezy pokazaé, ze P(ANB) =
P(A)P(B).
Poniewaz

AﬂB:(Al XQQ)Q(Ql XBl) :Al XBl,
wiec z definicji prawdopodobienstwa produktowego dostaniemy

Ale
Pl(Al) = P(A) oraz P2(B1) = P(B),

co konczy dowdd.
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Zadanie 3.1.9 WeZmy n kopit standardowej przestrzeni dwupunktowej oraz
utworzmy z tych kopiv ich produkt. Opisaé zdarzenia elementarne w tej prze-
strzeni. Dla k € {0,...,n} niech Sy oznacza zdarzenie w o-ciele produktowym
ztozone z tych zdarzen elementarnych, Ze liczba 1 pojawia sie doktadnie k razy.
Przyjmujgc, ze prawdopodobienstwo pojedynczego pojawienia sie liczby 1 wynosi

€ (0,1), obliczyé P(Sy).

Rozwiazanie

Niech (2,,2,, P,) oznacza przestrzen standardowa dwupunktowa. Wtedy
Q = Q7 z o-cialem produktowym X' i prawdopodobienstwem produktowym P.
Dlatego kazde zdarzenie elementarne w € €1 jest ciagiem o wyrazach 0, 1 dlugosci
n. Jesli w takim ciagu cyfra 1 pojawia sie k razy, to z definicji prawdopodo-
bienstwa produktowego dostaniemy

P({w}) =p* (1 —p)" "

Poniewaz w € Sy < cyfra 1 pojawia sie k razy i takich zdarzen elementarnych
w zdarzeniu Sy jest (}), wice P(Sg) = (})p*(1—p)"~*. Wynik taki juz widzielismy,
omawiajac model Bernoulliego.

Zadanie 3.1.10 Z talii 24 kart (od 9 do asa) losujemy jedng karte. Niech A;—
zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowang kartg jest as, Ay—zdarzenie polegajgce
na tym, zZe wylosowang kartg jest pik. Oblicz prawdopodobierstwo tego, Ze wylo-
sowang kartg jest:

1. as pik;

2. pik, ale nie as.

Rozwiazanie

Mamy tu do czynienia z przestrzenia dwuwymiarowa okreslona nastepujaco:
Q= {(J’"y) HES Qlay € QQ})

gdzie:
Qy—zbidér figur w kartach, || = 6, Qy—zbidr koloréw w kartach, [ = 4.
Dostaniemy odpowiednio

1. P(Al X Ag) = Pl(Al) . PQ(AQ),
|A1|:1 Pl(A) %:é-
[As] = 1, P2<A2>=%=3@
P(A1 x Ay) = Pi(A1) - Pa(A2) = 5.
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2. P(AS x Ay) = Pi(AS) - Py(Ay),
P(AS x Ay) = (1 — Pi(A))) - Py(Ay) = 2

5
24°

Prawdopodobienstwo geometryczne

Jesli Q = [aq, ag| X [aq, by], to typowe zdarzenie A w dwuwymiarowej przestrzeni
geometrycznej ma postac:

A={(z,y) € Q:x € la,bi], d(z) <y < g(z)},

gdzie d i g—funkcje ciggle okreslone na odcinku [ay, b;].
Prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi wtedy

Floe) - dix))da
Pa) = (by —a1) - (by —az)’

Zadanie 3.1.11 Z kwadratu Q@ = [0,1] x [0,1] wybieramy punkt, ktorego
wspdlrzedne wynoszqg (p,q). Jakie jest prawdopodobieristwo, ze réwnanie

2 +pr+q=0

nie bedzie miato pierwiastkow rzeczywistych?

Rozwiazanie

Roéwnanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych, gdy

2
A<0<:>p2—4~q<0<:>q>%

Wezmy Q = {(p,q) : 0 <p <1A0<qg<1}. Poniewz pole |Q2] =1, wiec

1
2
P 1
0
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3.2 Zadania

Zadanie 3.2.1 W szafce mamy 10 par butow. Wyciggamy losowo 6 butow. Ob-
liczyé prawdopodobienstwo, zZe wsrod nich nie bedzie Zadnej pary?

Zadanie 3.2.2 Rzucamy dwa razy kostkq do gry. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze w sumie otrzymamy

1. 8 oczek;

2. co nagmniej 3 oczka?

Zadanie 3.2.3 Obliczyé prawdopodobienstwo tego, Ze 7 losowo wybranych 0sob
urodzito sie w roznych dniach tygodnia.

Zadanie 3.2.4 Przed kolokwium z matematyki w grupie liczgcej 24 studentow
prowadzqcy zaproponowal studentom, aby wpisali na kartkach po jednej liczbie
naturalnej od 1 do 40. W przypadku gdy wszystkie wpisane liczby bedg rozne,
odwotuje kolokwium i wszyscy otrzymujg ocene bardzo dobrg. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze kolokwium zostanie odwotane?

Zadanie 3.2.5 Uzasadnié, ze prawdopodobienstwo warunkowe jest prawdopodo-
bienstwem.

Zadanie 3.2.6 Wiemy, ze P(ANB) =
Obliczyé P(AU B) oraz P(A® N BY).

LP(A%) = 1 P(B) = &
Zadanie 3.2.7 Przy danych P(A|B) = P(B|A),P(AUB) = %,P(A NB) = i
obliczyé P(B) oraz P(A® N BY).

Zadanie 3.2.8 Na egzaminie student otrzymugje jedng z ocen: bardzo dobry, do-
bry, dostateczny, niedostateczny. W przypadku otrzymania oceny bardzo dobrej,
dobrej, dostatecznej egzamin jest zdany. Prawdopodobienstwo tego, zZe student
uzyska ocene bardzo dobrg lub dobrg jest rowne 0,6. Prawdopodobienstwo zdania
egzaminu wynosi 0,9. Obliczyé prawdopodobienstwo otrzymania oceny dostatecz-
nej na egzaminie.

Zadanie 3.2.9 Liczby {1,2,...,9} sq ustawione w sposdb losowy. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo tego, ze

1. liczby 1 1 2 bedg staty obok siebie;
2. liczba 1 bedzie w tym ciggu przed liczbg 5.

Zadanie 3.2.10 Do windy, ktora zatrzymuje sie na 10 pietrach, wsiada 8 0sob.
Obliczyé prawdopodobienstwo, Ze
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1. kazdy z pasazerow wysigdzie na innym pietrze;
2. wszyscy wysigdg na trzech ostatnich pietrach.

Zadanie 3.2.11 Z talii osmiu kart, w ktorej mamy 4 asy i 4 krole, wybieramy
losowo 2 karty. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze

1. wybrano dwa asy, jesl wybrano co najmniej jednego asa,

2. wybrano dwa asy, jesl wiadomo, Ze wsrod kart jest as pik.

Zadanie 3.2.12 Wykazaé, ze dla A, B, C € Q takich, Ze P(ANB) > 0, zachodzi
réownosé¢ P(ANBNC) = P(A)-P(B|A)- P(C|(ANB)).

Zadanie 3.2.13 Niech Q@ = {(z,y) : © € RAy € R}. Zdarzenia A i B sg
okreslone nastepujaco:

A={(z,y): |z -1 <1A|ly—1 <1}

B={(ny):2* +y* <2},

Wyznaczyé P(A|B) i P(B|A).

Zadanie 3.2.14 Wykazac, ze jesli A, B C §) sq¢ zdarzeniami niezaleznymi, to
niezaleine sq tez zdarzenia AC i B,

Zadanie 3.2.15 Wiadomo, ze Srednio 4 mezczyzn na 100 i 4 kobiety na 1000
sq daltonistami. Z grupy, w ktorej liczba kobiet jest dwa razy wieksza od liczby
mezczyzn, wybrano osobe. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze jest daltoniste? Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, zZe wybranym daltonistg jest mezczyzna?

Zadanie 3.2.16 Ze zbioru {1,2,...,n}, gdzie n> 3, losujemy dwie liczby. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze jedna z nich bedzie mniejsza, a druga wieksza od k,
gdzie 1<k<n i k € N.

Zadanie 3.2.17 W pewnym mieScie mieszka 10 000 osob. Prawdopodobienstwo,
ze wybrana osoba bedzie potrzebowata natychmiastowej pomocy lekarskiej wynosi
0,002. Obliczyé prawdopodobienstwo wezwania pogotowia przez:

1. ktoregokolwiek mieszkarnca tego miasta;
2. wiecej niz 2, ale nie wiecej niz 5 mieszkancow tego miasta;
3. co nagmniej 3 mieszkaricow tego miasta.

Zadanie 3.2.18 Trzech dostawcow dostarcza do hurtowni cytrusy. Dostawy tych
dostawcow majg sie jak 3:5:4. I dostawca dotarcza okolo 1% skrzynek zepsutych
owocow, I1-4%, a I11-3%. Wybralismy skrzynke z dobrymi owocami. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze dostarczyt jg dostawca I?
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Zadanie 3.2.19 W dwoch jednakowo wyglgdajacych kopertach znajdujg sie talie
kart, przy czym w pierwszej jest to talia 52 kart, a w drugiej 24 kart (od 9 do asa).
Z losowo wybranej kopert wyciggamy karte © wktadamy do drugiej. Nastepnie
wybieramy jedng karte z drugiej koperty. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wyciggnietq kartq bedzie as?

Zadanie 3.2.20 Zbior {1,2,...,4n} podzielono na dwie réwnoliczne czesci. Ob-
liczyé prawdopodobienstwo tego, Ze w kazdej z nich jest taka sama ilosc¢ liczb
podzielnych przez n.

Zadanie 3.2.21 W dwdch jednakowych koszykach jest po 10 biatych pitek teni-
sowych. Wktadamy do tych koszykow 20 czerwonych pitek. Jak rozmiescic te pitki
w koszach, aby prawdopodobienstwo wybrania pitki czerwonej z losowo wybranego
koszyka bylo réwne %?

Zadanie 3.2.22 Z odcinka [0,2] wybieramy losowo i niezaleznie dwa punkty.
Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, zZe odlegto$é miedzy nimi jest mniej-
sza od 1. Obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Zadanie 3.2.23 Z odcinka [0, k] wybieramy losowo i niezaleznie punkty x i y.
Niech A-zdarzenie polegajace na tym, ze x* + y? > %, B - zdarzenie, Ze funkcja
In(z* + y* — k) jest dobrze okreslona.

1. Czy zdarzenia A i B sq niezalezne?

2. Obliczyé prawdopodobienstwo zdarzenia B pod warunkiem, Ze zajdzie zda-
rzenie A.



Rozdzial 4

Rozklady dyskretne

4.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Przez rozktad dyskretny rozumiemy kazda funkcje

d:A— Ry,
gdzie
1.
A jest zbiorem skonczonym lub przeliczalnym,
2.

> d(a) = 1.

a€A

Jesli zbiér A jest skonczony, to méwimy wtedy o skoriczonym rozkladzie dys-
kretnym. W przeciwnym razie bedziemy méwili, ze mamy do czynienia
z rozktadem nieskonczonym.

Przyjmijmy, ze

A ={a,, ne€N,}, gdzie N, C N.

Wtedy funkcje rzeczywista

okreslona wzorem

F(z) =Y d(a,) (4.1)

nazywamy dystrybuantg rozktadu d.
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Uwaga 4.1.1 Sumowanie we wzorze 4.1 odbywa sie po wszystkich tych
wartoSciach naturalnych n, dla ktorych a, < x.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.1 Dystrybuanta F kazdego dyskretnego rozktadu prawdopodo-
bienstwa ma nastepujgce wlasnosci:

1.
Veer 0 < F(z) <1,
2.
F jest funkcjg niemalejgcg,
3.
xl—i>IEloo F(z) =0,
4.
:EEIJPOO F(x)=1,
5.
F jest lewostronnie ciggta,
6.

F' jest przedziatami stata.

Na odwrét, dla kazdej funkcji rzeczywistej G mamy:

Twierdzenie 4.1.2 Jesli G ma wtasnosci jak w tezie twierdzenia 4.1.1, to ist-
nieje doktadnie jeden dyskretny rozktad prawdopodobienstwa d: A — R, gdzie

a € A< G ma wa niecigglosé typu skok,

czyli

lim G(z) — G(a) >0

z—a™t

oraz

d(a) = lim G(z) — G(a).

r—a™t

Ponadto dystrybuanta tego rozktadu rowna jest funkcy G.
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Zadanie 4.1.1 Sprawdzic, Ze przyporzedkowanie

d(]) - (?)qun_ja dla] =0,1,...,n,

gdzie 0 <p <1, p+q =1 okresla dyskretny rozktad prawdopodobienstwa.

Rozwiazanie

W naszym przypadku A = {0,1,...,n} oraz d(j) > 0 dla kazdego j € A.
Wystarczy wige pokazac, ze 3, d(j) = 1. Ze wzoru dwumianowego Newtona

mamy
p+a)" =) (?)qu"‘j-

=0

Poniewaz p + ¢ = 1, dowodzi to réwnosci D ;. 4 d(j) = 1.

Zadanie 4.1.2 Uzasadnié, ze przyporzgdkowanie
d: Nu{0} — R,

gdzie
)\TL
d(n) = eXp(—)\)H

definiuje nieskonczony dyskretny rozktad prawdopodobienstwa dla kazdej wartosci

A > 0.

Rozwiazanie

Skorzystamy z rozwiniecia w szereg potegowy funkeji exp(x)

xn
Vier exp(z) = Z P

n>0

W naszym przypadku, podstawiajac x = A, dostaniemy

S d(k) = exp(—A) exp(A) = 1,

k>0

co pokazuje, ze d jest rozkladem.
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Zadanie 4.1.3 Poda¢ przyktad nieskonczonego rozktadu dyskretnego.

Rozwiazanie

WezZzmy dowolny szereg liczbowy o wyrazach dodatnich i zbiezny, np.
1
S = Z ﬁ
n>1

Wtedy szukany rozktad ma postac

1
d(j) = —, j € N.
(J) ol

Zadanie 4.1.4 Dany jest rozktad
d: {-1,5, —=0,5, 0, 1, 2,5} = R,

gdzie

1 1 1
d(_175) = 67 d(_0a5) = 67

Narysowaé dystrybuante tego rozktadu.

Rozwiazanie

1
1112 —_—

23—

—11/3

- 1/6

a5 05 ¢ 1 2,5

Rysunek 4.1: Dystrybuanta rozktadu d

Na rysunku tym wyraznie zaznaczono zjawisko lewostronnej cigltosci dystry-
buanty. Ze wzgledu na jej ksztalt nazywamy ja funkcjg schodkowg.

Mozemy wiec napisac:
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Fakt 4.1.1 Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy rozkltadamsi
dyskretnymi a dystrybuantami typu schodkowego. Odpowiedniosé ta opisana jest
w twierdzeniach 4.1.1 4 4.1.2.

Czas na wyjasnienie roli terminu prawdopodobienstwa pojawiajacego sie
w nazwie rozktadu dyskretnego.
Zachodzi nastepujace twierdzenie (patrz uwaga powyzej):

Twierdzenie 4.1.3 Dla kazdej dystrybuanty schodkowej F' istnieje model proba-
bilistyczny Kotmogorowa (Q, ) P oraz odwzorowanie X takie, Ze:

1.

X:Q— R,

gdzie A jest zbiorem punktow nieciggtosci dystrybuanty F,

Vier {w € O X(w) <t} € X,

P({w €0 X(w) < t}) — F(t)

dla kazdego rzeczywistego t.

Dalej kazde odwzorowanie X, o ktérym mowa jest w powyzszym twierdzeniu,
w punktach (1) i (3) bedziemy nazywali zmienng losowg. Jak pamigtamy, mo-
del probabilistyczny Kolmogorowa opisuje zjawisko losowe, dokladniej, zdarzenie
elementarne w € {2 opisuje stan (wynik) takiego zjawiska, ktéry nie zawsze musi
mie¢ charakter wymierny—czyli nie musi by¢ liczba. Rola zmiennej losowej polega
na tym ze peli ona funkcje translatora, thumaczac stan zjawiska losowego w na
liczbe rzeczywista X(w).

Co wiecej, jesli d jest dyskretnym rozkladem prawdopodobienstwa odpowia-
dajacym dystrybuancie F', to poniewaz dla kazdego t,

P({w €0 X(w) < t0}> — lim F(t), (4.2)

t—td



36 Rozktady dyskretne

z wlasnosci funkeji prawdopodobienstwa dostaniemy
P({w €0 X(w) = to}> - P({w €0 X(w) < to}> —P({w €0 X(w) < to}),
co na mocy twierdzenia 4.1.2 oznacza, ze

d(t,) = P({w €0 X(w) = to}>, t, € A. (4.3)
Na odwrét:

Twierdzenie 4.1.4 Niech Y bedzie zmienng losowg zadang na przestrzeni pro-
babilistycznej (2, X, P) takg, Zze:

Y (2) = B jest zbiorem przeliczalnym

Wtedy przyporzgdkowanie d okreslone na zbiorze B wzorem
d(b) = P({w €0 Y(w) = b})

jest dyskretnym rozktadem prawdopodobienstwa. Co wiecej, biorgc zgodnie
z tunerdzeniem 4.1.3 zmienng losowg X odpowiadajgcq temu rozktadow:, dosta-
niemy

FX:FY7

co oznacza rownosc dystrybuant dla tych zmiennych.

Twierdzenie 4.1.4 i fakt 4.1.1 pozwalaja nam dyskretny rozklad prawdopo-
dobienstwa d traktowaé¢ rownowaznie z dystrybuanta tego rozktadu i zmienna
losowa, o ktérej méwimy wtedy, ze ma rozktad d, co zapisujemy
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Zadanie 4.1.5 Niech X ma rozktad jak w zadaniu 4.1.4. Bierzemy zmienng
losowg Y okreslong nastepujgco 'Y = X2 + 1. ZnaleZé rozklad tej zmiennej
losowey.

Rozwiazanie

Z twierdzenia 4.1.3 istnieje przestrzen probabilistyczna (£2, X, P), dla ktére;
X(Q)={-1,5, —0,5, 0, 1, 2,5}.

Poniewaz zlozenie zmiennej losowej z funkcja ciagla jest zmienna losowa (u nas
funkcja ta to x — 2% + 1), wigc Y jest zmienng losowa oraz

Y(Q) = {1, 1,25, 2, 3,25, 7,25).
Ponadto
P({we @ Y(w) =1}) = P({w e & X*+1(w) = 1}) = P({w € & X(w) = 0}),
P({w €0 Y(w) = 1,25}) — P({w e X2+ 1(w) = 1,25}) -
P({w €0 X(w) = —0,5}),
P({w €0 Y(w) = 2}) - P({w €0 X2 +1(w) = 2}) - P({w €0 X(w) = 1}),
P({w €0 Y(w) =3, 25}) — P({w e X2 +1(w) =3, 25}) -
P(fw e X(w)=-1,5}),
P({w e Y(w) =T, 25}) - P({w e X2 +1(w) =T, 25}) -

P({w €0 X(w) =2, 5}),

co wyznacza rozklad zmiennej losowej Y.

Zadanie 4.1.6 Dane sg¢ dwie zmienne losowe X ©Y kazZda o rozktadzie dyskret-
nym skonczonym. Wyznaczyé rozktad sumy tych zmiennych losowych.

Rozwiazanie

Niech Z = X +Y. Wtedy
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gdzie symbolem & oznaczyliSmy dzialanie tzw. sumy kompleksowej. W naszym
przypadku, zakladajac, ze

X(Q2)=Ax1,...,xn}, YO ={y1, -, Ym}
dostaniemy
Z(Q) :{Zij :xi+yj7 7, = 1,2,...,%, j:1,2,..., m}

Aby wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z musimy podaé¢ wartosci prawdo-
podobienstw

Dij = P({w e Z(u)) = Zij})7
czyli
Pij = P({w e Xw) =zt N{we: Y(w) = y]})
Korzystajac z pojecia prawdopobienstwa warunkowego ostatnia réwnosé,

mozemy zapisa¢ nastepujaco

P({w € Xw) =z} N{we Y(w)= yj}>

pij = P({w o Y yj}) P({w €0 Y(w) = yj}).
(4.5)
Ostatecznie
pij = P({w €0 X(w) =, }[{we 2 Yw) = %})P({w € Y(w) = yj})_
(4.6)

W pewnych sytuacjach prawdopodobienstwo p;; dane 4.6 mozna wyznaczy¢
bezposrednio za pomoca rozkltadéw zmiennych losowych sktadowych.

Powiemy, ze zmienne losowe X i Y o rozkladzie dyskretnym sa stochastycznie
niezalezne, jesli

Pij = P({w € X(w) = xJ)P({w € Y(w)= y]})
dla dowolnych ¢ =1,2,....n, 7 =1,2,...,m.
Zadanie 4.1.7 Niech X1, Xs,... X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych lo-

sowych o jednakowym rozktadzie dwupunktowym. ZnaleZé rozktad sumy tych
zmiennych losowych.
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Rozwiazanie
7 zalozenia dla kazdego j = 1,2,...,n

P({w € Xj(w) = 1}) =p, P({w € X,(w) = 0}) =q,

gdzie0 <p <1, g=1—p.
Niech X = " | X;. Wtedy X(©2) = {0,1,...,n} oraz z zalozenia o nie-
zaleznosci zmiennych losowych X; (patrz 4.6) dostaniemy dla 0 < k <n

P({w €0 X(w) = k:}) - (Z) PP — p)nk,

Istotnie, to ze zmienna losowa X przyjmuje warto$¢ k, oznacza, ze doktadnie
k sposréd n zmiennych losowych sktadowych przyjmuje warto$¢ 1, pozostale
wartos¢ 0. Zdarzenie takie mozna opisa¢ jako zbiér wszystkich ciggéow 0 — 1
dtugosci n, w ktorych liczba jeden pojawia si¢ doktadnie k razy. Poniewaz z nie-
zalezno$ci zmiennych losowych sktadowych prawdopodobienstwo kazdego takiego
ciagu wynosi p*(1 — p)"* i liczba takich ciagéw wynosi (Z), wiec z wlasnosci
funkcji prawdopodobienstwa dostaniemy powyzszy wzor.

Jak juz wiemy, rozkitad zmiennej losowej X jest taki sam jak rozkia Bernoul-
liego z parametrami n i p.
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4.2 Zadania

Zadanie 4.2.1 Rozwazmy rzut kostkg symetryczng. Niech X bedzie zmienng
losowq przyjmujecg wartosé 1, gdy liczba oczek na kostce jest parzysta oraz 0 gdy
jest nieparzysta.

1. Opisaé X jako funkcje X:Q — R. Czy jest to zmienna typu dyskretnego?
2. Znalezé rozktad zmiennej losowe) X.
3. Narysowaé jej dystrybuante.

Zadanie 4.2.2 Rzucamy w sposob niezalezny pieciokrotnie monetq asyme-
tryczng. Niech X zwraca warto$é bedgcg liczbg ortow w pojedynczej serii rzutow.

1. Uzasadnié, ze X jest zmienng losowg typu dyskretnego.
2. Znalezé X(92).
3. Wyznaczyc rozktad tej zmiennej losowe;.

4. Obliczyé prawdopodobienstwo P({w € X(w) < 3})

Zadanie 4.2.3 Niech F' bedzie dystrybuantg zmiennej losowe) X o rozktadzie
dyskretnym. Dla a < b obliczyé:

1.

P({w €W a<X(w)< b})7
2.

P({w € a<X(w)< b}),
3.

P({w €0 a<X(w) < b}).

Zadanie 4.2.4 Niech zmienna losowa X ma rozktad dany funkcjg dystrybuanty

0 r<1,5
0,25 1,5<x<3
0,7 3<x<5H

1 5 < x.

F(x) =

1. Narysowaé wykres F.
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2. Obliczyé P({w € 0,5<X(w) <0, 75}).
3. Obliczyé P({w €0 X(w) > 2, 5}).
J. Obliczyé P({w e [X|(w) < 2}).

Zadanie 4.2.5 Niech Y = X? — 1, gdzie X ma rozklad jak w zadaniu powyzej.
Znalezé rozktad zmiennej losowej Y. Narysowac jej dystrybuante.

Zadanie 4.2.6 Dla j € Q=NU{0} 10 < r < 1 definiujemy rozkltad d
) = (1 =y
1. Sprawdzié, zZe d jest rozktadem prawdopodobinstwa.
2. Obliczyc P({w € X(w) > 8})
Zadanie 4.2.7 Dla j € Q =N U{0} definiujemy funkcje

g1ty JeN
z 7=0

Dobrac tak wartos¢ x, aby d byt rozktadem prawdopodobienstwa.
Obliczyé P({w €0 1< X(w) < 12}).

Zadanie 4.2.8 Niech X bedzie zmienng losowq o rozktadzie dyskretnym takq, ze
Juer 0 < P({w € X(w) = a}) <L
Uzasadnié, ze X jest stochastycznie niezalezna od zmiennej losowej statej.

Zadanie 4.2.9 Kiedy zmienna losowa o rozktadzie dyskretnym jest stochastycz-
nie niezalezna od samej siebie?

Zadanie 4.2.10 Dla jakich liczb rzeczywistych a, b, c

0 dlaxr <1
Fx)=<¢ b(l—-c/z) dlal<z<a
1 dla x > a

jest dystrybuantg rozktadu dyskretnego?
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Zadanie 4.2.11 Dany jest rozktad d

z 2 1 0 1 2
pi=1/31/62/91/61/9

Narysowaé dystrybuante tego rozktadu. Dla rozktadu z powyzszego zadania obli-

czyé P({w € 2: X(w) < 1/2}).

Zadanie 4.2.12 Dany jest rozktad d

v -3 -1 1 2 3
pi=1/41/41/61/61/6

Obliczy¢ Pw € 2 : 1,5 < X(w) < 2,5}).
Zadanie 4.2.13 Dane s¢ dwie zmienne losowe X, Y, gdzie
X(92) ={1,2,3,4,5}, Y(Q) ={0, 1,5, 2, 5,5}.
Definiujemy dwie nowe zmienne losowe:
Z, =min{X, Y}, Zo =maz{X,Y}.
1. ZnaleZé rozktady tych zmiennych losowych.

2. Obliczyc P({w €W Zy(w) < Z2((U)}>.

Zadanie 4.2.14 Narysowaé dystrybuante zmiennej losowej Z = XY, gdzie
zmienne losowe X 1Y okreslone sq jak w powyzszym zadaniu.

Zadanie 4.2.15 Podac przyktad dwdoch roznych zmiennych losowych
o rozktadach dyskretnych i o jednakowych dystrybuantach.

Zadanie 4.2.16 Zmienna losowa X ma dystrybuante jak na rysunku 4.2

1. Opisac rozktad zmiennej losowej X.
2. Obliczyé P({w €0 X(w) < 4}).

Zadanie 4.2.17 Zaproponowaé model probabilistyczny Kolmogorowa (2, X, P)
taki, Ze zmienna losowa Q > w — Y (w) € R ma rozktad jak w zadaniu powyzej.
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5/6
0.5
0.25

Rysunek 4.2: Dystrybuanta zmiennej losowe X

Zadanie 4.2.18 Niech (2, X, P) bedzie przestrzenig produktowg, gdzie
O =0y =1{1,2,3,4},

Definiujemy zmienne losowe:
X(wy,wq) = min{wy, ws},
Y (wy, ws) = mazx{wy,ws},
Z(w1,ws) = w1 + wo.
1. ZnaleZé rozktady tych zmiennych losowych.

2. Czy zmienne losowe X 1Y s¢ stochastycznie niezaleine?

Zadanie 4.2.19 Niech (X,,) bedzie ciggiem zmiennych losowych takim, Ze
1.

X.(Q)={0,1,2,...,n}, n>1,

gdzie
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Obliczyé lim P({w €0 X, (w) = j}) dla j > 0.

Zadanie 4.2.20 Wiadomo, ze w pewnej populacji osob stosunek liczby o0sob
powyzej 70-roku zZycia do 0séb w wieku z przedziatu [50,70) lat do 0séb w wieku
z przedziatu [25,50) lat do 0s6b w wieku z przedziatu [18,24) lat ma sie jak 1:3:4:2.

Niech X oznacza zmienng losowq przyporzadkowujgcg losowo wybranej osobie
grupe wiekowq: 1, 2, 3, 4.

1. Znalezé rozktad zmiennej losowej X.

2. Narysowac dystrybuante tej zmienney.

3. Obliczyc P({w e 2<X(w)}< 4).



Rozdzial 5

Rozklady ciagle

5.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Kazde odzworowanie X okreslone na przestrzeni probabilistyczne;j <Q, 2 P)

o wartosciach w zbiorze R bedziemy nazywali zmienng losowg, o ile
Vier {w € Q: X(w) <t} e X.
Pozwala to nam zdefiniowaé¢ funkcje rzeczywista

F: R—R (5.1)

wzorem

F(z) = P({w € Q: X(w) < 2}). (5.2)

Wtedy funkcje te nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej X. Zachodzi
nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 5.1.1 (o dystrybuancie) Dla kazdej zmiennej losowej X funkcja F
dana wzorem 5.2 ma nastepujgce wtasnosci:

1.
Veer 0 < F(z) <1,
2.
F jest funkcjg niemalejgca,
3.

lim F(x)=0,

r——00
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lim F(x)=1,

T—400

F' jest lewostronnie ciggta,

Na odwrdt, dla kazdej funkcji F' o wlasnosciacj (1)-(5) istnieje przestrzen
probabilistyczna (Q, >, I5> oraz zmienna losowa X okreslona na tej przestrzens,

ze jej dystrybuanta jest rowna funkcji F', czyli

Fg=F

W przeciwienstwie do sytuacji rozktadu dyskretnego moze si¢ zdarzy¢, ze zbior
X(€2) nie musi by¢ przeliczalny.

Zadanie 5.1.1 Dla kazdego w € Q niech X(w) oznacza losowo wybrang liczbe
rzeczywistqg. Wezmy réownanie kwadratowe

22 + X(w)r + X(w) = 0.

Niech A oznacza zbior tych w € Q, Ze rownanie to ma rozwigzanie. Uzasadnic,
ze A jest zdarzeniem.

Rozwiazanie
Jasne jest, ze
A={weQ X(w) <0} U{we 2 X(w) >4}, bowiem X*(w) — 4X(w) > 0.

Wystarczy pokazac, ze oba zbiory wystepujace w powyzszej sumie sa zdarzeniami,
bowiem suma zdarzen jest zdarzeniem.
Poniewaz

{we D X(w) >4} ={we X X(w) <4}

z definicji zmiennej losowej zbior ten jest zdarzeniem. Zajmieny si¢ pierwszym
sktadnikiem.
Mozna udowodni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ i zmiennej losowej X
mamy
1
{we® Xw) <t} =(({we X(w)<t+ ~}. (5.3)

neN
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Poniewaz przekréj przeliczalnej podrodziny zdarzen jest zdarzeniem, dowodzi to,
ze réwniez pierwszy sktadnik badanej sumy jest zdarzeniem.

Powiemy, ze dwie zmienne losowe X 1 Y sa stochastycznie niezalezne, jesli
Viser {w € O X(w) <t} i{weQ Y(w)<s}

sa zdarzeniami stochastycznie niezaleznymi.

Zadanie 5.1.2 Z odcinka [0, 1] wybrano losowo i w sposdb niezalezny dwie rézne
liczby, dzielge ten odcinek na trzy mmniejsze odcinki. Opisac zdarzenie A € X, Ze
z powstatych odcinkow mozna zbudowac trojkgt.

Rozwiazanie

Dla w € Q niech X(w) i Y(w) beda réznymi liczbami z odcinka [0, 1].
Z zalozenia zmienne te sa stochastycznie niezalezne.
Mamy wtedy
0<X(w)<Y(w)<1,

albo
0<Y(w) <X(w)<1.

WezZmy na chwile pare liczb p, ¢ takich, ze
O0<p<g=<1l

Sformutujemy warunek, przy ktérym z odcinkéw:

0,p], [p,dl, [q,1]

mozna zbudowaé trojkat.

Z podstaw geometrii wiadomo, ze aby tak bylo, suma diugosci dwoéch dowol-
nych odcinkéw musi by¢ mniejsza od diugosci pozostatego. Tak z kolei bedzie,
jesli kazdy z tych odcinkow bedzie mial dlugos¢ mniejsza od %

Dlatego

< L < L, 1 < L
p 9 q—7p 5 G q 2%
Wracajac do naszych zmiennych losowych dostaniemy
1 1 1
A={we X(w) < 3 AN Yw) —Xw) < 3 A Y(w) > Q}U

(wed Yw) <% A X(w) - Y(w) <% A X(w) >



48 Rozktady ciagle

Jesli dla kazdego rzeczywistego z,

PH{w € Q: X(w) =2,}) = PHw € Q2: X(w) <z,})—P{w € 2 X(w) < x,}) =

(5.4)
lim F(z)— F(x,) =0,

z—xt

czyli dystrybuanta zmiennej losowej jest funkcja ciagla, to bedziemy méwili, ze
zmienna losowa ma rozktad catkowicie niedyskretny.

Jesli dodatkowo funkcja F' jest rézniczkowalna poza, by¢ moze, skonczonym
podzbiorem, to powiemy, ze X ma rozktad ciggly. Poniewaz w standardowym kur-
sie analizy nie wprowadza si¢ pojecia catki Stieltjesa, dalej w wigkszosci sytuacji
ograniczymy si¢ tylko do rozkladow ciaglych.

Niech F' bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X o takim rozktadzie. Wtedy
ze wzory Riemanna-Newtona-Leibnitza dla calki mamy

/ F'(z)dx = F(b) — F(a). (5.5)
Z drugiej strony
P{w e Q: a < X(w) <b}) =F(b) — F(a).

Oznaczjac przez
F'(x) = f(z) (5.6)

dostaniemy

Pwe 2 a <X(w)<b}) = / f(z)dz. (5.7)

Funkcje f zdefiniowana wzorem 5.6 nazywamy funkcjg gestosci rozktadu
zmienne] losowe;j.

Przechodzac w 5.7 z a — —o0, otrzymamy

b
P{w e Q2 X(w) <b}) = / f(x)dx. (5.8)
Biorac b — 400 w 5.8, dostaniemy
1=P(Q) = +OO f(z)dx. (5.9)

I na odwrot, zachodzi nastepujace twierdzenie:



5.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykiady 49

Twierdzenie 5.1.2 (o funkcji gestosci) Dla kazdej funkcji cigglej f: R — Ry U
{0} takiej, Ze zachodzi 5.9 istnieje przestrzen probabilistyczna (2, X, P) i zmienna
losowa X taka, ze Iy = f.

Niech fx oznacza gesto$¢ rozkladu zmiennej losowej X. Wtedy dla dowol-
nej rzeczywistej funkeji ciaglej g odwzorowanie ¢g(X) jest zmienna losowa tez o
rozktadzie ciagtym.

Zadanie 5.1.3 WeZmy zmienng losowg Y = X? (czyli g(z) = 2*). Znalesé
rozktad tej zmiennej.

Rozwiazanie

Z zalozenia X ma gestos¢ fx. Poniewaz Y przyjmuje wartosci nieujemne, jej
dystrybuanta Fy(t) =0 dlat < 0.
Dla ¢t > 0 dostaniemy

Fy(t)= P{we Q: Yw) <t}) = Pw e Q: X*w) < t}).
Po obustronnym spierwiastkowaniu otrzymamy
Fy(t) = P{w e Q: [X|(w) < Vt}) = P{w € Q& —Vt < X(w) < V1}).
Ale X ma rozklad ciagly, zatem P({w € Q: X(w) = —v/t}) = 0 i dlatego
Fy(t) = P({w e Q2 —Vt <X(w) < Vt}).
Mamy wicc

0; t <0,

() = { Fx(VE) - Fx(—VD); 1> 0.

Po zrézniczkowaniu stronami, z zasady rézniczkowania funkcji ztozonej otrzy-
mamy poszukiwana gesto$¢ zmiennej losowej Y

0; t <0,

fy(t) = { ﬁ(fx(\/g) + fX(—\/E)>; t>0.
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Zadanie 5.1.4 Niech X(2) = [a,b] dla a < b. Jak wiadomo wtedy, Vo<a<p<p
zbior A ={w € Q: X(w) € |a, B]} jest zdarzeniem.

Zalozmy, ze P(A) = g:g‘ Znalezé rozktad zmiennej X.

Rozwiazanie

Poniewaz X(Q2) = [a, b], wiec

0; t<a,
FX@:{ 1; t>b.

Dla t € (a, b] dostaniemy

t—a

Fx(t) = P({w € & X() <#}) = P({w € & X(w) € [a,0)}) = 7—

W takim razie X ma rozktad ciagly i funkcja gestosci ma postac

0; t¢ a0
fX(t):{ L. tea,b).

b—a

Dalej rozklad taki bedziemy oznaczali przez J([a,b]) i bedziemy nazywali
rozkladem jednostajnym na przedziale |a, b].

Zadanie 5.1.5 Niech zmienne losowe X 1Y bedg stochastycznie niezaleine
o rozktadzie ciggtym. ZnaleZé rozktady zmiennych losowych

Z, =min{X,Y}, Zy =max{X,Y}.

Rozwiazanie

Oznaczmy odpowiednio przez Fx, Fy, fx i fy dystrybuanty i funkcje gestosci
tych zmiennych. Wtedy z wiasnosci funkcji prawdopodobienistwa dostaniemy

Fp(t) = P({w € Q: Zi(w) < t}) = P({w € @ min{X(w), Y(w)} < t}) =
1-P({w € Q: min{X(w), Y@} >t}) =1-P({w € & X(w) >t AY(w) > 1)) =
1 - PweQ: Xw)>t)P({we 2 Y(w) > 1)),

gdzie ostatnia réwnos¢ jest konsekwencja stochastycznej niezaleznosci.
Dlatego

Fa () =1— (1 —P({weQ X(w) < t})) (1 ~Plwe Yw) < t}))
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i ostatecznie
Fa(t) =1 - (1= Fx(1)) (1= Fr (1)),

co dowodzi, ze Z; ma rozklad ciagly.
Roézniczkujac stronami, otrzymamy

fa(t) = = (= fx () (1 = Fy(8) + (1 = Fx(0)(~ (1)) =
Sx()(1 = Fy(t) + fr(t)(1 = Fx(1)).
Dla zmiennej Zs rachunek bedzie wygladat nieco prosciej
Fz,(t) = P{w € Q: Zs(w) < t}) = P{w € Q©: mar{X(w),Y(w)} <t}) =

Plwe Q: X(w)<tAY(w)<t}) =P{we 2 X(w) <t})P{w e Q2 Y(w) < t}),

Fz,(t) = Fx(t)Fy(t).

Oznacza to, ze Zs tez ma rozklad ciagly, oraz z zasady rézniczkowania iloczynu
dostaniemy

fz,(t) = fx(t)Fx (t) + Fx(t) fy (t).

Zadanie 5.1.6 Wiadomo, ze [ jest gestoScig rozktadu pewnej zmiennej losowey.
Bierzemy funkcje

g(:z:)z@—i—f(%—l—c) dla b#0, a,c € R.

1. Dobraé tak state a,b, c, aby g byla funkcjg gestosci pewnej zmiennej losowej]
Y.

2. ZnaleZc¢ dystrybuante tej zmienney.

Rozwiazanie

Z warunku 5.9 wynika, ze a = 0. Dla takiego a rozwiazemy réwnanie
+o00 0 +o00
1:/ g(x)dx :/ g(x)dx+/ g(x)d.
o —0 0
Poniewaz

[ otwe= g [ r(% 4 c)a

—_
oo T 0o
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wigc, stosujac zamiang zmiennych w ostaniej calce, dostaniemy
C

Lof(%+c>dx:b . f(u)du

p e

i po powrocie do gléwnego rachunku

0 ¢ { b [ flu)du; b>0,

li =b li 0
o T f(b +C)dx b T €+cf( u)du —bf;L f(u)du; b<0.

Podobnie dla drugiej catki mamy

S——+o0

~+o00 S T
g(z)dr = lim fl=+clde=
I G+

b lim %Hf@ﬂu— b Flw)dus b >0,
S—+oo /. N —bf_coo f(u)du, b < 0.

Ostatecznie nasze rownanie bedzie miato postac:

1:[009(;5)(1;5:1)(/_; F(u)du + cm f(u)du),

o0

czyli
“+oo

b fwdu=1sb=1, dlab>0, c€R.

Z kolei dla b < 0 dostaniemy
c +oo
—b)(/ Flu)du + f(u)du) —1e -b=1, ceR.

Oznacza to, ze dlaa =0, c € R, b € {—1,1} g jest funkcja gestosci pewnej
zmiennej losowej Y.
Biorgc na przyktad b = 1, ¢ € R, dostaniemy g(z) = f(x + 1) i odpowiednio

/ f(z+c)dr = lim tf(x—i—c)d:c:

—)OOT

lim f du—/ f(u)du = Fx(t + ¢),

T——o00 Ttec

gdzie w powyzszych catlkach po drodze skorzystaliémy z zasady zamiany zmien-
nych.
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Zadanie 5.1.7 Sprawdzic, czy

_ [ e gy >0
f(x)—{ 0; gdyx<O0

jest funkcjg gestosci prawdopodobienstwa. Jesl tak, to wyznaczyé dystrybuante
tego rozktadu.

Rozwiazanie

Z wlasnosci funkcji gestosci wynika, ze A > 0. Sprawdzimy, czy dla takich A
zachodzi warunek 5.9.
Poniewaz

/)\e)‘md:c = —e M4,

wiec odpowiednie catki beda réwne

0
/ f(z)dz =0, co wynika z definicji f

oraz n T
de = i de Mdr = lim [—e N]] =
, J@de=lm o Ae = lim e,
lim (—e ™™ +1)=1.
T—+o0

Pokazalismy, ze dla kazdej wartosci A > 0, f definiuje rozktad prawdo-
podobienstwa. Niech X oznacza zmienna losowa o takim rozkiadzie. Wtedy
X(©2) = Ry U{0}, co oznacza, ze F(t) =0dlat <0.

Dla ¢ > 0 dostaniemy

t t
F(t) = / Xe Mdr = / e Mdy = [—e M =1 —e M.
0

Rozktad rozwazany powyzej w literaturze nazywany jest rozktadem
wyktadniczym i oznaczany jest przez W(M). Ponizej zamiesdciliémy wykresy funkcji
fiF.
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~

Rysunek 5.1: gesto$é rozktadu W(\)

Rysunek 5.2: dystrybuanta rozkladu W(\)

Zadanie 5.1.8 Dla jakich a,b, c rzeczywistych funkcja

0; r<1
Flz)=4q —b(1+%); 1<z<a
1; T >a

jest dystrybuantg rozktadu dyskretnego? Czy F moze byc dystrybuantg rozktadu
catkowicie niedyskretnego i ciggltego?
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Rozwiazanie

F' jest dystrybuanta rozkladu dyskretnego doktadnie wtedy, gdy jako dystry-
buanta jest funkcja schodkowa. Z zalozenia a > 1idlax <1 oraz dlaxz > a, F
ma posta¢ jak na rysunku 5.3

Rysunek 5.3: dystrybuanta rozktadu

Zatem, aby F mogta by¢ funkcja schodkowa na przedziale (1, a], musi przyj-
mowaé wartosé stala z przedziatu [0,1]. Dlatego b, ¢ musza przyjmowaé takie
wartosci, aby funkcja

c
—b(l + 5) = const € [0,1] dla z € [1, al.

Mozo to si¢ zdarzy¢ tylko w dwdéch sytuacjach:

1.
b=0iceR

albo

c=0,0<=b<1, eczylic=01 —1<b<0.

Jesli F' ma by¢ dystrybuanta rozktadu catkowicie niedyskretnego, to jako funk-
cja musi by¢ ciagta. Dokladniej, z postaci F' chodzi o ciagloé¢ tylko w punktach
11ia.

Dla liczby 1 dostaniemy

lim F(z)=-b(l+¢)=0&b=0 V c=—1.

rz—1+

Poniewaz dla b =0, F(a) =0 < lim F =1, dlatego ¢ = —1.

r—at
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Wtedy
F(x)z—b(l—i), l<z<ai —1<b<0.
Ponadto
F(a):—b<1—1> —leb=—2jia>1
a l—a
Ostatecznie dla ¢ = =1, a > 11 b = %=, F jest dystrybuanta rozktadu

catkowicie niedyskretnego. Poniewaz F' nie jest rozniczkowalna tylko w 1 ¢ a, jest
to réwniez rozktad ciagty.
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5.2 Zadania

Zadanie 5.2.1 Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 dla x < —1
Fl)={ 1-2 dla —1<2<0
1 dla x > 0

Obliczyé - P(X =2), P(-3<X < 1), P(X>1/2).

Zadanie 5.2.2 Dobrac tak state a, b € R, aby

%e‘” dlax <1
Flz)=¢ bx+3/4 dlal<z<2
1 dla x > 2

byta dystrybuantg pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.

Zadanie 5.2.3 Dla jakich liczb rzeczywistych a, b, c

0 dlax <1
Fx)=<¢ b(l—-c/z) dlal<z<a
1 dla x > a

jest dystrybuantg rozkladu dyskretnego? Czy mozna tak dobraé te stale, aby F
byta dystrybuantq rozktadu catkowicie niedyskretnego?

Zadanie 5.2.4 Zmienna losowa X ma rozktad

0 dlax<0
F(z)=¢ iz dia0<z<1
1 diax>1
Znalezé rozktad zmiennej losowe] Y = —X + 2.

Zadanie 5.2.5 Dla jakich rzeczywistych a,b, c

a dlaoxr<-1
flx)=4¢ b dla —1<z<1
¢ dlax>1

jest gestoscig pewnego rozktadu. Wyznaczycé dystrybuante tego rozktadu.

Zadanie 5.2.6 Zmienna losowa X ma gesto$é

[ 2=2z dlaze€(0,1)
f@—{o dlaz ¢ (0,1)

Obliczy¢ P(—1 < X < 1/2).
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Zadanie 5.2.7 Dobraé tak wartosé o, aby funkcja

[ asinz dlaz € [0,7]
flo) = { 0 dla x ¢ [0, 7]

byta funkcjg gestosci. Wyznaczyé dystrybuante tego rozktadu.

Zadanie 5.2.8 Dobra¢ tak state a, b aby funkcja

a+barccosz dla |z| <1
Flz)=4¢ 0 dla x < —1
1 dlax >1

byta gestoscig zmiennej losowej X typu cigglego. ZnaleZé jej funkcje gestosci.

Zadanie 5.2.9 Sprawdzié, czy f jest funkcjg gestoSci pewnego rozktadu. Jesli
tak, to znaleZé jego dystrybuante, jesli

0 dla x <0
)z dla x € (0,1]
F@) =93 222 diaze (1
0 dla 2 <x

Zadanie 5.2.10 Niech X oznacza losowo wybrang liczbe z przedziatu [1, 5]
z funkcjg gestosci f(x) = .

1. Znalezc a.
2. Obliczyé P({w € Q: X(w) € [2,4]}).
3. Obliczyé P({w € : X(w) > 4}).

Zadanie 5.2.11 Niech X € J([0,1]). ZnaleZé rozktady zmiennych losowych:
1.

1
Y=gt
2.
Y =in(X+1),
3.
Y= (x-3)
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Zadanie 5.2.12 Zmienna losowa X ma gestosé

cx(l—x) dlaz e (0,1)
f@:{o dlaz ¢ (0,1)

1. Znalezé stalq c.
2. Wyznaczyé dystrybuante F.
3. Obliczyé P({w € Q: X(w) < 1}).

Zadanie 5.2.13 X ma dystrybuante okreslong nastepujgco

0 dlax <0
F(z)=1¢ sin®Z dlax € (0,1]
1 dla x > 1

1. Czy X jest typu ciggtego?
2. Jesli tak, to wyznaczyc f.
3. Obliczyé P({w € Q: X(w) < 1}).
Zadanie 5.2.14 Niech X € W()\). Znalezé gestosé zmiennej Y = rX dlar > 0.

Zadanie 5.2.15 Wiadomo, zZe zmienna losowa X ma rozklad dany funkcjg
gestosci

s dlaxe(0,1]
flx) = % dla x € (1,2]
0 dla pozostatych
ZnalezZé rozktad zmiennej losowe; Y = —%X + %. Czy otrzymany rozktad jest

cigglty? Jesli tak, to wyznaczyc fy.

Zadanie 5.2.16 Zmienna losowa X ma rozktad

o= {0 e
ZnaleZé rozktad
1. Y =2X2,
2. Y =X,

Zadanie 5.2.17 X ma rozktad dany funkcjg gestosci

s dla || > 1
— 2x2
f(z)_{o dla |z| < 1

Znalezé dystrybuante zmiennej X.
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Zadanie 5.2.18 Wiadomo, ze w pewnej miejscowosci temperatura X mierzona
jest wedtug rozktadu o funkcji gestosci f(t) = %6’“', teR.

1. Znalezé dystrybuante rozktadu temperatury.

2. Obliczyé prawdopodobieristwo P({w € Q: |X|(w) < 3}).

Zadanie 5.2.19 Czy mozna tak dobrac statg a, aby funkcja

0 dlax <1
F(z) = 2(1— %) dla x € (1,a]
1 dla x > a

byla dystrybuantg zmiennej losowej typu ciggtego? Wyznaczyé gesto$c tej zmien-
nej losowey.

Zadanie 5.2.20 Zmienna losowa X ma gestosé

ze ™™ dlax >0
f(x)—{o dla = < 0.

ZnaleZé rozktad zmiennej losowej Y = —X. Czy ten rozktad jest ciqgly?



Rozdzial 6

Parametry rozkladow

6.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Na poczatku przypomnimy podstawy rachunku catkowania po rozktadzie prawdo-
podobienstwa. Niech beda dane:

1. dystrybuanta F' rozkladu prawdopodobienstwa,

2. rzeczywista funkcja ciagta g.

Wyjasnimy znaczenie calki zapisywanej jako

/R g(x)dF.

Jak juz sygnalizowalismy na wstepie, ten typ calki, zwanej catkg Stieltjesa, nie
miesci sie w standardowym kursie analizy. Dlatego zrobimy to z praktycznego
punktu widzenia, pokazujac zasade jej liczenia.

W tym celu rozpatrzymy trzy najwazniejsze sytuacje:

1. F' jest rézniczkowalna, poza by¢ moze, zbiorem skoniczonym, czyli dany
rozklad jest ciagly. Wtedy

[atwir= [ gwpwie= [ g

o0 — 00

o ile funkcja |g| f jest catkowalna, gdzie f jest funkcja gestosci tego rozktadu.

2. F ma przeliczalny zbiér punktéw nieciagtosci {x,: n € N,}, ktéry jest
zbiorem ograniczonym. Ponadto zalézmy, ze dla kazdej pary sasiednich
punktow niecigglodci z; < x; na przedziale (z;,z;), F' jest rézniczkowalna.

Wtedy

Joswar= [ swseyss [ o [ ot e

[e.e]
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> g(xn)pa,
neN,
gdzie
P = lim F(z) — F(z,) = P({w € Q: X(w) =x,}),
o ile funkcja |g|f jest catlkowalna i odpowiednie szeregi sa zbiezne bez-
wzglednie. Ponadto liczby a i b oznaczaja odpowiednio kres dolny i kres
gorny zbioru punktéw nieciaglodci funkeji F'i f = F.
3. F ma przeliczalny zbiér punktéw niecigglosci {x,: n € N,}, ktéry jest

zbiorem nieograniczonym. Ponadto zalézmy, ze dla kazdej pary sasiednich
punktow niecigglodci z; < x; na przedziale (z;,z;), F' jest rézniczkowalna.

Wtedy
/Rg(x)dF: Z

i <xj

[ s@r@is+ Y g,

neN,

gdzie p, ma znaczenie jak wczesniej, o ile odpowiednie szeregi sa zbiezne
bezwzglednie.

Jedli F = Fx i g(z) = 2" dlar € N, to [, g(x)dF, o ile jest skoriczona,
nazywamy r-tym momentem zmiennej losowej X, co zapisujemy

EX". (6.1)

Przypadek r = 1 nazywamy wartoscig srednig lub oczekiwang zmiennej loso-
wej X.
Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.1.1 Dla kazdej zmiennnej losowej X mamy:

1.

V,59 |EX"| < 00 = [EX"Y| < .

Voser E(aX + 8Y) = aEX + SEY,

co nazywamy wtasnoscig lintowosci operacyi wartosci sredniej.

Zalézmy teraz, ze X ma r-ty moment (r > 2). Wtedy, jak wiemy, ma tez
pierwszy moment oraz mozna pokazac, ze istnieje liczba

E(X — EX),
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ktora nazywamy r-tym momentem centralnym zmiennej losowej X. Wsrdd takich
momentéw wazny jest drugi. Nazywamy go wariancjg zmiennej losowej X oraz
oznaczamy

var(X) = E(X — EX)?.

Dla wariancji mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1.2 Niech zmienna losowe X ©'Y majg drugie momenty. Wtedy:

1.
var(X) > 0,
2.
var(X) =04 Jer P{w € X(w) =c}) =1,
3.

var(X) = EX? — (EX)?,

4. jgesl zmienne losowe X 1Y sq stochastycznie niezalezne, to

var(X +7Y) = var(X) + var(Y).

Zadanie 6.1.1 Zmienna losowa X ma rozklad

0; r< -1
Flz)=( -2 +10+3 —-1<a<l1
1; x>1

Obliczyé wariancje tej zmiennej.

Rozwiazanie

Poniewaz X ma rozklad ciaglty oraz

0; < —1
fl)y=¢ —30+35 —-l<a<l
0; x>1,

wiec

+oo 1 1 1 1
EX—/R:L’dF—/_ xf(x)d:c—/_l<—§x+§)xdx——§.
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Podobnie
+o0 1 1 1
EX? = / 2*dF = / $2f($)d$ = / (— —x + )xzdx = —
R —00 -1 2
Dlatego
var(X) =EX? — (EX)’= - — — = —
3 9 9

Zadanie 6.1.2 Niech X € P()). Czy rozktad ten posiada wariancje skoniczong?

Rozwiazanie

Jak wiemy, dystrybuanta F' tego rozktadu jest funkcja schodkowa i jej punk-
tami nieciaglosci sa elemety zbioru NU{0}. Stad z zasady catkowania dostaniemy

0 i+1
/ xdF = / x0dx + Z/ x0dx + Zzpz
R [e%S) i

- i>0 i>0

Poniewaz

wiec

co pokazuje, ze EX = \.
Sprawdzimy teraz, czy skonczona jest wartos¢ drugiego momentu. Dosta-
niemy odpowiednio

/ r2dF = Zz’Qe_)‘)\—i = 6_)‘22' M = )\G_AZ(J' + 1)£
n i 2" 1)) Ik

i>0 ' >0

gdzie w ostatniej sumie zamieniliSmy zmienne podstawiajac j = ¢ — 1. Konty-
nuujac rachunek, otrzymamy

P N
/ P*dF = )\e’A<Z A7+ Z —') =X (et +et) = A+ A
Zatem X posiada skonczony drugi moment, stad i wariancje réwna

var(X) = A2+ X=X\ = )
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Zadanie 6.1.3 Niech X ma rozklad dyskretny skoriczony, czyli X() =
{z1,..., 2} oraz P({w € & X(w) = z;}) = pj. Wyprowadzié wzor na wartosé
oczekiwang tej zmiennej losowe;.

Rozwiazanie

Mozna dalej przyjac, ze elementy x; zostaly uporzadkowane rosnaco.

Wtedy

1 +o0 Tit1
rzdF = / Ozdx —I—/ Oxdx + / Oxdx + TiDi-
I, L 2

— 00

Ostatecznie .
i=1
1

W szczegdlnosci, gdy rozktad ten jest jednoczesnie jednorodny, czyli p; = -
to ostatni wzor przyjmie postac

1 n
EX = ﬁ;x

i nazywa sie Srednig arytmetyczng z wartosci zmiennej losowe;j.

Y

Zadanie 6.1.4 Dane sq¢ dwie niezalezne zmienne losowe X 1Y, o ktorych wia-
domo, ze:
EX =2 EY =15 EX?=3, EY?’=14.

Bierzemy zmienng losowg Z = —2,5X + 1,5Y. Obliczyé wariancje tej zmiennej
losowey.

Rozwiazanie

Gdybysmy umieli wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z, postapilibysmy jak
w przypadku zadan przedstawionych wyzej—catkowalibySmy po tym rozkladzie.
Poniewaz nie mozemy tego zrobi¢, najpierw skorzystamy z liniowosci operacji
wartosci oczekiwanej. Pozwoli to nam obliczy¢ warto$é¢ oczekiwana Z

EZ = E(-2,5X +1,5Y) = —2,5EX + 1,5EX = —5 + 2,25 = —2, 75.

Teraz obliczymy jej drugi moment

2
EZ’ — E( 25X + 1, 5Y) _ E<6, 25X% + 2 25Y% — 7, 5XY).
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Korzystajac ponownie z liniowosci wartosci oczekiwanej, otrzymamy
EZ? = 6,25EX? + 2, 25EY? — 7,5E (XY) — 98,75 — 7,5E (XY)

Mozna pokazaé, ze jesli zmienne losowe X ¢ Y maja wartosci oczekiwane i sa
niezalezne, to

E(XY) _ EX-EY.
Dlatego
EZ> — 28,75 —7,5-2-1,5 = 28,75 — 22.5 — 6, 25.

Wreszcie
var(Z) = 6,25 — (—2,75)%

6.2 Zadania

Zadanie 6.2.1 Uzasadnié , zZe dla zmiennej losowej X mamy

1.
2

var(X) = EX? — (EX)

var(cX) = c*var(X), dla ¢ € R.

Zadanie 6.2.2 Wiadomo, Ze dla pewnej zmiennej losowej X mamy: EX = 100,
var(X) = 15. ZnaleZé:

1. EX?,

2. B(3X + 10),
3. E(—-X),

4. var(—X).

Zadanie 6.2.3 Pokazac, ze dla niezaleznych zmiennych losowych X Y
o rozktadach dyskretnych skoniczonych zachodzi wzor E(XY) = (EX)(EY).

Zadanie 6.2.4 Korzystajgc z faktu, ze dla niezaleznych zmiennych losowych po-
siadaggcych drugie momenty E(XY) = (EX)(EY), uzasadnié, Ze wariancja
sumy tych zmiennych jest sumg wariancyi.
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Zadanie 6.2.5 Korzystajgc z definicji rozkladu dwumianowego X € B(n,p), wy-
prowadzi¢ wzory na warto$é oczekiwang i wariancje.

Zadanie 6.2.6 Na przyktadzie zmiennej losowej o rozkladzie dyskretnym
skonczonym zinterpretowaé pojecie wartosci oczekiwanej © wariancyi. Na tej
podstawie wywnioskowac, ze jesli zmienna losowa X rejestruje stale jednakowq
warto$é, to var(X) =0 oraz EX = X.

Zadanie 6.2.7 Niech zmienna losowa X rejestruje pierwsze pojawienie Sie
porazki w nieskoriczonej serii powtorzen pojedynczego eksperymentu, ktory zwraca
1 (sukces) z prawdopodobieristwem p i 0 (poraike) z prawdopodobieristwem q.
ZnaleZé rozktad tej zmiennej losowej, a nastepnie pokazac, ze EX = %.

Zadanie 6.2.8 Niech zmienna losowa X ma rozktad

0, gdy r < —1
F(z) = 1—22—2, gy —1<x<0
1, gdy x> 0.

Obliczyé jej wariancje.

Zadanie 6.2.9 Wiadomo,ze zmienne losowe X1, Xg sq¢ niezalezne 1 majg rozktad
zdefiniowany jak nizej

0, gdy x <0
1

3T,  gdy 0<zr<1
1, gdy x> 1.

F(zx) =

Bierzemy zmienng losowg
X =3X; — Xy + 1. Obliczyé : EX, EX?, var(X).

Zadanie 6.2.10 Dany jest rozktad zmiennej X jak ponizej

w2 -1 0 1 2
pi=1/31/62/91/61/9

Obliczyé drugi moment i drugi moment centralny zmienne; Y = 2X + 1.

Zadanie 6.2.11 Czy dla pewnych a funkcja

- dla x > 1
0 diax<1

fx) =

posiada EX?
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Zadanie 6.2.12 Zmienna losowa X ma rozktad

_{3x2 dla z € (0,

0,1)
@ =0 daz¢ 01

)
Obliczyé var(Y), jesli Y = X2

Zadanie 6.2.13 Zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem \. Bie-
rzemy zmienng losowg Y = X + 2. Obliczyé jej wartosé oczekiwang i wariancje.

Zadanie 6.2.14 Dane sq¢ dwie niezalezne zmienne losowe X 1 Xo 0 rozkladzie
ciggtym oraz o wartosciach oczekiwanych rownych odpowiednio my i mo. ZnaleZé
warto$ci oczekiwane zmiennych losowych min{Xy, Xo} i max{X;, Xs}.

Zadanie 6.2.15 Podac przyktad zmiennej losowey, ktéra ma wartos¢ oczekiwang,
a nie ma drugiego momentu.

Zadanie 6.2.16 Wiadomo, ze X € B(n,p). Obliczy¢ wartosé oczekiwang i wa-
riancje zmiennej losowej %X

Zadanie 6.2.17 Obliczy¢ wartosé oczekiwang i wariancje zmiennej losowej X €

J ([a,0]).
Zadanie 6.2.18 Niech zmienna losowa X ma rozktad

f(x) = , dla A >0, u,x € R.

7T<)\2 + (z — ,u)2)
Sprawdzié, czy X ma wartosé oczekiwang.

Zadanie 6.2.19 O zmiennej losowej X wiadomo, Ze
1. jej gestosé jest funkcjg parzystg,
2. ma moment rzedu 7.
Wywnioskowaé na tej podstawie, e EX = EX? = EX® = EX" = 0.

a+1
dla

x>c, a>0, ¢c>0. Uzasadnic, ze f jest funkcjg gestoSci. ZnaleZé wartosé
oczekiwang 1 wariancje tej zmiennej losowe;.

alc
c\z

Zadanie 6.2.20 Bierzemy zmienng losowg X o rozktadzie f(x) =



Rozdzial 7

Wazniejsze rozklady
prawdopodobienstwa

7.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze m = EX i 02 = var(X) > 0. Wezmy
zmienng losowg

z_X-m
g

Wtedy Z bedziemy nazywali efektem standaryzacji zmiennej losowej X.
Zauwazmy, ze wtedy mamy:

Fakt 7.1.1
EZ =0, var(Z) = 1. (7.1)
Fz(t) = Fx(m +to). (7.2)
W szczegolnosci, jesli X jest typu ciggltego, to Z rowniez oraz
fz(t) = fx(m+to) - o. (7.3)

Zadanie 7.1.1 Udowodnié fakt 7.1.1.

Rozwiazanie

Wzory 7.1 wynikaja z odpowiedniego twierdzenia o wartosci oczekiwanej
i wariancji. Dla dowodu 7.2 zauwazmy, ze

Fy(t) = P({w € Q: X(“’C)fi_m < t}) — P({w €0 X(w) < m+t0}> = Fx(m+to).
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Wreszcie, przy zalozeniu, ze X jest typu ciaglego, z reguly rézniczkowania funkcji
zlozonej ze wzoru 7.2 dostaniemy

d d
fz(t) = EFZ(t) = Fx(m + ta)%(m +to) = fx(m+to) - o,
co dowodzi 7.3.
[. Rozklad dwupunktowy
Oznaczenie rozkladu D(p), pe (0,1)
typ rozktadu dyskretny, skoniczony

P{w e Q: X(w) =a;}) P{w € Q: X(w)=1}) =p,

dystrybuanta schodkowa
funkcja gestosci brak
EX D
var(X) Pq

Uwaga 7.1.1 Rozktad opisany w tabeli I bardzo czesto nazywany jest standardo-
wym rozktadem dwupunktowym. W sytuacji ogdlnej dopuszcza sie, ze

X(Q) =A{r,s}, r,s €R,

PHwe Q: X(w)=r})=q, Pwe Q: X(w)=s})=p.



7.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyktady 71

I1. Rozklad dwumianowy Newtona-Bernoulliego

Oznaczenie rozkladu B(n,p), p€ (0,1), n>1

typ rozkladu dyskretny, skoniczony

P({w € X(w) =a;}) | P({w € 2 X(w) =k}) = ()p" (1 —p)" ",
ke{0,1,...,n}

dystrybuanta schodkowa

funkcja gestosci brak

EX np

var(X) npq

Uwaga 7.1.2 Mozna pokazaé, zZe jesli X; € D(p) i sqg parami stochastycznie
niezalezne, to
X1 +Xo+...+ X, € B(n,p).
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III. Rozklad Poissona

Oznaczenie rozkladu P(A), A>0

typ rozktadu dyskretny, nieskonczony

P{we @ Xw)=1}) | Pwe Q& X(w)=k}) = e,

ke NuU{0}
dystrybuanta schodkowa
funkcja gestosci brak
EX A
var(X) A

Twierdzenie 7.1.1 (o rozkladzie Poissona) Niech Y,, € B(n,p,) bedzie ciggiem
zmiennych losowych o rozkladzie dwumianowym, gdzie

np, — [ > 0.
Wtedy

ﬁk

n
Vienu(o} Vie<n P({w € 0 Y, (w) = k}) = <l{;)pﬁ(1 — )R — e’ﬁy.

Istnieje wtedy zmienna losowa Z € P(f3) taka, Ze

Yienopoy P{w € 2 Y, (w) = k}) — P{w € Q: Z(w) = k}).
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Zadanie 7.1.2 Udowodnié twierdzenie 7.1.1.

Rozwiazanie

Zalézmy, ze np, — (B > 0. Wtedy z twierdzenia o liczbie Eulera dostaniemy

PAweQ: Y,(w)=0})=(1—p,)" = (1 B %)n

n

1 ﬁ npn
<<1—|— — )p> — e P
—Npn
WeZzmy teraz 0 < k£ < n.
bienstwa, dostaniemy

Dzielac przez siebie odpowiednie prawdopodo-

PUoe® Y@ = k) _ (k1 —pu)™
PHw e Y,(w)=k—1})

_n—k+1 p,
(kzl)pﬁfl(l - pn>nik+1 B k I- Pn
co mozemy tez zapisacé

P{weQ: Y,(w) =k}) npan—k+1 np,1—541 o]

= = _ —

Pwe Q: Y, (w)=k—1}) E n(1—p,) k' 1-p, k’
bowiem z zalozenia p,, — 0.
Stad

Pw e Y, (w) =1}) — Be”
dla k>0

I ogélnie, z powyzszego wzoru na drodze indukcji matematycznej wynika, ze

PweQ: Y,(w) =k}) — b

ﬁefﬁ.

tego twierdzenia. Mowi ona, ze dla’Y € B(n,p), gdzie

Uwaga 7.1.3 W zastosowaniach czesto wykorzystujemy tzw. wersje przyblizong

n > 100, p € (0, 0,1}, np =X € [0,1, 10]
ma miejsce dobre przyblizenie

Vogkgn P({u) € Q: Y(W) = ]{Z})
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Zadanie 7.1.3 Blgd w pewnej probie mozna wykryé w 99, 8% przypadkéw. Osza-
cowaé prawdopodobienstwo, ze w 500 probach nie wykryto bltedu w co najmniej 5
przypadkach.

Rozwiazanie

Niech X oznacza, ze nie wykryto bledu. Z zalozenia X € B(n,p), gdzie
n =500, p = 0,002, A = np = 10. Mamy wigc spelnione zalozenia gwarantujace
uzycia przyblizenia 7.4, czyli
1010°

PlweQ: X(w)=k})=e R

Wezmy zdarzenie
A={we Q) X(w)>5}.

Wtedy

P(4) =1 - P(4) =1 - (P(fw € & X(w) = 0}) + P({w € & X(w) = 1})+

12

P({w € @ X(w) =2}) + P({w € & X(w) =3}) + P({w € & X(w) = 4}))

102 10°  10*
1— —10(1 104+ — + — —)
e 10+ -+ g
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IV. Rozklad geometryczny

Oznaczenie rozktadu G(p), p€(0,1)

typ rozktadu dyskretny, nieskonczony

P({we @ X(w) =ui}) | PUw e @ X(w) =k}) = p*, g=1—p
ke NuU{0}

dystrybuanta schodkowa

funkcja gestosci brak

EX g

var(X) o

Zadanie 7.1.4 Zaproponowaé model probabilistyczny zmiennej losowej
o rozkladzie geometrycznym.

Rozwiazanie
Rozwazmy doswiadczenie losowe (2, X,, P,) polegajace na tym, ze
2, =101}, P({1}) =p, H({0}) =q¢=1—p, X, =P({2).
Zalézmy, ze obserwujemy wynik nieskonczonego powtarzania w sposob nie-

zalezny naszego pojedynczego doswiadczenia. Dowodzi sig, ze istnieje wtedy tzw.
produktowy model Kolmogorowa (2, X, P), gdzie

Q=]]%={w=(wn): wn€Q, neN}, T=X),
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z prawdopodobinstwem produktowym P.

Na  zdefiniujmy zmienna losowa X o wartosciach w zbiorze liczb natural-
nych, gdzie

Xw)=n <= wed, ={wed w=0,...,w, =0, w1 =1}

Oznacza to, ze sukces po raz pierwszy w takiej serii zauwazyliSmy przy n+ 1-szym

powtorzeniu. Zauwazmy, ze wtedy dla n > 1 dostaniemy

Poniewaz

n>1

Y P{we 2 X(w) =n}) = p—2

P{w e Q: X(w)=n}) = P(A,) =pq".

T =4

l—q_

wiec z definicji musimy przyjaé, ze P({w € Q: X(w) =0}) = p.

V. Rozklad jednostajny

Oznaczenie rozktadu

J(la,b]), a<b

typ rozktadu

ciagly
P({w € Q: X(w) = z;}) 0
0 , gdy r<a
dystrybuanta F(z) e gdy a<ax<b
L, gdy z>b
L <zr<
funkcja gestosci f(x) { 8 P gdy a<zx<b

gdy a <z ¢ a0

EX

var(X)
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Zadanie 7.1.5 Pokazaé, ze dla zmiennej losowej X € J([0,1]) i a < b rzeczy-
wistych istnieje funkcja rzeczywista W taka, ze U(X) € J([a, b]).
Rozwiazanie
Definiujemy funkcje ¥(z) = a + (b — a)z oraz bierzemy zmienng losowa
Y =U(X)=a+ (b—a)X.

Zauwazmy, ze Y () = [a, b], poniewaz X (§2) = [0, 1].
Ponadto

Fyu):fmguegzm+@—MX@@<<ﬂ):f(gueQ:X@@<<Z:Z}):z&(z:3)

wigc zmienna losowa Y ma rozklad ciagly z funkcja gestosci

o L (e R A (e e

Ale z zalozenia fx(u) = {

0, gdy u¢][0,1]

_aemﬂ]¢¢tEMJ]¢¢ij_a>:l

t
b
u € la,b] <~ —

b—a

oraz

tgmw]¢$jg@:3):q

co dowodzi, ze Y € J([a, b]).
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VI. Rozklad wykladniczy

Oznaczenie rozktadu W(A), A >0
typ rozktadu ciagly
P({w e Q2 X(w) = ;}) 0
o , gdy x <0

dystrybuanta F(z) = { l—e™ | gdy x>0

‘ . f de gdy x>0
funkcja gestosci flz) = { 0 . gdy <0
EX x
var(X) »

Zadanie 7.1.6 Niech X € J([0,1]). ZnaleZé¢ rozktad zmiennej losowej
Y = —1in(1 = X) dla X > 0.

Rozwiazanie
Z zalozenia Y () C R, i dlatego Fy(t) =0 dla ¢ < 0. Dla ¢t > 0 dostaniemy
1
p%@):f(guegz—Xma—xwgy<ﬂ):f(gueg;mu—X@@)>-Aﬂ):

P({w € 1-X(w) > e_’\t}) = P({w €N X(w) <1 —e_)‘t}> = Fx(1—e™).

Oznacza to, ze Y ma rozklad ciagly oraz dla ¢ > 0 funkcja gestosci ma postaé

(dla t <0, fy(t)=0)

Folt) = Bl = e 51— ) =
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fx(1— e he™ = Ne ™,

bowiem

t>0 <= 1—eMec0,1] <= fx(1—e?) =1

Dowodzi to, ze Y € W(A).

VII. Rozklad Cauchy’ego

Oznaczenie rozkladu C\pu), A>0, neR
typ rozktadu ciagly

P{w e Q: X(w) =a;}) 0
dystrybuanta F(z) = L(arctg5t + I)
funkcja gestosci flz) = m
EX nie istnieje
var(X) nie istnieje

Zadanie 7.1.7 Wyznaczyc¢ dystrybuante rozktadu Cauchy’ego.

Rozwiazanie

Z definicji dystrybuanty mamy

Fi= [ soie= [ e e -
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A . "1 dz 1 . /t dz
— lim ————— = — lim _ .
T T——oo Jp A2 14 (5H)?2  TAT——o0 Jp 1+ ()2
Dla obliczenia ostatniej catki zastosujemy podstawienie =5* = u. Wtedy
dx = Adu oraz
‘O da 5 Adu =
Jy T = Jo T = e
_ T t—
A(arctg(T'u) - arctg(%)) — A(arctg(T'u) + g),
gdy T'— —o0. Ostatecznie
1 t—u m
F(t) = — (aretg(—5E) + 7))
() =~ (arctg("5 1) +

VIII. Rozklad normalny Gaussa

Oznaczenie rozkladu N(m,0?), 0 >0, meR

typ rozktadu ciagly

P{w e Q: X(w) =a;}) 0

dystrybuanta F(x) = \/# . 6_%&, reR
funkcja gestosci flx) = \/2;76_(1;21)2’ reR
EX m

var(X) o?




7.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyktady 81

Twierdzenie 7.1.2 (o rozkladzie normalnym) Jesli X € N'(m,o?), to 222 ¢
N(0,1). Dalej rozktad typu N(0,1) bedziemy nazywali standardowym rozktadem
normalnym, a jego dystrybuante oznaczymy przez P.

Ponadto mamy:

Viso P{w € Q: |X|(w) > t}) = P{w € Q: |X|(w) > t}) =2(1 — &(1)),

(7.
Viso PHw € Q: |X|(w) <t}) = P{w € 2 [X|(w) <t}) =20(t) =1, (7.
(7.

Pwe Q: | X(w)—m|>30}) =P{weQ: | X(w)—m|>3c})= (7.

X(w)

Pwe |22 7™ 5 31y — 91— @(3)) = 2 0,00135 < 0,01,
g

gdzie ostatnig wartos¢ odczytalismy z tablicy rozktadu normalnego.

Uwaga 7.1.4 Nierownos¢ 7.7 nosi nazwe requty 3 sigm. W praktyce oznacza
ona, ze standardowy rozklad normalny skoncentrowany jest na przedziale syme-
trycznym [—3,3]. Z kolei wzor 7.5 tlumaczy, Ze znajomosé dystrybuanty ® wy-
starczy ograniczyé do przedziatu (0, 3].

Zadanie 7.1.8 Uzasadnic, ze X;—m jest standardowym rozktadem normalnym dla

kazdej zmiennej losowej X € N (m, o?).

Rozwiazanie

Skorzystamy ze wzoru 7.3. W tym celu wezmy X € N (m,o?). Wtedy

1 _(10')2 1 12

o€ 202 = e 2

2w o? \ 2T ’

co dowodzi, ze fy jest gestoscia standardowego rozktadu normalnego.

F) = fx(m + 20)0 =

Zadanie 7.1.9 Niech X € N(—2,4). Obliczyé:
1.

P{w e Q: X(w) > -3}),

PHwe Q) -2 <X(w) < T}),
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P({w € Q: |X]|(w) < 4}).
Rozwiazanie

1. Z wtasnosci funkcji prawdopodobienstwa mamy
Plwe Q2 X(w)>-3})=1—-P{w e Q2 X(w) < -3}).

Poniewaz zmienna losowa X ma rozkitad ciagly, ostatnie prawdopodo-
bienstwo mozemy zapisac

Pw e X(w)>-3})=1-P{we 2 X(w) < —-3}) =

1-P(fwen W<§}).

Korzystajac z 7.6 ostatecznie, otrzymamy
P(fw € X(w) > —3}) = 1= (1= 8(3)) = &(3),
z tablic standardowego rozktadu normalnego daje 0,691462.
2. 7 wilasnosci rozkladu ciaglego dostaniemy
Plwe D —2<X(w) <7} =P{we —2<X(w)<T7}).

Po standaryzacji otrzymamy
X 2 9
Pwe Q2 —2<X(w) <T7}) = P({w €0 0< % < 5})
9

= o(3) — 2(0).

Ponowny odczyt z tabeli da wynik 0,999999 — 0,5 = 0,499999.
3. Korzystajac z ciaglosci rozktadu, w wyniku jego standaryzacji otrzymamy
Pwe Q: |X|(w) <4})=PHwe N —4<X(w)<4}) =

X(w)+2
2

Pwe: —1< < 3}),

skad z wlasnosci dystrybuanty mozemy zapisaé
PH{we Q: [X|(w) <4})=P3) — P(—1) =P(3) — (1 — P(1)).

Po siggnieciu do tabeli standardowego rozktadu normalnego otrzymamy
0,998650 + 0, 841345 — 1 = 0, 839995.
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IX. Rozklad chi-kwadrat Pearsona

Oznaczenie rozkladu X2, n>2
typ rozktadu ciagly
P{w € Q: X(w) =x;}) 0
dystrybuanta nie podajemy
funkcja gestosci nie podajemy
EX n
var(X) 2n

Uwaga 7.1.5 Z definicji przyjmugje sie, ze rozktad zmiennej losowej
X3 w) + ...+ X2 (w),

gdzie zmienne losowe X?(w) sq parami stochastycznie niezalezne o standardowym
rozktadzie normalnym, nazywa sie rozktadem chi-kwadrat o n stopniach swobody.
Ze wzgledu na ograniczony zakres naszego zbioru zdecydowalismy sie nie uzywaé
jJawnie dystrybuanty i gestosci tego rozktadu.

Wiadomo, Ze dla n > 30 rozktad ten dobrze jest przyblizany (ich dystrybuanty
prawie sq¢ sobie réwne) standardowym rozktadem normalnym. Natomiast dla 2 <
n < 30 jest stablicowany. W tablicy takiego rozktadu pojawiajg sie tzw. wartosci
krytyczne tego rozktadu, czyli takie liczby X2, Ze

P({w € x(w) > xa}) =a

dla danej wartosci a.
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Zadanie 7.1.10 Dla n = 16 znaleZé wartosé krytyczng rozktadu chi-kwadrat,
jesl o =0,05.

Rozwiazanie

Zgodnie z uwaga mamy rozwiagza¢ réwnanie P({w € Q: x2(w) > x2}) = a z
niewiadoma x2. W tym celu wykorzystamy tabele warto$ci krytycznych rozktadu
chi-kwadrat. Na skrzyzowaniu wiersza n = 16 i kolumny o = 0,05 odczytamy

X2 = 26, 296.

Zadanie 7.1.11 Niech X ma standardowy rozktad normalny. Wyznaczyc¢ drugi
moment i wariancje kwadratu tej zmiennej losowe;.

Rozwiazanie

Zaczniemy od drugiego momentu. poniewaz EX? = var(X) + (EX)?, wigc
EX? = 1. Dalej skorzystamy z informacji, ze EX* = 3 (patrz np. [2]).
Dlatego
var(X?) = EX* - (EX?)? =3 -1=2.

Zauwazmy, ze wyniki tego zadania tlumacza dlaczego dla rozktadu chi-kwadrat
o n stopniach swobody warto$¢ oczekiwana i wariancja odpowiednio sa réwne n
i2n.
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IX. Rozklad t-Studenta (Goseta)

Oznaczenie rozkladu th, n >3
typ rozktadu ciagly
P{w € Q: X(w) = x;}) 0
dystrybuanta nie podajemy
funkcja gestosci nie podajemy
EX 0
var(X) s

Uwaga 7.1.6 Z definicji przyjmuge sie, ze rozktad zmiennej losowej

X

Xa

n

gdzie zmienne losowe X, x2 sq stochastycznie niezaleine i X ma standardowy
rozktad normalny, nazywa sie rozktadem t-Studenta o n stopniach swobody. Ze
wzgledu na ograniczony zakres naszego zbioru zdecydowalismy sie nie uzywac jaw-
nie dystrybuanty i gestosci tego rozktadu.

Wiadomo, Ze dla n > 30 rozktad ten dobrze jest przyblizany (ich dystrybuanty
prawie sq¢ sobie réwne) standardowym rozktadem normalnym. Natomiast dla 3 <
n < 30 jest stablicowany. Ponadto jest rozkladem symetrycznym, a wiec jego
funkcja gestosci jest funkcjq parzystg, sked Et, = 0. W tablicy takiego rozktadu
pojawiajq sie tzw. wartosci krytyczne tego rozktadu, czyli takie liczby t,, Ze

P{w e Q: |t,(w)| > ta}) = a.
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Zadanie 7.1.12 Dla n = 8 znaleZé wartosé krytyczng rozktadu t-Studenta, jesli
a=0,2.

Rozwiazanie

Zgodnie z uwaga mamy rozwiaza¢ réwnanie
P{w € Q: |tp(w)| > ta}) =«

z niewiadoma t,. W tym celu wykorzystamy tabele wartosci krytycznych
rozktadu t-Studenta. Na skrzyzowaniu wiersza n = 8 i kolumny o = 0,2 od-
czytamy t, = 1,397.

Zadanie 7.1.13 Dila n = 8 znaleZé warto$é t, rozktadu t-Studenta, gdzie
P{w € Q2 t,(w) > ta}),
jesli a =0, 2.
Rozwiazanie

Zauwazmy, ze t, nie jest wartocia krytyczna rozkladu t-Studenta! Aby

rozwiazaé réwnanie P({w € Q: t,(w) > t,}), wezmy
{weQ [ta(w)] >ta} = {w € ty(w) > ta} U{w € U t,(w) < ~ta}
oraz z symetrii rozkladu
PHw e t(w) < —to}) =1—P({w € QU t,(w) <ta}).

Dlatego
P({w € @ [ta(w)] > u}) = P({w € % () > i) +1-P({w € @ ty(w) < £,})

=P({w €@ ty(w) > ta}) +1 - (1 = P({w € : t,(w) > ta})) =

2P({w € Q: t,(w) > t,}).

Wobec tego

PHw e t,(w) > ta}) =a <= P{w € QL |t,(w)] > ta}) = 20

W naszym przypadku t, = 0, 889.
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7.2 Zadania

Zadanie 7.2.1 Znalez¢ rozktad zmiennej losowej %, gdzie X € B(n,p).

Zadanie 7.2.2 Wiadomo, Ze prawdopodobienstwo zaobserwowania pojedynczej
zmaany uktadu wynosi 0,001. Ukltad obserwowano w sposob niezalezny 200 razy.
Oszacowac prawdopodobienstwo zaobserwowania mniej niz 5 zmian stanu uktadu.

Zadanie 7.2.3 Bazujgc na zwigzku pomiedzy X € J([a,b]) a rozkladem jedno-
stajnym na odcinku jednostkowym, wyprowadzi¢ wzory na wartosé Srednig
1 wariancje zmiennej X.

Zadanie 7.2.4 Pokazaé, Ze dla kazidej zmiennej losowej X € J([a,b]) i prze-
dzialu [c, d] istnieje funkcja rzeczywista g taka, ze g(X) € J([c,d]).

Zadanie 7.2.5 Czy w wyniku standaryzacji rozktadu jednostajnego dostaniemy
rozktad jednostajny?

Zadanie 7.2.6 Niech Y € W(N). ZnaleZé rozktad zmiennej losowej X = 1 —
e Y.

Zadanie 7.2.7 Czy w wyniku standaryzacyi rozktadu wyktadniczego dostaniemy
rozktad wyktadniczy?

Zadanie 7.2.8 Uzasadnic, ze rozktad Cauchy’ego nie ma wartosci oczekiwanej.

Zadanie 7.2.9 Niech X € J([1,2]). ZnaleZé rozktad zmiennej losowej Y =
%lnX, dla A > 0.

Zadanie 7.2.10 Niech X € J([a,b]), a < b. ZnaleZé¢ rozktad zmiennej losowej
Y = X2,

Zadanie 7.2.11 Kwantylem rzedu o rozktadu o ciggtej dystrybuancie F' nazy-
wamy takq liczbe rzeczywistq o, ze F(xy) = a. Obliczyé kwantyl rzedu % dla
zmiennej losowej X € W(A).

Zadanie 7.2.12 O zmiennych losowych X, Y wiadomo, Ze sq¢ niezaleine oraz
X e W(1/3), Y € N(1,2). Bierzemy zmienng losowg Z = 1/2X —1/3Y + 2.
ZmaleZé jej wartos$é oczekiwang i wariancje.

Zadanie 7.2.13 Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach
m = —2,5, o = 2. Korzystajgc z tablic standardowego rozktadu normalnego,
obliczyc :

1. Pwe 2: |X(w)| < 1,5))
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2. Pwe 2 : |X(w)| >0,5})
3. P{we 2 : X*w)<9})

Zadanie 7.2.14 Dla zmiennej losowej X € N(m, o) niech Y = mX + o,
m > 0. ZnaleZé rozklad zmiennej losowej Y. Obliczy¢ EY i var(Y).

Zadanie 7.2.15 Korzystajgc z tablic rozktadu normalnego, obliczyé kwantyle
rzedu 1 —«, dla o =0,1 ia=0,05, jesli X € N(0,1) oraz X € N(-0,5, 2).

Zadanie 7.2.16 Dia n = 10 znalezZé wartos¢ krytyczng rozktadu chi-kwadrat,
jesl o = 0,02.

Zadanie 7.2.17 Dlan = 12 znaleZé wartosé krytyczng rozktadu t-Studenta, jesli
a=0,02.

Zadanie 7.2.18 Dia n = 18 znale¢ warto$é t,, rozktadu t-Studenta, gdzie
P{w € Q2 t,(w) < ta}),

jesti o =0, 2.



Rozdzial 8

Nierownosci Markowa
i Czebyszewa

8.1 Wprowadzenie teoretyczne i przykilady

Niech F' oznacza dystrybuante zmiennej losowej X. 7 zasady calkowania po
rozkladzie wynika, ze:

Fakt 8.1.1
/ dF =1, (8.1)
Vier lim F(t) = P({w € & X() <1,}) = / i (8.2)
+o0
Voer 1= F(t,) = Pw € Q: X(w) > t,}) = / dF. (8.3)

Niech teraz dodatkowo P({w € Q: X(w) > 0}) = 1 oraz zalézmy, ze istnieje
EX.
Wtedy, poniewaz dla dowolnego dodatniego ¢

“+o00 t +oo
EX :/ zdF :/ xdF+/ zdF
0 0 t

obie calki sa nieujemne, co oznacza, ze

+o0
EX > / xdF.
t
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Poniewaz funkcja tozsamosciowa = najmniejsza warto$¢ na przedziale [t,4+00)
przyjmuje t, daje nam to nieréwnosé

—+00
EX >t / dF.
t

Korzystajac z 8.3 mozemy napisac¢

Twierdzenie 8.1.1 (nierdwno$é Markowa) Niech X bedzie zmienng losowg po-
stadajocqg wartosé oczekiwang i przyjmujgcg wartosci dodatnie z prawdopodo-
bienstwem 1.

Wtedy

Vo P({w € Q: X(w) > 1}) < %EX

Niech teraz zmienna losowa X ma drugi moment i jak zwykle niech m = EX
oraz var(X) = 02 > 0. Wezmy nowa zmienna losowa Y = (X —m)?. Zauwazmy,
ze spelia ona zalozenia nieréwnosci Markowa. Zatem dla dowolnego ¢ > 0
dostaniemy

Pwe D Yw)>£)) < %EY.
Ale
{we Yw) >t ={weQ Xw)—m)> >t} ={we [ Xw)—m| >t}

co daje nam nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 8.1.2 (nierdwnos¢ Czebyszewa) Dla kazdej zmiennej losowej X
posiadajgcej drugi moment i o wariancyi dodatniej zachodzi nierownosé

1
Viso P{w € Q2 [X(w) = m| 2 #}) < 0%

Zadanie 8.1.1 Poréwnac nierownosé Czebyszewa z regulq trzech sigm.

Rozwiazanie

Jak dobrze wiemy, regula trzech sigm dotyczy zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym. Dokladniej mamy wtedy (patrz 7.7)

P{we Q: |X(w)—m|>30}) <0,01.
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Tymczasem zastosowanie w tym przypadku nieréwnosci Czebyszewa oznacza,
ze (t = 30)

P{we Q: |X(w)—m|>30}) < %

Widzimy wiec, ze w tym przypadku reguta trzech sigm jest o wiele bardziej
precyzyjna.

Zadanie 8.1.2 Podac¢ posta¢ niercwnosSci  Markowa 1 Czebyszewa dla
skonczonego rozktadu dyskretnego. Zaprezentowaé wynikt na przyktadzie
rozktadu Bernoulliego.

Rozwiazanie

Niech X(Q2) = {z1,...,2,} CR4, pi=P({w € QO X(w) = z;}).
Wtedy

n

m= i%‘pi, o Z(:L’Z —m)*p;.
i=1

i=1

Nieréwnosé Markowa mowi, ze

Vis0 sz‘ < %;%pia

x>t

gdzie sumowanie w sumie po lewej stronie nieréwnosci przebiega po tych ¢, dla
ktorych z; > t.

Zauwazmy, ze biorac X € B(n,p) z tego powodu, ze py = ¢" > 0, zmienna ta
nie speknia zalozen twierdzenia Markowa. 7 drugiej jednak strony mamy

n

EX = iipi = Zipi,
i=0

i=1

a wiec w tej szczegdlnej sytuacji zly przypadek zostatl pominiety i dalej mamy jak
w sytuacji ogdlnej, czyli

g =) g =ty
=1 >t >t

co dowodzi, ze dla rozkladu dwumianowego nieréwnos¢ Markowa tez zachodzi.
Zajmijmy sie¢ teraz przypadkiem nieréwnosci Czebyszewa.
Poniewaz

{we | X(w)—m| >t} ={we Q X(w)—m >t}U{w e Q2 X(w)—m < —t},
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wiec
{weQ | X(w)—m| >t} ={we D X(w)e[0,m—t]U[m+tn]},

oilem+t<n.
Zachodza dwa przypadki:

1. m < t. Wtedy pierwsze ze zdarzen w powyzszym prawdopodobienstwie jest
zdarzeniem pustym i dostaniemy postaé¢ nieréwnosci Czebyszewa

P{we Q: X(w) e [m+tn]}) = Z i < <@)2

t
np+t<i<n

2. t < m. Wtedy nieréwnosé¢ Czebyszewa oznacza, ze

Z pi + Z piS(@Y-

0<i<np—t np+t<i<n

Zadanie 8.1.3 Niech dlan > 2
1
Y, = E(X1+"'+X")’

gdzie zmienne losowe X; sq parami niezalezne i@ majg jednakowy rozktad stan-
dardowy dwupunktowy z parametrami p,q. Dla jakiego n prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze frekwencja zaj$cia sukcesu rozini sie od prawdopodobienstwa teore-
tycznego o co najmniej 0,001 bedzie mniejsze od 0,057

Rozwiazanie

Poniewaz nY,, € B(n,p) mozemy przyjaé, ze zmienna losowa Y, rejestruje
frekwencje pojawienia sie sukcesu w serii n niezaleznych préob. Wtedy liczbe p
mozemy nazwaé prawdopodobienstwem teoretycznym zajscia tego sukcesu.

Wezmy liczbe dodatnia t. Szukamy takiego najmniejszego naturalnego n, ze
dla ¢t = 0,001 bedziemy mieli

P{we Q: [Yo(w)—p| > t}) <0,05.

Poniewaz z nieréwnosci Czebyszewa

P{we Q |Y,(w) —p| >t}) < m(fg )
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mozemy zalozy¢, ze szukamy takiego najmniejszego n, ktore spelnia nierownosé

czyli

Przyjmujac, ze rozklad dwupunktowy jest symetryczny, czyli p = ¢ = 0,5,
dostaniemy

n?>=.10°.

=~ Ot

W takim razie nalezy wykona¢ co najmniej 1110 powtorzen.

8.2 Zadania

Zadanie 8.2.1 Zastosowac nierownosci Markowa i Czebyszewa dla rozktadu geo-
metryczneqo.

Zadanie 8.2.2 Niech X € J([2,6]). Oszacowaé metodg nierdwnosci Markowa
oraz Czebyszewa

P({w e 2: X(w) > 4,5}).

Zadanie 8.2.3 Niech X € B(n,0,75). Jakie musi byé n, aby z prawdopodo-
bienistwem co nagmniej 0,95 prawdopodobienstwo empiryczne roznito sie od praw-
dopodobienstwa teoretycznego o mniej anizeli 0,001%

Zadanie 8.2.4 Niech Xi,...,X, bedg zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie wyktadniczym z parametrm A\ = 20. Dla jakiego n

P(X > 10) < 0,5,
gdzie X =377 X

Zadanie 8.2.5 Korzystajgc z nierownosci Czebyszewa, obliczyé ile razy nalezy
rzucic¢ kostkq, aby prawdopodobienstwo spelnienia nierownosci

k, 1
— — =] < 0,01,
g
gdzie ky, oznacza liczbe wyrzuconych czworek w n rzutach, byto wieksze od 0,5.

Zadanie 8.2.6 Niech Xy,..., X 99 s¢ niezaleznymi zmiennymi losowymsi

o rozktadzie P(X), gdzie A\ = 2. Oczacowaé P(z:l.ozo1 X; > 190).

J
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Zadanie 8.2.7 Wykonano 1000 serii niezaleznych doswiadczen. W kazdej serii
m = 2, 02 = 1,4. Oszacowaé prawdopodobieristwo, Ze w tych 1000 seriach
doswiadczen liczba sukcesow bedzie zawsze pomiedzy 186 a 214.

Zadanie 8.2.8 Rzucamy 15000 razy symetryczng kostkg. Oszacowac prawdo-
podobienstwo, ze liczba wyrzuconych szostek bedzie roznita sie od 2500 o wiece)
anizely 100.

Zadanie 8.2.9 Strzelamy 300 razy do tarczy, gdzie prawdopodobienstwo trafienia
pojedynczym strzatem wynosi0,25. Oszacowaé P(|X—=75| < 30), gdzie X oznacza
liczbe trafien.

Zadanie 8.2.10 Niech X € N(0,1). Korzystajec z nieréwnosci Czebyszewa
oszacowaé P(|X| > 3). Wynik oszacowania poréwnaé z odczytem z tabeli tego
rozktadu.

Zadanie 8.2.11 Rzucamy 600 razy kostkq. Oszacowaé prawdopodobienstwo, ze
liczba szostek bedzie sie roznita od 100 o co nagmnie;j 20.

Zadanie 8.2.12 Automatyczna obrabiarka produkuje w ciggu dnia 100 detali,
wsrod ktorych 5 jest wadliwych. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze w ciggu 10 dni
obrabiarka wyprodukuje co najmniej 60 sztuk wadliwych.

Zadanie 8.2.13 Oszacuj prawdopodobienstwo zdarzenia
{we Q2 |X(w)—EX| <1},
jesli var(X) = 0,02.

Zadanie 8.2.14 W dostawie cytrusow do hurtowni mamy 20% koszykéw ze-
psutych owocow. Oszacowaé prawdopodobienstwo, Ze czestos¢ wystepowania ko-
szykow z zepsutymi owocami odchyli sie od prawdopodobienstwa ich wystepowania
o mniej niz 0,2.

Zadanie 8.2.15 Wariancja kazdej niezaleznej zmiennej losowej z 1000 wynosi
3. Obliczyé prawdopodobienistwo, Ze srednia tych zmiennych odchyli sie od jej
wartoSci oczekiwanej nie wiecej niz 0,2.



Rozdzial 9

Funkcje tworzace

9.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady
Niech d oznacza skonczony rozklad dyskretny, czyli
d: {x1,...,2,} — R, (9.1)

gdzie
d(z;) =p; € (0,1) oraz Zpi = 1.
i=1
Jak dobrze wiadomo, istnieje wtedy przestrzen probabilistyczna (€2, X, P)
i zmienna losowa X: (2 — R taka, ze

X(Q) ={x1,...,z,} oraz p; = P{w € Q: X(w) = x;}).

Przez funkcje tworzgcg Gx rozktadu d zmiennej losowej X rozumiemy wielo-
mian

Gx(w) =D _pia' 9.2)

Na odwrét, dla kazdego wielomianu

W(z) = Zakxk, ap >0, W()=1
k=1

ciag jego wspélezynnikow definiuje na zbiorze {1,2,...m} dyskretny skonczony
rozktad prawdopodobienstwa pewnej zmiennej losowej Y, ze Gy = W.

Zadanie 9.1.1 WeZmy skonczony rozktad dyskretny okreslony na zbiorze

{1, 2, 3, 4, 5}, gdzie d(i) = % ZnaleZé funkcje tworzqcq tego rozkladu.
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Rozwiazanie

Niech X oznacza zmienna losowa o tym rozktadzie. Wtedy z definicji funkcji
tworzacej 9.2 dostaniemy

gx(x):%(x+x2+...—l—$5)

lub réwnowaznie

trl=t gdy oz #1
1 , gdy x=1.

Dalej bedziemy zakladali, ze rozklad dyskretny 9.1 jest standardowym
rozktadem, tzn. x; =i dlat=0,1,...,n— 1.
Zachodzi wowczas nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 9.1.1
EX = G4 (1). (9.3)

EX = G4 (1) + Gy (1). (0.4)

Zadanie 9.1.2 WeZmy zmienng losowg z zadania 9.1.1. Wykorzystujgc wzory
9.3 1 9.4, obliczyc jej wartos¢ oczekiwang i wariancje.

Rozwiazanie

Z zadania 9.1.1. wiemy, ze

1 1—2a°
= —Xr—
5 1—a’

Gx(x) x # 1.

Pokazemy jak w inny sposéb anizeli bezposrednio poprzez rézniczkowanie
funkcji tworzacej w punkcie 1 mozna obliczy¢ wartosci jej kolejnych pochodnych
w tym punkcie. W tym celu dokonajmy zlozenia naszej funkcji tworzacej
z funkcja liniowa x + 1. Jedli przez V' oznaczymy to ztozenie, to otrzymamy

(z+1)° -1 1(@x+1)°—(z+1)

Viz) = Gz +1) = %(w—i—l) : - - |

Stosujac wzér dwumianowy Newtona

(z4+1)° =1+ (?)x+ <g>x2 + (g)x?’ + (Z)x4+ (g)f’ + 2f
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dostaniemy

_ s ()t + (g0 + (ot + (5o +a°
5 x

Vi(x)
i po skréceniu

V(z) = %<5+ <g>x+ (g)x2+ <i>x3+ <§>x4—|—x5>, r #0.

Poniewaz dla kazdego naturalnego k dla pochodnych rzedu £ mamy

. . . . . vE() . , . .
oraz z twierdzenia Maclaurina wiadomo, ze k,( ) jest wspoétezynnikiem wielo-

mianu V stojacym przy z*, wiec w naszym przypadku

G (1) =V'(0) = %(g) = 3.

Analogicznie

1(1) = V'(0) = 2%@ _s.

Dlatego ze wzoréw 9.3 1 9.4 wynika, ze
EX =2, oraz EX? = 11,

skad var(X) = 1.

Zadanie 9.1.3 Zmienna losowa X ma rozkltad dyskretny d mna zbiorze

{1,3,5,9,10} taki, ze d(i) = % Skonstruowaé dla niej funkcje tworzgcg i na

tej podstawie obliczyé jej pierwsze dwa momenty.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze rozklad zmiennej losowej X nie jest rozkladem standardowym
dyskretnym. Pokazemy, w jaki sposob mozna go zmodyfikowaé, aby moza go byto
traktowaé¢ jako rozklad standardowy. W tym celu nalezy przyja¢, ze zmienna
losowa X przyjmuje wartosci ze zbioru {2,4,6,7,8} z prawdopodobienstwem 0.

Wtedy jej funkcja tworzaca bedzie miata postaé

1 1 1 1 1
Gx(r) =0+ =+ 0x? + 51:3 + 0zt + 51:5 + 0% + 027 + 02® + gxg + gxw =
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1
5(:(: +2° + 2% 4+ 27 + 2'0).

Wobec tego, poniewaz

1
G'(z) = 5(1 + 32? + 52 + 9% + 1027)

oraz .
(z) = g(69: + 202% + 722" + 902°)
dostaniemy
, 28
EX =d'(1) = R
216

EX?=G%(1)+G'(1) = -

Przykladem innego zastosowania pojecia funkcji tworzacej jest nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 9.1.2 Niech X ¢Y bedg zmiennymi losowymi o standardowym
rozktadzie dyskretnym na tym samym zbiorze. Wtedy, jesli zmienne te sg¢ stocha-
stycznie niezalezne, to

Ox+v = Gx0y. (9.5)

Zadanie 9.1.4 Dana jest zmienna losowa X o standardowym rozktadzie dys-
kretnym skonczonym. Uzasadnic, ze X nie zalezy stochastycznie od siebie wtedy
1 tylko wtedy, gdy z prawdopodobienstwem 1 przyjmuje wartosc¢ staltq.

Rozwiazanie

Jesli X nie zalezy od siebie samej, to ze wzoru 9.5 dostaniemy
Gox = (Gx ).

Przyjmujac, ze dx (i) = p;, ¢ = 0,1,...,n — 1 dostaniemy dox(j) = p; dla j =
2i, 1 =0,...,n— 114 dyx = 0 dla pozostalych wartosci 5. Dlatego

n—1

n—1
Gx(z) = Zpixi, Gox () = Zpix%.
i=0

1=0
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Poniewaz
n—1 9 2n—2 o
Gx(@)? = (Ypiws) = > ppja'™
i=0 i+j=0

z poréwnania odpowiednich dwoéch wielomianéw dostaniemy

Po = pz, P1 = 2p0p1, itd.

Stad p, € {0,1} i dlatego p, = 1. Dlatego p; = 0 dla i > 1, co pokazuje, ze
X przyjmuje stata wartosé¢ z prawdopodobienstwem 1. Oczywiscie, jesli zmienna
losowa przyjmuje stala wartos¢ z prawdopodobienstwem 1, to jest niezalezna od
siebie.

9.2 Zadania

Zadanie 9.2.1 Napisa¢ funkcje tworzgcg dla rozktadu zdefiniowanego na zbiorze

{3,4,6,7,9}, gdzie d(i) = 2. Pordwnac te funkcjg z fumkcjg tworzgcq, jesl

wezesniej dokonamy standaryzacyi tego rozktadu dyskretnego.
Zadanie 9.2.2 Uzasadni¢ wzor 9.3 z tuierdzenia 9.1.1.
Zadanie 9.2.3 Uzasadni¢ wzor 9.4 z twierdzenia 9.1.1.
Zadanie 9.2.4 Poda¢ postac funkcji tworzgcej dla X € B(n, p).

Zadanie 9.2.5 Korzystajgc z wynikow poprzedniego zadania, wyliczyé dwa
pierwsze momenty dla tej zmienne;.

Zadanie 9.2.6 Wiadomo, zZe jesli X = Xy + ... + X,,, gdzie zmienne losowe
X; sq parami stochastycznie niezalezne i o jednakowym standardowym rozktadzie
dwupunktowym, to X € B(n,p). Na tej podstawie skonstruowac funkcje tworzgcg
dla X. Wynik porownac z rozwigzaniem zadania poprzedniego.

Zadanie 9.2.7 Niech X ma rozktad dyskretny na zbiorze {0,1,...,n—1}, gdzie
d(1) = % Jak wiadomo wtedy Gx(x) = %11:%: dla x # 1. Wykorzystujgc technike
przedstawiong w zadaniu 9.1.2, obliczyé dwa pierwsze momenty tej zmiennej,

przyjmujac n = 10.

Zadanie 9.2.8 Korzystajgc z pojecia szeregu liczbowego 1 zasady rézZniczkowania
szeregu potegowego

1. skonstruowaé funkcje tworzgcg dla X € P(N).

2. na tej podstawie obliczyé dwa pierwsze momenty tej zmiennej.
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Zadanie 9.2.9 Powtorzyc¢ polecenie poprzedniego zadania dla rozktadu geome-
trycznego.

Zadanie 9.2.10 Niech X ma standardowy rozktad dyskretny skonczony. Wyzna-
czyé funkcje tworzgcq dla zmiennej losowe] Y = X + k, gdzie k jest dang liczbg
naturalng. Na tej podstawie znaleZé dwa pierwsze momenty tej zmiennej losowey.



Rozdzial 10

Twierdzenia graniczne

10.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Niech X bedzie zmienna losowa posiadajaca wartoéé oczekiwana m i wariancje 0.

Jak juz wiemy, wtedy m mozemy interpretowac jako srednig wartos¢ obserwacji
zjawiska losowego opisywanego zmienng X. Natomiast wariancja (wlasciwie o)
jest wtedy miara rozproszenia wartosci tej obserwacji wzgledem swojej wartosci
oczekiwanej. Poniewaz m = fR xdF, mowimy tez, ze wartos¢ oczekiwana jest
usrednieniem po przestrzeni fazowej rozktadu (w naszym przypadku jest to R).
Podstawowy problem teorii prawdopodobienistwa sprowadza si¢ do pytania:

w jaki spos6b mozna zrekonstruowac¢ nieznana warto$¢ parametru m
rozktadu?

Kluczem do rozwiazania tego problemu okazuje si¢ by¢ zabieg, ktory zaobser-
wowaliSmy wczesniej na przykladzie rozkladu dwumianowego. Polega on na tym,
aby w sposob niezalezny wielokrotnie powtarza¢ te zama obserwacje, rejestrujac
w ten sposob frekwencje zaobserwowanego zjawiska. Doktadniej, jesli Xq,..., X,
jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie co X, to
w celu opisanym wyzej nalezy wzia¢ zmienna losowa postaci

1 n
=~y X, 10.1
ng (10.1)

W takim przypadku moéwimy, ze wynik naszej obserwacji usrednilismy po
czasie. Okazuje si¢, do czego zmierzamy, ze efektem asymptotycznego usrednienia
po czasie jest usrednienie po przestrzeni fazowej. Prawo to odkryl po raz pierwszy
najwickszy z rodziny Bernoullich-Jakub, formulujac to w postaci praw wielkich
liczb.
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Twierdzenie 10.1.1 (Slabe prawo wielkich liczb Bernoulliego) Niech zmienne
losowe X, Xy,...,X,, bedg jak wyzej. Wtedy

Yoo P({w € Q: |% Y Xi(w) —m| > e}) 0.
i=1

Mocniejsza wersja tego twierdzenia powiada, ze

Twierdzenie 10.1.2 (Mocne prawo wielkich liczb Bernoulliego) Niech zmienne
losowe X, Xy,...,X,, bedg jak wyzej. Wtedy

P({w e %in(w) — m}) =1

Jako wniosek uzyskujemy wersje prawa wielkich liczb zwana Twierdzeniem
Mowvre’a-Laplace’a

Whniosek 10.1.1 Niech X,, € B(n,p). Wtedy

P({w € Q: %Xn(w) = p}) = 1. (10.2)

Mozemy is¢ dalej i zapyta¢ si¢ o sam rozkitad zmiennej losowej X, o ktérym
wiadomo tylko, ze posiada parametry m i o2. Te kwestie rozwiazuja tzw.
Centralne twierdzenia graniczne. Jego podstawowa wersje zwana twierdzeniem

Lindenberga-Lévy’ego zacytujemy ponizej

Twierdzenie 10.1.3 (Twierdzeniem Lindenberga-Lévy’ego ) Niech zmienne lo-
swe X, Xy,...,X, bedqg jak wyzej. Weimy cigg zmiennych losowych Z.,, bedgcych
wynikiem standaryzacji zmiennych %2?21 X;, czyli

1 n
gzz:l Xi—m
— )

Z, = (10.3)
Jn
Wtedy
Veer Fz,(z) — ®(2), (10.4)
co zapisujemy takze
Z., 5 N(0,1)

1 czytamy, ze

I 2
— g X; asymptotycznie ma rozktad bliski N <m, U—).
n n
i=1
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Zadanie 10.1.1 Uzasadnié¢ twierdzenie Moivre’a-Laplace’a.

Rozwiazanie

Niech X,, € B(n,p). Jak dobrze wiemy, istnieje wtedy ciag zmiennych loso-
wych (Y;) parami niezaleznych i o jednakowym rozkladzie standardowym dwu-
punktowym z parametrem p, ze

X, =Y1+...+Y,.

Poniewaz w naszym przypadku m = p, z mocnego prawa wielkich liczb do-
staniemy

P({w e Q: %Xn(w) — p}) =1,

co konczy dowdd twierdzenia.

Zadanie 10.1.2 Zastosowac centralne twierdzenie graniczne dla rozktadu dwu-
mianowegqgo.

Rozwiazanie

Skorzystamy ze wstepu do rozwiazania zadania poprzedniego. W wyniku
standaryzacji zmiennej losowej %Xn dostaniemy kolejno
X, —p  X,—np
VE Vi
co na mocy twierdzenia 10.1.3 dowodzi, ze X,, asymptotycznie ma rozklad bliski
N (np, npq), czyli

an
Vb P({w €cQa<

38 &
|
=
A
>
-
N
‘H
m\
o
o
|
o]
QL
=
I
iy
=
|
iy
&

Zadanie 10.1.3 Dla n = 300, p = 0,25 oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze
liczba sukcesow bedzie mniejsza anizeli 250.



104 Twierdzenia graniczne

Rozwiazanie

Zastosujemy wynik 10.5. Rachunek bedzie wygladal nastepujaco

Il

Xgoo(u)) — 75 250 — 75 )

P({w € Q: Xagy < 250 :P( e <
({w 300 1) w /300-0,25-0,75  4/300-0,25-0,75

®(23,3) > 1.

Zadanie 10.1.4 Dana jest zmienna losowa X € W(A), A = 2. Oszacowaé
metodg nierownosci Markowa i Czebyszewa oraz metodg twierdzenia granicznego

P{w € Q: Y(w) > 60}),

jesh
100
Y = g X; oraz X, sq¢ parami niezaleine o rozktadzie X.
j=1
Rozwiazanie

Poniewaz Y > 0 oraz EY = 100% = 50, z nier6wnosci Markowa dostaniemy

P{w e 2 Y(w) > 60}) = P({w € Q: Y(w) > 60}) < % _ 2

Zobaczymy jaki efekt otrzymamy stosujac nieréwnos¢ Czebyszewa.
Oczywiscie
100
— = 25.
22

var(Y) =100 - var(X) =
Z drugiej strony, poniewaz
{we [Yw)—m| >t} ={we Yw)>m+t}U{weQ Y(w) <m—t},
wiec
{we Yw)>60} C{weQ Y(w)>60} ={weQ: Y(w)>50+10} C
{weQ: [Y(w)—50] > 10}

Ostatecznie otrzymamy

P({we @ Y(w) > 60}) < P({w € Q: [Y(w)— 50| > 10}) < ﬁ 125 = 0,25.
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Uzyskane oszacowanie jest zatem o wiele lepsze anizeli w przypadku nieréwnosci
Markowa. Na koniec poréwnamy uzyskane wyniki z metoda centralnego twierdze-
nia granicznego. Po usrednieniu i standaryzacji zmiennej losowej Y dostaniemy

1y _1 — d
2 = X20L o),
o 5
20
Dlatego
Plw e Y>60})=1-—PH{we Y<60})=1—-—P{weQ Y <60}) =
(w) — 50

Y 10
1 P({w € Q: < E}) ~ 1 §(2) = 1 —0,977250 = 0, 02275.

)
Oznacza to, ze ta metoda otrzymane oszacowanie jest najdokladniejsze, o ile
n = 100 jest dostatecznie duza liczba w rozumieniu centralnego twierdzenia gra-
nicznego.

10.2 Zadania

Zadanie 10.2.1 Niech niezalezne zmienne losowe Xy, ..., X50 majg jednakowy
rozktad typu J([1,2]). Oszacowaé metodg twierdzenia granicznego prawdopodo-
bienstwo
50
P(52< " X; <98).
j=1
Zadanie 10.2.2 Wiadomo, zZe zmienne losowe Xq,..., X150 S@¢ niezaleine i o

jednakowym rozktadzie wyktadniczym z parametrem A\ = 2. Bierzemy zmienng
losowg X = Zl.iol X;. Oszacowaé prawdopodobieristwo

J
P(X < 20).

Zadanie 10.2.3 Wykonano n niezaleznych powtdrzen pewnego dosSwiadczenia,

ktore polega na tym, ze zdarzenie A zachodzi z prawdopodobienstwem i. Niech

X, oznacza ilo$¢ zajsé zdarzenia A w n powtorzeniach. Stosujgc twierdzenie
Mowvre’a-Laplace’a, oszacowaé prawdopodobienstwo

X 1
P(IEE -1 <107)
| n 4| _ Y
prazyimujgac n = 103.

Zadanie 10.2.4 Niezalezne zmienne losowe Xy, ...,Xgy majg rozktad typu
P(N), gdzie
A = 3. Oszacowaé prawdopodobienstwo

=80

P( "X, > 200).

J=1
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Zadanie 10.2.5 Obserwowane zZarowki w ilosci n = 1000 przepalajg sie w sposcb
niezalezny. Oszacowaé prawdopodobienstwo, ze w czasie T sposréd n Zarowek
przestanie swieci¢ od 4 do 12, jesli wiadomo, Ze prawdopodobienstwo, iz w czasie
T przestanie Swieci¢ pojedyncza zZarowka, wynosi 0, 25.

Zadanie 10.2.6 Produkt finalny charakteryzuje sie swojg wadliwo$cig okreslong
na poziomie 0,05. Oszacowaé prawdopodobienstwo, Ze wsrod losowo wybranych
200 sztuk tego produktu procent wadliwych sztuk réini sie od 20 o co najmniej
0,1.

Zadanie 10.2.7 Wiadomo, Ze zmienne losowe X;, i = 1,...,150 sq¢ niezalezne
i o jednakowym rozktadzie, takim ze P({w € Q: X;(w) = k}) = (3)*, k € N.
Oszacowaé prawdopodobienstwo, ze Srednia arytmetyczna tego ciggu zmiennych
losowych przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 10).

Zadanie 10.2.8 W pewnej populacji ludzkiej co setna osoba jest leworeczna.
Oszacowac prawdopodobienstwo, zZe wsrod 1000 losowo wybranych ludzi od 10
do 30 o0sob bedzie leworecznych.

Zadanie 10.2.9 Nadzorujemy uktad ztozony z n elementow. Uktad pracuje po-
prawnie, jesli wiadomo, Ze co najmniej 75% elementow sktadowych jest sprawna.
Z ilu elementow powinien sktadac sie ten uktad, aby z prawdopodobienstwem 0,95
mogt pracowac poprawnie, jesli wiadomo, Ze prawdopodobienstwo awarii pojedyn-
czego elementu wynosi 0,257

Zadanie 10.2.10 Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleinych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie co zmienna losowa X, gdzie P({w € Q: X(w) = }) =
2% dla k € N. Czy dla tego ciggu mozna stosowaé centralne twierdzenie gra-
niczne?
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Wprowadzenie do statystyki.
Elementy estymacji

11.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Niech R bedzie m-elementowym zbiorem. Przypusémy, ze kazdy jego element
r € R mozna opisa¢ jezykiem teorii prawdopodobienstwa, a wiec za pomoca
rozktadu Fx pewnej nieznanej zmiennej losowej X. Wtedy mnogosé R bedziemy
nazywali populacjg generalng, a zmienna losowa X jej cechg.

Niech R, bedzie n-elementowym podzbiorem populacji generalnej R, gdzie
n << m (duzo mniejsze). Zalézmy, ze kazdemu r; € R, odpowiada kopia ce-
chy X, oznaczmy ja przez X; taka, ze zmienne losowe {Xj,...,X,} sa parami
stochastycznie niezalezne.

Wtedy odwzorowanie

Q30w — (Xy,..., X)) (w) = (X1 (w),...,X,(w)) €R"

bedziemy nazywali wektorem losowym odpowiadajacym reprezentacji P, popula-
cji generalnej P. Zal6zmy, ze obserwacja reprezentacji P, populacji generalnej da
material statystyczny w postaci ciagu liczbowego (x1,...,x,). Powiemy, ze taki
ciag jest probg prostg z populacji generalnej P, jesli

Jovear (X, X)) (wo) = (21, ).
Niech teraz g: R™ — R bedzie taka funkcja, ze
Z(w) = 9(X4(w),...,Xp(w))

jest zmienna losowa. Wtedy Z bedziemy nazywali statystykg populacji generalnej
cechy X.
Sposréd wielu statystyk wazne sa trzy nastepujace:
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zwana sredniq teoretyczng z proby prostey,

n

)

i=1

zwana wariancjg teoretyczng z proby prostes,

zwana statystyka z daszkiem.

Wtedy wartosci tych statystyk w punkcie w, nazwiemy wartosciami zaobser-
wowanyms albo empirycznymi tych statystyk i oznaczymy je odpowiednio matymi
literami, czyli R

Ty, = Xon(wo), 8% = S2(w,), 5% = S(w,).

Fakt 11.1.1 Jesli cecha X populacji generalnej ma wartosé oczekiwang m i wa-
riancje o2, to

EX, =m, ES? = o

Twierdzenie 11.1.1 (o trzech statystykach) Niech cecha X populacji generalnej
ma rozktad N'(m,c?). Wtedy statystyka

1.
nS?
=
ma rozktad chi-kwadrat Pearsona o n — 1 stopniach swobody,
X, —
oo ey

ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach swobody,
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Lm\/ﬁ

o

ma rozktad standardowy normalny.

Przypusémy, ze na temat cechy X wiemy:

1. znamy typ jej rozkladu, czyli jej dystrybuante Fx(t,0), ktéra zalezy od
parametru # nieznanej wartosci, albo

2. nie znamy typu rozkladu Fx(t,#), ale wiemy, ze cecha ta ma warto$¢ ocze-
kiwang i1 wariancje.

Jedli potrafimy skonstruowaé dwie statystyki Z; = f;(Xy,...,X,), j = 1,2,
takie, ze
1.

vwEQ Zl(w) < Z2<w)7

Plw e 0€ (Z1(w),Zs(w))}) =1—aq,

to powiemy, ze dokonalidmy estymacyi przedziatowej wartosci parametru 6
rozkladu cechy X, a zdarzenie {w € Q: 0 € (Z;(w),Z2(w))} nazwiemy prze-
dziatem losowym odpowiadajacym temu parametrowi. Biorac wartosci empi-
ryczne z1 ¢ 2o odpowiadajace statystykom Z; i Zs, bedziemy mowili, ze

0 € (21, 22) z prawdopodobienstwem 1 — .

Zadanie 11.1.1 Wiadomo, Ze cecha X populacji generalnej ma rozktad nor-
malny N (m, o?), gdzie warto$é parametru m jest nieznana. Na podstawie préby
prostej (1, . ..,T,) skonstruowaé przedzial losowy dla tego parametru.

Rozwiazanie

Dla skonstruowania odpowiednich statystyk wykorzystamy Twierdzenie 11.1.1
(3). W tym celu niech

) ZZIXn—i_nai

v V'

= g

ZIIXn_na
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gdzie a € (0,1) 1 2(1 — ®(ny)) = .
Istotnie, wtedy

Xp(w) —
P({w e Q& m € (Z1(w), Zo(w))}) = P({w €0 —ny < XM na}> -
Vn
X, (w) —
P({w e (X =m na}).
NG
Ale z Twierdzenia 1.11.1(3) zmienna losowa Xnl)mm ¢ N(0,1), zatem dla

T
a € (0,1) dostaniemy

l—a=PH{we me (Z1(w),Z(w))}) =1-2(1 - P(n,)),

czyli ®(n,) =1—

N[Q

Zadanie 11.1.2 Przeprowadzi¢ symulacje liczbowq dla sytuacji opisanej w zada-
niu 11.1.1 przyjmujac

a=0,05n=9, (1,74, 2,01, 1,81, 1,45, 1,78, 1,90, 1,95, 1,99, 1,87)i 0* = 6.

Rozwiazanie

Poniewaz Ty = 1,83, ®(n,) =1—§ = n, = 1,96 (z tablicy standardowego
rozkltadu normalnego), z wynikéw zadania 11.1.1 otrzymamy

6 6
m e (1,83 — 1,96%, 1,83+ 1,96%) = (0,23, 3,43)

z prawdopodobienstwem 0, 95.

Zadanie 11.1.3 Na temat cechy X populacji generalnej wiadomo, ze ma rozktad
normalny, gdzie oba parametry sg nieznane. Na podstawie proby prostej skon-
struowad przedziat losowy dla parametru m.

Rozwiazanie

Rozwazmy dwie statystyki:
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dla pewnej liczby t, zaleznej od « € (0,1) takiej, ze
P{w € Q: m € (Z1(w),Zs(w))}) =1— a.

Aby wyznaczy¢ wartosc t, zauwazmy, ze

X, (w) —m

1—a:P<{wEQ:— \/m<ta}>:

P({we e |X( W T <t }) =1-P{w e lta(@)] > ta}),

bowiem z twierdzema 11.1.1(2) ostatnia zmienna losowa ma rozktad t-Studenta
o n — 1 stopniach swobody. Woéwczas ¢, jest wartoscia krytyczna dla tego
rozktadu, czyli rozwigzaniem réwnania

P{w e Q: [th1(w)] > ta)) = .

Zadanie 11.1.4 Wykorzystujgc dane liczbowe z zadania 11.1.2 przeprowadzié
symulacje liczbowg opisang w zadaniu 11.1.5.
Rozwiazanie

Z tabeli wartosci krytycznych dla rozktadu t-Studenta o 8 stopniach swobody
1 a=0,05 mamy

P{w € Q: |ts(w)| > ta}) = 0,006 = t, = 2, 306.

Ponadto

1< 1
2 = \2 _ 2 _ 2 _ 2
s = 5D (@ —7) _9(1,74 1,83)% + (2,01 — 1,83)% + (1,81 — 1,83)%+

i=1
(1,45 —1,83)* + (1,78 — 1,83)% + (1,90 — 1,83)% + (1,95 — 1, 83)?
(1,99 — 1,83)% + (1,87 — 1, 83)2> =0,5343 = s = 0, 731.

Ostatecznie

s 0,731 0,731
:(:9—|—taﬁ> _ (1,83—2 306555, 1,83 + 2,306 )

e (7 — t,—
m (9 2,828’ 2. 828

\/g’

Dlatego m € (1,24, 2,43) z prawdopodobienistwem 0, 95.
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Zadanie 11.1.5 Na temat cechy X populacji generalnej wiemy tylko tyle, ze ma
warto$¢ oczekiwang 1 wariancje. Skonstruowaé przedziat losowy dla nieznanej
wartosci oczekiwanej na podstawie proby proste;.

Rozwiazanie

Tym razem wykorzystamy Twierdzenie 11.1.1(3). W tym celu wezmy dwie
statystyki

S _ S
Z :Xn_ aT —; Z :Xn a”—;
: Mo 42T An T Na T

gdzie liczba n,, jest taka, ze
l—a=P{weQ me (Z(w),Zy(w))}).

Zaprezentujemy metode pozwalajaca wyliczy¢ wartosé n,. Przede wszystkim
zauwazmy, ze

(w)
7 Mocnego prawa wielkich liczb wiadomo, ze P({w € Q: S2(w) — o2}) = 1,
poniewaz ES? = 2. Dlatego z centralnego twierdzenia granicznego
X, (w)

P({w €0 —n, < T)_m\/ﬁ < na}) ~ &(n,) — B(—ny)

X
1—a=P<{w€Q: —Ng < n<§w

dla dostatecznie duzych n.
Stad dla takich n dostaniemy

l—a=1-2(1—®(n,)) < P(n,) 21—

SE

Zadanie 11.1.6 Przeprowadzi¢ symulacje liczbowg dla sytuacyi opisanej w zada-
niw 11.1.5.

Rozwiazanie

W tym przypadku préoba prosta musi by¢ duza. Zatézmy, ze n = 150. Dla
utatwienia obliczenn przyjmijmy, ze dla tej proby: Tjs0 = 2,015, 5= 0,181
ia=0,05. Poniewaz wtedy n, = 1,96, to dostaniemy
0,181 0,181

, 2,015+ 1,96
V150 V150

z prawdopodobienstwem 0, 95.

m e (2,015 — 1,96 ) — (1,989, 2,044)
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Zadanie 11.1.7 Wiadomo, Ze cecha X populacji generalnej ma rozktad mnor-
malny o nieznanej wartosci wariancyi. Na podstawie proby prostej skonstruowaé
przedzial losowy dla wariancyi.

Rozwiazanie

Skonstruujemy takie statystyki Z; i Zo, ze dla a € (0, 1)
1—a=P{weQ o€ (Z(w), Zy(w))}).
W tym celu wezmy:
Z, = — 0 L=

gdzie n oznacza dlugos$¢ proby prostej, natomiast liczby a ¢ b sa tak dobrane, ze

L P({w CO o7 e (nS2(w)’ nS2(w)>}> —

a b
nS?(w)
P({w e b< = < a}).
nS?(w)

Z twierdzenia 11.1.1(1) zmienna losowa ~5~ ma rozklad typu X2, wige
ostatnia réwnos¢ oznacza, ze
l—a=P{we 2 (w)<a})—PHwe 2 (w) <b}).
Ze wzgledu na to, ze w tabeli rozktadu ch-kwadrat podane sa jego wartosci kry-
tyczne, ostania rownos¢ zapiszemy nastepujaco
- a=P({we % 2, w) 2 0)) - PHw e @ 2, () > a)).
Aby znalezé a i b, zauwazmy, ze wystarczy przyjac, ze
e

Pwe® Xiyw) 2 ) =1-5, Pwe ® x2,w) Za}) = 5.

Zadanie 11.1.8 Przeprowadzi¢ symulacje liczbowg dla sytuacji omowionej w za-
daniu 11.1.7, biorge: o= 0,05, n =6 ¢ probe prostg
(0,01, 0,05, 0,21, 0,02, 0,07, 0,02).
Z tabeli rozkltadu ch-kwadrat o 5 stopniach swobody i wynikéw zadania 11.1.7

dostaniemy
P{w € Q: xi(w) >a}) =0,025 = a = 12,832.

Podobnie
P{w € Q: x3(w)>b})=1-0,025=b=0,831.
Poniewaz dla wybranej préby prostej Tg = 0,0633 oraz s? = 0,0046, dosta-
niemy

o? € (2,15-107%, 3,32-1072) z prawdopodobienstwem 0, 95.
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11.2 Zadania

Zadanie 11.2.1 Podac przyktady populacji generalnych i ich cech.

Zadanie 11.2.2 Niech X oznacza ceche populacji generalnej. Pobrano probe
prosta
(—0,95, —0,35, 0, 0,20, 0,25).

Obliczyé wartosci empiryczne nastepujgcych statystyk:
X, S, S.

Zadanie 11.2.3 Niech X bedzie cechqg populacji generalnej o nieznanej dystry-
buancie F', (z1,...,2,) = (X1(ws), . .., Xpn(w,)) probg prostq. Dystrybuantg em-
piryczng cechy X nazywamy odwzorowanie

QxR (w,z) = Flw,z) = %Hz Xi(w) < z}.

Wiadomo, zZe wtedy P({w € Q: F(w,x) — F(z)}) = 1. Mozemy wiec przyjgc,
e F(w,,r) = F(x) dla kazdego x. Wyznaczyé F(w,,x) dla préby prostej
(1,23, 1,34, 1,54, 1,32, 1,67, 1,45).

Zadanie 11.2.4 Kontroli podlega partia produkcji dziennej. Kontrola przepro-
wadzana jest wyrywkowo wedtug zasady: detal wadliwy jest odrzucany.

1. Skonstruowacé model statystyczny opisanego zjawiska.

2. Przyymugjgc, Ze pobrano probe prostq diugosci 1500, w ktorej zarejestrowano
340 wadliwych produktow skonstruowaé przedziat losowy dla wartosci ocze-
kiwanej cechy tej populacyi przyymujec o = 0, 02.

Zadanie 11.2.5 Cecha X populacji generalnej ma rozktad N (m, o). Pobrano
probe prostg
(3,1, 3,5, 2,9, 2,7, 2,8).

Wiedzgce, ze 0 = 2 na poziomie istotnosci 1 — a = 0,95, skonstruowaé przedziat
dla wartoSci oczekiwanej.

Zadanie 11.2.6 Niech cecha X @ proba prosta bedg jak w zadaniu 11.2.5. Przyj-
mujgc, ze o jest nieznane na poziomie 1 —a = 0,95, skonstruowac przedziat dla
wartosci oczekiwanej.

Zadanie 11.2.7 Niech cecha X i proba prosta bedg jak w zadaniu 11.2.5. Przyj-
mujgc, Ze o jest nieznane na poziomie 1 — a = 0,95, skonstruowaé przedziat dla
wariancyi.



Rozdzial 12

Testowanie hipotez
statystycznych

12.1 Wprowadzenie teoretyczne i przyklady

Niech X bedzie cecha populacji generalnej P o rozkladzie znanego typu F(z, )
i nieznanej wartosci parametru #. Metoda estymacji przedzialowej pozwala na
skonstruowanie przedziatu losowego, czyli zdarzenia {w € Q: 0 € (Z1(w), Zs(w))},
ktérego prawdopodobienistwo wynosi 1 — « dla a € (0,1). Majac teraz prébe
prosta (z1,...,z,) = (Xy(ws), - -, Xn(w,)), mozemy otrzymaé nastepujacy wy-
nik

0 € (Zy(w,), Zs(w,)) z prawdopodobienstwem 1 — a.

Bardzo czesto w takiej sytuacji przyjmuje sie, ze 0 = 6, = %(Zl(wo) + Zs(w,)).
Metoda testowania hipotez statystycznych wspiera proces wyboru wartosci pa-
rametru 6,. Polega ona na tym, ze formutuje si¢ tzw. hipoteze zerowg

H,: =20,
przeciwko tzw. hipotezie alternatywnej
Hli 0&90,

gdzie symbol A na ogél reprezentuje jedna z trzech relacji: =, <, >. Podstawa
procesu weryfikacji poprawnosci hipotezy zerowej, czyli ewentualnego jej wyboru,
jest podzbiér @ C R, zwany obszarem krytycznym.

Przypusémy, ze (x1,...,2,) = (X1(w,), ..., Xn(w,)) jest préba prosta tej
populacji generalnej. Konstruujemy statystyke Z = f(Xy,...,X,), ktéra dla
a € (0,1) wyznacza obszar krytyczny ) wedlug zasady

P{w € Q: Z(w) € Q}) = a przy zalozeniu, ze 0 =6,

czyli, ze zaszla hipoteza H,.



116 Testowanie hipotez statystycznych

Jesli teraz Z(w,)-warto$¢ empiryczna tej statystyki, spelnia warunek

Z(w,) € Q,

to hipoteze H, odrzucamy na korzys$¢ hipotezy alternatywnej H,. W przeciw-
nym razie mowimy, ze nie ma powodow do odrzucenia hipotezy zerowej i mozemy
ja przyja¢. W taki przypadku proces weryfikacji (czy 6 = 0,) zakonczy sie
pomyslnie.

Zadanie 12.1.1 Wiadomo, Ze cecha X populacji generalnej ma rozktad nor-
malny z nieznang warto$cig oczekiwang m. Przeprowadzi¢ procedure weryfikacji
hipotezy H, : m = m, przeciwko hipotezie Hy : m/Am,,.

Rozwiazanie
Niech (z1,...,z,) bedzie préba prosta tej populacji generalnej. Wezmy sta-
tystyka o
X,—m
Z=""—\/norazae(0,1). (12.1)
o

Postac¢ obszaru krytycznego zalezala bedzie od typu relacji A.
Rozpatrzymy trzy przypadki:
1.

AN & £ czyli Hy : m # m,.

Wtedy przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H, statystyka Y powstata ze
statystyki danej wzorem 12.1 w wyniku podstawienia m = m, ma standar-
dowy rozktad normalny oraz

PlweQ Yw) eQ}) =as
Plwe Q2 [Y(w)| > no}) =a<2(1—-d(n,)) = a,

CO 0zZNhacza, ze
Q = (=00, —ngy) U (ng, +00). (12.2)

AN & > czyli Hy : m > m,.
Wtedy przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej dostaniemy
PlweQ Yw) eQ}) =as
Plwe Yw) >nl}) =as1-dn}) =a,

CO 0zZnhacza, ze
Q = (n}, +0). (12.3)
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AN & <, czyli Hi : m < m,.
Wtedy przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej dostaniemy
Plwe Yw e@})=ae PHwe Yw)<-nl})=aqa,
gdzie n} wyznaczamy jak wyzej. Oznacza to, ze

Q = (—o0, —n}). (12.4)

Zadanie 12.1.2 7 zadania 11.1.2 wiadomo, Ze dla o« = 0,05 i 0> = 6, m €
(0,23, 3,43) z prawdopodobieristwem 0,95. Przeprowadzic test statystyczny we-

ryfikujacy, czy nalezy przyjac¢ hipoteze
1
H,: m=m,= 5(0,23 + 3,43) przeciwko Hy : m #m,

dla oo = 0,05, jesli wiadomo, Ze pobrano probe prostg takg, Ze To = 1, 83.

Rozwiazanie

Wyznaczymy obszar krytyczny @ dla tej sytuacji. Z zadania 12.1.1(1) dosta-
niemy
Q = (_007 _na) U (nau +OO)7

gdzie
2(1 = ®(ny,)) =0,05 < &(n,) =0,975 & n, = 1, 96.

Przy zalozeniu hipotezy H, : m = m, = 1,83 dostaniemy

1,83 —1,83

~— V9 =0.
V6

Poniewaz Z(w,) ¢ (), wiec nie ma powodu do odrzucenia hipotezy
zaktadajacej, ze m = 1,83 z prawdopodobienstwem 0, 95.

Z(w,) = =—0y/n =

Zadanie 12.1.3 Cecha X populacji generalnej ma rozktad normalny z niezna-
nymi parametrami m i o?. Przeprowadzié weryfikacje hipotezy H, : m = m,
przeciwko hipotezie Hy : mAm,,.
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Rozwiazanie

Niech (z1,...,z,) bedzie préba prosta. W tym przypadku wezmiemy staty-
styke
X, —m
S vn—1. (12.5)
Przy zalozeniu hipotezy H, : m = m, statystyka ta ma rozktad t-Studenta
o n — 1 stopniach swobody, dlatego

7 =

Xn — My
tho1 = ————vVn—1. (12.6)
S
Skonstruujemy teraz obszar krytyczny ). W tym celu rozpatrzymy trzy przy-
padki:
1.

N =, czyli Hy @ m # m,.
Wtedy przy zalozeniu hipotezy H, i dla o € (0, 1) dostaniemy
Pw e Z(w) e Q}) =a< PH{w e t,1(w) € Q}) = a,

CO oznhacza, ze

Q = (=00, —ty) U (tg, +00), (12.7)
gdzie t, jest wartoscia krytyczna rozkladu t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody, czyli P({w € Q: [t,_1|(w) > t.}) = a.

A => czyli Hi : m > m,.
Wtedy przy zalozeniu hipotezy H, i dla o € (0, 1) dostaniemy
Pw e Z(w) e Q}) =a < PH{w e t,1(w) € Q}) = a,

€O ozhacza, ze

Q = (t}, +o0), (12.8)
gdzie ¢t} spelia warunek P({w € : t,_1(w) > t1}) = a.
Z zadania 7.1.13 wiemy, ze wtedy P({w € Q: |t,,_1|(w) > t}) = 2a.

A=<, czyli Hi : m < m,.
Wtedy przy zalozeniu hipotezy H, i dla o € (0, 1) dostaniemy
Plwe Z(w) e Q}) =a< PHwe X t,.1(w) € Q}) = q,

€O ozhacza, ze
Q = (—o0,—ty), (12.9)
gdzie t} spelnia warunek opisany w punkcie 2.
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Zadanie 12.1.4 7 zadania 11.1.4 wiemy, Ze m € (1,24, 2,43) z prawdopodo-
bienstwem 0,95. Przeprowadzi¢ test weryfikujgcy przyjecia hipotezy H, : m =
m, = %(1,24 + 2,43) = 1,835 przeciwko hipotezie alternatywnej Hy : m > m,
dla o = 0,05.

Rozwiazanie

Przy zalozeniu hipotezy H, zmienna losowa Z dana wzorem 12.5 ma rozklad
t-Studenta o 8 stopniach swobody. Skonstruujemy obszar krytyczny dla hipotezy
alternatywnej Hy : m > m,. Z sytuacji (2) poprzedniego zadania

Q = (ty, +00),
gdzie
P({w € Q: |ts|(w) >t1}) =2-0,05=0,1,
skad tT = 1,86 i ostatecznie @ = (1,86, +00).
Poniewaz

1,83 — 1,835
o Tt /8=-6.839-107°
0,731 V8 ’ ’

wiec Z(w,) ¢ @, co oznacza, ze hipoteze H, przyjmujemy.

Z(w,) =

Zadanie 12.1.5 Na temat cechy X populacji generalnej wiemy tylko tyle, Ze
ma rozktad normalny. Zweryfikowaé hipoteze H, : 0® = o2 przeciwko hipote-
zie Hy : 0% > o2.

Rozwiazanie
Niech (z1,...,z,) bedzie prébg prostg. Witedy obszar krytyczny @ musi

spetniacé warunek

2

o*

P({w € Q: Z(w) € Q}) = a przy zatozeniu, ze 0> = o

Bierzemy
S2
7 - (12.10)
o
Wtedy przy zatozeniu hipotezy H,
nS?
o2 Xn—1 (12.11)

oraz
Q= (X3, +0), gdzie P({w € x2_j(w) > x2}) = o (12.12)
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Zadanie 12.1.6 Dla danych z zadania 11.1.8 zweryfikowaé hipoteze H, : 0? =
o2 = %(2, 15-1073+3,32-1072) = 0, 17675 przeciwko hipotezie Hy : o > o2 dla
a=0,05.

Rozwiazanie

Z tabeli wartosci krytycznych dla rozkladu chi-kwadrat dla 5 stopni swobody
mamy
P({w € Q: x3(w) > x2}) = 0,05 < x2 = 11,070.

Wartosé empiryczna statystyki 12.10 przy zalozeniu hipotezy zerowej wyniesie

ns? ~ 6-0,0046
o2  0,17675

o

Z(w,) = = 0,156,

co oznacza, ze Z(w,) ¢ Q@ = (11,070, +o0). Dlatego niec ma powodéw do odrzu-
cenia hipotezy, ze 02 = 0, 17675 z prawdopodobieristwem 0, 95.
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12.2 Zadania

Zadanie 12.2.1 Niech cecha X i proba prosta bedg jak w zadaniu 11.2.5. Dla
a = 0,05 zweryfikowac hipoteze H, : m = 3 przeciwko hipotezie alternatywnej
H1 J

1. m # 3,
2. m <3,

3. m > 3.

Zadanie 12.2.2 Cecha X populacji generalnej ma rozktad normalny. Pobrano
probe prostq

-1,5, 0, 0,51, 0,48, 0,62, 0,33, —0,33, 0,22, 0,49, 0,12.

Dla o = 0,05 zweryfikowaé hipoteze, ze m = 0,35 przeciwko hipotezie alterna-
tywne; Hy

1. m#0,35,
2. m > 0,35,
3. m < 0,35.

Zadanie 12.2.3 Cecha X populacji generalnej ma rozktad normalny. Pobrano
probe prostg

2,01, 1,99, 2,20, 3,51, 1,75, 1,66, 2,25, 2,31, 2,0.

Zweryfikowaé hipoteze, e 0? = 0,2 przeciwko hipotezie o>

a=0,05.

> 0,2 przyymujgc

Zadanie 12.2.4 Z pobranej proby prostej cechy X populacji generalnej
o rozktadzie normalnym wynika, ze:

m € (1,888, 2,257), 7, = 2,072, s =0,11.
Sprawdzié, czy dla tej populacji mozna przyjaé m = 1,9 (a =0,05).

Zadanie 12.2.5 Na uczelni wylosowano 1500 studentow, ktorych poddano ankie-
towaniu. Pytanie brzmiato, czy po skoriczonych studiach podejmg prace zgodng
z profilem swojego wyksztatcenia?. Na pytanie odpowiedziato 800 ankietowanych
studentow. Na tej podstawie zweryfikowaé hipoteze, Ze T5% studiujgcych na
tej uczelni podejmie prace zgodnie z kierunkiem swojego wyksztatcenia. Przyjec
a=0,05.



122 Testowanie hipotez statystycznych

Zadanie 12.2.6 Dla cechy X populacji generalnej o rozktadzie normalnym po-
brano 20 elementowq prébe prostg. Stwierdzono, ze s> = 0,07. Prazyjmujgc
a = 0,05, rozstrzygnaé, czy mozna stwierdzié, ze o* = 0,075%.

Zadanie 12.2.7 Dla cechy X populacji generalnej o rozktadzie normalnym po-
brano proébe prosta, z ktérej wynika, ze: Tos = 0,06, s = 0,08. Czy dla o = 0,05
mozna przyjec, ze warto$é oczekiwana tej cechy wynosi 0,035%

Zadanie 12.2.8 Przyrzqed zarejestrowat 6 niezaleznie wykonanych pomiarow
pewne] wielkosci fizycznes: 10,1, 10,2, 9,99, 9,74, 10,0, 9,98. Zakltadajgc, zZe
rozktad pomiarow sporzqdzonych tym przyrzedem jest normalny, zweryfikowaé
hipoteze, ze srednia wartosé pomiaru tej wielkosci fizycznej wyniesie 9,99 dla
a=0,05.

Zadanie 12.2.9 Wykorzystujgc dane liczbowe z poprzedniego zadania, zweryfi-
kowa¢ hipoteze, Ze niepewno$é pomiaru wykonanego tym przyrzedem (jego klasa)
wynosi 0,05. Przyjeé, ze a = 0,05.

Zadanie 12.2.10 Dla cechy X populacji generalnej o rozktadzie normalnym po-
brano probe prostg: —0,75, —0,61, —0,33, 0,1. Dla o = 0,05 zweryfikowac
hipoteze, ze m = —0, 5.
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Przykladowe zadania
z kolokwiow i egzaminow

Zadania z kolokwiéw

Zestaw 1

1.

lle jest wszystkich mozliwych sposobow podziatu zbioru 5-elementowego na
co najwyzej 3 podzbiory?

Winda rusza z 7 pasazerami i zatrzymuje sie na 10 pietrach. Jakie jest
prawdopodobienistwo P(A) zdarzenia A, ze Zadnych dwdch pasaZeréw nie
opuci windy na tym samym pietrze?

Ze zbioru {5,6,7,8,9} losujemy bez zwracania trzy cyfry i zgodnie z ko-
legnoscig losowania tworzymy z nich liczbe trzycyfrowq. Jakie jest prawdo-
podobienistwo tego, Ze ta liczba bedzie wieksza od 7507

lle liczb dwucyfrowych o niepowtarzajgcych sie cyfrach mozna utworzyc z
cyfr {1,2,3,4}7

W sposob losowy ustawiamy litery znajdujgce sie w stowie MAMA. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze dwie litery A bedq staty obok siebie?

Na nieskonczong szachownice o boku a rzucono monete o Srednicy 2r < a.
Obliczyc¢ prawdopodobienstwo tego, ze moneta przetnie co najwyzej jeden
bok kwadratu (pola tej szachownicy)?

Zestaw 2

1.

Ze zbioru {1,2,3,4,5} losujemy bez zwracania trzy cyfry i zgodnie z ko-
lejnoscig losowania tworzymy z nich liczbe trzycyfrowq. Jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze ta liczba bedzie mniejsza od 2307
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Niech A bedzie zbiorem punktéw (z,y), dla ktérych x®+y* < 1, B— zbiorem
punktéw (x,y), dla ktérych x* + y*> < 4, C— zbiorem punktéw (z,y), dla
ktorych (x — 1) + y? < 1. Znalezé zbiory AUB, BUC, ANBNC oraz
A-C.

Na ile sposobow mozna ustawié¢ na potce 30 ksigzek, sposrod ktorych 20
jest mniejszego formatu, a 10 wiekszego, tak by mniejsze ksigzki nie byly
przemieszane z wiekszymi?

Co jest bardziej prawdopodobne: w rzucie dwiema kostkami wyrzucenie sumy
oczek podzielnej przez 4 czy w rzucie czterema monetami wyrzucenie wiecej
ortow niz reszek?

Ze zbioru {1,2,3,4} losujemy dwie cyfry bez zwracania. Jakie jest praw-
dopodobieristwo tego, ze liczba utworzona z tych cyfr (zgodnie z kolejnoscig
losowania) bedzie parzysta?

Z odcinka [0, 1] wybrano losowo i niezaleznie dwa punkty x iy, ktore dzielg
ten odcinek na trzy odcinki. ZnalezZé prawdopodobienstwo tego, zZe z tych
odcinkow mozna zbudowaé trojkgt.

Zestaw 3

1.

Windg 10-pietrowego bloku jedzie n 0sob. Jaka musi byé liczba n, by prawd-
podobienstwo tego, zZe wszystie osoby wysigdg na ostatnich trzech pietrach
byto mniejsze niz 0,037

Z taliv 52 kart losujemy jedng karte. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowana karta bedzie krolem, damg lub pikiem?

Autobus wiozgcy 20 pasazerow zatrzymuge sie na 5 przystankach. Na ile
roznych sposobow pasazerowie mogq wysiadac z autobusu, zaktadajgc, Ze na
kazdym przystanku wysigdzie przynajmniej jeden pasazer?

Rozwigz réwnanie 2 - |C%| = |C3_,|, gdzie |C%| oznacza liczbe wszystkich
k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego.

Rzucamy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, zZe suma
oczeka na tych kostkach bedzie rowna co najmniej 77

W' poczekalni przychodni lekarskie; znajdujg sie dwie kobiety @ dwajy
mezczyini. Poszczegolne osoby sqg proszone do gabinetu w sposcb losowy.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze jako pierwsze bedg zbadane kobiety?
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Zestaw 4

1.

Rzucamy jednoczesnie czterema monetami. Wypisz zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu AU B, gdy: A—zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu co
nagmniej dwoch reszek, B—zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu nieparzystej
liczby ortow.

Liczby {1,2,3,4} porzqdkujemy w spodb losowy. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze liczba 1 bedzie stata jako pierwsza?

Na ile sposobow mozna rozmiesci¢ 5 ponumerowanych kul w 8 urnach?

W wrnie jest 6 kul: dwie biate, dwie czarne, dwie czerwone. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, zZe losujgc kolejno 3 kule bez zwracania, wylosu-
jemy jedng kule czarng, jedng czerowng i jedng bialg?

Wiadomo, ze 30% srub ma dodatnie (+) odchylenia wymiaréw Srednicy od
nominalnego wymiaru, a 70%-ujemne (-). Sposréd n = 100 wybrano trzy
sztuki. Obliczyé prawdopodobienstwo tego, Ze:

a) jedna sruba jest ,,plusowa”;

b) nie ma zZadnej Sruby ,,plusowej”wsréd trzech wybranych.

Na odcinku [0, 1] umieszczamy losowo i niezaleznie punty x i y. Niech A
oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze x < y, natomiast B bedzie zdarze-
niem polegajgcym na tym, Ze y < 0,5. Czy zdarzenia A i B sg niezalezne?

Zestaw 5

1.

Dziecko bawi sie literami A, A, A, E, K, M, M, T, T,Y. ZnaleZé prawdopo-
dobienstwo tego, zZe przypadkowo ztozy stowo MATEMATYKA.

Cztery osoby, w tym jedno matZenstwo, siadajg losowo przy stoliku
brydzowym. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze matzonkowie bedg sie-
dzieli naprzeciw siebie?

Na kartkach wrzuconych do pudelka napisane sg odpowiednio numery
1,2,3,4. Losujemy w sposdb przypadkowy jedng kartke. Niech A oznacza
zdarzenie polegajace na wylosowaniu kartki z numerem 1; B oznacza zda-

rzenie polegajgce na wylosowaniu kartki z numerem parzystym. Obliczyé
P(A), P(A), P(B), P(B°).

20-o0sobowa grupa studencka, w ktorej jest 6 kobiet, otrzymata 5 biletow do
teatru. Bilety rodziela sie drogg losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, Ze wsrod posiadaczy biletow znajdg sie doktadnie 3 kobiety?

lle roznych liczb czterocyfrowych o niepowtarzajgch sie cyfrach mozna utwo-
rzyc¢ z cyfr 5,6,7,87
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6. Rozwigz réwnanie 20 - |P,_o| = |P,|, gdzie |P,| oznacza liczbe wszystkich

permutacyi zbioru n-elementowego.

Zestaw 6

1.

Na kartkach wrzuconych do pudelka napisane sq¢ odpowiednio liczby
{1,2,3,4}. Losujemy w sposéb przypadkowy dwie kartki. Niech A oznacza
zdarzenie polegajgce na wylowaniu pary liczb, ktorych suma jest mniejsza
od 5, B-zdarzenie polegajgce na wylosowaniu pary liczb, ktorych suma jest
wieksza od 4, a C—zdarzenie polegajgce na wylosowaniu pary liczb,

z ktérych przynajmniej jedna jest wieksza od 1. Obliczyé P(A), P(B), P(C).

Na ile roznych sposobow mozna rozdzieli¢ medale w zawodach sportowych
posrod czterech finalistow?

Liczby {1,2,...,n} zostaly ustawione przypadkowo. ZnaleZé prawdopodo-
bieristwo, Ze a) cyfry 14 2, b) cyfry 1,2 1 3 pojawily sie w sqsiedztwie i w
wymienione] kolejnosci?

Ze zbioru osmiu kart sktadajgcego sie z 4 dam i 4 waletow losujemy dwie
karty. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrod wylosowanych kart jest
jedna dama i jeden walet?

Na ile sposobow mozna wyznaczycé delegacje ztozong z dwoch dziewczynek
oraz dwoch chtopcow z klasy, w ktorej jest 20 dziewczynek i 15 chtopcow?

Z partii towarow zawierajgcej sztuki dobre i wadliwe losujemy 3 sztuksi.
Niech A oznacza zdarzenie: doktadnie jedna sztuka dobra w trzech sztukach
wylosowanych, B—co najwyzej jedna sztuka dobra w trzech wylosowanych,

C'—co nagmniej jedna sztuka w trzech wylosowanych. Wyjasnié, co oznaczajg
zdarzenia: A, AUB,BNC,B%NC°.

Zestaw 7

1.

Zmienna losowa X ma rozklad dyskretny taki, ze p(—3) = 0, p(—1) = a,
p(3) =0,5, p(5) =0,2.

(a) Wyznacz a;

(b) Wyznacz dystrybuante i narysuj jej wykres;

(¢) Oblicz P(0 < X <5);

(d) Wyznacz EX, D*X.

2. Prawdopodobienstwo wyprodukowania sztuki wadliwej wynosi 0,002. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze w partii liczacej 500 sztuk znajdg sie:

(a) 2 sztuki wadliwe;
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(b) 0 sztuk wadliwych;

(¢) co nagmniej 3 sztuki wadliwe.

3. Zmienna losowa X ma rozktad o gestosci

T dla0<zx <1
Flz)=¢ a—z dlal<z<2

0 poza tym

Wyznaczyé:

(a) Statg a;

(b) Dystrybuante i jej wykres;

(c) Var(X).

Zestaw 8

1. Zmienna losowa X ma rozktad dyskretny taki, Ze p(—1) = 0,2, p(2) =0, 3,
p(3) =0,4, p(4) = a.
(a) Wyznacz a;
(b) Wyznacz dystrybuante i narysuj jej wykres;
(c) Oblicz P(0 < X <5);
(d) Wyznacz EX, D*X.
2. Urzgdzenie sktada sie miedzy innymi z 750 lamp. Prawdopodobieristwo awa-
rii lampy w ciggu doby wynosi p = 0,004. Obliczyc¢ prawdopodobienstwo, ze
w ciggu doby pracy urzgdzenia ulegnie awarii:
(a) 0 lamp;
(b) 2 lampy;
(¢) co nagmniej 3 lampy.
3. Dobra¢ tak statg c, aby funkcja

) = c-sine dia0<z<nm
10 poza tym

byta gestoScig pewnej zmiennej losowey X. Wyznaczycé:

(a) P(IX] < 3);
(b) EX;
(c) Var(X).
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Zestaw 9

1. Wiadomo, Ze zmienna X € J([1,5]). ZnaleZé rozktad zmiennej losowej

Y=1X-1).

2. Niech zmienna losowa X ma rozktad

x| =2 —-11] 0 2 3
Di 071 0a2 0,3 0,2 0,2

Wyznaczyé rozktad zmiennej losowej] Y = —X + 3. Narysowac dystrybuante
Fy.

3. Z partin 100 przedmiotow, wsrod ktorych jest 10 wykonanych wadliwie wy-
brano losowo bez zwracania 8 sztuk. Niech X oznacza liczbe sztuk wadli-
wych. Wyznaczyé rozktad X i jej wartosé oczekiwang.

4. Wiadomo, Ze zmienna losowa X ma gestosc

[ 2=2z, gdy x€(0,1)
f<x)_{ 0, gdy x ¢ (0,1)

ZnaleZé dystrybuante tego rozktadu.
Zestaw 10
1. Na odcinku [0, 1] umieszczono losowo i niezaleznie punkty x i y. Niech
A={(z,y) €[0,1] x [0,1]: 2* +y* <1},

B={(z,y) €[0,1] x [0,1]: = < y}.

Czy zdarzenia te sq stochastycznie niezaleine?

2. Dla jakich wartosci a, b € R funkcja

0, gdy r<1
Flx)=¢ 234a, gdy —1<z<b
1, gdy x > b.

jest dystrybuantq pewnej zmiennej losowej?

Obliczy¢ P({w € Q2: —1 < X(w) < 1}).

3. Zmienna losowa X ma rozktad

] 1] 2] 4 45
2 10,2]0,4]0,3 a
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Znalezé a1 narysowac dystrybuante tej zmienney.

4. Wiadomo, zZe zmienna losowa X ma gesto$é

[ 2=2z, gdy x€(0,1)
f@) = { 0, gdy —x ¢ (0,1)

ZnaleZé jej dystrybuante. Obliczyé P({w € Q: —5 < X(w) < 0,75}).
Zestaw 11
1. Zmienna losowa X ma rozktad

Di 071 0a2 0,3 0,2 0,2

Znalezé rozktad zmiennej losowe; Y = X2 — 1. Narysowaé wykres jej dys-
trybuanty.

2. Wiadomo, Ze zmienna losowa ma rozklad jednostajny na odcinku |a,b].
Wyznaczyé rozktad zmiennej losowej Y = )b(_’(f podajac jej dystrybuante
1 gestosc.

3. Obliczyé w przyblizeniu prawdopodobienstwo, Ze partia 200 elemntow za-
wiera co nagmnie] 1 elemnt wadliwy, jesl wiadomo, zZe prawdopodobienstwo
wytworzenia wadliwego elemntu wynosi p = 0,01.

4. Zmienna losowa X ma gestosé

[ ae*,  gdy x€]0,In3]
flo) = { 0, gdy x ¢ [0,In3].
ZnalezZé wartosé a i dystrybuante tej zmiennej losowey.
Zestaw 12
1. Zmienna losowa X ma rozktad
x| =31 —-2]0 (1|2
T T T I3
Pil g | 3 [12]l6l12

Obliczyé warto$é oczekiwang zmiennej losowej Y = 2X.

2. Wiadomo, ze zmienna losowa X ma gestosé f. ZnaleZé gestosé zmiennej
losowej Y = X + 1.

3. Z partii 100 przedmiotow, wsrod ktorych jest 10 wykonanych wadliwie, wy-
brano losowo bez zwracania 5 sztuk. Niech X oznacza liczbe sztuk wadliwych
w probie. ZnaleZé rozktad zmiennej losowej X.

4. Dane sq trzy zdarzenia: A, B,C € X. Wyrazi¢ P(AU B UC) za pomocg
prawdopodobienstw zdarzen: A,B,C,ANB,BNC,ANC i1 AnBNC.
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Zestaw 13
1. Dobraé tak state a,b,c,d € R, aby funkcja
a, gdy x <0
f(z) =< ba?, gdy 0<z<1

;—x—l—c, gdy x> 2.

byta dystrybuantg pewnej zmiennej losowey.

2. Zmienna losowa X ma rozktad

B i, gdy x € [1,5]
J(@) = { ,gdy —x ¢[1,5].

Dokonaé standaryzacyi tej zmiennej. Na tej podstawie obliczyé jej wartosc
oczekiwang 1 wariancje.

3. Niech X € N(—2,5, 2). Obliczyé P({w € Q: X?*(w) < 9}).

4. Wiadomo, ze X ma rozklad jednostajny na odcinku [2,6].  Metodg
nieréwnosci Markowa i Czebyszewa oszacowaé P({w € : X(w) > 4,5}).

Zestaw 14

1. Zmienna losowa X ma rozktad

0, gdy r< -1
Flz)=3 = gdy —-1<2<3
1, gdy x> 3.

ZnaleZé rozktad zmiennej losowej |X|.

2. Blgd w pewnej prébie mozna wykryé w 99, 8% przypadkow. Oszacowad praw-
dopodobienstwo, ze w 500 probach nie wykryto btedu w co najmniej 5 przy-
padkach.

3. Dane sg zmienne losowe Xy, ..., X,, kazda o rozktadzie wyktadniczym z pa-
rametrem X\ = 2. Bierzemy zmienng losowg X = Y " | X;. Dla jakich n
zachodzi nierownosé

P{w € Q: X(w) >10}) <0,5.

4. Wykonano n niezaleznych powtérzen doswiadczenia, ktore polega na tym,
ze zdarzenie A zachodzi z prawdopodobienstwem 0,25. Niech X,, oznacza
1l0$¢ zajsé zdarzenia A w n powtorzeniach. Oszacowaé prawdopodobienstwo

X (w)

P({w e | 0,25 < 10*3}).

Przyjaé, ze n = 103,
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Zestaw 15

1. 8 0s06b posadzono obok siebie na tawce.

Opisac to zjawisko w terminach

kombinatoryki. Na ile sposobow mozna rozmiescié¢ te osoby, aby wybrane
dwie z mich siedziaty obok siebie.

2. 7 talii 52 kart losujemy 6. Niech A bedzie zdarzeniem, Ze wylosowano co
najmniej jednego asa czarnego, B, Ze wylosowano 2 asy. Czy zdarzenia te

sq stochastycznie niezalezne?

3. Dany jest rozktad zmiennej losowej X

2| -3 —1]0]1] 2
1 1 1 3
pi| |3 |ilalts

Narysowaé dystrybuante tej zmiennej losowey.
Obliczyé P({w € Q: —2 < X(w) < 3}).

4. Zmienna losowa X ma rozktad

F(z) =

0, gdy x<0
ix, gdy 0<z<4
1, gdy x> 4.

ZnaleZé rozktad zmiennej Y = —3X + 1.
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Zadania z egzaminéw

Zestaw 16

1. Dane sq¢ zdarzenia A, B,C € X. Wyrazi¢ P(AN BNC) za pomocg praw-
dopodobienstw zdarzen: A,B,C,ANB,BNC,ANC,AnBNC.

2. Zmienna losowa X ma rozktad

Pi

ol
SN
oy O
o = =

o= DN

Znalezé rozktad zmiennej losowej Y = eX.

rozktadu.

Narysowaé dystrybuante tego

3. Dla zmiennej losowej Y z zadania 2 obliczyc

(a)

PAw e 0<Y(w) <

DO | Ot

1,
(b) var(Y).

4. Blgd w pewnej prébie mozna wykryé w 99,86% przypadkow. Oszacowaé
prawdopodobienstwo, ze w 600 przypadkach nie wykryto bledu w co naymniej
2 przypadkach.

5. Zmienna losowa X ma rozktad

B i , gdy x€[l,5]
f(”“")—{o "o v 5]

Dokonac jej standaryzacji. Na tej podstwie obliczyc jej wariancje.
6. Wiadomo, ze X € N(—2,5, 2). Obliczy¢ P({w € Q: 5 < X(w) < 10}).
Zestaw 17

1. Niech A, B,C bedg zdarzeniami losowymi. Podaé postac zdarzenia D o tej
wlasnosci, ze
(a) zachodzi co najmniej jedno z tych zdarzen,
(b) zachodzg co najmniej dwa z nich,
(c) zachodzi tylko zdarzenie B,

(d) nie zachodzi Zadne z nich.
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2. 7 talii 52 kart losujemy 4. Niech A oznacza wylosowanie 3 asow i krola,
B wylosowanie 2 asow. Sprawdzié, czy zdarzenia te sg stochastycznie nie-
zalezne.

3. X ma rozktad

i | =3 | —1
Pi i

o DO
=L NN

NI
o =

Obliczyé P({w € Q: 0 < X(w) < 2}).
4. Dla zmiennej losowej z zadania 3 obliczyé jej wariancje.

5. Zmienna losowa ma rozktad

[ 4a? ) gdy 2 €(0,1)
f(x)_{o : ﬁd‘z z ¢ (0,1).

Obliczyé jej wariancje.
6. Wiadomo, ze X € N (=3, 4). Obliczy¢ P({w € Q: |X(w)| < 2}).
Zestaw 18

1. Z odcinka [0,1] wybrano losowo i w sposdb niezaleiny dwie liczby a 1 b.
Niech A = {(a,b) € [0,1]* a*+V* > 1}, B={(a,b) € [0,1]* a <b}. Czy
zdarzenia te sq stochastycznie niezalezne?

2. Niech zmienna losowa X ma rozktad

z;, | =3 | —1
Di

= O

el
Lol
o= =
oy o

Znalezé rozklad zmiennej losowej In| X (w)+1|. Narysowac jej dystrybuante.

3. Zmienna losowa X ma dystrybuante

0 , gdy r < =2
F(x) = 1—“"32—2 , gdy —2<x<0
1 , gdy x> 0.

Czy X jest typu ciggtego? Jesli tak, to

(a) znalezZé gestosé tego rozktadu,

(b) obliczyé wariancje.

4. Wiadomo, ze X € J([3,7]). Oszacowaé prawdopodobieristwo
P({w e Q: X(w) > 5,5}).
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5.

Niech X ma rozktad standardowy normalny. Porownaé odczyt z tablic
PH{w € @ |X(w)| > 3}) z oszacowaniem tego prawdopodobieristwa me-
todg nierownosci Czebyszewa.

Cecha X populacji generalnej ma rozktad N'(m, 0?), gdzie * = 4. Pobrano
probe prostg: 2,9, 2,7, 2,8, 3,1. Dla a = 0,05 skonstruowac przedzial
losowy dla wartosci oczekiwanej. Zweryfikowaé hipoteze H, : m = 2,9
przeciwko hipotezie Hy : m > 2,9 dla o = 0,05.

Zestaw 19

1.

Dane sqg zdarzenia A, B,C € Y. Wyrazi¢ P(ANBNC) za pomocg praw-
dopodobienstw zdarzen: A,B,C,ANB,BNC,ANC,AUBUC.

Niech X ma rozktad

Di

NI e

i O
= =
o= DN
oIy Qo

Zmalezé rozktad zmiennej —X. Narysowaé jej dystrybuante.

Obliczyc¢ wariancje zmiennej losowej z zadania 2.

. Dla zmiennej losowej X o rozktadzie jednostajnym na przedziale [2, 6] osza-

cowaé prawdopodobieristwo P({w € : X(w) < 4}).
Wiadomo, ze X € N (=2, 4). Obliczyé P({w € Q: |X(w)| > 0,5}).

Cecha X populacji generalnej ma rozktad normalny. Pobrano probe prostg:
2,6, 3,0, 3,1, 2,8, 2,7. Dla a = 0,05 skonstruowac przedzial losowy
dla wartosci oczekiwanej. Zweryfikowaé hipoteze H, : m = 3 przeciwko

Hy: m# 3 dla a=0,05.
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Odpowiedzi do zadan

Zad. 1.2.1
Wskazéwka: wykonaj ilustracje graficzna w uktadzie kartezjanskim.

Zad. 1.2.2
Wskazéwka: A NCY = (AU B)°.

Zad. 1.2.3
1. AnBNC;
2. ANBUC,
3. A°NBnNCCY;
4. AnB“NCe.

Zad. 1.2.4
AN B = (AU BY)*“

Zad. 1.2.5
Ax B ={(a,1),(a,2),(b1
BxA={(1,a),(2a),(1,b),(2,0),

Zad. 1.2.7
|AUB| =12, |A°UB® =3, |A—- B| =4

Zad. 1.2.8
A:{Qv Q7 [_170]7 (071]7 [_17_%]U( 71]7 <_%70]7 (_%71]7 [
[_%70]7 {_%}’ [_17_%)U(_%71]7 [_1’_%)7 [_%’1]

Zad. 1.2.9
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1. AuB=10,1], ANB = (i, %), A-B =10, i], B—A= [%, 1], A°=[11],
B¢ =10,1]
2. A={X, g, [0,%],
Zad. 1.2.10
Wskazdéwka: liczba dzieli sie przez 25, jesli jej dwie ostatnie cyfry to 25, 50 lub
75 (przypadek 00 odrzucamy ze wzgledu na to, ze losujemy bez zwracania).

Zad. 1.2.11

E=ANB

F=ANB°NC°NDY=(AuBUCUD)“

G=ANBNC°n DY
H=(ANB’NCND)U(A°NBNC’NDY) U (A°NB NCNDY U AN
BCNnCYnD)

Zad. 1.2.12
Wskazowka: skorzysta¢ z praw rachunku zbioréw.

Zad. 1.2.13

Q ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (r,0,0), (0,7, 7), (r,0,7), (1,7, 0), (1,7, 7") }
Ay =A{(r,0,0),(r,o,1), (r,1,0), (r,7,7)}

Ay =A{(o,r, 0)), Eo, T, r)), (r,r,0), (r,r,r)}

A3 = {(Oa o,7r),{0,1,T 7(Ta O,’T‘),(’I",’T‘, ’I")}

Zad. 1.2.14
Q= {(o,7),(r,0),(0,0,7),(0,0,0), (r,1,0), (r,r,r)}

Zad. 1.2.15

Q = {(w1, ws, w3, wyq) : wi,wa,ws,wy € {1,2,...,52}}

AUuB=A AUuC=A, AnNnB=B, AUBUC=A

A N C%zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowaliémy karty tak, ze nie mamy
dwéch asow

(AN BY) = (AU B)¢ = A¢

Zad. 1.2.16
50%, 10%

Zad. 1.2.17
200

Zad. 1.2.18
Nie.
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Zad. 1.2.19

AN BY-studentka nieuczeszczajaca na lektorat z jezyka angielskiego

AN BNC%studentka uczeszezajaca na lektorat z jezyka angielskiego i niemiesz-
kajaca w Legnicy

AN B = A-—zachodzi, gdy wszystkie studentki uczestnicza w lektoracie z jezyka
angielskiego

AY = B-7adna studentka nie uczestniczy w lektoracie z jezyka angielskiego
Zad. 1.2.20

Q={(w,ws) :0<w; <2A0<wy <2}

A={(w,w2) €N |wg —wa| <1}

Zad. 1.2.21

Q={(z,9): 0<z<kAO<y<k}
A={(my) e +y*> 5
B={(z,y) € Q:2?+y*>—k >0}

Q] =K%, |Al=k>—- |B| =k
Zad. 2.2.1

14400; 28800; 3628800.

Zad. 2.2.2
720; 840; 12.

Zad. 2.2.3
250!

Zad. 2.2.4
Nie.

Zad. 2.2.5
20

Zad. 2.2.6
150!
(150—42)!

Zad. 2.2.7
840; 4536.

Zad. 2.2.8
315. 415
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Zad. 2.2.9
9000

Zad. 2.2.10
3" 3" = 2" — 3.

Zad. 2.2.12
120; 210; 120.

Zad. 2.2.13
220

Zad. 2.2.14
55

Zad. 2.2.15
28: 17.

Zad. 2.2.16

(15) = (o) (D) () () 41(5)-

Zad. 2.2.17
5!: 55 — 5!; 1200.

Zad. 2.2.18
3003; 12501; 1050.

Zad. 2.2.19
21; (1.

Zad. 3.2.1
0,35

Zad. 3.2.2
5. 35

367 36°

Zad. 3.2.3
0,0009

Zad. 3.2.4

40!
10!-2440
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Zad. 3.2.5
o1
127 12

Zad. 3.2.6

Zad. 3.2.7

Zad. 3.2.8

Zad. 3.2.9

1. 0,018;

2. 6,6-1075.
Zad. 3.2.10

e e

Zad. 3.2.11

Wskazéwka: wykorzystaé tacznos$é iloczynu zbiorow.

Zad. 3.2.12

1
4

NE

Zad. 3.2.14
0,016, 2

Zad. 3.2.15
2(k—1)(n—k)
n(n—1)

Zad. 3.2.16

- i1 4
Zad. 3.2.17

0,25

Zad. 3.2.18
0,12
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Zad. 3.2.19
3n(2n—1)
(4n—1)(4n—3)

Zad. 3.2.20
5115

Zad. 3.2.21

Zad. 3.2.22

1. nie sa niezalezne;

wk(k—4)
2. -

Zad. 4.2.1
1. X:{1,2,3,4,5,6} — R;

1 w=2n
2. F(J:):{O w=9om—1"

Zad. 4.2.2
1. Wskazdéwka: zbior A jest skonczony i dystrybuanta jest przedzialami stala;
2. X =40,1,2,3,4,5};

3. p(0) =g, (1) =g p(2)=3, pB)=3 p()=3g p0)=7z

4. %.
Zad. 4.2.3
1. F(b)— F(a) = <z:<bP(x);
2. F(b) — F(a) — P(a) + P(b) = <X;bP(x);
3. F(b) — F(a)+ P(b) = <Z:<bP(x).
Zad. 4.2.5

p(1,25) =0,25, p(8)=0,5, p(24)=0,25

Zad. 4.2.6
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1. d(j) = (1—r)Yr re(0,1);
2. (1—nr)7.

Zad. 4.2.7
x=2, 0,25

Zad. 4.2.10
a>1, ¢=0, 0<b<1

Zad. 4.2.11
13
18

Zad. 4.2.12
1

6

Zad. 4.2.13

Dla zmiennej 2;:

p(0) = w0 P(1) =55, p(L,5) =55 p2) =g, pB) =45 p(4) =3 p0>)=
L p(5,5) =0

Dla zmiennej zs:
p(0) =0, p(1) =55, p(L,5) =155 p(2)=5. pB3) =4, p4) =2, pO)=
4 _ 4
20" p(5a 5) — 20

Zad. 4.2.16
Lp(-1)=1 p(1)=1 pB3)=30p1) =3
2. 1.

Zad. 4.2.19

0

Zad. 4.2.20

Zad. 5.2.1
0, 1, 0

Zad. 5.2.2
0<a<lin(2b+1,5), 0<b<

Zad. 5.2.3
c=0, 0<b<1 ¢

|
\t—‘
IS
\Y
\t—‘
Q=
+
o=
I
—_
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Zad. 5.2.4
0 y<1
Fly)=1{ 3y l<y<2
1 y>2
Zad. 5.2.5
0 r<-—1
a=0, b=1 ¢=0 Fla)=q tz+35 -1<z<1
1 x>1
Zad. 5.2.6
i
Zad. 5.2.7
=1
0 <0
F(z)=14 3(1—cosz) O<z<m
1 T>T
Zad. 5.2.8
a=1, b:—%
L lz] <1
F — m1—x2
(@) {0 poza tym
Zad. 5.2.9
0 <0
1a? 0<x<1
— 2 —
F(x) = 2x—%x2—1 l<x<?2
1 x> 2
Zad. 5.2.10
a=1
13
20 8
Zad. 5.2.11
0 y<3
1. G(y) = 2—5 s<y<l
1 y>1
0 y <0
2. Gy)= e#—1 0<y<lIin2
1 y > In2
0 y<0

3.Gy)=¢ 2y 0<y<:
1 y> g
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0
<1
1

poza tym

y € (0,2)

dla pozostalych

Ziny(1 —Iny)* y € (0,¢)
dla pozostalych

Zad. 5.2.12
1. c=6
0 T <
2. F(z) =1 322 —22> 0<
1 T >
3. 2
Zad. 5.2.13
1. Tak
2. Flz) = { z.sinmx x € (0,1)
3 2—2\/§
Zad. 5.2.14
0 y <0
f(y)_{i\e 2y y>0
Zad. 5.2.15
0 y<—7;
4 1 1 1
y+s3 —3<y<y
G(y) = 1 1
AR 22 B ETES
41 y1>11
3 ye (1_137 i
fy) =4 5 ye(33
0 dla pozostatych
Zad. 5.2.16
~{ 3(1 = /0,5y)?
L f(y) —{ 0
2. =
f(y) { 8
Zad. 5.2.17
0 <0
iy 0<z<1
F(x) = 37 1<w<2
1 T > 2
Zad. 5.2.18
Lot t<0
_J 3 =
Lo ={ 5, 150
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2. 1—¢3
Zad. 5.2.19
% renn
fla) = { 0 dla pozostalych
Zad. 5.2.20 ( )
_Jerl-y) y<oO
Zad. 6.2.5

Wskazowka: skorzysta¢ ze wzoru dwumianowanego Newtona.

Zad. 6.2.7
Pz =k) =p'q

Zad. 6.2.8
5

6

Zad. 6.2.9
9. 751. 265
4 967 96

Zad. 6.2.10

23. 620

381

Zad. 6.2.11
Nie.

Zad. 6.2.12
12
175

Zad. 6.2.16

. Pg
p;

Zad. 6.2.17
a+b. (b—a)?
2 12

Zad. 6.2.18
Nie.

Zad. 6.2.20
ac . 2, 1—4a+2a?
(2—a)(1—a)?

—
|
S}
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Zad. 7.2.1
(e

k n

Zad. 7.2.2
6

e2

Zad. 7.2.5
Tak.

Zad. 7.2.6
f@) = 5a5

Zad. 7.2.9)\ \ Y

ey € [0, 5In2
fly) = { 0 v € [0, 5in2]
poza tym

Zad. 7.2.10

fly) = ey Y €10
0 poza tym

Zad. 7.2.11
Tr1 = %ln2
2

Zad. 7.2.12
35. 89

67 36

Zad. 7.2.13
1. 0,2807
2. 0,9081
3. 0,5957

Zad. 7.2.14

2. EY = m?+ o, Var(Y)=m?c?

Zad. 7.2.15
Zo,9 = 1,29, Lo,95 = 1,65
Lo, = 2,08, Lo,95 = 2,8

Zad. 7.2.16
21,1608
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Odpowiedzi do zadan

Zad. 7.2.17
2,6810

Zad. 7.2.18
0,6652

Zad. 8.2.1

< P < _P_
= aq7 — a2q4

Zad. 8.2.2
<% <3

Zad. 8.2.3
n > 3750000

Zad. 8.2.4
n < 50

Zad. 8.2.5
n > 2778

Zad. 8.2.6
<1

Zad. 8.2.7
0,0038

Zad. 8.2.8

1
<

Zad. 8.2.9

15
< 16

Zad. 8.2.10

Zad. 8.2.11

Zad. 8.2.12
< 0,475
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Zad. 8.2.13
> 0,98

Zad. 8.2.14
> 0,996

Zad. 8.2.15
0,925

Zad. 9.2.1
9o(x) = 3(2® + 2* + 2% + 27 + 2?)

Zad. 9.2.4
(¢ + px)"

Zad. 9.2.5
np, np(np+ q)

Zad. 9.2.6
9e(7) = (q + pz)"

Zad. 9.2.7
4,5; 24

Zad. 9.2.8
1. go(x) = e
2., A2

Zad. 9.2.9
1. g.(v) = <1_”qx)n

n 2
2. 5L (04 n)k

Zad. 9.2.10

n

Zlipkz‘(—l)ifl

(% — i)pri(—1)"2

=2

Zad. 10.2.1
0,9672
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Zad. 10.2.2
0,342

Zad. 10.2.3
0,5346

Zad. 10.2.4
0,355

Zad. 10.2.5
0

Zad. 10.2.6
0,9993

Zad. 10.2.7
0,92

Zad. 10.2.8
0,5

Zad. 10.2.9
n>>5

Zad. 10.2.10
Tak.

Zad. 11.2.2
—0,17;0,44;0,5

Zad. 11.2.3
N(1,425; 0,14)

F(ZL’) — :pfo?l,i25

Zad. 11.2.4
(—0,77; 2,31)

Zad. 11.2.5
(1,274; 4,753)

Zad. 11.2.6
(2,752; 3,248)
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Zad. 11.2.7
(0,042; 0,536)

Zad. 12.2.1
1. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy;
2. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy;
3. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy.
Zad. 12.2.2
1. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy;
2. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy;
3. nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hj.

Zad. 12.2.3
Nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Hy.

Zad. 12.2.4
Nalezy odrzuci¢ hipoteze Hy o tym, ze m = 1, 9.

Zad. 12.2.5
Nalezy odrzuci¢ hipoteze Hj.

Zad. 12.2.6
Nie ma postaw do odrzucenia hipotezy Hj.

Zad. 12.2.7
Tak.

Zad. 12.2.8
Nalezy odrzuci¢ hipoteze Hy.

Zad. 12.2.9
Nie ma postaw do odrzucenia hipotezy Hj.

Zad. 12.2.10
Nie ma postaw do odrzucenia hipotezy Hj.
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Tablice statystyczne

Tablica 1. Dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego N(0, 1)

u 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939 0,523922 0,527903 0,531881 0,535856
0,1 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618 0,563559 0,567495 0,571424 0,575345
0,2 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706 0,602568 0,606420 0,610261 0,614092
0,3 0,617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831 0,640576 0,644309 0,648027 0,651732
0,4 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242 0,680822 0,684386 0,687933
0,5 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944 0,705402 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043 0,722405
0,6 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653 0,738914 0,742154 0,745373 0,748571 0,751748 0,754903
0,7 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373 0,776373 0,779350 0,782305 0,785236
0,8 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338 0,805106 0,807850 0,810570 0,813267
0,9 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977 0,836457 0,838913

1 0,841345 0,843752 0,846136 0,848495 0,850830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929 0,862143
1,1 0,864334 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999 0,881000 0,882977
1,2 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512 0,894350 0,896165 0,897958 0,899727 0,901475
1,3 0,903199 0,904902 0,906582 0,908241 0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 0,919243 0,920730 0,922196 0,923641 0,925066 0,926471 0,927855 0,929219 0,930563 0,931888
1,5 0,933193 0,934478 0,935744 0,936992 0,938220 0,939429 0,940620 0,941792 0,942947 0,944083
1,6 0,945201 0,946301 0,947384 0,948449 0,949497 0,950529 0,951543 0,952540 0,953521 0,954486
1,7 0,955435 0,956367 0,957284 0,958185 0,959071 0,959941 0,960796 0,961636 0,962462 0,963273
1,8 0,964070 0,964852 0,965621 0,966375 0,967116 0,967843 0,968557 0,969258 0,969946 0,970621
1,9 0,971284 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810 0,974412 0,975002 0,975581 0,976148 0,976705

2 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818 0,980301 0,980774 0,981237 0,981691
2,1 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614 0,984997 0,985371 0,985738
2,2 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776 0,988089 0,988396 0,988696 0,988989
2,3 0,989276 0,989556 0,989830 0,990097 0,990358 0,990613 0,990863 0,991106 0,991344 0,991576
2,4 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451 0,992656 0,992857 0,993053 0,993244 0,993431 0,993613
2,5 0,993790 0,993963 0,994132 0,994297 0,994457 0,994614 0,994766 0,994915 0,995060 0,995201
2,6 0,995339 0,995473 0,995603 0,995731 0,995855 0,995975 0,996093 0,996207 0,996319 0,996427
2,7 0,996533 0,996636 0,996736 0,996833 0,996928 0,997020 0,997110 0,997197 0,997282 0,997365
2,8 0,997445 0,997523 0,997599 0,997673 0,997744 0,997814 0,997882 0,997948 0,998012 0,998074
2,9 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411 0,998462 0,998511 0,998559 0,998605

3 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817 0,998856 0,998893 0,998930 0,998965 0,998999
3,1 0,999032 0,999064 0,999096 0,999126 0,999155 0,999184 0,999211 0,999238 0,999264 0,999289
3,2 0,999313 0,999336 0,999359 0,999381 0,999402 0,999423 0,999443 0,999462 0,999481 0,999499
3,3 0,999517 0,999533 0,999550 0,999566 0,999581 0,999596 0,999610 0,999624 0,999638 0,999650
3,4 0,999663 0,999675 0,999687 0,999698 0,999709 0,999720 0,999730 0,999740 0,999749 0,999758
3,5 0,999767 0,999776 0,999784 0,999792 0,999800 0,999807 0,999815 0,999821 0,999828 0,999835
3,6 0,999841 0,999847 0,999853 0,999858 0,999864 0,999869 0,999874 0,999879 0,999883 0,999888
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Tablica 2. Wartosci krytyczne rozkladu t—Studenta P(| t, | > t,) = «
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> X)) =«

2
n

Tablica 3. Wartosci krytyczne rozkladu chi-kwadrat P(x
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