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Wykaz wazniejszych oznaczen

A —  pole przekroju poprzecznego,
B, —  bimoment,

by —  szerokos¢ polki,

E — modul Younga dla stali,

odlegto$§¢ migdzy punktem zaczepienia sity a $rodkiem $cinania przekroju

&:(x) ~ poprzecznego w plaszczyznie $rodnika,

G — modul sprezystosci poprzecznej,

hy —  wysoko$¢ $rodnika,

ly — moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego wzgledem osi y,

I, — moment bezwladno$ci przekroju poprzecznego wzgledem osi z,

L _ moment bezwladnosci czgéci Sciskanej przekroju poprzecznego wzgledem
0SlI z,

L _ moment bezwladnosci czesci rozcigganej przekroju poprzecznego wzgledem
0Sl1 z,

It — moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego przy czystym $cinaniu,

lo — wycinkowy moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego,

My, M, — momenty zginajace wzgledem osi y iz,

Mc rd —  no$nos¢ przy zginaniu,

M Rd —  nos$nos¢ przy zwichrzeniu,

(o — obcigzenie rownomiernie roztozone w kierunku z,

Q; — sita skupiona w kierunku z,

t —  grubos¢ potki,

tw —  grubos¢ srodnika,

U — energia odksztaltcenia,

U — liniowy skladnik energii odksztatcenia,

Uni — nieliniowy sktadnik energii odksztalcenia,

W —  praca sit zewngtrznych,

Wy — plastyczny wskaznik wytrzymalos$ci przekroju poprzecznego wzgledem osti y,

u,v,w — przemieszczenia §rodka $cinania C, na kierunkach x, y, z,

Um, VM, Wm —  skladowe przemieszczenia punktu M, na kierunkach x, y, z,

X, Y, — osie glownego uktadu wspoirzednych,

aTp —  parametr zbieznosci $rodnika,

S —  parametr zbiezno$ci pasow,

Py Pr. Po —  wspdlczynniki Wagnera,

Exr Exyr Sz —  skladniki tensora odksztalcenia,

a, &l — liniowe 1 nieliniowe sktadniki tensora odksztalcenia,

D+ —  wspoOlczynnik krzywej zwichrzenia,

AT —  smuklo$é przy zwichrzeniu,

T —  wspOtczynnik zwichrzenia,

0] —  wspotrzedna wycinkowa,

I 18 —  funkcjonat energii potencjalnej,
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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

Problem statecznosci zginanych belek stalowych nazywany jest powszechnie w literaturze
niestatecznos$cig ptaskiej postaci zginania lub zwichrzeniem.
Rodzaje i usytuowanie sit obcigzajgcych belki, warunki podparcia belek, majg znaczacy
wplyw na ich stateczno$¢ ogdlng.
Przy okreslaniu nosnosci belek stalowych, zagadnienia statecznosci ogolnej i miejscowej Srodnikow
1 potek $ciskanych traktowane sa jako zjawiska odrebne, z uwagi na praktyczny aspekt
projektowania. W momencie utraty statecznosci ogdlnej, czyli ugigcia bocznego i skrecenia
nastepuje spadek sztywnosci przekroju, co w konsekwencji prowadzi do zmniejszenia nosnosci
granicznej belki. Na utrat¢ statecznosci narazone sg belki niezabezpieczone konstrukcyjnie przed
. . : . . -y . . . —
zwichrzeniem, przekroje z duzym stosunkiem sztywnosci I , czyli belki z wysokimi $rodnikami.
Problem zwichrzenia wystepuje takze w belkach o zmiennych liniowo przekrojach poprzecznych,

dla ktorych wysokosci srodnika i szeroko$ci potek osiggaja znaczne wielkosci. W niniejszej pracy

nie analizowano zagadnien dotyczacych stateczno$ci miejscowej $cianek przekrojow belek.

1.2. Cel i zakres rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest zastosowanie metody rachunku wariacyjnego w okres§laniu
momentéw krytycznych zwichrzenia i oceny ich wplywu na no$no$¢ obliczeniowa przekrojow
belek stalowych ze zmiennymi na ich dlugosci przekrojami poprzecznymi, z urozmaiconymi
schematami sit obcigzajacych 1 z réznymi wigzami podporowymi.

Cel zrealizowano w oparciu o energetyczng metode Rayleigh’a-Ritza, bazujacej
na minimalizowaniu funkcjonatu energii potencjalnej belki stalowej, o zmiennym przekroju
srodnika i polek.

Rozprawe podzielono na osiem rozdzialow.

W rozdziale pierwszym sformutowano cel rozprawy, opisano zakres, postawiono jej tezy
| przedstawiono podstawowe zatozenia.

W rozdziale drugim podano aktualny przeglad literatury i stan wiedzy dotyczacy zagadnienia
zwichrzenia belek stalowych, w tym skrotowo belek pryzmatycznych i szczegotowo belek ze
zbieznymi przekrojami poprzecznymi.

Rozdziat trzeci zawiera charakterystyke cech geometrycznych pigciu typéw belek ze

zmiennym na dhugos$ci przekrojem poprzecznym. W rozdziale tym przedstawiono postacie wzorow
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okreslajacych funkcjonat catkowitej energii potencjalnej w belce o zmiennym przekroju i warunki
brzegowe.

W rozdziale czwartym oméwiono podstawy teoretyczne metody energetycznej Rayleigh’a-
Ritz’a oraz i podano rozwigzanie na obliczanie momentdw krytycznych zwichrzenia belek
uogolnione na dowolny schemat i przypadek obcigzenia.

W kolejnym rozdziale podano szczegélowe rozwigzania zagadnien stateczno$ci
z wyznaczeniem momentow krytycznych w zaleznosci od gradientdow momentéw zginajacych
generowanych przez:

— obcigzenie rownomiernie roztozone na dtugosci,

— momenty skupione na koncach,

— pojedynczg site skupiong w srodku rozpigtosci belki,

— dwie sity skupione.
Przytoczono liczbowe warto$ci obliczonych momentow krytycznych zwichrzenia. Obliczen
wykonano dla belek jednoprzestowych, widetkowo podpartych na koncach i belek wspornikowych.

Rozdziat szésty zawiera opis i rozwigzanie zagadnienia zwichrzenia, bazujacego na Metodzie
Elementow Skonczonych, przy wykorzystaniu programu komputerowego ANSYS, dla dwoch
wariantow ksztattu elementéw skonczonych. Rozdzial przedstawia takze porownanie wynikoéw
otrzymanych z rozwigzania metody Rayleigh’a — Ritz’a i Metody Elementow Skonczonych
Z rozdziatu piatego.

W rozdziale sid6dmym okreslono zasady oceny no$nosci obliczeniowej przekrojéw wybranych
typow belek, z uwzglednieniem wspotczynnikdw niestateczno$ci ogdlnej i przedstawiono
przyktady liczbowe.

Rozdzial 6smy zawiera podsumowanie osiagnietych w pracy wynikow i wnioski.

1.3. Tezy rozprawy

Podstawowe tezy niniejszej rozprawy mozna sformutowac nast¢pujgco:

a) metoda energetyczna Rayleigh’a-Ritz’a, minimalizujgca funkcjonal energii
potencjalnej obcigzonej belki, moze by¢ wykorzystywana do wyznaczania momentu
krytycznego inicjujacego utrate statecznosci stalowej belki zginanej ze zmiennymi
przekrojami na dtugosci,

b) niestatecznos¢ ma znaczacy wplyw na spadek nosnoSci granicznej zginanych,
niezabezpieczonych konstrukcyjnie przed zwichrzeniem, belek ze zmiennymi liniowo
wysokosciami §rodnikoéw i szerokosciami pasow,

€) metody numeryczne s3 skutecznymi narzedziami w ocenie wplywu niestatecznosci

belek na ich nosnosci.
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a)

b)

c)

d)

Wedtug autora, za oryginalne elementy rozprawy mozna uznac:

opracowanie algorytmu wyznaczania obcigzenia krytycznego, przy wykorzystaniu metody
energetycznej Rayleigh’a-Ritz’a, dla belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi,
wyznaczenie zmodyfikowanych wyrazen okreslajacych energie potencjalng belki stalowej,
o liniowo zmiennych przekrojach poprzecznych,

opracowanie  sparametryzowanych plikéw wsadowych do programu ANSYS,
umozliwiajacych generowanie procesu obliczeniowego Wwyznaczajacego obcigzenie
krytyczne, dla wybranych przypadkow belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi,
wykonanie analizy wplywu niestateczno$ci na nosno$¢ graniczng belek stalowych ze

zbieznymi przekrojami poprzecznymi.

1.4. Podstawowe zalozenia

Przyjeto nastepujace zatozenia wykorzystane w rozprawie:

belki sg proste, ze zmiennymi na dhugosci przekrojami poprzecznymi,

elementy wykonane sg ze stali konstrukcyjnych niestopowych lub niskostopowych,
przemieszczenia elementéw sg mate, w por6wnaniu do ich wymiardéw poprzecznych,
odksztalcenia jednostkowe sg mate w poréwnaniu z jedynka,

obcigzenia elementéw maja charakter statyczny,

przekroje poprzeczne sg mono lub bisymetryczne dwuteowe,

pomini¢to wptyw imprefekcji geometrycznych 1 materialowych belek stalowych.
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2. Aktualny stan wiedzy

2.1. Zagadnienie statecznosci belek stalowych

Zagadnienie statecznosci belek stalowych bylo analizowane juz pod koniec X1X wieku przez
Michell’a i Prandtl’a. W kolejnych latach (1905) Timoshenko poszerzyl podane przez nich
rozwigzanie, a w roku 1959 Vlasow podal ogdlng posta¢ rownan rézniczkowych statecznosci
ogélnej belek. W latach szes¢dziesigtych dwudziestego wieku, pojawilo sie¢ duzo monografii
dotyczacych zagadnienia stateczno$ci konstrukcji metalowych (Timoshenko S. P., Gere J. M.,
1961, Brzoska Z, 1965, Brezina V., 1966). Wraz z rozwojem komputerowych technik
obliczeniowych, pojawily si¢ opracowania uwzgledniajagce numeryczne rozwigzania zagadnien
stateczno$ci (Weiss S., Gizejowski M., 1991, Trahair N.S., 1993). Z poczatkiem XXI wieku wielu
autoréw dokonato podsumowania istniejagcego stanu wiedzy dotyczacej statecznosci konstrukcji
metalowych, uwzgledniajac osiggniecia nauki i technik informatycznych (Mohri F., 2003, Zmuda
J., 2004, Gosowski B., 2004, Trahair N.S., Bradford M. A., Nethercot D. A., Gardner L., 2008).
Kompleksowe opracowanie zagadnien stateczno$ci przedstawia w swoich pracach Galambos
(Galambos T. V., Surovek A.E., 2008) i Ziemian (Ziemian R. B., 2010), podajac obszerne
podstawy teoretyczne jak i praktyczne aspekty projektowania konstrukcji metalowych

w budownictwie.

2.2. Zagadnienie statecznoSci elementéw stalowych ze zbieznymi

przekrojami poprzecznymi.

Stateczno$¢ belek stalowych ze zmieniajacym si¢ liniowo przekrojem poprzecznym na
dtugosci elementu byto analizowane przez waska grupe specjalistow. Pierwsze prace dotyczace
tego zagadnienia pojawily si¢ na w latach piecdziesigtych i szes¢dziesigtych XX wieku. Butler
(Butler D. J., 1966) przedstawit wyniki badan do$wiadczalnych dwuteowych i ceowych belek
stalowych ze zmiennym przekrojem poprzecznym. W 1972 Kitipornchai i Trahair podali
przyblizone wzory do obliczania obcigzenia krytycznego, inicjujacego utrate statecznosci, belek
stalowych ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi. Autorzy w tej pracy przeprowadzili rowniez
eksperyment na aluminiowych, wolnopodpartych, zbieznych, belkach dwuteowych, wykazujac
duza zgodno$¢ wynikdw obcigzen krytycznych z badan, z wynikami obcigzen krytycznych
uzyskanych z formut analitycznych.

Metoda Roéznic Skonczonych zostata zastosowana do rozwigzania zagadnienia statecznoS$ci
zbieznych belek stalowych przez Brown’a (1985). Wang, Thevendran i Kitipornchai (1986), i Saka
(1997) przedstawili w swoich pracach, zagadnienie optymalnego doboru ksztattu $rodnika belki

stalowej, z uwagi na maksymalne obcigzenie krytyczne.
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Pierwsze zastosowania Metody Elementow Skonczonych w wyznaczaniu obcigzenia
krytycznego zbieznych belek stalowych zostalo zaprezentowane przez Yeong-Bin Yang i Jong-Dar
Yau (1986). W ich pracy zostat zaproponowany belkowy element skonczony uwzgledniajacy
nierownomierne zginanie, bazujacy na membranowej teorii powlok. Autorzy przedstawili zapis
wyrazOwW macierzy sztywnosci zbieznych belek, pozwalajagcy na rozwigzanic zagadnienia
statecznosci. Otrzymane wyniki porownali z istniejacymi wynikami badan eksperymentalnych
Kitipornchai’a i Trahair’a. Kolejne zastosowania MES, w rozwigzaniu zagadnien statecznosci,
przedstawil  Bradford (1987), a takze Bradford i Cuk (1988). Badacze w swoich pracach
zaproponowali macierze sztywnosci 1 bezwladno$ci belkowych elementéw skonczonych
uwzgledniajace zmieniajacy si¢ na dtugosci przekrdj poprzeczny. Rozwigzanie analityczne, dla
belki wolnopodpartej i wspornikowej, autorzy porownali z wynikami badan doswiadczalnych
Kitipornchai’a i Trahair’a, uzyskujac zblizone wartosci obcigzen krytycznych. Podobne
rozwigzanie opublikowali w 1996 Gupta, Wang i Blandford. Problematyke stateczno$ci stalowych
belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi podjat rowniez: Zmuda (2004), Zmuda, Jankowiak,
Karasinska (2006), i Zmuda i Ku$ (2011). Uproszczony sposob wyznaczania obcigzenia
krytycznego, dla belki ze zbieznym S$rodnikiem, opublikowal Raftoyiannis i inni (2006). Obszerna
publikacje dotyczaca stateczno$ci belek stalowych, ze zbieznymi $rodnikami, zaprezentowat
Andrade i inni (2007). W tej pracy przedstawili zastosowanie metody Rayleigh’a — Ritz’a do
wyznaczania obcigzenia krytycznego belek swobodnie podpartych 1 wspornikéw, z dwoma typami
zbieznosci przekroju $rodnika, dla réznych rozpigtosci. Uzyskane rozwigzania pordwnali z analiza
MES w programie ABAQUS, wykazujac duza zgodno$¢ otrzymanych wynikow. Rozszerzenie
powyzszego opracowania, stanowi artykul autoréw: Zhang Lei i Tong Geng Shu (2008).
Zaproponowali w swoim artykule, wyrazenie opisujace energi¢ potencjalng w belce ze zbieznym
$rodnikiem, z wyrazami zaleznymi od kata nachylenia potki belki do jej osi. Przeprowadzili takze
analize dwoch przypadkéw belek zbieznych w programie ANSYS, porownujac wyniki obliczen
wiasnych.

Jong Dar Yau (2006) przedstawil analize stateczno$ci belek stalowych o liniowo zmiennych
przekrojach poprzecznych, pod obcigZzeniem momentami skrecajacymi.

Nieliniowa analiz¢ stateczno$ci cienkos$ciennych powlok ze zmiennymi przekrojami
poprzecznymi przedstawil, w swoich artykutach, Ronagh 1 inni (1999).

Zagadnieniem statecznosci stalowych stupéw o zmiennych przekrojach poprzecznych,
zajmowal si¢ m. in. Smith (1988), Mendera (1994, 1995), a takze Raftoyiannis (2005). Propozycje
obliczen nosnosci stalowych stupow ze zbieznymi przekrojami, z uwzglednieniem zwichrzenia,

zaproponowano w pracy Marques i inni (2011).
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3. Funkcjonal calkowitej energii potencjalnej belek i warunki brzegowe

3.1. Cechy geometryczne belek ze zmiennymi przekrojami

Aktualne mozliwosci technologiczne zaktadéw wytwarzajacych stalowe dzwigary
blachownicowe, pozwalaja na wytwarzanie elementéw o zmiennych przekrojach poprzecznych na
dtugosci.

Stosowanie elementow o zbieznych przekrojach w konstrukcjach budowlanych jest dosé¢
powszechne, z uwagi na znaczace korzysci ekonomiczne, wynikajace z optymalnego wykorzystania
przekrojow, stosownie do wartosci momentow zginajacych.

Cechy geometryczne belek ze zbieznymi przekrojami paséw 1 srodnika sa cechami zaleznymi
od parametru zbieznosci $rodnika arp 1 parametru zbieznosci pasow frp . Tabela 3.1.1 zawiera
zestawienie pigciu modeli belek zbieznych. W pracy poddano analizie cztery pierwsze typy belek,
zuwagi na ich najbardziej powszechne zastosowanie w budownictwie. Przyjeto nastgpujace

podstawowe wlasciwosci poczatkowego przekroju poprzecznego:

Ao = (200t +hyet, ) (3.1a)
1
Ho:g@mﬁf+mﬁ;) (3.1b)
1
20 ng?otf (3.1¢)
h2
o =120=," (3.1d)

Tabela 3.1.1. Parametry geometryczne belek zbieznych.
Typ Schemat przekroju poprzecznego Parametry zbieznosci przekroju | Zakres

2(hm — hO)
hO
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b(x) =byg
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byo
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X o = hmh_ho
L] o
/ l'Img-' 3
3 @: ————-—-g 1 ’ h(x) = ho(l"‘ G1p %J o 20
A L L b(x) =byg
7 1
' X . bm _be
™= b,
o | |0
== I b(x) = bfo(1+ Pre E) i
k L k h(x) = h,
Z
X
h(x) = (2+0{ Xj 0w >0
o b(x) =Dy, v
k L f

Zakladajac, ze grubos$¢ $rodnika 1 potek maja stale wartosci na diugosci belki, cechy
geometryczne dowolnego przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ na dlugosci, mozna wyrazi¢
W nastepujacy sposob:

— typ schematu 1, 2

A(X) = Ay + (beotfﬂTP +Nyotyarp )(1_ ‘%D (3.22)
I (X) = 7o +%(2bfot?,5TP + oo )(1_‘ED (3.2b)
X x|\ x|\’
1,(x)= |ZO[1+ 3ﬂrp{1— Ej+3ﬂ${1— Ej +ﬂ?,{1— E] J (3.2¢)
2
1,(x) = Iy{l+(ﬂrp +5an)(1—‘%j+(4aT2P +2aTP,8TP)[1— %j N
(3.2d)
+ (afg’P +ato Brp )(1_ %j
2
l,(x)= |w0[1+(18TP +2aTP)(1_ i + aTP +3B% +6amp frp )( %J +

(3aTP Bro + 6B 0p + ﬂTP 1-

J (3.2e)
X

) s 1)

+ (3ﬁT2P atp + 2 o )[1_ ‘

L
11
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— typ schematu 3, 4

A(X) = A + (beotfﬂTP +hyotyorp ( j

X

It (X) =170+ 3(2bfotf,5TP + hyots o )[Ej

3
1,(x) = |Z{1+3ﬁm( j+3ﬂﬂ:( j +ﬂﬁp(9 ]
2
I, (X) = Iy{1+ (:BTP +9ap )(Ej + (405T2P + 20 Prp )(Ej +
)
+ (an)P +0‘T2PﬂTP )[Ij J
2
1, (X)= IwO(l_'_ (Bre + 20 )[%) + (O‘TZP +3B5% +6ap Brp )(%j +
3
+ (BO‘TZPﬂTP +6fmam + P )(Ej +

4 5
X X
+ (3ﬂT2P atp + 2o )(Ej + B oo (Ej ]

— typ schematu 5
A(X) = A + (beotfﬂTP + Nyolworrp ( j

lr (X)) =1lro+3 (beotfﬂTP + hyotacere )[%)
3
1,00~ Iz{1+3ﬁw( Jeas () v (2] ]
2
ly(x) = IyO[l"'(IBTP +50‘TP)(EJ+(4“T2P + 20 Pre )(%j +
)
+(“$P "‘afzpﬂTP )[Ej J
2
1, (X) = |mo(1+(ﬂTP + 2aTP)(%)+(a'IgP +3f5 +6am frp )(%) +

3
X
+ (3aT2P Bro + 6B am + B >(Ej +

4 5
+ (3/3T2P aTZP + 2/3T3P Otp )(%j + ﬂT3p asz [%) J

(3.329)

(3.3b)

(3.3c)

(3.3d)

(3.3e)

(3.4a)

(3.4b)

(3.4c)

(3.4d)

(3.4e)
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Elementy stalowe ze zbieznymi $rodnikami wykorzystywane sg na rygle i stupy hal o duzych
rozpigtosciach, maja tez zastosowanie jako belki nosne mostow. Elementy ze zbieznymi pasami
moga by¢ stosowane jako elementy no$ne wspornikowe np. ramp, chodnikéw, mostow.

Pelne zabezpieczenie przed zwichrzeniem belek o zmieniajacych si¢ przekrojach
poprzecznych, prowadzi do oszczedno$ci w ich przekrojach. Je$li jednak pret jest niedostatecznie
zabezpieczony przed zwichrzeniem, to wpltyw niestateczno$ci ogolnej moze znacznie obnizy¢ jego
no$nos¢ obliczeniowa.

Obcigzenia krytyczne belek mozna wyznacza¢ metodami analitycznymi np. rozwigzania
rownan rézniczkowych réwnowagi, minimalizacje catkowitej energii potencjalnej belki itp.
Rozwigzania takie stanowia wzory przyblizone lub wyniki stablicowane. Sciste rozwiazania sa
mozliwe dla najprostszych przypadkdéw obcigzen.

Obcigzenie krytyczne, powodujace utrate statecznosci, moze by¢ takze wyznaczane Metoda
Elementow Skonczonych, za pomocg programow komputerowych takich jak ANSYS, ABAQUS,
COSMOS/M.

3.2. Funkcjonal calkowitej energii potencjalnej w belce o zmiennym
przekroju poprzecznym

Funkcjonaty energii potencjalnej dla belek pryzmatycznych podane sa3 w wielu pracach, np.
Bleich’a (1952), Vlasov’a (1959), Timoshenko i Gere (1969).

Cienkoscienny zbiezny element o otwartym przekroju poprzecznym przedstawiono na rys.
3.2.1. Dla przyjetego prostokatnego uktadu wspotrzgdnych, w ktérym x oznacza o$ podtuzna, zas y
I z gtowne osie bezwladnosci. Poczatek uktadu wspotrzednych znajduje si¢ w punkcie C
0 wspotrzgdnych (Yc, zc). Rozwazmy punkt M lezacy na przekroju, 0 wspotrzednych (y, z, @), gdzie

 jest wspolrzgdng wycinkowg badanego punktu.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Clye, zo)

M(x, v, z, ®)

Rysunek 3.2.1. Otwarty zbiezny przekréj poprzeczny
Zaktadajac, ze:
1. Przekrdj jest sztywny i nie ulega odksztatceniom dystorsyjnym.
2. Pomija si¢ wptyw odksztatcen postaciowych.
Wykorzystujac powyzsze zatozenia, trzy skladowe przemieszczenia punktu M mozna

przedstawi¢ za pomoca liniowych zalezno$ci:

N w00,
Uy =U—-y——Z2—— , 3.5
MY T T (35)
vy =vV—(z2-2.)6,, (3.6)
W :W+(y_yc)9x’ (3.7)

gdzie u, v, w s3 sktadowymi przemieszczenia srodka $cinania, odpowiednio na kierunkach X,
Y, Z, @ & oznacza kat obrotu wokot osi X.
W przypadku przekrojow cienkosciennych, sktadniki tensora odksztalcenia, ktory zawiera

wyrazenia uwzgledniajace duze przemieszczenia, oznaczane sa jako &y , &y , & -

2 2 2 2 2
Exy SCCIVIE F CCIVIR B U7V I CCL VI I P IV [av""j +(8WM) : (3.8)
ox 2|\ ox OX OX ox 2(\ ox OX

Wprowadzajac do wyrazenia (3.8) sktadniki przemieszczen (3.5-3.7) mozna je zapisa¢ jako sume

sktadnikoéw liniowych g i nieliniowych & :

Exx = & &y (39)
Sktadniki wyrazenia (3.9) majg postac:
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au 8 _o*w 0%,
_Z —

g =2 _ 3.10
Taw Ve T T (810
2 2 2
1{(ov ow o 06 oW 06 ov 06
=={|—| +|— | +R| =] +(y—-yo )—2—-(z—-2, )—— 11
i 2((&] (axJ (6xj (v yC)ax ox ( C)ax 8x] (3.11)
=(y-ye S +(z-zf (3.12)
Pozostale wyrazenia tensora naprezenia wynosza:
1 Oow |00,
=—>|7-2c+— , 1
Exy 2[ C ay] ox (3 3)
1 Ow 00,
Exz __E(y_yc_{'gj ox , (314)

Wyrazenie na energie odksztalcenia belki w przypadku sprezystym, z uwzglednieniem skre¢cania

ma postac:

2
1., 1 00
U==[[Ee® dA+=[GlI X 1 dx, 3.15
o[ [Ee, A+ ] T(@xj (3.15)

U — energia odksztalcenia sprezystego, E — modul Younga, G — wspotczynnik sprezystosci
poprzecznej, I+ — moment bezwtadnos$ci na skrecanie.

Po uwzglednieniu warunku (3.9) wyrazenie (3.15) przyjmuje formg:

1 1 00, \’
21a 21 OX
W zagadnieniach stateczno$ci rozpatrywanej w zakresie liniowym, sktadnik 8§| mozna pomingc,

wtedy wyrazenie na energi¢ odksztalcenia jest nastepujace:

1 1 00, \’
U=>[]Es} dAdx+—jGIT[ Xj dx+ [ [Eg, &, dAdX, (3.173)
2in 2L OX LA
2
:%ijﬂ dAdx + = le [aa%j dx, (3.17b)
LA
nI = {}_LE&] nl dAdX (3170)

Dodatkowo wprowadzajac do (3.9) zaleznosci uwzgledniajace zmienno$é przekroju poprzecznego

na dhugosci belki (3.18a-d):

A(X) = [dA (3.18a)
A

, ()= /{ 22%dA (3.18h)

L 0)=] y*dA (3.18¢)

l, (X)= /{ w’dA (3.16d)

otrzymano wyrazenie (3.19) na liniowy sktadnik wyrazenia okre$lajgcego energi¢ potencjalng

w belce o0 zmiennym przekroju:
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2y 2.\
U'%{{EA(X)(Z j + El ()(a j +Ely(x)(27\2/j ]dx+

2 2
;I{EI ( )[8 O j de+%{GIT(x)(a§X) dx

W podobny sposob, wykorzystujac zaleznosci na sit¢ osiowa N (3.20a), momenty zginajace M,
(3.20b), M, (3.18c¢), bimoment B, (3.20d):

(3.19)

ou

N = /{Ea dA = EA(x) [—Xj (3.20a)
2

ng, zdA=—-El (x)[a ] (3.20b)
62

ngl ydA=El (x)( ] (3.20c)
2

:—ng,a)dA El,, (x )(axgj (3.20d)

zbudowano wyrazenie okreslajqce nieliniowy sktadnik energii potencjalnej (3.21) w belce
0 zmiennym przekroju:

UnI :Unl(N)+Unl(My)+UnI(Mz)+UnI(B(0) (321)
Sktadniki wyrazenia (3.22a) majg postac:
2
j ]dx+

o1y 1few) 1 00,
UnI(N)—{N[E(&j +§(&) +E|0(X)(6X

(3.222)
N5 5 e e
0 OX ox )\ ox
00, Y (o
Un.(My)={My[ﬂz(X)[ axj [axv}g de (3.22b)
Um(Mz)=—IM{ ( j [ J J (3.22¢)
L
Un B =11 % }dx (3.22d)
gdzie:

By = ol ()S (3.22e)
A0 =2 ()gz(y +2%)dS -z, (3.22f)
Po=5; ()gw(y +2%)dS (3.22g)
lo(X) = % +yZ+12? (3.22h)
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Energia odksztalcenia sprezystego wyrazona wzorem (3.19) polagczona z wyrazami na energi¢
odksztalcenia wyzszego rzedu (3.21), moze by¢ wykorzystywana do ogdlnych analiz statecznosci
otwartych przekrojow cienko$ciennych.

U=U,+U, (3.23)
W przypadku obcigzen krytycznych belek zginanych wyrazenie na energi¢ odksztatcenia

przyjmuje posta¢ (3.24) i w dalszej czeSci pracy bedzie ono rozwazane.

Rozpatrujagc dwuteowa, monosymetryczng belke obcigzong w sposob ciaggly obcigzeniem

0:(X), przytozonym w punktach P, w odleglosci e, (X) od srodka $cinania (rys. 3.2.2),

q:

h(x)

Rysunek 3.2.2. Monosymetryczny przekrdj dwuteowy przy zwichrzeniu

pracg sit zewngtrznych g,(X) i gradientu momentu zginajacego My mozna wyrazi¢ nastgpujaco:
oV 00
W = jqzwpdx +[M y(ex(—zj + 5, (x)( X
L L OX X

. ﬂdx, (3.25)

gdzie wp, jest przemieszczeniem pionowym, ktére mozna zapisac:

W, =w—g; (X)(1-cosb), (3.26)
2
Jezeli zalozymy w przyblizeniu ze cosg, =1- ‘92x , to wyrazenie (3.25) przyjmuje postac:

_ 1 z o 20, )
W = [qg,wdx 5 {qzez(x) exdx+{My(0{ax2J+ﬁz(x)( p j de. (3.27)

L
Sumujac (3.24) i (3.27), pomijajac energie odksztalcen osiowych i uwzgledniajac symetryczno$¢

przekroju poprzecznego belki wzgledem osi z (B, =0), otrzymano wyrazenie okreSlajace

funkcjonat catkowitej energii potencjalnej w belce o zbieznym przekroju poprzecznym:
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5 oY 06, \’
El (x)( Wj E|Z(x)(§J +G|T(x)(axj }dx

2
+1J'[E|w(x) 0%0, J }dx+j'|v| L [52 j"'ﬂz(x)( J de—.fqudX"‘ (3.28)
2L x> ox? 1

+ quz (X)e, (x)6%dx.
2L X

T=-U-w=1
2

——

Funkcjonat energii potencjalnej moze by¢ zapisany za pomoca dwoch sktadnikow zaleznych od

przemieszczen:

2 2
I7(w) _%{(Ely(x) (ZX—ZVJ }dx—{qz(x)wdx, (3.29)

My —%{{EI (x)(a2 J +GI (x)(aij +El (x)(af J de+
6 Vv

Pierwszy sktadnik (3.29a) 0dWOhl]6 si¢ tylko do przemieszczen pionowych i odpowiada stanowi

(3.29h)

? 1
) de += 10,6, (x)0? dx.
21 x

przed utratg statecznosci przy zginaniu. W zagadnieniach liniowej statecznos$ci ten sktadnik mozna
poming¢, gdyz jego wplyw na obciagzenia krytyczne belek jest znikomy. Drugi sktadnik (3.29b)
odpowiada za stan przy zwichrzeniu i pozwala na wyznaczenie z tego wyrazenia obcigzenia
krytycznego inicjujacego utratg statecznosci sprezystej przy zginaniu.

Bradford i Cuk (1988) wykazali, ze w belce o zmiennym przekroju, w wyniku
przemieszczenia i obrotu przy zwichrzeniu nastgpuje wzrost energii odksztalcenia w potkach

I srodniku belki i funkcjonat energii potencjalnej powigksza si¢ o:

e {[(agix)) ( 2 T " h(:)2 {6;792] e hx )(ahE(X)j( % ](ié] E|2de+
+%{[h(x)( Elzb){aaxg J@%’}z(a EIZD)(agE(X)j(ax J(aai jjdx.

Implikujac wyrazenie (3.30) ze sktadnikami I,(X), h(x), 1x(X), I.5(X) do (3.29b), pomijajac

(3.30)

elementy zwigzane tylko z wysokosciag belki h(x), otrzymano zmodyfikowany funkcjonat energii
potencjalnej dla belki o zmiennych liniowo szerokos$ciach paséw i zmiennej liniowo wysokos$ci

srodnika.
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HLméi[El (x)(a V] Gh(x)(aij +El ()( i ndﬂ
;j[EI x )((ah(X)j ( L jz 4 h(x )(8h(X)j( L ][‘Z;%H]dm
. {((Eln(x) Elzb(x))(ag(xx)j(ax J(ajx ndH
o530l

W przypadku sity skupionej Q, przylozonej do belki w odlegtosci a, do funkcjonatu (3.31a) nalezy

(3.313)

? 1
j } dx + = [q,e, (x)87 dx.
2L X

podstawié¢ wyrazenie:
d, ZQZA(X_a)' (331b)
gdzie A jest funkcjg Diraca, dla ktorej A=1<>x=a,A=0<x#a.

Do dalszej analizy przyjeto posta¢ funkcjonatu energii potencjalnej zgodnie ze wzorami (3.31a-b).

3.3. Warunki brzegowe

Rozwigzujac zagadnienia statecznosci metodg rachunku wariacyjnego nalezy przyjac
odpowiednie funkcje odzwierciedlajace ksztalt osi elementu po zwichrzeniu. Funkcje te powinny
spetnia¢ kinematyczne i statyczne warunki brzegowe. Warunki kinematyczne wigzow zwigzane sg
z przemieszczeniami i katami obrotow. Statyczne warunki brzegowe odnosza si¢ do wartoSci
naprezen tj. momentéw zginajacych, sit tnacych, bimomentéw. Za funkcje opisujace ksztalt osi
belki po zwichrzeniu mozna przyjmowac¢ funkcje paraboliczne, szeregi potggowe, szeregi
trygonometryczne.

W pracy analizowane beda belki podparte widetkowo na obu koncach, a takze belki
wspornikowe.

Warunki brzegowe okreslone dla roéznych schematow zamocowania okre§lone sg
zaleznos$ciami:

— belka zamocowana widetkowo obustronnie:

v =v()=0, & (©0)=6(L)=0

3.32
V') =v' (L)=0, & (0)=6", (L)=0. (3:322)
— belka wspornikowa z pelnym utwierdzeniem:
0)=v(L)=0, & (0)=6,(L)=0,
v =v(b) S (3.32h)

v'(0)=v'(L)=0, @,(0)=86, (L)=0.
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4. Rozwigzanie ogolne zagadnienia statecznosci metoda Rayleigh’a-Ritz’a

Zagadnienia brzegowe mechaniki mogg by¢ rozwigzywane przy zastosowaniu metod takich
jak Metoda Réznic Skonczonych, metoda Kantorowicza, Galerkina, a takze metoda Rayleigh’a -
Ritz’a. Ta ostatnia bazuje na calkowych sformulowaniach zagadnienia brzegowego, do ktorej
zaliczy¢ mozna zasad¢ minimum energii potencjalnej. Wprowadzajac dyskretyzacje wielkosci
wyrazen wystepujacych w formutach catkowych, zagadnienie sprowadzane jest do uktadow rownan

algebraicznych, z niewiadomymi parametrami a; zatozonych funkcji bazowych. Klasyczne
podejscie metody Rayleigh’a-Ritz’a polega na poszukiwaniu ekstremum funkcjonatu 17,5,

ktorego funkcje aproksymowane sg okreslonymi funkcjami bazowymi np.:

0, = éai@i , (4.1)
spetniajagcymi warunki brzegowe podpar¢ belek, gdzie: & — funkcje okre§lone w obszarze
catkowania, a; — niewiadome state wspotczynniki (parametry).

Poniewaz dla stanu rownowagi statycznej belki, energia potencjalna powinna przybieraé

warto$¢ minimalng, parametry a; mozna okresla¢ z warunkow ekstremum:

M:O,dlaizlgzon-)n' (42)

0q;
Wykorzystujac skonczong liczbe sktadnikow sumy (4.1) uzyska si¢ n sktadnikow réwnan, za

pomoca ktorych mozna te parametry okresli¢. Podstawiajac znalezione parametry a; do wyrazen dla
funkcji przemieszczen, otrzymuje si¢ przyblizone rozwigzanie zadania.

Szczegolowy opis metody Rayleigh’a-Ritz’a znalez¢ mozna w opracowaniu Elsgolca (1960),
a zastosowania tej metody w zagadnieniach mechaniki konstrukcji m in. w pracy pod redakcja
T. Koztowskiego (1967) 1 W. Glabisza (2003).

W pracy przyjeto za funkcje Ritz’a, funkcje trygonometryczne (4.1a-d) spetniajace warunki
brzegowe (3.32a-b):

- dla belek podpartych widetkowo

V= ivi sin[iﬁﬁ} (4.33)
i=1 L

6, =36 sin(infj, (4.30)
i=1 L

- dla belek wspornikowych

V= ivi (1- COS(E(ZiT_l)ﬁjJ : (4.3c)
i=1

L
0, = i_ilei (1-cos(n@8} (4.3d)
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Zastosowanie skonczonej liczby sktadnikow sumy wyrazen (4.3a-d) prowadzi do zastgpienia
modelu ciggltego, modelem dyskretnym. Chcac uzyska¢ zadany poziom doktadnosci obliczen
nalezy przyjmowaé¢ odpowiednio duza liczbe wyrazéw szeregdbw. W inzynierskiej praktyce
projektowej, do oszacowania obcigzenia krytycznego belek podpartych na koncach widetkowo,
najczesciej wystarczajace jest pierwsze przyblizenie (i =1).

W celu wyznaczenia obcigzen krytycznych wprowadzono do funkcjonatu energii potencjalne;j
(3.31a-b) funkcj¢ gradientu momentu zginajacego (4.4) zaleznego od rodzaju obcigzenia belki:

m(x) = & , 4.4
M -

w ktorym: M, - moment zginajgcy w belce od obciazen zewngtrznych, M - maksymalny moment

zginajacy od obcigzen zewnetrznych w stanie rownowagi statycznej, a w stanie utraty statecznosci
moment krytyczny zwichrzenia, oraz funkcje Ritz’a (4.3a-d), po czym otrzymano nast¢pujaca

posta¢ funkcjonatu:

3o o)) oo 3 e ) o

.0 {2 o

(52 (oo (2] o

o 5 e ) oo 2o
r-aa (2 & () &2 o
+Mf[mw(zesm("zxnﬂa%(zvsm(‘%D}ﬂzw( o) o
el (2] Jo

Latwo zauwazy¢, ze wprowadzone do funkcjonatu (3.31la-b) funkcje Ritz’a v(x)i&(x), po

+
N
o —r

+
N |-
o —r

+
N |-
o —r

|\>||—\

zrézniczkowaniu tworza wielomiany z jednorodnymi funkcjami kwadratowymi, ktorych

przyktadowe rozwigzanie w 3 przyblizeniu ma postac:
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2 . 2 4 2 4
8_ > visin ( i Xj = vf(zj sin (”—X] +8v1v2(£) sin ( jsm (27[ Xj +
x?\ia L L L L L L
‘ 27 x Y ‘ T X 3 X
+16v7 sm[ +18v,v5| = | sin jsm( + (4.6)
L L L L L
4 4 2
+72v,v5) 2 | sin 270 X \sin [ 37X +81v2[ Z | sin stxy.
L L L L L

Bardziej zwiezlg posta¢ wyrazen (4.5) mozna przedstawi¢ nast¢pujgco:

n
Il 15 = Zl(kbb(m X m)Vi2 +Kee(nx n)9i2 + Kpe(mx Vi 6, ) , 4.7
i=

w ktorych Ky, K., K., sa symbolami wyrazen catek wystepujacych w funkcjonale (4.5).

cc?
Stosujac, zgodnie z metodg Rayleigh’a — Ritz’a minimalizacj¢ funkcjonatu catkowitej energii

potencjalnej (4.5) wg ponizszych warunkow:

s o i21,2.3..m,
e
(4.8)
OMw _o  iZ123.n,
06,

otrzymano uktad jednorodnych algebraicznych rownan, ktore mozna zapisac:

Kobmx m) |kbc(mxn) Vi(mx) :{Q}
sym | kcc(nxn) 9i(nx1) 0 (4-9)

Dla pierwszego przyblizenia (i =m = n =1) posta¢ energii potencjalnej okresla wyrazenie (4.10):

L ot
. ;Vf(fj Eg(IZ(X)Sinz (%Dd“%éﬁz(g Gg(IT(X)COSZ (%de

N

+2¢912(% E(jL) Im(x)sinzt%ndwr

2L
ol )
1 (72 _t ah(x) 7zx
38 (E) el oo [T e[

S

(I zt (X) - Izb (X)

C J(sm D dx + (4.10)
+ vlel[%jz 6h(x) ( 0 (%D (sm JJ dx +
+M v,0, (%] (m(x) sin? (%D dx+ M 62 [%)2 Z(m(x) B, (x)cos? ( i D dx

1, t 1, L .o [ 7X
+59 °q, (j) e, (x)sin? (LDdx+Eele(j)(ez(x)sm [TDdx.

m
N O—r

Ot 7 \
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oh(x)
OX

Pochodne I parametry h(x) obliczono wg wzorow z tabeli 3.3.1 w zaleznosci od

rodzaju zbieznos$ci srodnika.

Sktadniki wyznacznika (4.9) dla pierwszego przyblizenia (i =m=n=1) maj3 postac:

ey = %[%)45 Z(Iz(x)sinz (%D dx, (4.11a)
K, = %(%TG z(lT (x) cos? (%D dx +%(%)4E z(lw(x)sinz (%B dx +
el of 2o 2o
)3 E z[ I, (x) h(x) (ahag(x)j (cos [%D (sin (%DJ dx + (4.11b)
+M (%)2 Z[m(x),ﬁZ (x) cos? (%D dx + % q, I(j;(ez (x) sin? (%D dx +
; %QZ I[ez(x) sin2 (%D dx,
Ko = (Z 2 E Z((I 2(X) =14 (X))(GZ(XX)) [cos [%D (sin (%DJ dx +
M (%ﬁ(m(x)sinz (%D dx.

L
Wyznacznik (4.9) przyjmuje wielkosci zerowe dla najmniejszej warto$ci momentu

N—

(4.11c)

krytycznego M inicjujacego utrate statecznosci belki. Rozwigzanie wyznacznika jest rownaniem
kwadratowym z niewiadoma M , ktéra mozna obliczy¢ z tego rownania. Szczegolowe okreslenie
momentow krytycznych M, zalezy od modeli obcigzen i cech geometrycznych belek. Konkretne

przyktady podano w kolejnych podrozdziatach niniejszej pracy.

Rozwigzanie og6lne na obliczanie momentow krytycznych zwichrzenia ma postac:

0,5
M, = min(_o’5 P2 (0’2;@22 -0, ;) J (4.12)
w ktorym:
z\L .
1= _(I) g(m(X) sin? (%)) dx, (4.13a)
4L 4
@, - (%) E g((ln(x) - Izb(x))(agg(x)jsin (ZZ"D dx—%[%) E g[lz(x)sinz (%D dx

(4.13b)

T(m(x) sin? [ED dx - T(m(x)ﬁz(x) cos? (@D dx,
0 L 0 L
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

452(1( 200 zb()( > D (T dej2+

S
w
Il
D

[

|
N——

~

_%(%J E(Ij; I (x) sm Ddx( Gz(lT(X)(COSZ(%jJJJdX+

+%(%)4EI I (x) sm Ddx+ EZ(IZ(X)(GZE(X)J(COSZ[%)Bdwr (4.13c)
+% %TEE I, (x)h(x) agix)j[sm( DdH;q j(e (x)sin® (LDdH

. %QZ (jt(ez(x)sinz (%D dx.

W nastgpnym rozdziale wykonano obliczenia momentéw krytycznych dla wybranych

przypadkow obcigzen belek stalowych z réznymi parametrami zbieznosci przekroju.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

5. Rozwigzanie szczegolowe zagadnienia statecznosci metoda Rayleigh’a-
Ritz’a, dla belek obcigzonych silami poprzecznymi skupionymi,
rozlozonymi, momentami skupionymi

Obliczenia wykonano w pakiecie obliczeniowym MATHEMATICA 5.0, w ktorym

wprowadzono pelne formutly obliczeniowe uwzgledniajace algorytm przedstawiony w rozdziale
4 niniejszej pracy. Do weryfikacji przyjetych formut obliczeniowych przyjeto belke ze stali S235,
0 parametrach materiatowych E=210 GPa, G=81 GPa.

5.1. Belka obcigzona obcigzeniem cigglym rownomiernie roztozonym

Przyjeto belke podparta widelkowo obcigzong obcigzeniem cigglym réwnomiernie

roztozonym jak na rysunku 5.1.1:
q- Q:* o |
* [ e:(X)I .
iy l }m

q-y

Rysunek 5.1.1. Schemat obciazenia belki obciazeniem cigglym rownomiernie roztozonym.

Funkcja gradientu momentow zginajacych dla powyzszej belki jest nastepujaca:

2 2
q,L" [ x X
M, (x)= ———| dla 0<x<L, 5.1a
2
M =% (5.1b)
8
2
X X
m(x) = 4[E - ?J (5.1c)
Sktadowe wyznacznika (4.9) po uwzglednieniu warunku (5.1¢) 1 charakterystyk z tabeli 3.1.1
Wynosza:
n n“sinZLLj
Kop == [| Bl (X) ——F—= | dx (5.2a)
20 L
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

o nzcosz(nl_xj n“sinz(T_Xj
k., ==[| Gl (X) ————%+El (X)—————< |dx+
bb 2£ T( ) LZ a)( ) L4

m oh(x) 21:%03{?) () n3Sin2(2:Xj
+§(I) EIZ(X)( ox j e 5 E dx+ (5.20)

2 2 TX

—Ll(x x? oS (Lj 1t o X
+4M£ [E_?jﬂZ(X)T dx+§(j)(qz e, (x)sin (TDdx

n3sin2(znx 2 n25in2(nxj
kbc:IJ: E(Izt(x)_lzb(x) e : X+le {X X j—L
0

X 5.2
OX 218 0 |2 (5:2¢)

Wyznaczajac wyrazenia podcatkowe, z uwzglednieniem parametréw geometrycznych belek

dla r6znych schematdéw zbieznosci z tabeli 3.1.1, uzyskano elementy macierzy (4.9). Rozwigzaniem

wyznacznika tej macierzy s3 momenty krytyczne zwichrzenia.

Obliczone wartosci momentow krytycznych przedstawiono w tabelach 5.1.1-5.1.3 i na
rysunkach 5.1.2 do 5.1.19.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.1.1. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbieznoscia przekroju typu 1 1 2 wg tabeli 3.1.1, obcigzona

obcigzeniem cigglym rownomiernie roztozonym.




Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi
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Rysunek 5.1.3. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

Rysunek 5.1.2. Momenty krytyczne belki ze zbieznym

obcigzong obcigzeniem ciggtym.

srodnikiem, obcigzong obcigzeniem ciggtym.
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Rysunek 5.1.4. Momenty krytyczne belki ze zbieznym

Parametr zbieznosci przekroju arp

Rysunek 5.1.5. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

obciazong obciazeniem ciagtym.

srodnikiem, obciazong obciazeniem.
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Rysunek 5.1.7. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

Rysunek 5.1.6. Momenty krytyczne belki ze zbieznym

obciazong obcigzeniem ciggtym.

srodnikiem, obcigzong obciazeniem ciggltym.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.1.2. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbiezno$cia przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1, obcigzona

obcigzeniem cigglym rownomiernie roztozonym.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (a)

=—L=60m =—8—L=90m =—+=L=120m
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0

""" T e 10388 T
| | | 9885 |
| o032 | 9439 | .
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------
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| 51,17 5239 1 53,79 1 ! !
36,48 | 37,02 | 37,65 | 3836 | 39,14 | 40,00 |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.1.8. Momenty krytyczne belki ze zbieznym

srodnikiem, obcigzong obcigzeniem ciagltym w $rodku $cinania.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (b)
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QP S S S S S
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Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.1.10. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
$rodnikiem, obciazong obcigzeniem ciggtym na pasie gornym.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (c)
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Rysunek 5.1.12. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzong obcigzeniem ciggtym na pasie gornym.

Schemat belki (a)
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Parametr zbieznosci pasow fre = 0+1, are = 0

Rysunek 5.1.9. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem ciggltym w $rodku $cinania.

Schemat belki (b)
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Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+1, arr = 0

Rysunek 5.1.11. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem cigglym na pasie gornym.

Schemat belki (c)
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Parametr zbieznos$ci pasow fre = 0+1, arr = 0
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Rysunek 5.1.13. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem ciaglym na pasie gornym.




Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.1.3. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$cia przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1,

obcigzong obcigzeniem cigglym réwnomiernie roztozonym.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (a)
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P N W b 0O o N
O O O O O O o o o

________________ g1 - 73.08-
T 67’531: 70,21

6276 ! 6504 IS o,

!
695~ 1 2743 1 - 27,94 - 28,47 - - 29,04

0 0,2 04 06 0,8 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.1.14. Momenty krytyczne belki ze zbieznym

srodnikiem, obcigzong obcigzeniem ciagltym w $rodku $cinania.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (b)

== =60m =M= =90m ==L=120m

w
ol

w
o

N
a1

N
o

[y
(¢,

[y
o

———=-
1
1
1
1
1
_————
1
1
1
1
1
_——_———

il

P AT68 L AT3% 102 1 16,76 | 1657 | 1633 '

0 0,2 04 0,6 0,8 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.1.16. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
$rodnikiem, obciazong obcigzeniem ciggtym na pasie gornym.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (c)

=4—1=60m =@=[=90m =+=L=120m

120
100
80
60
40
20
0

T10205 1 107%)

0 02 04 06 08 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.1.18. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzong obciazeniem ciggtym na pasie gornym.

Schemat belki (a)

=—L=60m =—8=[=90m =+=1=120m

________ --182,63-,

200 ------ To----- 1o

D 00
o O

e el
o oN D
o S oo

N S
o O

o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
o}
=

0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznosci pasow fre = 0+1, are = 0

Rysunek 5.1.15. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem cigglym w $rodku $cinania.

Schemat belki (b)

== =60m =—E=|=90m =t=L=120m

’_‘45 """" T==-===== | T-~=====7 11— === 1
E | | | L3971
------- e 47 B —
5 : IR ! :
§35 F-8175-1---x-=a ' e e |
® : | | | 2989 |
1 1 1 2 1 1
w0 T ARSI T I Ml
> 2387 ! ! . !
§25 """" . o J e
5 | ! | | 2499
£20 [--w oo CT22As T oo |
E 1939 1 20‘99 1 1 1 1
515 y 1 1 1 1 1
g 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+1, arr =0

Rysunek 5.1.17. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem cigglym na pasie gornym.

Schemat belki (c)
== =60m ==[=90m ==L=120m

300 f------ To----- S 1= --- - - 267,63
£ ! | | | !
€250 [t
=200 f------t------d- Y
2 0 | 134,34 | 131,19 |
%15 558 |
R i
£ 50 [--BE el - - -8LO7 -
=} 1 1 56’09 1 1 1
5 o Lsres | 4616 : : !
‘§ 02 04 06 08 1

Parametr zbieznos$ci pasow fre = 0+1, arr = 0

Rysunek 5.1.19. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong obcigzeniem ciaglym na pasie gornym.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

5.2. Belka obciazona momentami skupionymi na koncach

Przyjeto belke podparta widetkowo i obcigzong momentami skupionymi na koncach belki jak
na rysunku 5.2.1:

G o)
Paw X
L L L
7 7

Rysunek 5.2.1. Schemat obcigzenia belki momentami skupionymi.

Funkcja momentow zginajacych dla belki jest nastgpujaca:

1
M, (x)=M [z//—t(t//—l)xj dla 0<y <1, (5.3a)
Ivlmax =M (53b)
m(x)=y/—%(z//—l)x dla 0<y <1 (5.3¢)
Elementy wyznacznika k;; (4.9) uwzgledniajace funkcje gradientu momentu zginajacego m(x) maja
postac:
1 L n4S|n2(L)
Kop = = J| El,(X) ——F—= |dx (5.4a)
20 L
m2cos? xisin?| %
K..= L Gl L El d
CC_EE‘; T(X)T"‘ w(X) L4 X+
22| TX 3. of 27X
T COS™| — msin®| ——
1L 6h(x)j2 ( Lj oh(x) ( L J
+=| El, +h(x dx + 5.4b
25 ()(8X L2 ()ax L3 (5.4b)

) oh() T smz(zij L . T smz(TE()
k3 = g E(Izt(x) - Izb(x)) ox E dx+ M g [‘// _E(‘// _1))()T dx. (5.40)

Obliczajac wyrazenia podcatkowe, z uwzglednieniem parametréw geometrycznych belek

z tabeli 3.1.1, uzyskano skladowe wyznacznika (4.9) 1 rozwigzujac z uwagi na M, uzyskano
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

wartosci momentéw krytycznych zwichrzenia. Przyklady liczbowe dla konkretnych parametrow
zbieznosci i rozpigtosci belek przedstawiono w tabelach 5.2.1-5.2.4 i narys. 5.2.2 do 5.2.9.

Tabela 5.2.1. Momenty krytyczne bisymetrycnej belki ze zbieznos$cig przekroju typu 1 1 2 wg tabeli 3.1.1., obciazona
momentami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belki (a)
bo1 150 mm z
ho 300 mm
km 0 X
hwo 280 mm I
10 mm -
L3 L2
tf 2 10 mm 7 7
T 7 mm y
Ao 49,6 cm?
lyo 7590,53 cm’ : :
6
| 20 118433 cm . i ) i )
ﬂZO 0 cm
Mg, [KNm]
Parametr L=6,0m =90 m
zbieznosci
by P=1 ¥=0,5 ¥=0 y=1 ¥=0,5 P=0
F——
— S ap=0,0 75,404 111,586 214,523 44,497 65,851 126,609
ap=0,4 79,957 118,324 227,482 46,040 68,134 131,001
ap=0,8 -0 84,997 125,784 241,827 47,791 70,725 135,982
b ) hy b | @1p=1,2 Fre=0"g0aa4 | 133844 | 257,327 | 49726 | 73580 | 141490
ap=1,6 96,227 142,406 273,785 51,826 76,697 147,466
ap=2,0 102,289 151,376 291,040 54,071 80,019 153,855
T Ttpd P =0,4 84,943 125,70 241,649 49,769 73,653 141,606
F—t Brp=0,8 95699 | 141,616 | 272,234 | 55548 | 82,203 | 158,039
Prrp =12 | arp =0] 107,845 159,587 306,769 61,893 91,591 176,082
prr =16 121,556 179,874 345,754 68,869 101,915 195,923
Pre=2,0 137,007 202,736 389,686 76,549 113,278 217,760
Schemat belki (a) - rozpietos¢ L=6,0 m Schemat belki (a) - rozpietosé¢ L=6,0 m
- =] Y=0,5 =t=P=0 - =] Y=0,5 ===
g‘ 350 """ r=—=-=-- r=—=-=-- r=—=-=-- I' """"" 1 E 450 """" T-===7=° T=-===== i D 1”290 Aar” ]
Z L om0l & o400 [ S ; 389685 ¢
5 300 [ b PRI | | i |
2 5o lpsasast 241,827, — : 2 850 fooooeoroosoid [ -306,760 - 4T -~ :
% ’ : : 2 300 Fogrpay T :
§ 200 [----- P Fooooe C 151376 | S 250 (e i R -202,736-
) i 1142 406.151 376, 2 1179874 1 T T
? 150 111586 rl-18324 125,784, 1—33’—8% —————— -- E 200 - 1257 "1t 616 . 1150587 i "
e | . F : ! £ 150 22 -4 ' !
= 100 —————— Fe———— F-—-=-- [ --1 q_E) 1
g 96,227 . 102 289: g 100 |
g 50 75404 7995#84 997*901444; ----- P | £ 50 |
% O | | 1 1 1 ] % O
= 0o 04 08 12 16 2 = 04 08 12 16 2
Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+2, fre =0 Parametr zbieznosci paséw fre = 0+2, arp = 0

Rysunek 5.2.2. Momenty krytyczne belki o rozpigtosci L=6,0 m  Rysunek 5.2.3. Momenty krytyczne belki o rozpigtosci L=6,0 m
ze zbieznym $rodnikiem, obcigzona momentami skupionymi. ze zbieznymi pasami, obcigzong momentami skupionymi.
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Tabela 5.2.2. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$ciag przekroju typu 1 i 2 wg tabeli 3.1.1,
obcigzong momentami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi
bo]_ 150 mm z
boz [ mm M M
ho 300 mm
P 280 mm | h:l; x
10 mm -
L 7
tfo 10 mm 1 g g
tw 7 mm
Ay 42,1 cm? "
lyo 5732,12 cm*
4 a a
w0 26281 cm® . ’
S0 10,50 cm ) L2 4 L2 I
"4 1,0 -
Parametr M., [KNm]
zbiezno$ci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0 m
R TE— a1p=0,0 66,371 37,347 25,675
— 7 11T O 66,599 37,298 25,596
a1p=0,8 Bro =0 67,113 37,349 25,563
arp=1,2 |77 67,888 37,494 25,573
Be )l h, hy |amep=1,6 68,897 37,729 25,625
a7p=2,0 70,115 38,047 25,717
Brp =0,4 78,078 43,212 29,415
[— S /S ¥ 91,668 49,878 33,599
by Bro=12 | ap=0| 107,39 57,445 38,279
B =16 125,509 66,024 43,512
Pre =2,0 146,304 75,733 49,358
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
=@=1=6,0m L=90m ==|=120m == =6,0m L=9.0m e=o=[=120m
80 ------ r-—-—-- T—=——=—=------ 1~ 28 AR ~70127! 160 ------- T————-- T-—=-——-- q------- (il -146|30 =1
= 66,37 ! 66,60 ! 67,11 ! 67,89 68,90 | ’ 1 = 1 1 1 1 1
Zq0 [0l T — - | Z 140 ' : - 12551 !
R R e MR - == ! 5 . : :
g oo — N T A A : = : 4 : :
& 37,35 | 37,30 | 37,35 ; 37,49 | 37,73 | 38,05 | o ! ! ! !
§ 40 F-pes e e e —e—— ———th | S i 5745 N | |
230 b----- R O T jmmm - ———— - | e L - L4988 | T ——— - |
o i Gl s e s S S Bl B ; I
220 Foses | 250 | 2586 | 2557 | 2563 2572 R B e o N B
§10 """ N . T L L | g 20 [-5g45 13360 17 388 g EEE Ao |
:g 0 1 1 1 1 1 ] :8 0 1 1 1 1 ]
§ 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 g 04 0,8 1,2 1,6 2
= =

Parametr zbieznoéci $rodnika arre = 02, frp =0 Parametr zbieznosci pasow fre = 0+2, arp = 0

y=1 y=1
Rysunek 5.2.4. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.2.5. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
srodnikiem, obcigzong momentami skupionymi. obcigzong momentami skupionymi.
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Tabela 5.2.3. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbieznoscig przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1, obcigzong

momentami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belki (a)
b01 150 mm z
b02 150 mm yM M
hg 300 mm ’v
ho .
huo 280 mm I IT !
trq 10 mm B =
te o 10 mm + +
{by 7 mm
Ao 49,6 cm’
o 7590,53 cm’
Lo 563,3 cm*
o 118433 cm®
B 0 cm k L L
L 6,0 m
Parametr M, [KNm]
b zbieznosci =1 ¥=0,75 ¥=0,50 ¥=0,25 =0
" _
o a7p=0,0 75,404 86,176 100,538 120,646 150,807
— 1 I~
i ap=0,2 78,552 89,774 104,738 125,687 157,110
ap=0,4 0 82,089 93,817 109,455 131,35 164,192
. ar=06 | " [ 85,067 98,250 114,628 137,558 171,955
KKl | o ap=0,8 90,142 103,220 120,196 144,241 180,312
atp=1,0 94,575 108,088 126,107 151,336 189,184
£ P =0,2 89,418 102,193 119,226 143,073 178,845
1
b v g =0, 106,220 121,369 141,631 169,963 212,463
’ } ’ P =0,6 | atp =0 126,350 144,403 168,476 202,182 252,746
P =0,8 150,354 171,839 200,489 240,603 300,786
Pre=1,0 178,762 204,309 238,376 286,077 357,645
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
——=] P=0,75 =t=P=0,50 e W=0,75 ==¥=0,50
—\V=0,25 =0 == \P'=(),25 == P=0)
190 [--r--r-rmmrrm e ore oo oK 370
5 5 5 T
EA70 |- e Fee z
s | | =
8150 - KTt b- b - S,
g ' : : S
= : : | =
g\ ————————————— r/-r-—-= r/-r-—-= r=-p-—- 1
E 130 1 1 1 1 g
E | ' | | g
g | 1 1 1 5
£ 110 [----- - i oo Lok | g
=] =]
E . | | i | | E
£ 00 [T e
= i : : : : : =
70 1 1 1 1 1 1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

Parametr zbieznoS$ci przekroju ar = 0+1, frr =0

Rysunek 5.2.6. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
$rodnikiem, obciazona momentami skupionymi dla r6znych
warto$ci parametru ¥.

Parametr zbiezno$ci przekroju are = 0, fre = 0+1

Rysunek 5.2.7. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong momentami skupionymi dla r6znych warto$ci
parametru %
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Tabela 5.2.4. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$cia przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1,
obcigzong momentami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bo1 150 mm z
bo2 75 mm yM M
ho 300 mm ’)
Mo 280 oL I”’"_' *
te 1 10 mm e,
tfo 10 mm + L *
{by 7 mm
Ao 42,1 cm?
o 5732,12 cm’
lo 317,21 cm*
[ 26281 cm® :
Pao 10,50 cm L I L
W 1.0 - 7 7
Parametr M., [KNm]
zbieznosci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0 m
PR E— a7p=0,0 66,371 37,347 25,675
(E— N 7 a1p=0,2 69,759 38,678 26,365
a1p=0,4 _ 73,344 40,082 27,087
=06 | P 77109 41,554 27,842
r“;gﬁ h, ' hy |a1p=0,8 81,035 43,091 28,628
atp=1,0 85,103 44,688 29,444
Prp =0,2 85,845 46,857 31,624
E— 7N P =04 111,136 58,816 38,913
4&% P =0,6 | atp =0 143,647 73,813 47,845
pr =0,8 184,914 92,519 58,779
Pprr=10 236,587 115,681 72,120
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
=@=1=6,0m L=9.0m ==|=120m == =6,0m L=9.0m =e=[=120m
_90 oo R SRORTRTELELE -g10a-- 2240, _ 250 :
2% Loy o A L ;
B0 [ e
590 s [mew [ aoos s 8T f e
B4 = fm ek T T . 2100 :
e e e i B N
§ 20 g5 i 2637 27,09 72784 71~ 28,63 - 2944 é 50 |- gt il . .
2 18 A S R S R A Y I I | |
= o 02 04 06 08 1 = 02 04 06 08 1
Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+1, frr=0 Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+1, arr = 0
Rysunek 5.2.8. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.2.9. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
srodnikiem, obcigzong momentami skupionymi. obcigzona momentami skupionymi.
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5.3. Belka obciazona sila skupiona

Analizowano belke podpartg widetkowo i obcigzong sita skupiong, usytuowang w $rodku

rozpigtosci jak na rysunku 5.3.1, zaczepiong do pasa gornego, srodka $cinania, pasa dolnego:

Rysunek 5.3.1. Schemat obcigzenia belki sitg skupiona.

Dla takiego schematu wyznaczono funkcje gradientu momentoéw zginajgcych:

My(x):&x dla 0£x<£,
2 2

M=k
4
X
m(x)=2—
(X) 3

Ie:(X)

(5.5a)
(5.5b)

(5.5¢)

Wprowadzajac do wyznacznika (4.9) funkcje gradientu momentu zginajacego (5.5C)

otrzymano nastepujace sktadniki ki wyznacznika:

% n“sinz[nx)
Kop = | E'z(x)—4L dx
0 L
% nZCOSZ(T_Xj n“smz(j
Kee = g Gl; (x) B +El,(X) C dx +
L znzcosz(j s 2(2nx]
2 oh(x) L oh(x) L
+(j) EIZ(x)[ 6x j B +h(x) ™ E dx +
L nzcosz(j L
+4Mf %ﬂz(x) . dx+f(QZeZ(x)sin2(n_XDdx
0 0

(5.6a)

(5.6b)

38



Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

L 3.2 271X
- nsint| =~
2 oh(x) ( L j
koo = 21| E(la (0 =1 (00) =5 = —— 5= | [der
(5.6¢)
: nzsinz(nx
ol L L

Po wprowadzeniu funkcji momentoéw zginajacych (5.5c), odpowiednich charakterystyk
geometrycznych przekrojow poprzecznych z tab. 3.1.1, wyznaczono momenty Kkrytyczne
zwichrzenia dla belki jak na rysunku 5.3.1, dla réznych parametréw zbiezno$ci paséw i $rodnika.
Wyrazenia podcatkowe sg funkcjami zlozonymi wymagajacymi catkowania przez czgsci. Do
obliczen zastosowano program MATHEMATICA.

W tabelach 5.3.1-5.3.4 przedstawiono wyniki obliczen momentow krytycznych belki
podpartej widetkowo obcigzonej sita skupiona, dla réznych schematow zbiezno$ci przekroju
poprzecznego idla roznych parametrow zbieznosci paséw i $rodnika. Obliczenia zilustrowano

graficznie na rysunkach 5.3.2-5.3.17.
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Tabela 5.3.1. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbieznoscig przekroju typu 1 i 2 wg tabeli 3.1.1, obcigzong

sita skupiong w $rodku rozpigtosci.
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Schemat belki (a)

=—L=60m =—8=[=90m =—+=1=120m

12
10
8
6
4
2

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

0
0
0
0
0
0
0

- : FI 1 1 1 :
- A
39,00 | 40,15 | 40,44 ' 4077 | 4114 | 4155 !
0 0,4 0,8 1,2 1,6 2

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 02, frr =0

Rysunek 5.3.2. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
Srodnikiem, obcigzong sitg skupiong w srodku $cinania.

Schemat belki (b)

=4—L=60m =—8=|=90m =+=1=120m

[N
o
o

el
o N
o O

o]
o

(2]
o

I
o

N

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
o

o

______ I'_____I'_____ - - = T T T Tr s AR |
117,90

' 11403- '
-IOU-g'4-r3:0'3-7'5'r10-6"9-3-| 11037, 743 -
PSS o s R S
_5493-r5522- 67,61 69,08 1 7065 1 7229 |

50,60 | 51,497 52,447,

0 04 08 12 16 2

Parametr zbieznoéci $rodnika are = 0+2, fre =0

Rysunek 5.3.4. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
Srodnikiem, obcigzong sitg skupiong przylozona do pasa

gornego.

Schemat belki (c)

== =6,0m =M= =90m =t=L=120m

o O O o

PN WD OO N O
o O O o o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
o

______ oo | gaan | 7495 | 76797 78837
L _79.8.9_ 71,98 73,34 4 _z4_'?5_ e e = — - _ -1
s anr CELTELCEEEEREEE == e |
a8 | 4505 | 4522 | 4540 | 4585 | 4625
—————l8
| Attt )
3311 | 3299 | 3290 | 32,87 ;| 32,88 | 32,92
0 04 08 1,2 1,6 2
Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+2, frr=0

Rysunek 5.3.6. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
srodnikiem, obciazona sila skupiong przylozona do pasa

dolnego.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (a)

=—L=60m =—8==90m =+=1=120m

160
140
120
100
80
60
40
20
0

"""" - 141,64~

0,4 0,8 1.2 1,6 2

Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+2, arr = 0

Rysunek 5.3.3. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

obcigzong sitg skupiong w §rodku $cinania.

Schemat belki (b)

=—L=60m =—8=[=90m =+=1=120m

200

150

100

a1
o

o

114,41

1
54,41 |
1
1

0,4 0,8 1,2 1,6 2

Parametr zbiezno$ci pasoéw fre = 02, arp =0

Rysunek 5.3.5. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

obcigzona sitg skupiong przytozong do pasa gornego.

Schemat belki (c)

== =6,0m =E=|=90m =#=L=120m

120
100

N b OO
o O o o o

- -49,04 - ¢ + |
__3Q04_i_§?@%_j_f?9?_j _______ o E
0,4 0,8 1,2 1,6 2

Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+2, ar = 0

Rysunek 5.3.7. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,

obcigzong sita skupiong przytozong do pasa dolnego.




Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.3.2. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbieznoscig przekroju typu 1 i 2 wg tabeli 3.1.1,

obcigzong silg skupiong w srodku rozpietosci.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Schemat belki (a) Schemat belki (a)

=¢=[=60m =E==90m =—+=L=120m =¢=_=60m =8=]=90m =+=L=120m
_ 65 558 58.97 5948 1-6009 6081 6162 135
E 1 1 1 1 L : E‘
Z 1 1 1 1 1
255 [ D ns ST -
> A P T S S S 5
945 9730 [ 3742 13754 1 3770 3788 3811 ) :
5 o—{T— RS :
£35 [ R EEEEEEEEEEE, SRR F : '
E 1 1 1 1 1 1 ;7 55 1 1 1
g g | A L | ' . |
5 2742 | 2744 | 27,48 | 2753 | 27,60 | 27,68 | £ 35 . | : !
g 1 1 1 1 1 1 GEO 1 3453 1 1 1 1
\E 15 1 1 1 1 1 1 g 15 30 83 1 y 1 1 1 1
E 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2 0,4 0,8 1.2 1,6 2
< -
= Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+2, fre =0 é Parametr zbieznosci pasow fre = 0+2, arre = 0

Rysunek 5.3.8. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.3.9. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
srodnikiem, obciazong sita skupiong w $rodku $cinania. obcigzong sila skupiona w $rodku $cinania.
Schemat belki (b) Schemat belki (b)
== =60m =—@=|=90m =+=1=12,0m ==1=60m =@=L=90m =—+=L=120m
50 ______ r==-—=--- T-==°-- b L | i 1 55 _______ T=-=-===== | T~ 56,33 i _5_2.1.0_4_ =1
’g‘ | | | 4282 | 4357 ! 44,41 'E‘ 1 48,39 | |
Z 45 [4147-+4L61- ;4216 | 2SS2 - z 50 i | |
540 |- € — o I R R : 5 45 :
= : : : : : : = 40 :
g" 35 ______ Lo oo N |, |, 1 gn 1
1 1 1 1 1 1 -5} 1
S g | 27891 2791 | 27.96 | 2804 | 2816 | 2831 | 5% '
B —a——a——a——a— | 20 i
225 [ oy Eas . . .
= L L L 1 - 1 1 1 1
220 [ Aemremeieee e B 20 [-g55q-i-24s---- B8l d--mme- !
S 21,14 | 21,07 , 21,02 |, 20,98 ; 20,95 | 20,94 , £ ' i i i i i
215 : : ' ' ' g 15
g 0 04 08 12 16 2 3 04 08 12 16 2
< -
= Parametr zbiezno$ci §rodnika are = 02, frp =0 § Parametr zbieznosci pasow fre = 0+2, are = 0
Rysunek 5.3.10. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.3.11. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami
Srodnikiem, obcigzong sitg skupiong przylozona do pasa obcigzong sitg skupiong przytozong do pasa gornego.
gornego.
Schemat belki (c) Schemat belki (c)
=—|=60m =@=]=90m =+=1=120m =—L=60m =@=1=90m =+=1=120m
85 (----- r----- To---- === === ey | 155
E : : L7172 | 7301 439 £
é 75 | 6847-. 6945 | 70,58 4 IL12 e i —— é 135
o T s
[~ A Lo oo N |, - —1 o
2 55 377 [ das | 4476 | 443l | 4590 1 3651 5 %
245 [ merem——a— el 51
<35 f--po- Pooi-- {oogo- s geas s o - ; g 55
S 25 | 3218+ 32,50 13283 1-3318 13355 | 33,93 £ 35
S | | | | | i g
E15 : : : : ' g 1
g 0 04 08 12 16 2 3 0,4 08 1,2 1,6 2
< -
= Parametr zbieznoéci $rodnika arre = 0+2, frp =0 § Parametr zbiezno$ci pasow fre = 02, arp = 0
Rysunek 5.3.12. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.3.13. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi
srodnikiem, obciazong sila skupiong przytozona do pasa pasami, obcigzong sita skupiong przytozong do pasa dolnego.

dolnego.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.3.3. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbieznoscig przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1, obcigzong
sita skupiong w $rodku rozpigtosci.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bo1 150 mm
Do 150 mm
ho 300 mm
hwo 280 mm
te 1 10 mm
tro 10 mm
tw 7 mm
Ao 49,6 cm?
lyo 7590,53 cm’
[ 563,3 cm*
100 118266 cm® ] . ]
B 0 cm ’ !
Parametr M., [KNm]
zbieznoSci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
b, a75=0,0 107,291 63,315 45,131
E— "7 I V4 111,772 64,828 45,806
a1p=0,4 _ 116,805 66,558 46,585
=06 | P70 [ 122320 68,488 47,462
t“‘# hy hy | arp=0,8 128,265 70,603 48,433
atp=1,0 134,573 72,886 49,491
Pre =0,2 127,22 74,256 52,639
— R 7 S, 151,11 86,845 61,067
o B =06 | arp=0| 179,732 101,361 70,535
P =0,8 213,859 118,113 81,189
P =10 254,246 137,973 93,188
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
== =6,0m L=90m =o=|=120m == =6,0m L=90m =o=1=120m
300 [------ po----- qmmm - R et \
E G s
' : 2250 [------ to----- A------ 51386 7 -
B S S 200 (oo R Rt~ o SRR |
._ ._ ._ L 150 - 12722k J | 13197

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
Warto$¢ momentu krytycznego Mcr

e S S S el 100 | 7461 B -
40 [ oia el | aese | 4746 | 4843 | 4949 I e
o0 Lont L L L T T ergy | Toma 78 !
: : : : : : o264 L T : :
0 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+1, fre=0 Parametr zbieznos$ci pasow fre = 0+1, arr = 0
Rysunek 5.3.14. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.3.15. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
srodnikiem, obciazona sila skupiong w $rodku $cinania. obciazong sila skupiona w $rodku $cinania.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.3.4. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$cig przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1,
obcigzong silg skupiong w srodku rozpietosci.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi
bOl 150 mm =
boz 75 mm Q-
ho 300 mm h&lt b
hwo 280 mm S
te 1 10 mm ' I T
teo 10 mm
tw 7 mm y
Ao 42,1 cm?
lyo 5732,12 cm’
1o 317,21 cm*
6
| 20 262812 cm 4 I 4
P 10,50 cm
Parametr M., [KNm]
zbieznosci L=6,0 m L=90m | L=12,0m
7}%& a1p=0,0 74,008 44,659 31,957
[ T an:O,Z 76,410 45,563 32,414
atp=0,4 0 79,071 46,554 32,909
=06 | " [ 1074 47,629 33,442
bt} hy hy |ap=0,8 85,099 48,783 34,012
atp=1,0 88,429 50,013 34,617
Pprp =0,2 90,589 53,670 38,029
C—— e |prp=04 110,862 64,299 45,035
oy Pro=0.6 | arp=0| 135,635 76,851 53,123
pp =0,8 165,829 91,688 62,473
P =10 202,464 109,223 73,295
Rozpietosé belki L=6,0 m Rozpietosé belki L=6,0 m
Mono. =@=[=6,0m Bisym. L=6,0m Mono. —m=—[=6,0m Bisym. L=6,0m
— 140 ______ r==—--- r=—=-=-- r=—=-=-- r=—=-=-- r J'3‘4’5'7_I — 270 _______ T-===7=° T=-===== [ [ 254,25 =1
E | | | 128,27 | | Y- i S S SRR A |
£130 [----- R T v e et £ : : : : :
5 i 1 116,81 | | i i 5230 [~ iaiaiaiaial riaiaai 1213864 - i
= 120 +F----- 77T T - r=---- r=---- 1 = 1 1 1 1 1
S 107,29 | ' | | | | 0,210 F------ H— VT DA ™ T |
qc)D L el _ :_ _____ | | | 1 qb)n | 117973 | 1
g 1o A R S B SEEES R S S Rl #0226
> | | | | | | > 1 1 |
1;\‘]_00 ______ r=—=-=-- r=—=-=-- r=—=-=-- r=—=-=-- r=—=-=-- 1 170 _______ 'I'_Isj_'l'l_'f"____'l___ _________ ]
=2 | | | | | 88,43 | §150 Tl D7 +S e |
£ 90 |- IR 15T et 2 o | 2 : . : :
g | | : | | g o0 -2 -7~ 7 ittt ity |
S 80 [7401-- Lol - —~ r-—=—=--- r-—=—=--- 1 e 1 1 1 1
5 : . : : : : S0 foooeo A TRRER ERERE SRR :
L I I S S e
B 60 | | | | | 1 3 70 09059 ! | | | 1
0 02 04 06 08 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 0+1, frr=0 Parametr zbiezno$ci pasow Fre = 0+1, arr = 0
Rysunek 5.3.16. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.3.17. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
$rodnikiem, obciazona sila skupiong w $rodku $cinania. obciazong sila skupiona w $rodku $cinania.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

5.4. Belka obciazona dwiema sitami skupionymi

Przyjeto belkg podparta widetkowo i obcigzong dwiema sitami skupionymi, zaczepionymi
w odlegtosci co L/3 jak na rysunku 5.4.1:

e
A =

L L3, L3, LB

7 7 1 7

Rysunek 5.4.1. Schemat obcigzenia belki dwiema sitami skupionymi.

Dla takiego schematu funkcja momentoéw zginajacych jest nastgpujaca:

L
M, (x)=Q,x dla O£x<§, (5.7a)
L L 1

My(x)=QzX—Qz(X—§] dla §£X<EL, (5.7b)
M 1ax :%, (5.7¢)

X 1
m(x)=3t dla O§x<§L, (5.7d)

L 1
m(x) =1 dla §SX<EL' (5.7e)

Wprowadzajac do wyrazen (5.8a-c) funkcje gradientu momentu zginajacego m(X) otrzymano

nastepujace ich postacie:

n n“smz(Lj
kbeE(J; EIZ(X)T dx, (5.8a)
n nZCOSZ(T_Xj n“smz(J
Kee :—(j) GIT(X)T+ El,,(x) T dx +

1t oh(x) Z”ZC‘”{LJ oh( )”35'”2(X)

’ (5.8b)

_% y nzcosz() - nzcosz(j
+6M£ Eﬂz(x) B dx+2M£ 5, (X) B dx +

3
.2 TCL

+Qzez(x)sm (?jy
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

n3Sin(2an L nzsinz(nxj
L oh(x) L —3 X L
koo =[] E(I,(x)=1, (X dx+6M [| ————Z |dx +
bc g ( zt( ) zb( )) 8X 2L3 g L L2
(5.8¢)
% nzsinz(ﬂxj
o XLt gy
L L L
3

Podstawiajagc do wyrazen podcatkowych (5.8a-c) funkcje cech geometrycznych belek
0 zbieznosciach przekrojow wyszczegdlnionych w tabeli 3.1.1, a nastgpnie po wykonaniu
calkowania, uzyskano sktadowe wartosci wyznacznika (4.9), z ktérych obliczono wartoSci
momentdéw krytycznych.

Przyktadowe obliczenia momentéw krytycznych, wykorzystujace powyzsza procedure dla
belki podpartej widetkowo, obcigzonej dwiema sitami skupionymi, dla wybranych typoéw
zbieznos$ci zestawiono w tabelach 5.4.1-5.4.9 i przedstawiono graficznie na rysunkach 5.4.2 do
54.9.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.4.1. Momenty krytyczne bisy metrycznej belki ze zbieznoscig przekroju typu 1 i 2 wg tabeli 3.1.1., obcigzong
dwiema sitami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bo1 150 mm z
bo2 150 mm
ho 300 mm
o 280 mm i hﬂt !
tt1 10 mm L L3, L3, L3 T
teo 10 mm 7 7 i 7
tw 7 mm y
Ao 49,6 cm?
lyo 7590,53 cm’ _ .
140 118266 cm® o L e,
B 0 cm 7 7 g
Parametr M., [KNm]
zbieznoSci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
o bn a7p=0,0 84,247 49,721 35,443
— N U 86,157 50,363 35,729
a1p=0,8 _ 88,328 51,101 36,059
ar=12 | P70 [ o042 51,929 36,432
fw ), h, b |amp=1,6 93,381 52,846 36,846
ap=2,0 96,225 53,844 37,301
Brp =04 104,785 60,942 43,121
e | pre=0,8 130,079 74,083 51,837
DR E— Bro=12 | arp=0| 161,252 89,581 61,793
Pre=1,6 199,379 107,888 73,215
Pre=2,0 245,459 129,460 86,341
Schemat belki (a) Schemat belki (a)

o =4=1=6,0 m P =B=[=6,0m o =9=_=12.0m fre=@=1=120m
=300 poomes e e e e e o
T O L I A s B Sot "
5 | | | | | | 5 80 [----- ittt ittt r ----- i
200 bbb A -
N I e e i S e
EI0 [ S R -
2 00 | 8425 | e 2N e ¢ |
g - g 03 | S 30 g5u3 373 3606 | 36437 36BE T 3730
£ 5o | 8425 86| 8833 9074 ) 9338 T2 E g0 oo R A SO SECES
D L T B s S s S e
Z 0 ! ! ! ! ! ! E ! ! ! ! ! !

0 04 0,8 1,2 1,6 2 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2
Parametr zbieznosci ore = fire = 0+2 Parametr zbieznosci are = fre = 0+2
Rysunek 5.4.2. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.4.3. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi
przekrojem, obciazona dwiema sitami skupionymi w §rodku przekrojem, obcigzong sitami skupionymi w $rodku $cinania, dla
$cinania, dla r6znych parametrow zbieznosci. réznych parametrow zbieznosci.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.4.2. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$cig przekroju typu 1 i 2 wg tabeli 3.1.1,
obcigzong dwiema sitami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bos 150 mm
bo2 75 mm
ho 300 mm
hwo 280 mm
(53] 10 mm
tr o 10 mm
tw 7 mm
Ao 42,1 cm?
lyo 5732,12 cm’
[ 317,21 cm*
l oo 26281 cm®
P 10,50 cm
Parametr M., [KNm]
zbieznosci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
PR E— a1p=0,0 59,843 35,801 25,496
— 7 2T 0 62,152 36,820 26,066
a1p=0,8 _ 64,484 37,846 26,640
aw=12 | 7" [ ee8a1 38,789 27,217
fll hy hy |arp=1,6 69,221 39,921 27,797
a1p=2,0 71,624 40,696 28,381
Brp =0,4 76,619 44,915 31,639
C—— e B =08 97,172 55,660 38,713
yto Bip=12 | arp=0| 122,309 68,343 46,366
Pre =16 152,912 83,315 56,273
Prp =20 189,916 100,964 67,132
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
—8—1=6,0m L=90m =+—L=12,0m —8—1=6,0m L=9.0m =e—L=12,0m
80 200 (- pe----- e e ~18992_
e
5 60 5 160 po-moee T ! T :
%50 g Mo o [ o |
» i [T e
> > s 1 1 1 ! ! 1
530 g gg 755,66 ‘;'63“34'“:' -reoooe-
520 5 | :
£ 50 -
3 2 L4 | TR | | |
£o0 g o0
= 0O 04 08 12 16 2 = 0,4 0,8 1,2 1,6 2

Parametr zbieznosci $rodnika are = 0+2, frr =0 Parametr zbieznosci pasow fre = 0+2, are = 0
Rysunek 5.4.4. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
$rodnikiem, obciazona dwiema sitami skupionymi w §rodku
$cinania.

Rysunek 5.4.5. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obciazong sitami skupionymi w $rodku $cinania.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 5.4.3. Momenty krytyczne bisymetrycznej belki ze zbieznos$cig przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1, obcigzong
dwiema sitami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bo1 150 mm
bo2 150 mm
ho 300 mm
hwo 280 mm
tt1 10 mm <
tf2 10 mm gl gl | |
tw 7 mm
Ag 49,6 cm’ _
lyo 7590,53 cm? b;[; : l:’m ..
[ 563,3 cm’ S ‘
l w0 118433 cm’ ; ! .
P 0 cm
Parametr M., [KNm]
zbieznoSci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
PR R a7p=0,0 84,247 49,721 35,443
— R 2 87,763 50,909 35,973
a7p=0,4 _ 91,713 52,266 36,584
=06 | 7™ 0 96,085 53,781 37,272
b ) h, b |arp=0,8 100,708 55,411 38,034
a7p=1,0 105,659 57,232 38,865
Prp=0,2 99,895 58,314 41,340
— N = ] 118,652 68,199 47,958
po o Bro=0,6 | arp=0| 141,123 79,597 55,393
P =08 167,915 92,479 63,759
Pre=1,0 199,621 107,909 73,180

Schemat belki (a)

P == =6,0 m

210 -----
190

1
|
|
|

170
150
130
110
90
70 | 84;25

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

50

R —

fre —@=—1=6,0m
—————— +199,62-,

0 0,2

0,4

0,6 0,8

Parametr zbieznosci are = [fre = 0+1

Rysunek 5.4.6. Momenty krytyczne belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzong dwiema sitami skupionymi w $rodku

$cinania.

1

Schemat belki (a)

o ==1=120m

85

[o2] ~
ol [¢;]

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
(6]
(6]

- - - L L1 ___d____J

s . it et s Rttt |

frp —@=1=120m

T e Al S |

T
|
|
|
|
+
|
|
1

+

|
|
|
|
-
|
|
|
|
L
|
|
|
L
]
|
|
|
1

35,44
ssas | sso7 | o8 | 27 | 908 BT
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznosci ot = fre = 0+1

Rysunek 5.4.7. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
obcigzong sitami skupionymi w $rodku $cinania.
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Tabela 5.4.4. Momenty krytyczne monosymetrycznej belki ze zbiezno$cig przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1,
obcigzong dwiema sitami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belKi (a)
bo1 150 mm
bo2 75 mm
ho 300 mm
hwo 280 mm
tt1 10 mm 7 - - S
tf 2 10 mm 1 1 1 1
tw 7 mm
Ao 42,1 cm?
lyo 5732,12 cm’
[ 317,21 cm*
| o0 26281 cm® , ! ;
P 10,50 cm
Parametr M., [KNm]
zbieznosci L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
7}%& ap=0,0 59,843 35,801 25,496
(E— N 7 a1p=0,2 60,268 35,897 25,519
ap=0,4 _ 60,856 36,045 25,566
=06 | 7™ [ 61,508 36,245 25,637
r“;f?L hy |y | @1p=0,8 62,486 36,496 25,730
ap=1,0 63,510 36,795 25,845
P =0,2 73,775 43,254 30,467
0 e |pre=04 90,978 52,126 36,249
yte ro=06 | arp=0| 112,188 62,702 42,982
P =0,8 138,244 75,315 50,833
Pre=1,0 170,073 90,348 59,998
Schemat belki (a) Schemat belki (a)
=@=1=6,0m L=90m =—=L=120m == 1=6,0m L=90m =e=1=120m
=70 [osa | o027 | 6086 | 6180 | 62297 63517 o 180 pomeme T T HE R
R e T T N e St S
oo | a
240 | 380 | 3590 | 3605 | 3625 | 3650 | 3680 ? |
£20 o550 F 2550 12557 1-2564 125,731 2585 £
L
= 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 = 0,2 04 0,6 0,8 1
Parametr zbieznoéci $rodnika arre = 01, frp =0 Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+1, arr = 0
Rysunek 5.4.8. Momenty krytyczne belki ze zbieznym Rysunek 5.4.9. Momenty krytyczne belki ze zbieznymi pasami,
srodnikiem, obcigzong dwiema sitami skupionymi w §rodku obciagzong sitami skupionymi w §rodku $cinania.

$cinania.
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5.5. Wspornik obciazony obcigzeniem ciaglym rownomiernie rozlozonym

Analizie poddano belke¢ wspornikowg obcigzong zgodnie z rysunkiem 5.5.1:

z q q- * q- |

* “ e ] l i

W L e
q-:

Rysunek 5.5.1. Schemat obcigzenia wspornika obcigzeniem cigglym rownomiernie roztozonym.

Funkcja gradientéw momentdéw zginajacych dla belki wspornikowej wynosi:

q, .2 G,L°
M, (X)=q,Lx——%2x°—2—, 5.9a
y(¥)=q, > 5 (5.9a)
2
Mmax:qZZL' (5.9b)
2 x?
m(x) = Ex_l_F . (5.9¢)

Stosujac do funkcjonatu (4.5) funkcje Ritz’a (3.31c-d) dla przemieszczenia v i kata obrotu &

W pierwszym przyblizeniu (i=1):

71X
v=1-cos| — |, .
(ZLJ (5.11a)

7X
6, =1- =, ]
y cos(ZLj (5.11b)

Otrzymano elementy wyznacznika (4.5):

4. 2| TX
1L Tt COS Z
= 2(]) El,(X) —————=|d

Ko == X 5.12a
bb 16'.4 ( )

. h o T Sinz(nxj H n%in[’txj
+%j Bl (%) (a (X)j 2L) | hxy ) L) ax+ (5.12b)
0

412 OX 1613

271X
n“cosz(

2 X2 Lj 1L NE
{Ex_l_F}ﬂZ(x) —16L4 dx+§£[qz(x)ez(x)(1-cos (Injdx
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. oh(%) n%in(T_XJ
kb .[ E(Izt(x)_ Izb (X))

dx +

“ 0 ox 1613

(5.12¢)

2 21X
—Li (2 x? ) e U
+M || =x=1-=5||1-cos?| = | [| ———5—2 | |dx
L L 2L 4L
Wprowadzajgc funkcje gradientu momentoéw zginajacych m(x) i cechy geometryczne belKi
zbieznej, do sktadnikdw wyznacznika (5.12a-c) obliczono warto$ci momentdéw krytycznych.
Tabela 5.5.1 zawiera wyniki obliczen momentéw krytycznych dla przyktadowej belki
wspornikowej z roéznymi warto$ciami parametru zbieznosci $rodnika i1 pasow. Wyniki te

przedstawiono roéwniez w postaci graficznej na rysunkach 5.5.2 do 5.5.7.
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Tabela 5.5.1. Momenty krytyczne wspornika bisymetrycznego ze zbiezno$cia przekroju typu 3 i 4 wg tabeli 3.1.1,

obcigzonego obcigzeniem ciqgiym roOwnomiernie roztozonym.
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200

150

100

50

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

Schemat belki (a)

== =40m L=6,0m

0 02 04 06 08 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.5.2. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznym
Srodnikiem, obcigzonego obcigzeniem ciggtym przylozonym

120
100
80
60
40
20

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

w $rodku Scinania.
Schemat belki (b)

== =40m L=6,0m

0 02 04 06 08 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.5.4. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznym
srodnikiem, obciagzonego obcigzeniem ciagltym przytozonym do

NN W
a o ua o
o O o o

a1
o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]
=
o S

gornej potki.
Schemat belki (c)
=@=L=40m L=6,0m

soan | aan s [ 50t [ 9556 212

- A AT,

156,85 | 158,91 | 161,17 | 163,63 | 166,28 | 169,12,

I _’ PR | | | ]
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbiezno$ci $rodnika are = 01, frr=0

Rysunek 5.5.6. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznym
$rodnikiem, obciazonego obciazeniem ciaglym przytozonym do

dolnej potki.

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

=N W
o o o
o o o o

Schemat belki (a)

=8—=[=40m L=6,0m

0,2

Parametr zbiezno$ci pasow fre = 0+1, arr = 0

0,4 0,6 0,8 1

Rysunek 5.5.3. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznymi
pasami, obcigzonego obcigzeniem ciggltym przytozonym

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

200

150

100

(o)
o

o

w $rodku Scinania.

Schemat belki (b)

=8=[=40m L=6,0m
------- N —T Y
| | | 163,74 | |
1841 | : S L :
------- S e W
; : ' 9853 ! 106,11 :
1 8351 91,09 1 1 1
R e A-mee- oo !
0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznos$ci pasow fre = 0+1, arr = 0

Rysunek 5.5.5. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznymi
pasami, obciazonego obcigzeniem ciagglym przytozonym do

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [kNm]

1000

800

600

400

200

gornej potki.

Schemat belki (c)

== =40m L=6,0m

"""" [

_______ L. 548 __af |

| 31887_ (B LK 1 567,94

______ Co_Co__L35461 | L. _____,
U 27447 ! ! !

209,22 | | | |

0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznosci pasow fre = 0+1, are = 0

Rysunek 5.5.7. Momenty krytyczne wspornika ze zbieznymi
pasami, obcigzonego obciagzeniem ciaglym przylozonym do

dolnej poiki.
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5.6. Wspornik obciazony sila skupionga na swobodnym koncu

Analizowano belke wspornikowa obcigzong sitg skupiong umieszczong jak na rysunku 5.6.1,

zaczepiong do pasa gornego, dolnego i srodka $cinania.

0.
zZ le l Qz
§‘ el l l
L / L Iez(X)
1 1

O:

Rysunek 5.6.1. Schemat obciazenia wspornika sitg skupiong

Funkcja gradientu momentéw zginajacych dla belki wspornikowej obcigzonej sitg skupiong ma
postac:

My (X)=Q,(x—L), (5.13a)
M max = Q, L, (5.13b)
m(x) = (%—1). (5.13c)

Wprowadzajac do wyznacznika (3.34) funkcje gradientu momentéw zginajacych (5.13c) otrzymano

nastepujace wyrazenia:

ricos?[ ™
Ky = 21| E1, () ——2L) | gy (5.14a)
bb 20 z 16L4 .
o nzsinz(;i n“COSZ[;)j
K. ==[Gls () — =2 L El (X)——"=7 |dx +
et 2({ 7(X) e o(X) oL
L o)\ nzsinz(zJ o )n3sin(L]
X X
+=(| El +h(x dx + 5.14b
2({ :( )( OX j 412 9 ox 1608 ( )

21X
n*cos? (

—L(x L) 1t o TX
+ M ({(E_ljﬁz (x) BT dx+E£(QZez(x)(l-cos (ZDJ dx
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] on(x) n%in@‘]
kbc=£ E(1,(x)—1,4(x)| 2 x 16

dx +

(5.14c)

2 ZTCX
—LI (X X s L
+M] (—— ) 1-0052(—j ———<2||dx
ol LL 2L 41

Obliczajac wyrazenia podcatkowe (5.14a-c) z uwzglednieniem cech geometrycznych belek
zbieznych wg tabeli 3.1.1, wykonujac niezbe¢dne catkowania wyznaczono warto§ci momentow
krytycznych inicjujace zwichrzenie.

Obliczenia sprawdzajace wykonano dla wspornika o rozpigtosciach 4,0 m, 6,0 m i 8,0 m.
Rozpatrzono przypadek wspornika pryzmatycznego (oqp =0) i ze zbieznym $rodnikiem
(aqp =05), z sila przylozona w $rodku $cinania, do goérnej i dolnej potki. Wyniki obliczen
poréwnano z rozwigzaniem zaprezentowanym przez Andrade et. al. (2007) i przedstawiono

w formie tabelaryczne;j.

Tabela 5.6.1. Poréwnanie warto$ci momentéw krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
wspornikowej obcigzonej sitg skupiong na swobodnym koncu wspornika, przytozong do $rodka $cinania.

Schemat belki
zZ
0.
hy=hax=300 mm, -
t,=6 mm.
’\L L *
Rozpigtosé belki L L=4,0m L=6,0 m L=9,0m
Parametr zbieznosci przekroju a7p=0,0 | frp=0,0 | a7p=0,0 | Brp =0,0 | 0p=0,0 | prp =0,0
Moment krytyczny z MES wg Andrade et. al. Mcr pem > [kNm] 189,6 121,2 84,8
Moment krytyczny z 1D wg Andrade et. al. My 1p°° [kNm] 235,2 127,8 83,2
Moment krytyczny z obliczeh wiasnych Mg, *° [kNm] 181,9 1114 80,8
Parametr zbieznosci przekroju a7p=0,5 | prp =0,0 | a1p=0,5 | frp =0,0 | @rp=0,5 | prp =0,0
Moment krytyczny z MES wg Andrade et. al. My pem*° [kNm] 214,0 123,0 81,6
Moment krytyczny z 1D wg Andrade et. al. M¢r 15> [KNm] 226,4 121,8 81,6
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mc > [kKNm] 168,1 81,6 78,9
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Tabela 5.6.2. Pordéwnanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
wspornikowej obcigzonej sitg skupiong na swobodnym koncu wspornika, przytozong do goérnej i dolnej potki.

Schemat belki (a) Schemat belki (b)
ho=hmex=300 mm, o ¢
b()]_: b02=150 mm, I
!',,, f’fo —_— hm h:) —_—
t=10mm, ; ! !
t,=6 mm. i
g L k ¥ k
Sita przylozona do gornej potki (a) _ _ _
Rozpietosé belki L Al =801 Ll
Parametr zbieznosci przekroju ap=05 | prp=0,0 arp=0,5 | prp=0,0 ap=05 | prp=0,0
Moment krytyczny z MES wg Andrade et. al.
126,4 91,2 67,2
Mer rem *° [KNm]
Moment krytyczny z 1D wg Andrade et. al.
Mg 12 [KNIT] 136,0 93,0 68,0
Moment krytyczny z obliczen wlasnych 104.5 65.1 476

Mer *° [kNm]

Sita przylozona do dolnej potki (b)

Parametr zbiezno$ci przekroju

a7p=0,5 | Bre =0,0

a7p=0,5 | Pre =0,0

ap=0,5 | Bre =0,0

Moment krytyczny z MES wg Andrade et. al.

Mer rem *° [kNm] 280,0 142,2 91,2

Moment krytyczny z 1D wg Andrade et. al.
Mer 10"> [KNm] 281,6 142,8 91,2
Moment krytyczny z obliczen wiasnych 270,5 175,8 13017

Mer *° [kNm]
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6. Rozwigzanie ogdlne zagadnienia stateczno$ci belek Metoda Elementow
Skonczonych w programie ANSYS

6.1. Wprowadzenie

Analiza zagadnienia stateczno$ci w programie ANSYS jest mozliwe dzigki specjalnemu
modutowi obliczeniowemu ,,Buckling Analysis”, ktory dostepny jest w strukturze catego pakietu
obliczeniowego. Rozwigzanie problemu polega na znalezieniu postaci utraty stateczno$ci i wartosci
obcigzen odpowiadajacych przejsciu ze stanu roéwnowagi, w ktorej o$ belki pozostaje prosta, do
stanu odksztatconego, w ktorym o$ belki jest wygicta, a przekroje skrecone. Okreslenie obcigzenia
krytycznego i postaci wyboczenia nastgpuje poprzez rozwigzanie zagadnienia na wartosci wlasne
wyrazenia (6.1):

Koq=2K, g (6.1)

Gdzie:
Ko - macierz sztywnos$ci, K, - macierz naprezen,  — wektor wilasny parametréw weztowych
opisujacych posta¢ wyboczenia, 4 — warto$¢ wtasna okreslajagca warto$¢ obcigzenia krytycznego.
Macierze sztywnosci i macierze napre¢zen wyznaczane sg w programie automatycznie, odpowiednio
do zastosowanego elementu skonczonego.

Rozwigzanie rownania (6.1) realizowane jest w dwoch krokach. W pierwszym nastepuje
rozwigzanie statyczne od obcigzenia P (6.2), po ktorym nastepuje okreslenie macierzy K, .

Kogq=P (6.2)

W drugim kroku nastepuje rozwigzanie wyrazenia (6.1) na wartosci wlasne, czyli wyznaczenie
mnoznika obcigzenia A, moéwiacego ile razy nalezy zwigkszy¢ obcigzenie statyczne P, dla ktorego
wyznaczona byla macierz naprezen K, , aby stalo si¢ ono obciazeniem krytycznym, a takze

wyznaczenie wektora g opisujacego postac utraty statecznosci.

6.2. Model belkowy

Do analizy przyjeto pretowy element skonczony typu BEAM188, bazujacy na teorii belek
Timoszenki, uwzgledniajacy wptyw odksztatcen postaciowych. Jest to element dwuwezlowy
o siedmiu stopniach swobody — trzech translacyjnych UX, UY, UZ, trzech rotacyjnych ROTX,
ROTY, ROTZ i siodmym opcjonalnym, dzieki ktéoremu mozna ograniczy¢ swobode deplanacji
przekroju. Ten typ elementu skonczonego moze by¢ wykorzystywany do modelowania zagadnien
stateczno$ci belek pryzmatycznych i o zmiennym liniowo przekroju poprzecznym, tj. wyboczenia
I zwichrzenia w zakresie liniowym i nieliniowym z uwzglednieniem duzych odksztalcen. Na
rysunku 6.2.1 przedstawiono schemat elementu skonczonego typu BEAM188 wraz z oznaczeniami

przekroju dwuteowego uzywanymi przez program ANSYS.
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a) b)
| WZ |
7 7
T ] irz
§ ELE E
y ZT
N e s P 1

4

Rysunek 6.2.1. Schemat elementu skonczonego BEAMI188 (a), oznaczenia parametrow w przekroju dwuteowym
uzywanym przez program ANSYS (b), w ktorych: w; , W; , Wy - wezly elementu skoniczonego, W; , W, — szeroko$ci
poiki dolnej i gornej, W3 — wysokos¢ ogolna przekroju, t; , t, — grubosci potki dolnej i gornej, tz — grubosci $rodnika.

Element BEAMI188 zostal wykorzystany do zamodelowania belek o zmiennych liniowo
szeroko$ciach pasow 1 wysokosci S$rodnika. Zamocowanie widetkowe uzyskano poprzez
zablokowanie translacyjnych stopni swobody UY=0, UZ=0 i zablokowanie rotacyjnego stopnia
swobody ROTX=0. Swobod¢ deplanacji zablokowano poprzez funkcje KEYOPT(1)=1 (ANSYS
Theory reference, 2007). Przytozenie obciazenia w $rodku $cinania, do goérnej lub dolnej potki

zrealizowano za pomoca offsetow tj. przesunigcia osi belki w dot lub gore na kierunku osi z.

6.3. Model powlokowy

Element skoniczony SHELL181 stuzy do modelowania i analizy cienkich powtok $ciskanych
1 zginanych. Jest to czteroweztowy element skonczony, dla ktérego kazdy wezel posiada szesé¢
stopni swobody: translacyjne UX, UY, UZ i rotacyjne ROTX, ROTY, ROTZ. Element SHELL181
moze by¢ wykorzystywany przy analizie liniowej, nieliniowej, pozwala modelowaé elementy
0 roéznej grubosci w wezlach elementu. Na rysunku 6.3.1 przedstawiono schemat i oznaczenia

elementu skonczonego.

2 H”k

w;

Wy

/
g
/s
X -.
=

Rysunek 6.3.1. Schemat elementu skoniczonego SHELL181 w ktorym: w; , wj, Wy, W, - wezly elementu skonczonego.
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Ten typ elementu zostal wykorzystany do zamodelowania belek podpartych widetkowo
I wspornikdw o zmiennych liniowo poétkach i zmiennej liniowo wysokosci srodnika. Utwierdzenie
zostato zrealizowane poprzez zablokowanie wszystkich stopni swobody weztow podporowych .

UX=UY=UZ=0, ROTX=ROTY=ROTZ=0.

6.4. Porownanie wybranych obliczen momentéw krytycznych belek ze

zbieznymi przekrojami poprzecznymi metoda analityczng i MES.

W celu weryfikacji poprawno$ci zaprezentowanych w pracy doktorskiej formut
obliczeniowych na momenty krytyczne belek stalowych ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi,
wykonano obliczenia sprawdzajace w programie ANSYS. Wszystkie przypadki zostaty
zamodelowane w taki sposob, ze niezaleznie od rozpigtosci i rodzajow zbieznosci, podzielono je na
100 elementow skonczonych. W dodatku do niniejszej rozprawy zostaly dotaczone wydruki
wybranych plikow wsadowych, opracowanych przez Autora rozprawy, pozwalajacych na
generowanie pelnego procesu obliczeniowego w programie ANSYS, pozwalajacego na
wyznaczenie obcigzen krytycznych dla belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi. Tabele 6.4.1
do 6.1.14 zawieraja zestawienie wynikow obliczen momentow krytycznych roznych typow belek ze
zbieznymi przekrojami poprzecznymi, dla wybranych parametréw zbieznosci pasow i $rodnika,
uzyskanych z obliczen wilasnych 1 z programu ANSYS z uzyciem elementéw belkowych
BEAM188 1 powlokowych SHELLI181. Graficznie zestawienie wynikow przedstawiono na
rysunkach 6.4.1 do 6.4.56.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.1. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
bisymetrycznej obcigzonej obcigzeniem cigglym przytozonym do $rodka $cinania.

Schemat belki

P
£

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.2 ,,Jr FTCTHITII, (), bI - b
(przekréj dwuteowy bisymetryczny) ~—F " I
L L L

L L
a

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mg, FEM [kNm] 104,328 58,067 40,998
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mc, 1D [kKNm] 108,741 58,901 39,998
Parametr zbieznosci (b) a7p=0,0 | Brp=1,0 | arp=0,0 | Brp =1,0 | a7p=0,0 | rp =1,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 203,175 112,803 77,742
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 205,454 111,06 25,317
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr BEAM ®Mcr 1D ® Mcr BEAM ®Mcr 1D
_ 120 _ 250
Z 2
<100 = 200
= =
5 o £ 150
§ §
g E
2 z 100
=2 =
£ 40 £
= =
) ) 50
£ 2 :
sE LE
2 0 Z 0
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietos¢ belki
Rysunek 6.4.1. Poréwnanie momentéw krytycznych dla Rysunek 6.4.2. Porownanie momentéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym srodnikiem, obcigzonej belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej
obcigzeniem ciaglym przylozonym w $rodku $cinania. obcigzeniem ciggltym przylozonym w $rodku $cinania.

AM

Rysunek 6.4.3. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym Rysunek 6.4.4. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi

srodnikiem, obcigzonej obcigzeniem cigglym pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym w
przytozonym w §rodku $cinania srodku $cinania
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.2. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
bisymetrycznej obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do goérnej poiki.

Schemat belki

Al
=

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.2 ”T } | _
(przekroj dwuteowy bisymetryczny) i A I 1
L L L

L

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0

Moment krytyczny uzyskany z MES Mq FEM [KNm] 72,175 43,061 31,572

Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 76,917 44,256 31,562
Parametr zbieznosci (b) a7p=0,0 | Brp=1,0 | arp=0,0 | Brp =1,0 | a7p=0,0 | rp =1,0

Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 139,959 82,144 59,976

Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 132,865 77,345 55,684
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr BEAM ®Mcr 1D = Mcr BEAM ®Mcr 1D
90 [-m-mmmmee- T e . 160 [-----mm---- R EECTTTE R EECTTTE .
E | | | £ | | |
Z 80 ! : 2140 - pam - Fommmm--moo- Fommmm--moo-
5 70 | 5 120 B (R
Z 60 I = : :
& | & 100 TTrTTTTTTTT FTTTTTTTT
5 °0 ! S 80 R S A —
240 : z
z : £ 60 (- - - B - g -
= 30 =
£ 20 g 40
E £
£ 10 s 20
20 Z 0
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietosé belki
Rysunek 6.4.5. Poroéwnanie momentéw krytycznych dla Rysunek 6.4.6. Porownanie momentéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej

obciazeniem ciggtym przytozonym do gornej potki. obcigzeniem ciggltym przytozonym do gérnej potki.

TAPERED BEAM TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.7. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym Rysunek 6.4.8. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
srodnikiem, obcigzonej obcigzeniem cigglym pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do
przytozonym do gornej potki. gbrnej poiki.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.3. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
bisymetrycznej obcigzonej obcigzeniem ciggtym przylozonym do dolnej potki.

Schemat belki

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.2 hﬂmﬂ- o - *’I o
(przekroj dwuteowy bisymetryczny) “ - | - -
. L L

L L _L
Rozpigtosé belki L L=6,0m L=9,0m L=120m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq FEM [KNm] 147,235 76,302 50,274
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 153,564 78,322 50,696
Parametr zbieznosci (b) a7p=0,0 | Brp=1,0 | arp=0,0 | Brp =1,0 | a7p=0,0 | rp =1,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 286,695 148,787 97,506
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 317,056 159,207 101,732
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
= Mcr BEAM ®Mcr 1D = Mcr BEAM ®Mcr 1D

180 350 [-----------

[y
(o2}
o

140
120

o
o
T
1
1
1
1
1
1
1
iy El i |

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
iy El i |

N N W
[8)]
o

E E
4 2
= =
S £
g 100 CJYUNIEEE Rt
;: 80 ;: 150 - - - - - - - - -
£ 60 £ 100 - N - - - - - s
g 40 £
= E o L- RN B
2 0 Z 0
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietos¢ belki
Rysunek 6.4.9. Por6wnanie momentéw krytycznych dla Rysunek 6.4.10. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym srodnikiem, obcigzonej belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej
obcigzeniem ciggltym przylozonym do dolnej potki. obcigzeniem ciaglym przylozonym do dolnej potki.

Rysunek 6.4.11. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym Rysunek 6.4.12. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
srodnikiem, obcigzonej obcigzeniem cigglym pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do
przytozonym do dolnej poiki. dolnej potki.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.4. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belKi
bisymetrycznej obcigzonej momentami skupionymi na koncach.

Schemat belki

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.2.3
(przekrdj dwuteowy bisymetryczny)

M
w .

M
—
T V-
* ———
 —

L i

¥
bIJ?*‘
L L L
a1 A

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mg, FEM [kNm] 91,307 52,363 35,553
Moment krytyczny z obliczen wiasnych M¢, 1D [KNm] 94,575 51,223 34,782

Parametr zbieznosci (b)

arp=0,0 | prp=1,0

ap=0,0 | Brp =1,0

arp=0,0 | Brp =1,0

Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 172,630 95,718 65,903
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 178,762 96,616 65,513
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
= Mcr BEAM ®Mcr 1D = Mcr BEAM ®Mcr 1D
__ 100 _ 200
E g
E 90 E 180
= 80 5 160
= 70 = 140
=) =)
¢ 60 120
§ 5 100
2 0 2
)
g 40 g 80
g 30 =z 60
= =
g 20 g 40
g 10 | | g 20 | i
Z 0 Z 0
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.13. Porownanie momentéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym srodnikiem, obcigzonej
momentami skupionymi.

Rysunek 6.4.14. Porownanie momentoéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej
momentami skupionymi.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.15. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzonej momentami skupionymi.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.16. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
pasami, obcigzonej momentami skupionymi.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.5. Poréwnanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki obcigzonej
sita skupiong w $rodku rozpietosci, przytozong do srodka $cinania.

Schemat belki

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.3.1
(przekroj dwuteowy bisymetryczny)

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a1p=2,0 | frp=0,0 | a7p=2,0 | frp =0,0 | 0p=2,0 | prp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M SHELL [kNm] 142,77 94,475 70,878
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢ BEAM [kNm] 94,849 57,240 41,175
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 96,423 57,833 41,548

Parametr zbieznosci (b)

arp=00 | prp=2,0

o1p=0,0 | Brp =2,0

rp=0,0 | pre =20

Moment krytyczny uzyskany z MES M, SHELL [KNm] 305,055 224,075 161,748
Moment krytyczny uzyskany z MES M BEAM [kNm] 253,92 150,811 107,784
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mgy 1D [KNm] 144,644 88,028 64,255

Parametr zbieznoSci (a)

B Mcr SHELL = Mcr BEAM Mcr 1D ® Mcr SHELL = Mcr BEAM Mcr 1D

— 160 _ 350

£ g

2 140 % 300

$ 100 &

«;»” % %‘J 200

g 2150

£ 60 5

,:;: 40 g 100

£ 20 I £ 50

£ 0 2 0

§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m

Rozpigtos¢ belki Rozpietos¢ belki

Parametr zbieznosci (b)

Rysunek 6.4.17. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej

Rysunek 6.4.18. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzone;j sita

sitg skupiong przytozona w srodku $cinania

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.19. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzonej sitg skupiong przytozong w §rodku
$cinania

skupiong przytozona w $rodku $cinania.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.20. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
pasami, obcigzonej sitg skupiong przytozong w srodku

Scinania
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.6. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki obcigzonej
sita skupiong w $rodku rozpigtosci, przylozong do gornej poiki.

Schemat belki
Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.3.1 Im I
- . P | B X | b By x
(przekrdj dwuteowy bisymetryczny) — '
P L2 ¥ 112 ¥ ﬂ\, L2 L2
Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=2,0 | prp=0,0 | a7p=2,0 | Brp =0,0 | a7p=2,0 | fBrp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [KNm] 73,348 57,505 47,484
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢ BEAM [kNm] 71,295 46,114 31,158
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 78,686 46,246 32,356
Parametr zbieznosci (b) 07p=0,0 | rp=2,0 | a7p=0,0 | Brp =2,0 | a7p=0,0 | Brp =2,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M, SHELL [KNm] 259,329 183,643 147,822
Moment krytyczny uzyskany z MES M BEAM [kNm] 174,69 113,339 85,836
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mgy 1D [KNm] 108,925 66,457 48,151
Parametr zbieznosci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr SHELL ®Mcr BEAM = Mcr 1D ® Mcr SHELL ®Mcr BEAM = Mcr 1D
o1 I e r—— Tmm e 300 - e e !
E g0 | > | | |
g i £ 250 Fommmmmmmo - Fommom-oooo- !
5 70 FTyT T 5 : : :
= 60 S —— Z 200 S — R — ;
o0 : g | 1 |
5 90 5 150 SR A — !
£ 40 "1 £ : : :
Z 30 ~i- < 100 - !
£ 50 —i- E | | :
: | £ 50
£ 10 T E : : :
:g 0 ! ~§ 0
E L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
& Rozpietos¢ belki Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.21. Porownanie momentow krytycznych dla ~ Rysunek 6.4.22. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej  belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej sita
sita skupiong przytozong do gornej potki. skupiona przytozong do gornej poitki.

A

ysune

EAM

k 6.4.23. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.24. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi

R

srodnikiem, obcigzonej sitg skupiong przytozong do potki pasami, obcigzonej sitg skupiong przytozong do potki
gornej gornej
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.7. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki obcigzonej
sifa skupiong w srodku rozpietosci, przytozong do dolnej potki.

Schemat belki

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.3.1
(przekroj dwuteowy bisymetryczny)

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=2,0 | prp=0,0 | a7p=2,0 | Brp =0,0 | a7p=2,0 | fBrp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [KNm] 270,51 156,120 105,621
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢ BEAM [kNm] 150,225 80,935 54,189
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 117,903 72,294 52,440

Parametr zbieznosci (b)

arp=00 | prp=2,0

o1p=0,0 | Brp =2,0

arp=0,0 | Brp =2,0

Moment krytyczny uzyskany z MES M, SHELL [KNm] 364,530 198,621 134,211
Moment krytyczny uzyskany z MES M BEAM [kNm] 334,425 186,714 127,782
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mgy 1D [KNm] 184,104 116,561 85,723

Parametr zbieznoSci (a)

B Mcr SHELL = Mcr BEAM Mcr 1D

®Mcr SHELL ™ Mcr BEAM

Parametr zbieznosci (b)

Mcr 1D

300 400

E E

£ 250 £ 350

5 5 300

Z 200 =

) S 250

= =

S 150 § 200

) )

E 100 E 150

£ £ 100

£ S0 £ 50

£ 0 2 0

§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m

Rozpigtos¢ belki Rozpigtos¢ belki

Rysunek 6.4.25. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obcigzone;j

Rysunek 6.4.26. Porownanie momentow krytycznych
dla belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami,

sitg skupiong przytozong do dolnej potki.

Rysunek 6.4.27. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzonej sitg skupiong przytozong do potki
dolnej

obcigzonej sitg skupiong przytozong do dolnej potki.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.28. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi

pasami, obcigzonej sitg skupiong przytozong do potki

dolnej
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.8. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki obcigzonej

sita skupiong w $rodku rozpietosci, przytozong do srodka $cinania.

Schemat belki

(przekréj dwuteowy bisymetryczny) ’]Jrg

|y —= X

L

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.3.3 E[ i

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0 m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mg, FEM [kNm] 124,752 69,930 48,447
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 134,573 72,886 49,491

Parametr zbieznosci (b) o7p=0,0 | P =10

ap=0,0 | Brp =1,0

arp=0,0 | Brp =1,0

Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 248,910 138,256 95,283
Moment krytyczny z obliczef wlasnych Mcr 1D [kNm] 254,246 137,421 93,188
Parametr zbieznosci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr BEAM  ®mMcr 1D ® Mcr BEAM ®Mcr 1D
160 f----------mrmmmmmm oo - 300 f----mmmemmeromm oo -

140 E-
120 - -E- ___________

N
a1
o

100 --

i i e B |

i e e |

E E

) g

= =

S S

g CUNEEEE et e 2 150 - - - oo oo o oo

> >

E 60 B - B e =2 100 -0 L B L

= =

£ 40

£ 20 g S0

2 0 Z 0

§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietosé¢ belki Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.29. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obciazone;j
sita skupiong przylozong $rodku $cinania.

APERED BEAM

Rysunek 6.4.31. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym
srodnikiem, obcigzonej sita skupiong przytozona w srodku
$cinania

Rysunek 6.4.32. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
pasami, obciazone;j sita skupiong przytozona w srodku

$cinania

Rysunek 6.4.30. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej sila
skupiong przytozong w §rodku $cinania.
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Analiza statecznosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi

Tabela 6.4.9. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
monosymetrycznej obcigzonej obcigzeniem ciggltym przytozonym do $rodka $cinania.

Schemat obciazenia

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.3

T T

by — X

J

¥
bIJ?*‘
L L L
a1 A

(przekroj dwuteowy monosymetryczny) — f
. . =
Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq FEM [KNm] 68,944 40,287 28,386
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 76,117 42,378 29,039

Parametr zbieznosci (b)

a7p=0,0 | Brp=1,0 | arp=0,0 I Prp =10 | 07p=0,0 | Bre=1,0

Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 129,852 48,132 20,951
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 182,625 96,107 63,408
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
B Mcr BEAM ®Mcr 1D B Mcr BEAM ®Mcr 1D
_ 80 [--mmmm-oe- pmmmmmmmmmmmg == mmmmm e \ 200 [---------e- Fmmmmmmmmmm- Fmmmmmmmmmm- \
£ | | | E180 oo - Lo Lo |
A . A g 180 : : :
5 60 S S R g 160 |-~ - T T :
= ! ! =140 |- -- b b !
% 50 TTyTTTTTTTIT TTTTTT T £120 |- o EELE T Fmmmmm————-- |
g . £ 100 |-- S . |
£ z |
Za0 - B g 80 [~ B B ch o |
e B = !
: 240 - - -t
S 10 S | _ [ . N 1
; = 20 | | |
20 Z 0
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.33. Porownanie momentoéw krytycznych dla
belki monosymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem,
obcigzonej obcigzeniem cigglym przylozonym w srodku
$cinania.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.35. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym
$rodnikiem, obciazonej obciazeniem ciggtym
przytozonym do $rodka $cinania.

Rysunek 6.4.34. Porownanie momentow krytycznych dla
belki monosymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzone;j
obcigzeniem ciggltym przylozonym w $rodku $cinania.

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.36. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do
srodka $cinania.
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Tabela 6.4.10. Poréwnanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belki
monosymetrycznej obcigzonej obcigzeniem ciggltym przytozonym do gornej potki.

Schemat obciazenia

Al
=

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.3 T I _
(przekrdj dwuteowy monosymetryczny) s _
L L L

L

Rozpietos¢ belki L L=6,0 m L=9,0m L=12,0m
Parametr zbieznosci (a) a7p=1,0 | frp=0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0 | a7p=1,0 | Brp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq FEM [KNm] 35,027 22,624 16,874
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 28,923 20,444 16,329
Parametr zbieznosci (b) a7p=0,0 | Brp=1,0 | arp=0,0 | Brp =1,0 | a7p=0,0 | rp =1,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M FEM [KNm] 91,003 58,542 43,596
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 39,714 29,894 24,988
Parametr zbieznoSci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr BEAM ®Mcr 1D = Mcr BEAM ®Mcr 1D
40 ememmmmee- T e . _ 100 [----mmmeee- R EECTTTE R EECTTTE .
£ | | | £ | o Lo Lo |
23 mm o i AR g % : : :
530 L [ L g 80 [ E-ooo- P P :
= | | = 70 - pTTTTT pTTTTT |
%25 TTyTTTTTTTTT TTTTTTTTT & 60 - - (R — (R |
§ 20 e el N I |
2 z :
£15 - -- R B B :
£ 10 Bl BN N :
e 2 20 [-- --
g 5 g |
- E 10 1
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki Rozpietosé belki
Rysunek 6.4.37. Porownanie momentow krytycznych dla ~ Rysunek 6.4.38. Por6wnanie momentow krytycznych dla
belki monosymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, belki monosymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej
obciazonej obcigzeniem ciagltym przytozonym do gornej obciazeniem cigglym przytozonym do gornej potki.
potki.

TAPERED BEAM TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.39. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym Rysunek 6.4.40. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
srodnikiem, obcigzonej obcigzeniem cigglym pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do
przytozonym do gornej potki. gornej poiki.
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Tabela 6.4.11. Poréwnanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie belKki
obcigzonej obcigzeniem cigglym przytozonym do dolnej poiki.

Schemat obciazenia

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.1.3 ”g . _: . bI ' , _
(przekr6j dwuteowy monosymetryczny) : %+ W
L L T

Rozpietosé belki L L=6,0m L=9,0m L=12,0 m
Parametr zbieznosci (a) 01p=1,0 | frp=0,0 | a1p=1,0 | Brp=0,0 | a7p=1,0 | rp =0,0
Moment krytyczny uzyskany z MES Mc FEM [KNm] 100,809 53,419 30,227
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 107,345 53,298 35,935
Parametr zbieznosci (b) ap=0,0 | Brp=1,0 | 41p=0,0 | fro=1,0 | arp=0,0 | rp =1,0
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢ FEM [KNm] 195,831 102,819 67,680
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mcr 1D [KNm] 267,627 131,189 81,966
Parametr zbieznosci (a) Parametr zbieznosci (b)
® Mcr BEAM ®Mcr 1D ® Mcr BEAM  ®Mcr 1D
_ 120 _ 300 - Tmmmmmmmee- s mmmme- 1
E E | i i
£ 100 Z 250 L — S — :
% 80 2 200 dommmmoeees bommmmmees :
g 2 i | |
g 60 ngO FoA e oo
g g : : :
= 40 ElOO o1 S
g g | | |
E 20 E 50 1--
E E :
i oo i o
§ L=6,0m L=9,0m L=12,0m § L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietosé belki Rozpietos¢ belki
Rysunek 6.4.41. Porownanie momentow krytycznych dla Rysunek 6.4.42. Porownanie momentow krytycznych dla
belki monosymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, belki monosymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzone;j
obcigzonej obcigzeniem ciggltym przytozonym do dolnej obcigzeniem cigglym przytozonym do dolnej potki.

potki.

TAPERED BEAM TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.43. Widok zwichrzonej belki ze zbieznym Rysunek 6.4.44. Widok zwichrzonej belki ze zbieznymi
srodnikiem, obcigzonej obcigzeniem cigglym przylozonym pasami, obcigzonej obcigzeniem ciggtym przytozonym do
do dolnej potki. dolnej potki.
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Tabela 6.4.12. Porownanie warto$ci momentoéw krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie wspornika

obcigzonego silg skupiong przytozong do srodka §cinania.

Schemat belki

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.5.1

+ L f —_t
Rozpietosé belki L L=4,0 L=6,0 L=8,0
Parametr zbieznosci (a) o7p=1,0 | frp =0,0 | a7p=1,0 :ﬁgPo o7p=1,0 :ﬁ&PO
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [kKNm] 261,268 149,856 99,336
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq BEAM [KNm] 345,620 179,928 115,864
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 271,246 150,490 103,741
Parametr zbieznosci (b) OCTp:0,0 ﬂTp =1,0 OCTp:0,0 :ﬂiI'PO OCTPZO,O :ﬁi“?)
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [kKNm] 395,500 259,218 172,064
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq BEAM [kNm] 688,560 359,844 233,208
Moment krytyczny z obliczen wiasnych Mcr 1D [KNm] 468,971 287,066 208,169

Parametr zbieznosci (a)

® Mcr SHELL = Mcr BEAM

L=6,0m L=9,0m L=120m
Rozpietos¢ belki

Mcr 1D

N
o U1 O
o O O

P RN N W W
g O U O U
o O O O O

o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]

Rysunek 6.4.45. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem,
obcigzonej sita skupiong przytozong do srodka $cinania.

Rysunek 6.4.47. Widok zwichrzonej belki wspornikowej
ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej sitg skupiong
przytozong w $rodku $cinania.

® Mcr SHELL = Mcr BEAM

(o]
o
o

g o
o
o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]
w
o
=)

L=6,0m

Parametr zbieznosci (b)

L=9,0m

Mcr 1D

L=12,0m

Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.46. Porownanie momentow krytycznych dla

TAPERED BEAM

belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obciazonej sitg
skupiong przytozong do srodka $cinania.

Rysunek 6.4.48. Widok zwichrzonej belki wspornikowej

ze zbieznymi pasami, obcigzonej sitg skupiong przytozong

w srodku $cinania.
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Tabela 6.4.13. Porownanie warto$ci momentow krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie wspornika

obcigzonego silg skupiong przytozong do gornej poiki.

Schemat obciazenia

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.5.1

0-

4 L ' —_—t
Rozpigtos¢ belki L L=4,0 L=6,0 L.=8,0
Parametr zbicinosci (2) aw=10 | o =00 [am=10 | F1 | ap=10| fr*
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [kKNm] 122,08 92,382 72,048
Moment krytyczny uzyskany z MES Mg, BEAM [kNm] 196,84 125,28 91,704
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mgy 1D [kNm] 222,772 118,519 79,908
Parametr zbieznosci (b) o7p=0,0 | frp =1,0 | a7p=0,0 :ﬁlTPO o7p=0,0 Zﬂ]TPO
Moment krytyczny uzyskany z MES Mg, SHELL [kNm] 188,084 124,11 77,336
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢, BEAM [KNm] 318,21 141,402 112,04
Moment krytyczny z obliczeni whasnych Mgy 1D [kNm] 195,884 112,762 79,756

Parametr zbieznosci (a) Parametr zbieznosci (b)

® Mcr SHELL = Mcr BEAM

® Mcr SHELL = Mcr BEAM

Mcr 1D Mcr 1D

N
(o]
o
w
(éa]
o

N

o

o
o
o

N N W
(4]
o

[y
a1
o

o

o

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]
[B=Y
o
S
Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]
[EEN
a
=)

100
50 50
0 0
L=6,0m L=9,0m L=12,0m L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietosé belki Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.50. Porownanie momentoéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej
sila skupiong przytozona do gérnej poiki.

Rysunek 6.4.49. Porownanie momentéw krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej
sila skupiong przytozong do goérnej poiki.

-----

TAPERED BEAM

Rysunek 6.4.51. Widok zwichrzonej belki wspornikowej
ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej sitg skupiong
przytozona do pasa goérnego.

AM

Rysunek 6.4.52. Widok zwichrzonej belki wspornikowej
ze zbieznymi pasami, obcigzonej sitg skupiong
przytozong do pasa goérnego.
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Tabela 6.4.14. Porownanie warto$ci momentéw krytycznych wyznaczonych analitycznie i numerycznie wspornika

obcigzonego silg skupiong przytozong do dolnej potki.

Schemat obciazenia

Parametry przekroju poprzecznego wg tab. 5.5.1 R ik [ _____ t by —=x
+ L + *1—*
Rozpigtosé belki L L=4,0 L=6,0 L=8,0
Parametr zbieznosci (a) ap=1,0 | fp=0,0 | arp=1,0 | B1p =0,0 | at7p=1,0 fg PO
Moment krytyczny uzyskany z MES My SHELL [KNm] 365,504 179,964 112,528
Moment krytyczny uzyskany z MES Mq BEAM [KNm] 642,66 206,964 127,56
Moment krytyczny z obliczen wiasnych M¢, 1D [KNm] 332,608 192,17 135,307
Parametr zbieznosci (b) OCTp:0,0 ﬂTp :1,0 OCTp:0,0 ﬂTp :1,0 OCTPZO,O :ﬂ]TPO
Moment krytyczny uzyskany z MES M¢r SHELL [KNm] 395,504 372,672 519,232
Moment krytyczny uzyskany z MES M BEAM [kNm] 1619,22 512,208 309,936
Moment krytyczny z obliczen wlasnych Mcr 1D [KNm] 1123,18 730,997 543,446

Parametr zbieznosSci (a)
®Mcr SHELL = Mcr BEAM Mcr 1D

700

A OGO O
o o
o O

o II i
0

L=6,0m L=9,0m L=12,0m
Rozpietos¢ belki

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]
w
=)
S

Rysunek 6.4.53. Porownanie momentow krytycznych dla

belki bisymetrycznej ze zbieznym $rodnikiem,

APERED BEAM

ze zbieznym $rodnikiem, obcigzonej sitg skupiong
przytozong do pasa dolnego.

obciazonej sita skupiong przytozona do dolnej poiki.

Rysunek 6.4.55. Widok zwichrzonej belki wspornikowej

Parametr zbieznosci (b)

® Mcr SHELL = Mcr BEAM

1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

Warto$¢ momentu krytycznego Mcr [KNm]

L=9,0m

Mcr 1D

L=6,0m

L=12,0m

Rozpietos¢ belki

Rysunek 6.4.54. Porownanie momentow krytycznych dla
belki bisymetrycznej ze zbieznymi pasami, obcigzonej

AM

sita skupiong przytozona do dolnej potki.

Rysunek 6.4.56. Widok zwichrzonej belki wspornikowej

ze zbieznymi pasami, obcigzone;j silg skupiong
przytozong do pasa dolnego.
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Z porownania obliczonych warto$ci wynika duza ich zgodnos$¢, co pozwala stwierdzi¢ ze
przyjete rozwigzanie analityczne jest poprawne i uzyskane wyniki sg prawidlowe. Mozna
zauwazy¢, ze w wigkszo$ci przypadkow obliczenia dla modelu pretowego, z uzyciem elementu
BEAMI188, sg bardzo zblizone do obliczen wiasnych. Wyniki obcigzenia krytycznego, z modelu
zbudowanego z elementéw powtokowych SHELLI181, sg bardziej zréznicowane. Moze by¢ to
spowodowane lokalng utrata statecznosci potek lub $rodnika, ktdra znaczaco wplywa na wartos¢
obciagzenia krytycznego. Aby ten model byl bardziej precyzyjny nalezatoby wprowadzi¢ dodatkowe
poprzeczne elementy usztywniajace np. z elementu powtokowego typu SHELL41 (Zhang Lei, Tong
Geng Shu, 2008)
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7. Ocena nosnosci belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi
Z uwzglednieniem zwichrzenia
Maksymalne sprezyste napr¢zenia normalne oy W belkach o zmiennych przekrojach

poprzecznych wzdhuz ich dlugosci mozna wyznaczaé¢ wedlug podstawowego wzoru:
M (X
Oy = ,yy—((x)) e(x), (7.1)
Gdzie M y(X)- rozktad momentow zginajacych, 1, (x)- zmieniajacy si¢ na dlugosci moment
bezwtadno$ci wzgledem osi y, e(X) - odlegto$¢ miedzy srodkami ciezko$ci przekrojow a skrajnymi
powierzchniami tych przekrojow.
Dla belek pryzmatycznych bisy metrycznych i monosymetrycznych zmienno$¢ naprezen oy

zalezy tylko od rozktadu momentow zginajacych M (x) . Dla obliczenia maksymalnych naprezen

w zmiennych przekrojach belek typow 1+5 z tabeli 3.1.1 wykonano dyskretyzacje wspotrzednej
x=x;(j—1), w ktorej X; — przyj¢ta do analizy dlugo$¢ odcinka belki, j — liczba punktow
dyskretyzacyjnych. W przekrojach belek j obliczono wartosci M (x;, j) momentow zginajacych,
momentow bezwladnoscei 1, (x;, j) oraz e(x;, j)-

Nosnos¢ obliczeniowa belki zginanej niezabezpieczonej konstrukcyjnie przed zwichrzeniem
proponuje si¢ oblicza¢ wg zmodyfikowanych postanowien normy PN-EN 1993-1-1: Eurokod 3 —
Projektowanie konstrukcji stalowych — Cze$¢ 1-1: Reguly ogolne i reguly dla budynkow,
a mianowicie:

M, (x) e(x) - f,
Zir 1y (%) CYmn

(7.2)

Wspotczynnik zwichrzenia y,; obliczono zgodnie z postanowieniami normy PN-EN 1993-1-1:
Eurokod 3 tj. wyznaczono kolejno:

— smuktos¢ wzgledna przy zwichrzeniu

A =, |22, (7.3)
cr
W ktorym W;, jest wskaznikiem wytrzymato$ci przekroju poprzecznego o najwigkszych

napre¢zeniach normalnych oy okreslonych zgodnie ze wzorem (7.1), M, - moment krytyczny

zwichrzenia wyznaczony wg wzoru (4.12).

— parametr krzywej zwichrzenia

— —=2
@LT = 0,5[1“!‘ a7 (/’LLT _0;2)+ A LT ) (74)
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— wspoblczynnik zwichrzenia

1

/ =2
@iT —Au

,lecz y .+ <10

(7.5)

Powyzszy tok postepowania zostal zastosowany w przyktadzie liczbowym, gdzie analizie

poddano belk¢ o schemacie i typie zbiezno$ci przekroju jak w tabeli 7.1. Dla rozpigtosci 6,0 m

dokonano dyskretyzacji na 4 odcinki, a dla rozpigtosci 9,0 m 1 12,0 m, belk¢ podzielono na

6 odcinkow. Dla kazdego z punktéw granicznych przedzialdow wyznaczono warto$ci momentu

zginajacego, momentu bezwladnos$ci, napr¢zen normalnych. Momenty Krytyczne zostaty obliczone

w rozdziale 5 niniejszej

rozprawy. Wielko$ci potrzebne do wyznaczenia wspotczynnika

zwichrzenia obliczono zgodnie ze wzorami (7.3-7.5) i dla belki o rozpietosci L=6,0 m zestawiono

w tabeli 7.1. Na rysunkach 7.1 do 7.3 przedstawiono graficznie zalezno$¢ pomigdzy nosnosciag

obliczeniowa na zginanie z uwzglednieniem zwichrzenia, a parametrami zbieznos$ci $rodnika

I pasow belek o rozpigtosciach 6,0 m, 9,01 12,0 m.

Tabela 7.1. No$no$¢ na zginanie i no$no$¢ na zwichrzenie bisymetrycznej belki obcigzonej momentami skupionymi.

Parametry przekroju poprzecznego Schemat belki
Doy 150 mm z
Doy 150 mm M ,j”
h 300 mm
e 280 mm W[ ]}_' *
tq1 10 mm e
tc, 10 mm + L *
ik 7 mm '
Ag 49,6 cm’ _
lyo 7590,53 cm’ Ib .
Lo 563,3 cm®
Lo 118266 cm® L ,
Bro 0 cm 7 L
Parametr - @D Nos$nosé wg Nosnos$¢ na
zbiezno$ci AL LT 45 wzoru (6.2) zginanie
o bu arp=0,0 1,120 1,353 0,474 51,53 108,80
— a1p=0,2 1,303 1,768 0,337 51,75 153,34
| 0rp=0,4 | 1451 | 2028 | 0290 57,69 198,77
a1p=0,6 bre =0 1,576 2,264 0,257 63,09 245,39
bl oo | @0=0,8 1,683 2,479 0,233 68,25 293,44
a1p=1,0 1,776 2,676 0,214 73,33 343,08
P =0,2 1,079 1,416 0,429 51,30 119,68
] :va prr =04 1,034 1,351 0,450 58,76 130,56
by P =0,6 | arp =0 0,987 1,286 0,474 67,02 141,44
P =0,8 0,939 1,221 0,499 76,05 152,32
P =10 0,891 1,160 0,526 85,80 163,20
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Rozpietos¢ belki L=6,0 m

== Zbieznos¢ pasow =0—Zbiezno$¢ srodnika
90 _______ mT T = i T=-===°=7 F=====" I_8_5,'80"I
85 _______ L | I S P ___:
— 80 [ 78054 -
% I R e R et 7 o L el SR
4 1
el e 7333
B 65 [ tgaTa U A Ay sE T y
] 1
B 60 oA S ettt
Z 55 | 51,53 | 51,30 " __ R :
50 (--%--- R EEEEEE R Fommmo ===
45 L5153 , 51,75 | : : ! J

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznosci arr = 0+1, frr = 0+1

Rysunek 7.1. Porownanie no$nos$ci na zginanie ze zwichrzeniem dla belki bisymetrycznej w zaleznosci od
parametréw zbieznosci przekroju.

Rozpietosé belki L=9,0 m

== Zbiezno$¢ pasow == 7bieznos¢ srodnika

|
1
1
1
:
—-—d
1
1
1
1
i
--4
1
1
1
1
:
B
1
1
1
1
:
a
[*2]
g
J

! - J: ~38,89"
30 L _3_5..Z4. _:_ 34,_7.6_ JI ______

25 : :
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Parametr zbieznosci arr = 0+1, frr = 0+1
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Rysunek 7.2. Poréwnanie no$no$ci na zginanie ze zwichrzeniem dla belki bisymetrycznej w zaleznosci od
parametrow zbieznosci przekroju.
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Rysunek 7.3. Porownanie no$nos$ci na zginanie ze zwichrzeniem dla belki bisymetrycznej w zaleznosci od
parametréw zbieznosci przekroju.
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8. Podsumowanie i wnioski

Problematyce statecznosci stalowych belek ze zbieznymi przekrojami poprzecznymi zostata
poswiecona niniejsza rozprawa doktorska. Zaproponowano w niej sposob wyznaczania spr¢zystych
momentow krytycznych dla belek o zmiennych liniowo szerokosciach paséw i1 zmiennej liniowo
wysokos$ci srodnika dla réznych typow zbieznosci. Analizowane byly belki podparte widetkowo
I wsporniki o przekrojach bisymetrycznych i monosymetrycznych. Proponowane w pracy formuty
na obliczanie momentéw krytycznych z wykorzystaniem metody Rayleigh’a-Ritz’a zostaty
zweryfikowane za pomoca analizy numerycznej w programie ANSYS, opartym na Metodzie
Elementow Skonczonych. Poréwnanie obu rozwigzan potwierdzilo prawidtowo$¢ przyjetych
zatozen i wyniki uzyskane z podej$cia analitycznego mozna przyja¢ za poprawne. Dodatkowo
W rozprawie zaproponowano sposOb wyznaczania nos$nosci na zwichrzenie elementow ze
zbieznymi przekrojami poprzecznymi i dokonano oceny wplywu zwichrzenia na no$nos$¢ ogélng
tych belek.

Gléwnymi wnioskami wynikajacymi z rozprawy sa:

o momenty krytyczne inicjujace utrat¢ statecznosci belek ze zmiennymi liniowo przekrojami
mozna wyznacza¢ metoda energetyczng Rayleigh’a-Ritz’a,

o no$no$¢ obliczeniowa przekrojow belka zwigksza si¢ znaczniej w przypadku zmiany
szeroko$ci pasdw, w poroOwnaniu ze zmiang wysokosci Srodnikow przy tych samych
warto$ciach parametréw zbieznosci arp | frp | cechach geometrycznych przekrojow
poprzecznych,

o uwzglednienie w metodzie energetycznej Rayleigh’a-Ritz’a tylko pierwszego przyblizenia
(i=1) umozliwia uzyskanie rozwigzania w postaci zamknigtej przyblizone;j,

. z porOwnania wartosci obliczonych momentoéw krytycznych metoda Rayleigh’a-Ritz’a
I metodg elementow skonczonych programem ANSYS wynika zadowalajgca ich zbieznos¢,

. metoda energetyczna Rayleigh’a-Ritz’a, minimalizujaca funkcjonat energii potencjalnej
W belce o zmiennym przekroju, moze by¢ z powodzeniem wykorzystywana do wyznaczania
sprezystych momentow krytycznych stalowych belek ze zmiennymi liniowo szerokos$ciami
pasow 1 wysokoscig $rodnika,

. zwichrzenie ma znaczacy wplyw na spadek nosnosci granicznej zginanych,
niezabezpieczonych konstrukcyjnie przed zwichrzeniem, belek ze zmiennymi liniowo
wysokosciami $§rodnikéw i szerokosciami pasow,

. metody numeryczne s3 skutecznymi narzgdziami w ocenie wptywu niestatecznosci belek na

ich nosnosci.
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Problemy stateczno$ci belek wymagaja dalszych prac badawczych teoretycznych
I doswiadczalnych. Rozwigzanie zawarte w pracy moze by¢ poszerzane dla belek o bardziej
ztozonych schematach obcigzen a takze dla innych przekrojow poprzecznych. Wigze si¢ to jednak
Z rozbudowywaniem obliczen o dodatkowe wyrazy szeregdw opisujacych funkcje przemieszczen
i katow obrotu oraz zastosowanie co najmniej trzech przyblizen. W szczegodlnosci zauwazono
konieczno$¢ rozbudowy szeregdéw dla elementéw ze zbieznymi pasami, gdyz rozbiezno$¢ wynikow
analitycznych z wynikami MES siggata nawet 55%. Przedstawione w pracy ogdlne rozwigzanie na
sprezyste momenty krytyczne belek zbieznych moze by¢ takze rozszerzone o wplyw stezen

bocznych na no$nosci graniczne.
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Dodatek — pliki wsadowe do programu ANSYS

/com, BELKA ZE ZBIEZNYMI PASAMI I STALA WYSOKOSCIA SRODNIKA - OBCIAZENIE SRODEK SCINANIA (SHELLI181)

finish
[clear

L=6000 IROZPIETOSC BELKI

TF=10 IGRUBOSC POLEK

TW=7 IGRUBOSC SRODNIKA

HW1=130 IWYSOKOSC SRODNIKA

BF1=150 ISZEROKOSC POCZATKOWA "b0" POLEK
BF2=300 ISZEROKOSC KONCOWA "bm" POLEK

[graphics,power
ftriad,Ibot

fauto
Iview,1,1,1,1
leshape,1

Iprep?

et, 1,181
keyopt,1,3,2
r,1,TF

r2,TW
mp,ex,1,210000
mp,nuxy,1,0.3

/com, x,y,z

k,1,0,(HW1)+(TF/2),0
k,2,0,0-(TF/2),0
k,3,0,0-(TF/2),L/2
k,4,0,(HW1)+(TF/2),L/2

k,13,0,(HW1/2),0
k,20,0,(HW1/2),L/2

a,1,13,20,4
a,13,2,3,20

k,5,(BF2/2),(HW1)+(TF/2),L/2
k.6,(BF1/2),(HW1)+(TF/2),0
k,7,-(BF1/2),(HW1)+(TF/2),0
k,8,-(BF2/2),(HW1)+(TF/2),L/2

a,1,4,5,6
a,1,4,8,7

k,9,(BF2/2),0-(TF/2),L/2
k,10,(BF1/2),0-(TF/2),0
k,11,-(BF1/2),0-(TF/2),0
k,12,-(BF2/2),0-(TF/2),L/2

a,2,3,9,10
a,2,3,12,11

k,14,0,(HW1)+(TF/2),L
k,15,0,0-(TF/2),L
k,21,0,(HW1/2),L

a,4,20,21,14
a,20,3,15,21

k,16,-(BF1/2),(HW1)+(TF/2),L
k,17,(BF1/2),(HW1)+(TF/2),L

a,4,5,17,14
a,4,14,16,8

k,18,-(BF1/2),0-(TF/2),L
k,19,(BF1/2),0~(TF/2),L

a,9,3,15,19
a,12,3,15,18

nummrg,kp
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aesize,all,50

real,1

type,1

mat,1
asel,s,area,,1,2
asel,a,area,,1
asel,a,area,,2
asel,a,area,,7
asel,a,area,,8

amesh,all

real,2
asel,inve
amesh,all

finish

/solu
antype,static
pstres,on

dl,21,,ux,0
dl,21,,uy,0
dl,21,,uz,0
dl,21,,rotz,0

dl,24,,ux,0
dl,24,,uy,0
dl,24,,uz,0
dl,24,,rotz,0

dl,1,,ux,0
dl,1,,uy,0
dl,1,,uz,0
dl,1,,rotz,0

dl,5,,ux,0
dl,5,,uy,0
dl,5,,uz,0
dl,5,,rotz,0

k,20,fy,-1

allsel,all
solve
finish

/SOLU
ANTYPE,BUCKLE
PSTRES,on
BUCOPT,subsp,3
MXPAND,3,,,YES

SOLVE
FINISH
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/com, BELKA ZE ZBIEZNYM SRODNIKIEM I STALYMI PASAMI - OBCIAZENIE W SRODKU SCINANIA (SHELL181)

finish

[clear

L=6000 IROZPIETOSC BELKI

TF=10 IGRUBOSC POLEK

TW=7 IGRUBOSC SRODNIKA

HW1=130 IWYSOKOSC POCZATKOWA "h0" SRODNIKA
HW2=280 IWYSOKOSC MAKSYMALNA "hm" SRODNIKA
BF1=150 ISZEROKOSC POCZATKOWA "b0" POLEK
BF2=BF1 ISZEROKOSC KONCOWA "bm" POLEK

PO=((HW2-HW1)/2)

/graphics,power
[triad,Ibot

fauto
Iview,1,1,1,1
/eshape,1

Iprep7

et, 1,181
keyopt,1,3,2
r,1,TF

r2,TW
mp,ex,1,210000
mp,dens,1,.1/386.1
mp,nuxy,1,0.3

/com, x,y,z

k,1,0,(PO+(HW1)+(TF/2)),0
k,2,0,P0~(TF/2),0
k,3,0,0-(TF/2),L/2
k,4,0,((HW2)+(TF/2)),L/2

k,13,0,(PO+(HW1/2)),0
k,20,0,(PO+(HW1/2)),L/2

a,1,13,20,4
a,13,2,3,20

k,5,(BF2/2),(HW2)+(TF/2),L/2
k,6,(BF1/2),(PO+(HW1)+(TF/2)),0
k,7,-(BF1/2),(PO+(HW1)+(TF/2)),0
k,8,-(BF2/2),(HW2)+(TF/2),L/2

a,1,4,5,6
a,1,4,8,7

k,9,(BF2/2),0-(TF/2),L/2
k,10,(BF1/2),P0-(TF/2),0
k,11,-(BF1/2),P0-(TF/2),0
k,12,-(BF2/2),0-(TF/2),L/2

a,2,3,9,10
a,2,3,12,11

k,14,0,(PO+(HW1)+(TF/2)),L
k,15,0,P0-(TF/2),L
k,21,0,(PO+(HW1/2)),L

a,4,20,21,14
a,20,3,15,21

k,16,-(BF1/2),(PO+(HW1)+(TF/2)),L
k,17,(BF1/2), (PO+(HW1)+(TF/2)),L

a,4,5,17,14
a,4,14,16,8

k,18,-(BF1/2),P0-(TF/2),L
k,19,(BF1/2),P0-(TF/2),L

a,9,3,15,19
a,12,3,15,18

nummrg,kp
aesize,all, 75
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real,2

type,1

mat,1
asel,s,area,,1,2
asel,a,area,, 1
asel,a,area,,2
asel,a,area,,7
asel,a,area,,8

amesh,all

real,1
asel,inve
amesh,all

finish

/solu
antype,static
pstres,on

dl,21,,ux,0
dl,21,,uy,0
dl,21,,uz,0
dl,21,,rotz,0

dl,24,,ux,0
dl,24,,uy,0
dl,24,,uz,0
dl,24,,rotz,0

dl,1,,ux,0
dl,1,,uy,0
dl,1,,uz,0
dl,1,,rotz,0

dl,5,,ux,0
dl,5,,uy,0
dl,5,,uz,0
dl,5,,rotz,0

k,20,fy,-1

allsel,all
solve
finish

/SOLU
ANTYPE,BUCKLE
PSTRES,on
BUCOPT,subsp,3
MXPAND,3,,,YES

SOLVE
FINISH
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/com, BELKA ZE ZBIEZNYM PRZEKROJEM - (BEAM188)

/CLEAR, START

/FILENAME, Stiffness of Tapered Beam,1
/TITLE, TAPERED BEAM

[PREP7

ET,1,BEAM188

KEYOPT,1,1,1

R,1,

MP,EX,1,210000

MP,NUXY,1,.3

sectype,1,beam,| ! define cross section at first end point
secdata,150,150,150,10,10,7 ' W1,W2,W3,T1,T2,T3

sectype,2,beam,| ! define cross section at far end
secdata,150,150,300,10,10,7

sectype,3,taper ! new Section ID for tapered beam analysis
secdata,1,0,0,0 I section 1 at location (0,0,0)
secdata,2,4500,0,0 ! section 2 at location (0,4500,0)
sectype,4,beam,| ! define cross section at first end point
secdata,150,150,300,10,10,7 I W1,W2,W3,T1,T2,T3

sectype,5,beam,| ! define cross section at far end
secdata,150,150,150,10,10,7

sectype,6,taper ! new Section 1D for tapered beam analysis
secdata,4,4500,0,0 ! section 1 at location (0,4500,0)
secdata,5,9000,0,0 I section 2 at location (0,9000,0)

K,1,0,0,0
K,2,4500,0,0
K,3,2000,200,0

K,4,9000,0,0
K,5,5000,200,0

ESIZE,100

L12
LATT1,11,3,3
LMESH,1,1

L2,4
LATT1,11,5,6
LMESH,1,2

/ESHAPE,1
FINISH

/SOLU
ANTYPE,STATIC
PSTRES,ON

dk,1,,,0,UY,UZROTX,,,,
dk,4,,,,0,UY,UZ,ROTX,,,,
fk,2,fy,-1

ALLSEL,ALL
SOLVE
FINISH

/SOLU
ANTYPE,BUCKLE
PSTRES,ON
BUCOPT,subsp,3
MXPAND,3,,,YES

SOLVE
FINISH
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