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Przedmowa

W systemie mechatronicznym mozna wyrdzni¢ zbidér wzajemnie powigza-
nych elementéw mechanicznych, elektronicznych, hydraulicznych, pneuma-
tycznych, komputerowych i innych, ktore sktadaja si¢ na urzadzenie mechatro-
niczne o celowo dobranej strukturze do wykonywania okreslonych zadan.
Dziatanie tych elementow przebiega wedlug ustalonych regut logicznych, ktore
maja posta¢ pewnych instrukcji, polecen lub skomplikowanych algorytmow
realizowanych za pomoca oprogramowania komputerowego. Stad przez system
mechatroniczny  nalezy  rozumie¢  zespdt  urzadzen  technicznych
i oprogramowanie komputerowe. Klasycznymi przyktadami urzadzen mecha-
tronicznych moga by¢: robot, obrabiarka sterowana numerycznie, wspotczesna
maszyna wytrzymatosciowa, mikroskop elektronowy, symulator lotu dla treno-
wania pilotow iinne, ktorych dziatanie jest niemozliwe bez odpowiedniego
oprogramowania komputerowego.

Z punktu widzenia teorii niezawodno$ci dziatanie systemu mechatronicz-
nego mozna analizowaé osobno obliczajac niezawodnos$¢ urzadzenia mechatro-
nicznego (np. zwarcie w instalacji elektrycznej, pgknigcie w konstrukcji mecha-
nicznej) 1niezawodno$¢ oprogramowania komputerowego (np. blad
W programie, zatrzymanie obliczen). Struktura urzadzenia mechatronicznego
moze by¢ modelowana za pomoca prostych lub ztozonych uktadéw potaczen
elementow i do obliczenia jej niezawodnosci stuza znane metody matematyczne.
Obliczenie niezawodnosci oprogramowania komputerowego wydaje si¢ by¢
zagadnieniem bardziej zlozonym, wymagajacym specjalistycznej wiedzy infor-
matycznej do wnikliwego przeanalizowania przyczyn niesprawnosci. Jednak
w przypadku, gdy w urzadzeniu mechatronicznym wystepuje na przyktad kilka
sterownikow w prostych lub ztozonych uktadach potaczen z wiasnymi, lokal-
nymi programami o znanych niezawodno$ciach, to niezawodno$¢ struktury
oprogramowania takiego urzadzenia mozna roéwniez obliczy¢ znanymi metoda-
mi matematycznymi jak elementéw mechanicznych czy innych.

W niniejszym podreczniku niezawodnos$¢ systemoéw mechatronicznych be-
dzie analizowana jako niezawodno$¢ urzadzen o pojedynczych elementach
(obiektach) Iub ich prostych oraz ztozonych uktadach potaczen bez rozdzielania
przyczyn niezdatnosci, czyli uszkodzen sprzgtu i oprogramowania.

Podrecznik obejmuje podstawowe zagadnienia matematyczne teorii nieza-
wodnosci przedstawione w przystepny sposéb dla studentéw studiow politech-
nicznych I stopnia (studia inzynierskie) i II stopnia (studia magisterskie) kierun-
kéw: (i) mechatronika oraz (ii) mechanika ibudowa maszyn, na ktorych
w programach nauczania znajduje si¢ zwykle niewielka liczba godzin zajgc
dydaktycznych poswigconych tym zagadnieniom.
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Wykaz wazniejszych oznaczen

P(-)
P(7)
R(®)
A7)
Sx)
o)
F(t)
A1)
G(1)
Ry

r(t)

prawdopodobienstwo,

funkcja naprawialnosci,

funkcja niezawodnosci,

funkcja intensywnosci uszkodzen,

funkcja gestosci prawdopodobienstwa,

funkcja zawodnosci,

dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa,

funkcja wiodaca; skumulowana intensywnos$¢ uszkodzen,
gotowos¢ obiektu,

niezawodno$¢ poczatkowa obiektu,

funkcja efektywnosci produkcji,

warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej 7,

czas,

okres czasowy,

oczekiwany czas zdatnosci obiektu,

czas zdatnos$ci obiektu, trwatos¢,

czas niezdatnos$ci obiektu,

zawodnos¢, prawdopodobienstwo uszkodzenia typu (p) ,,przerwa”
obiektu (systemu) n-elementowego,

zawodnos¢, prawdopodobienstwo uszkodzenia typu (z) ,,zwarcie”
obiektu (systemu) n-elementowego,

mediana,

moda,

wariancja,

funkcja gamma Eulera,

kwantyl rzedu p,

wspotczynnik asymetrii (sko$nosci),

wspolczynnik ekscesu (sptaszczenia),

wspotczynnik zmiennosci,

oczekiwany pozostaly czas zdatnosci,



J(t, 1) — warunkowe prawdopodobienstwo zdatnosci obiektu w przedziale
czasowym [¢, ¢t + 7], (7> 0),

S, — sumaryczny czas zdatnosci obiektéw odnawialnych,

s=i®w — zmienna zespolona (i =+/—-1),

w — czestosé katowa,

H(f) - funkcja odnowy,

h(t) — funkcja gestosci odnowy,

Lh(x)]= h (s) — transformata Laplace’a funkcji A(x),

Lt [Z (s)]=h(x) — odwrotna transformata Laplace’a funkcji h (s),
fx) = g(x) — splot funkcji f{x) 1 g(x).



1. Podstawowe pojecia teorii niezawodnosci

1.1. Niezawodnos¢ w nauce i technice

Niezawodnos¢ jest pojeciem bardzo szerokim i obejmuje analizy takze spo-
za obszaru techniki. Znane sa np. analizy niezawodno$ciowe inwestycji finan-
sowych, przeprowadzania restrukturyzacji zaktadéw, projektowania linii pro-
dukcyjnych lub nawet planowania kampanii wyborczych. Jednak najczescie)
stosowana inajszerzej opisana jest niezawodno$¢ w odniesieniu do obiektéw
technicznych. Pojgcie niezawodnosci pojawia si¢ w rdéznych dziedzinach nauki
i przemystu i moze obejmowac rézne wymagania opisane charakterystykami
technicznymi, ekonomicznymi i socjologicznymi obiektow. W tym obszarze
wyroznia si¢ trzy podstawowe pojgcia ze wzgledu na zakres stawianych wyma-
gan:

— niezawodno$¢ technicznq, ktoéra uwzglednia wylacznie charakterystyki
techniczne,

— niezawodnos¢ techniczno-ekonomiczng, ktora uwzglednia charakterystyki
techniczne i ekonomiczne,

— niezawodnos¢ globalng, ktéra uwzglednia charakterystyki techniczne, eko-
nomiczne i socjologiczne obiektow.

Prawidlowe formulowanie dziatan niezawodnos$ciowych polega na witasci-
wym powigzaniu wiedzy praktycznej i teoretycznej. Wiedza praktyczna dotyczy
obszaru inzynierii niezawodnos$ci i jest rozwijana przez inzynier6w i ekspery-
mentatorow. Natomiast obszar teorii niezawodno$ci wykorzystuje aparat mate-
matyczny do opisu zagadnien niezawodnos$ciowych.

1.2. Definicja niezawodnosci

Niezawodno$¢ — bez dodatkowych okreslen — jest rozumiana tu jako nieza-
wodno$¢ techniczna. Najczg$ciej jest ona przedstawiana w odniesieniu do
przedmiotu podlegajacego poznaniu, czyli do obiektu technicznego. Niezawod-
no$¢ obiektu jest to jego zdolno$¢ do speinienia stawianych mu wymagan.
Najczgsciej miarg charakteryzujaca zdolno$é do spetnienia wymagan jest praw-
dopodobienstwo spetiania wymagan. Stad definicja: ,,niezawodnosé obiektu
Jjest to prawdopodobienstwo spetnienia przez obiekt stawianych mu wymagan”.

Kiedy wymaganiem jest to, zeby obiekt byt zdatny (sprawny) w przedziale
(0, 1), ktorego miara moze by¢ czas, ilo§¢ wykonanej pracy, liczba wykonanych
czynnosci, dtugo$¢ przebytej drogi itp. wtedy: ,,niezawodnosé obiektu jest to
prawdopodobienstwo, ze obiekt jest zdatny (sprawny) w przedziale (0, t)”, lub



bardziej szczegdtowo: ,niezawodnosé obiektu jest to prawdopodobienstwo, ze
wartosci parametrow okreslajqcych istotne wiasciwosci obiektu nie przekroczq
w ciqgu okresu (0, t) dopuszczalnych granic w okreslonych warunkach eksplo-
atacji obiektu”. W sensie probabilistycznym niezawodno$¢ obiektu R(¢) w danej
chwili ¢ jest prawdopodobienstwem P(7T' > 1), ze jego trwalos¢ T jest wigksza od
1 tj.

R(t)=P(T > 1) (1.1)

Na rys. 1.1 przedstawiono przyktadowy wykres funkcji niezawodnosci R(?).
Trwatos¢ T moze by¢ wyrazona w jednostkach czasu np. sekundach lub odlegto-
$ci np. w kilometrach itp. Z tego wynika, ze nalezy za kazdym razem jedno-
znacznie wyja$ni¢ w odniesieniu do jakiej wielko$ci lub zdarzenia odnosi si¢
funkcja niezawodnos$ci R().

/

R

t

7

0

Rys. 1.1. Przyktadowy przebieg funkcji niezawodnosci R(¥)

1.3. Funkcja intensywnosci uszkodzen

Jednym ze sposobdw charakteryzowania zdolno$ci do spetnienia wymagan
jest podanie prawdopodobienstwa, ze obiekt, ktory spelnia wymagania przy
danym ¢, np. w danej chwili ¢, w nastepnym przedziale dt lub A¢ przestanie je
spetniac.

Rozwaza sig, jaka czg§¢ obiektow, ktore sa zdatne (sprawne) w przedziale
(0, ), prawdopodobnie stanie si¢ niezdatna (niesprawna) w przedziale (z, ¢ + df).
Te niezdatna czg§¢ obiektdw oznacza si¢ przez A(f)dt, za§ A(f) nazywa si¢
funkcja intensywnos$ci uszkodzen Iub funkcja intensywno$ci ubywania. Warto-
Sci tej funkcji nazywa si¢ odpowiednio ryzykiem, intensywnoS$cia uszkodzen
iintensywno$cia ubywania. Gdy A(f) zwigksza sig, ryzyko (intensywnos¢
uszkodzen) zwigksza si¢ — niezawodnosciowe wlasciwosci obiektow pogarszaja
si¢. Malejace warto$ci funkcji A(¢) wskazuja, ze niezawodnos$ciowe wlasciwosci
obiektow polepszaja si¢. W kazdym nastgpnym przedziale A ubywa mniejszy
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procent obiektow niezdatnych ze zbioru zdatnych. Przyktad typowego przebiegu

funkcji intensywnos$ci uszkodzen A(f) obiektow technicznych podano na rys. 1.2.

Zaznaczono trzy charakterystyczne okresy, a mianowicie:

— okres I dojrzewania do uzytkowania, w ktorym ujawniajq si¢ ukryte wady
materiatow, konstrukcji, montazu, niedoktadnosci technologiczne, niedopa-
trzenia kontroli, omylki itp.,

— okres II normalnego uzytkowania, podczas ktoérego wystepuja gltownie
niezdatno$ci wywotane przez rézne czynniki losowe nie dajace sig z gory zi-
dentyfikowac,

— okres III starzenia si¢ obiektu, gdzie ujawniajg si¢ niezdatnosci wskutek
kumulowania si¢ nieodwracalnych zmian fizycznych i chemicznych, ciagte-
go starzenia si¢ materialow, zuzywania si¢ ich, deformowania konstrukc;ji,
stopniowej zmiany warto$ci parametrow obiektu, az poza dopuszczalne gra-
nice (luzy, wycieranie si¢ oktadzin hamulcow).

-1
oM@

|

|

0,20 |
|

0,15 :
0,10 T :
a8 I Ap=comst. | VIO R

0,05~ I | | | 11 |

[ I T I | | | TR R N N | I T N
0 500 1000 1500 2000” th

Rys. 1.2. Przyktadowa funkcja intensywnosci uszkodzen A(¢) dla obiektow technicznych,
I — okres dojrzewania do uzytkowania, IT — okres
normalnego uzytkowania, III — okres starzenia si¢

1.4. Pojecie naprawialnosci

Cechy niezawodnos$ciowe obiektu w catym okresie jego uzytkowania moga
sig¢ r6zni¢ w zalezno$ci od stanu, w ktérym obiekt si¢ znajduje. Zmiana stanu
pojawia si¢ przez ingerencj¢ zewngtrzna, np. gdy obiektowi przywraca si¢
sprawnos$¢ po jej utraceniu lub mechanizmy wewngetrzne obiektu, np. wlaczenie
awaryjnego uktadu zasilania. Celowe jest w tym przypadku charakteryzowanie
niezawodno$ci obiektu kilkoma rodzajami charakterystyk odpowiednich do
stanu. Wtedy niezawodnos$¢ obiektu jest to jego wihasciwos¢ okreslona przez
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prawdopodobienstwo P(7> ), ze obiekt bedzie sprawny w ciagu okreslonego
okresu (0, #) oraz przez prawdopodobienstwo P(7 < 7), ze gdy stanie si¢ nie-
sprawny, przywrdcona mu zostanie sprawno$¢ w ciagu okre$lonego okresu
(0, 7) mierzonego czasem, iloScia wykonanej pracy, kosztem przywracania
sprawnosci itp.

Prawdopodobiefistwo przywrocenia sprawnosci obiektowi w okreslonym
czasie (0, 7) jest miara naprawialno$ci. Na rysunku 1.3 pokazano wykres funkcji
naprawialnos$ci

P(D)=P(T< 9 (1.2)

W przypadku ogélnym naprawialno$¢ zalezy od wilasciwosci samego
obiektu i od warunkéw, w jakich przywraca mu si¢ sprawnosc.

0

Rys. 1.3. Przyktadowy przebieg funkcji naprawialnosci P,(7)

1.5. Pojecia gotowosci

Miarg gotowosci obiektu G() jest prawdopodobienstwo P(7 <), ze obiekt
bedzie gotowy do spetnienia swych zadan w chwili ¢, t.

G(t)=P(T < 1. (1.3)

Wykres funkcji gotowo$ci przedstawiono na rys. 1.4. Gotowos$¢ obiektu
naprawialnego, tj. obiektu, ktoremu przywraca si¢ sprawno$¢, gdy ja utraci,
moze by¢ definiowana w r6zny sposdb, np. przez:

— frakcj¢ danego okresu (np. 1 roku), w ciagu ktérego obiekt jest zdolny do
pelnienia swych funkcji lub je pehni,

— frakcje¢ sumy okresow eksploatacji obiektu, w ciagu ktérej obiekt pelni swe
funkcje lub jest zdolny do petnienia swych funkcji,

— frakcjg catego zycia obiektu, w ciagu ktorej obiekt jest zdolny do pelienia
funkcji lub ja pelni.

12



0

Rys. 1.4. Przyktadowy przebieg funkcji gotowosci G(¢)

Przykiad 1.1

Obrabiarka sterowana numerycznie podlega w ciagu roku czterem przegla-
dom doraznym i jednemu przegladowi generalnemu, ktore trwaja odpowiednio 2
i 3 dni. Obliczy¢ gotowos¢ obrabiarki.

W tym przypadku najprosciej przedstawi¢ gotowos¢ jako frakcje okresow
sprawnosci. Zaktadajac, ze w roku jest 365 dni, otrzymuje si¢:

_ T, 365-(4:2+3) 354
T, +T, 365 365

~ 0,97,

gdzie: T; jest $rednia dtugoscia okreséw sprawnosci, a 7, — $rednig dhugoscia
okres6w niesprawnosci.

1.6. Charakterystyki niezawodnosci obiektow
nienaprawialnych i naprawialnych

Kres zycia obiektu przychodzi, gdy nie przywraca si¢ jego sprawnosci.
Obiektowi nie przywraca si¢ sprawnosci ze wzgledéow ekonomicznych, a takze
nieracjonalnych, np.: ze wzgledow na modg, gust, estetyke, obyczaje itp. Wy-
roznia sig takze obiekty, dla ktorych zaktada sig, ze nie bedzie si¢ przywracac
utraconej sprawnosci, np. rezystor lub zarowka. Taka klas¢ obiektow nazywa sig
nienaprawialnymi. Kres zycia takich obiektéw nadchodzi z chwilg zjawienia si¢
pierwszej niesprawnosci.

Niezawodnos$¢ obiektu nienaprawialnego, zdefiniowana jako prawdopodo-
bienstwo przezycia, okreslaja funkcje R(¢), A(f) lub f(r) lub parametry tych
funkcji, przy czym:

— R(?) jest funkcja niezawodno$ci wyrazong przez prawdopodobienstwo prze-
zycia okresu (0, 7),
—  A¢) jest funkcja intensywnosci uszkodzen,
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— f(¢) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa, ktora opisuje rozktad trwato-
$ci obiektow.

Niezawodnos$¢ obiektu moze by¢ scharakteryzowana rowniez przez zbior
danych z obserwacji zbioru obiektow lub otrzymanych z préb niezawodnos$ci
obiektow. W tym wypadku nalezy jednak przeprowadzi¢ analiz¢ statystyczna
danych w celu okreslenia ich jakosci.

Obiektami naprawialnymi nazywa sig takie, ktérym przywraca si¢ spraw-
no$¢, gdy ja utraca. W przypadku tych obiektéw, oprocz wymienionych charak-
terystyk, istotne sa naprawialno$¢ i gotowos¢. Tak wigc charakterystykami
niezawodno$ciowymi obiektéw naprawialnych moga by¢:

— funkcje R(¢) lub f{¢) lub A(¢), badz tez wartosci tych funkcji dla okre§lonego
przedziatu (0, ), albo parametry rozktadow trwatosci,

— funkcje R(?) lub f{¢) lub A(¢) dotyczace okresow sprawnosci lub wartosci tych
funkcji dla okreslonego przedziatu (0, f) albo parametréw rozktadu dtugosci
okreséw sprawnosci,

— analogiczne funkcje dotyczace przywracania sprawnosci,

— funkcje naprawialnosci P,(7),

— funkcje gotowosci G(7),

— sensowne kombinacje powyzszych charakterystyk,

— zbiory danych z obserwacji zbioru obiektow.

Zagadnieniami wyznaczania ekonomicznego okresu uzytkowania obiektu
zajmuje si¢ teoria odnowy, ktora bada wlasciwosci zbiorow, z ktorych poszcze-
gblne elementy ubywaja, ana ich miejsce przybywaja nowe. Teoria odnowy
odpowiada m.in. na pytanie, kiedy obiekt lub jego element powinien by¢ zasta-
piony nowym ze wzgledow ekonomicznych. Z teorii odnowy wynika, Ze nie
zawsze oplaca si¢ wymienia¢ obiekt czy jego element na nowy dopiero wtedy,
gdy stanie si¢ niesprawny lub gdy nie ma juz mozliwosci fizycznych (biologicz-
nych) przywrdcenia sprawnosci. W pewnych przypadkach lepiej wymieni¢ go
wczesnie], unikajac kosztow wynikajacych z przestojow lub napraw podzespo-
16w mogacych ulec uszkodzeniu w wyniku awarii analizowanego obiektu.

1.7. Wartosci szczegoélne niezawodnosci

Na etapie konstruowania i wytwarzania obiektow mozemy w dosy¢ duzym
stopniu wptywac na ich charakterystyki niezawodno$ciowe. Nieroztacznie jest
to zwiazane z kosztami generowanymi przez zaawansowane badania, precyzyj-
ne obrobki lub wyzszej klasy materiaty. Dlatego tez wartosci szczegolne nieza-
wodno$ci przedstawia si¢ w konteks$cie kosztoéw. Do wartodci szczegdlnych
niezawodnos$ci naleza:

— Ry, warto$¢ krytyczna niezawodno$ci (nietolerowana przez uzytkownikow),

— Ry, ekonomicznie optymalna warto$¢ niezawodnosci,

— Ry, warto$¢ maksymalna niezawodnosci uzyskiwana lokalnie, np. w skali
zaktadu produkcyjnego, konsorcjum lub kraju,
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—  Ryyg, najwigksza warto$¢ niezawodnosci uzyskiwana w technice Swiatowej.
Na rys. 1.5 przedstawiono typowy wykres zalezno$ci kosztow od nieza-
wodnosci obiektu technicznego.

K

| |
Rtk Rte Rtml Rtmg Rt

Rys. 1.5. Zaleznos¢ kosztow K od niezawodnosci R;; K — koszty zwigkszenia R,,
K, —koszty postojow, gwarancji, serwisu, itp.

Z rysunku 1.5 wynika, ze koszty K| uzyskania wigkszej niezawodnos$ci R;
rosna, natomiast przy duzej niezawodnosci maleja koszty K, postojow, gwaran-
cji, serwisu itp. Istnieje zatem minimalna suma kosztow K, + K, przy ktorych
uzyskuje si¢ ekonomicznie optymalna warto$¢ niezawodnosci R,. Istnieja
przypadki, w ktorych parametry ekonomiczne nie decyduja o niezawodno$ci
produkowanego elementu lub obiektu. Przykladem moze tu by¢ technologia
wykorzystywana w budowie elektrowni atomowych, gdzie bezpieczenstwo
konstrukecji jest gtownym priorytetem.

1.8. Relacje ilosciowo-jakosciowe w planowaniu

Obiekty o podwyzszonej jako$ci z zasady eksploatuje sig¢ dtuzej niz te o ja-
kos$ci typowej. Stad zapotrzebowanie rynku jest uzaleznione od jakosci obiek-
tow. Problemy ilosciowo-jakosciowe w $wietle teorii niezawodno$ci mozna
sformutowaé nastgpujaco. W celu zaspokojenia potrzeb w ciagu okre§lonego
czasu t nalezy dostarczyé pewna liczbe N obiektow (wyrobow) o okreslonej
niezawodnoS$ci R. Najczesciej realizuje si¢ to jednym z trzech sposobow, dosto-
sowujac jakos¢ produktéow do oczekiwan rynku lub dlugoplanowej strategii
produkcji realizowanej w zaktadzie. Na rys. 1.6 przedstawiono funkcje¢ efektyw-
nosci produkcji z zaznaczonymi wariantami produkcji ilo§ciowo-jakosciowe;.
Strzatki 4 i T przy symbolach N i R wskazuja odpowiednio na podwyzszona
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1 obnizong liczbe obiektow lub niezawodno$¢ w stosunku do wielko$ci wystepu-
jacych w wariancie podstawowym.

R

RT

0

Rys. 1.6. Ilustracja wielowariantowego planu produkc;ji ilosciowo-jakosciowej,
I — wariant podstawowy, II — wariant jakosciowy, III — wariant ilo$ciowy,
E — funkcja efektywnosci produkcji

Dla wyszczegdlnionych wariantow produkceji funkcje efektywnos$ci produk-
cji przyjmuja postac

E; =NR, (1.4)
Ey =N RT=(N-AN)R+AR), (1.5)
E; =NT RI=(N+AN)R-AR). (1.6)

Aby zachowany zostat postulat zaspokojenia potrzeb spotecznych, wymie-
nione sposoby produkcji powinny by¢ efektywne, czyli musza spetnia¢ relacje

E[:E][:EH]:E:COHSt. (17)
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2. Niezawodnosé, trwalosé i gotowos¢ obiektow
technicznych

2.1. Rodzaje obiektow

Kazdy obiekt techniczny ma okreslona niezawodnos¢ (R), trwatos¢ (T)
i gotowos¢ (G) [1]. Zaleznie od konkretnego zastosowania oraz wymagan
podawanych zwykle w normach, przepisach, umowach handlowych itp. coraz
czesciej zada sie od wytworcow podawania wartosci liczbowych odpowiednich
wskaznikéw dotyczacych niezawodnoS$ci, trwaloSci i1 gotowosci. Majac takie
dane, mozna racjonalniej podejmowac decyzje zwiazane z produkcja wyrobow
oraz ich dlugotrwata eksploatacja.

Ze wzgledu na rodzaj charakterystyki, ktora jest istotna dla danego obiektu
technicznego, mozna wyr6zni¢ 8 klas obiektéw wyrazonych przez niezawod-
no$¢, trwatos¢ 1 gotowos¢ (tab. 2.1). Sa to:

I.  obiekty typu I (ilo$¢), to obiekty, ktorym nie stawia si¢ wymagan jakoscio-
wych zwiazanych z ich niezawodno$cia, trwatoscia i gotowoscia,

II.  obiekty typu R (niezawodnosc¢), od ktorych wymaga si¢ duzej niezawodno-
$ci. Typowymi przyktadami takich obiektow sa obiekty specjalnego prze-
znaczenia, np. samoloty, rozruszniki serca, w ktorych moze doj$¢ do utraty
zycia ludzi,

II. obiekty typu T (trwato$¢), od ktérych wymaga si¢ przede wszystkim duzej
trwalosci. Sa to drogie i wazne gospodarczo obiekty techniczne, np. bu-
dynki, mosty, wiadukty itp.,

IV. obiekty typu RT (niezawodnos¢ i trwatosc), dla ktorych podstawowymi
wymaganiami sa jednoczes$nie duza niezawodno$¢ i duza trwatos$¢. Sa to
drogie i wazne gospodarczo obiekty o dlugotrwalej i ciaglej eksploatacii,
np. elektrownie (zwlaszcza jadrowe), zapory wodne, statki i inne,

V. obiekty typu G (gotowosc¢), od ktérych wymaga si¢ duzej gotowosci. Sa to
glownie pogotowia — medyczne (karetka reanimacyjna), straz pozarna (sa-
mochod strazacki) i inne,

VI. obiekty typu RG (niezawodnos$¢ i gotowos$¢), ktore cechuja si¢ zarowno
duza niezawodnoscia jak i duza gotowoscia, np. helikopter pogotowia me-
dycznego, aparaty ratownictwa gdérniczego i inne,

VII. obiekty typu TG (trwato$¢ i gotowosc), od ktérych wymaga sig¢ gtownie
duzej trwatosci i gotowosci, np. statki ratownictwa morskiego i inne,

VIIIL. obiekty typu RTG (niezawodnos$¢, trwato$¢, gotowos¢). Sa to rdéznego
rodzaju obiekty pogotowia, charakteryzujace si¢ duza trwaloscia
1 niezawodno$cia.
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Tabela 2.1.
Podstawowe klasy obiektow technicznych [1]

R T G Klasy Oznaczenie klasy
- - - 1 typu |

R - - II typu R

- T - I typu T

R T - v typu RT

- - G A" typu G

R - G VI typu RG

- T G VII typu TG

R T G VIII typu RTG

2.2. Niezawodnos¢ obiektow technicznych

W teorii 1 inzynierii niezawodnoS$ci przyjmuje sig, ze funkcja, ktora najle-
piej charakteryzuje zmiany niezawodno$ci dowolnego obiektu technicznego jest
funkcja intensywnosci uszkodzen A(f). Z jej przebiegu mozna wyciagnaé wiele
wnioskow natury teoretycznej i praktycznej, a takze wyznaczy¢:

— funkcj¢ niezawodnosci

t
R(t)=P(T>1)= exp{— [ l(x)dx], 2.1)
o
— funkcje zawodnosci (dystrybuantg)
t
Q)=F(@)=P(T <t)=1-R(t)=1- exp[— j /l(x)dx] , (2.2)
o
— funkcjg gestosci prawdopodobienstwa trwatosci
1=~ (” = A1) exp{ [ x)dx] 2.3)
— funkcje wiodaca (skumulowang intensywno$¢ uszkodzen)

t
A(t) = [ Ax)dx (2.4)
0

Przyktadowe przebiegi tych funkcji pokazano na rys. 2.1.
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Rys. 2.1. Przyktadowe przebiegi funkcji niezawodnosci R(¢), zawodnosci O(f),
gestosci prawdopodobienstwa f{7) 1 funkcji wiodacej A(?)

Znajomos¢ przebiegu funkcji intensywnosci uszkodzen A(f) umozliwia pro-
ducentowi 1 uzytkownikowi podejmowanie waznych decyzji praktycznych
w zakresie:

— ustalania niezbgdnych okreséw starzenia wstgpnego produkowanych obiek-
tow,

— ustalenia wielkos$ci i asortymentu czg$ci zamiennych,

— planowania optymalnej pracy serwisu technicznego, stuzb remontowych,

— ustalenia optymalnych okresow wymian profilaktycznych elementow
1 zespotow,

— ustalania optymalnych okres6w eksploatacji obiektow (teoria odnowy),

— innych dziatan techniczno-ekonomicznych (okres gwarancji).

W wielu przypadkach eksperymentalne przebiegi funkcji A(f) mozna aprok-
symowaé funkcjami analitycznymi. Umozliwia to bezposrednie skorzystanie
z wzordéw (2.1) = (2.4) i usprawnia analiz¢ niezawodno$ciowa obiektu. Najczg-
sciej stosowanymi wielko$ciami opisujacymi przebieg funkcji A(f) sa teoretycz-
ne rozktady prawdopodobienstwa takie jak np. rozktad wyktadniczy, beta,
rownomierny, Weibulla lub kompozycja tych rozktadow.

Rzeczywiste przebiegi funkcji A(¢) konkretnego obiektu, zaleznie od przyjg-
tej strategii eksploatacji, moga by¢ bardzo r6ézne i moga by¢ celowo ksztattowa-
ne. Na rys. 2.2 pokazano dwa rozne przebiegi funkcji A(f) dla obiektow typu
Mt; r, v, r) oraz At; m, c, r) uzyskane w wyniku stosowania starzenia wstepnego
i wymian profilaktycznych. Funkcja A(#; x, y, z) wyroznia trzy przedzialy cza-
sowe oznaczone odpowiednio przez x, y, z, w ktérych moze przyjmowaé warto-
sci malejace (m), state (c) i rosnace (r).
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Rys. 2.2. Przebiegi funkcji A(¢) dla obiektu a) typu A(¢; r, r, r) z uwzglednieniem wymian
profilaktycznych po czasie #,; b) typu A(f; m, c, r) z uwzglednieniem starzenia wstgpnego
przez czas t, i wymian profilaktycznych po czasie ¢, [1]

2.3. Trwalosé obiektéw technicznych

Trwato$¢ obiektu jest nierozerwalnie zwiazana z jego zasobem (resursem)
i czasem uzytkowania. Zasob obiektu nalezy rozumie¢ jako ustalony doswiad-
czalnie lub teoretycznie okres pracy, w czasie ktdrego zagwarantowane jest
bezpieczenstwo i sprawnos$¢ eksploatacji. Czas uzytkowania obiektu zalezy od
charakteru pracy, wielkoéci zasobu i czgstosci korzystania z resursu. W tabelach
2.2 12.3 podano przyktady trwato$ci wybranych obiektow.

Znajac trwato$¢ obiektu ijego czeséci sktadowych mozna w sposob racjo-
nalny prowadzi¢ gospodarke w zakresie wyposazenia obiektow w czgSci zapa-
sowe, produkowania wylacznie potrzebnych czgsci zamiennych, stosowania
racjonalnych wymian profilaktycznych czg$ci, ustalania optymalnej trwatosci
obiektow, planowania odzysku czg$ci deficytowych o duzej trwatosci itp.
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Tabela 2.2.
Przyktadowa trwalo$¢ wybranych urzadzen napgdzanych silnikami elektrycznymi

Urzadzenie Whtsh  wrokuw il resrs b
Robot kuchenny 15 20-50 750
Kosiarka do trawnikow 14 20-50 700
Wiertarka 5 300-600 3000
Pralka automatyczna 10 30-200 2000
Wentylator w urzadzeniu 5 10 - 600 3000
elektronicznym
Tabela. 2.3.
Przecigtna trwato$¢ wybranych urzadzen powszechnego uzytku
Wyrdb Lata

Komputer osobisty 7

Samochdd osobowy 14

Zamrazarka produktow spozywczych 15

Piec gazowy centralnego ogrzewania 16

2.4. Gotowosc¢ obiektow technicznych

Przez gotowos$¢ obiektu rozumie si¢ jego zdolno$¢ do natychmiastowego
wykonywania zadan zjawiajacych si¢ zwykle w losowych chwilach i w loso-
wych punktach przestrzeni np. wezwanie karetki pogotowia do wypadku, jed-
nostki strazy pozarnej do pozaru.

Gotowo$¢ obiektu wyraza si¢ prawdopodobienstwem G(f), ze obiekt przy-
stapi do realizacji ustalonego zbioru zadan we wilasciwym czasie T<t i we
wiasciwym miejscu przestrzeni, a po ich zakonczeniu bedzie gotowy do realiza-
cji zadan nastgpnych. Zatem

G(r)=P(T <1), 2.5)

gdzie ¢ jest wymaganym czasem gotowosci, to jest czasem, w ciagu ktdrego
obiekt powinien przystapi¢ do realizacji zleconych mu zadan.

Obiekty techniczne przeznaczone do realizowania takich samych zadan
moga mie¢ rézna gotowos¢. Obiekt ma tym wigksza gotowos¢, im w krotszym
czasie moze przystapic¢ do realizacji okreslonego zadania, np. przygotowanie do
pracy obrabiarki sterowanej numerycznie, robota spawalniczego lub hydraulicz-
nej maszyny wytrzymalosciowej. Zaleznie od zleconego zadania czas T przygo-
towania tych urzadzen mechatronicznych do pracy (dobdr narzedzi, zaprogra-
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mowanie obrabiarki, robota, maszyny wytrzymato§ciowej, nagrzanie oleju
agregatu hydraulicznego do wymaganej temperatury) jest zmienna losowa
i w przypadku, gdy jest on mniejszy od z, uznaje si¢, ze urzadzenie jest w stanie
gotowosci, natomiast w przypadku przeciwnym uznaje sig, ze urzadzenie jest
w stanie niegotowosci. Gdy G = 1, urzadzenie jest w stanie absolutnej gotowo-
$ci, agdy G=0 — wstanie absolutnej niegotowosci. Przyktadem systemu
o duzej gotowosci jest system cztowiek — maszyna, kiedy personel obstugujacy
maszyng znajduje si¢ zawsze w stanie pracy (absolutnej gotowosci), natomiast
maszyna jest uruchamiana zaleznie od potrzeby, np. podczas dyzurowania pilota
samolotu pogotowia ratunkowego. Utrzymanie obiektu w wyzszych stanach
gotowosci zawsze odbywa si¢ kosztem zmniejszenia jego trwatosci i niezawod-
nosci.

Znajac gotowos¢ elementow sktadowych urzadzenia oraz jego strukture go-
towo$ciowa mozna wyznaczy¢ gotowos¢ calego systemu mechatronicznego.
W tym celu mozna skorzysta¢ ze wzoréw podanych w tablicy 2.4.

Tablica 2.4.
Wzory do wyznaczania gotowosci prostych uktadow obiektow technicznych* [1]

Uktad potaczen obiektow Gotowos¢ struktury obiektow
Szeregowy - jednorodna G, =G"
> H B n
- niejednorodna G, = H G;
i=1
Rownolegly . _ m
- jednorodna G, =1- (1 — G)
> m
- niejednorodna G, =1- H(l -G, )
Jj=1
Szeregowo-réwnolegty .
- jednorodna G. = [1 _ (1 _ G)m ]"

Sr
- niejednorodna G, = 1- H (1 -Gy )

Rownoleglo-szeregowy - jednorodna G.=l- (1 _gm T
m n
- - niejednorodna G, =1- H 1- H Gy
=1 i=1

* Dla uproszczenia zapisu funkcji gotowosci G(¢) we wzorach pominigto parametr czasu ¢.
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W praktyce inzynierskiej waznym zagadnieniem staje si¢ wyznaczenie goto-
wosci do pracy duzych obiektow przemystowych na przyktad przy uruchamianiu
bloku energetycznego w elektrowni, przygotowanie pieca hutniczego do wytopu
suré6wki po remoncie lub wznowienie po przerwie produkcji tasmowej samocho-
dow.

Przyklad 2.1

Obliczy¢ gotowos$¢ systemu mechatronicznego o szeregowo-rownolegtym
uktadzie potaczen elementow sktadowych pokazanym na rys.2.3. Znane sa
gotowosci elementow sktadowych Gy, G, 1 Gs.

G
G3

Rys. 2.3. Przyktad struktury gotowo$ciowej systemu mechatronicznego
o szeregowo-rownolegltym uktadzie elementéw sktadowych

Roéwnolegle potaczone elementy o gotowosciach G, ; Gz zastepuje si¢ jed-
nym o gotowosci

G2,3 =1—(1—G2)(1—G3)=G2 +G3 —G2G3.

Nastepnie oblicza si¢ gotowo$¢ potaczonych szeregowo elementéw o go-
towosciach G i G 3, co daje wynikowa gotowos¢ catego systemu

Gy = GGy 3 = G1Gy + GG - GG, G5,

W przypadku jednorodnej struktury systemu o gotowos$ciach elementow
G, = G, = G3 = G otrzymuje sig

G, =2G* -G°.

Przyklad 2.2

Obliczy¢ gotowo$¢ systemu mechatronicznego o réwnoleglo-szeregowym
uktadzie potaczen elementéw skltadowych pokazanym na rys.2.4. Znane sg
gotowosci elementow sktadowych Gy, G, 1 Gs.

Gy
9L f
G, — Gy

Rys. 2.4. Przyktad struktury gotowos$ciowej systemu mechatronicznego
o rownolegto-szeregowym uktadzie elementow sktadowych

23



Szeregowo potaczone elementy o gotowosciach G, i1 G; zastgpuje si¢ jed-
nym o gotowosci

G2’3 = Gz G3 .

Nastegpnie oblicza si¢ gotowo$¢ potaczonych rownolegle elementow
o gotowos$ciach G, 1 G,3, co daje wynikowa gotowo$¢ calego systemu

Gy =1-(1=-G))(1=Gy3) = G + G,G3 - G1G,G3.

W przypadku jednorodnej struktury systemu o gotowosciach elementow
G| = G, = G; = G otrzymuje si¢

G,=G+G*-G>.
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3. Stany niezawodnosciowe obiektow

Na podstawie danych serwisowych i zaplanowanych do$wiadczen laborato-
ryjnych mozna stwierdzi¢, ze moment pojawienia si¢ uszkodzenia obiektu, czas
trwania naprawy, czas uzytkowania itp. maja charakter przypadkowy, a zatem
moga by¢ rozpatrywane jako zmienne losowe. Stad cechy niezawodno$ciowe
obiektow sa traktowane jako zmienne losowe i powinny by¢ badane i opisywane
metodami znanymi z teorii funkcji losowych.

Stan fizyczny obiektu mozna opisa¢ funkcja wektorowa x(f) = [x1(?), ..., X,(¢)]
w kazdej chwili t€[t, t,], gdzie x(?), ..., x,(f) sa wyrdéznionymi zmiennymi — sg to
parametry opisujace wlasciwosci obiektu. W roznych chwilach stan ten jest na ogét
rézny. Roznym stanom fizycznym obiektu odpowiadaja rézne stany niezawodno-
sciowe. W najprostszym ujeciu rozroznia si¢ dwa stany niezawodno$ciowe: stan
zdatnosci S; oraz stan niezdatnosci Sp.

W przypadku, gdy funkcja wektorowa x(¢) jest dwuwymiarowa, fatwo
mozna zobrazowa¢ trajektori¢ obiektu. Na rys. 3.1 zakre$lono linia przerywana
obszar, w ktorym obiekt pozostaje w stanie zdatnosci S;. Poza tym obszarem
obiekt znajduje si¢ w stanie niezdatnosci Sy. Przejscie z S; do Sy nazywa si¢
uszkodzeniem obiektu, natomiast przejscie z Sy do S; nazywa si¢ odnowieniem
obiektu. Krzywa (a) odnosi si¢ do obiektu nicodnawialnego (jednorazowego
uzycia), dla ktdrego istnieje tylko jednorazowe przejsScie ze stanu zdatnosci do
niezdatnos$ci. Krzywa (b) odnosi si¢ do obiektu odnawialnego. Przedziat (%, #,)
nosi nazw¢ czasu zdatnosci obiektu do powstania pierwszego uszkodzenia.
Przedziat (%, t,) nazywa si¢ czasem zdatnosci obiektu nieodnawialnego. Kazdy
z przedziatow (b, t3),...,(txu, ta+1) Nazywa si¢ czasem zdatnosci obiektu migdzy
kolejnymi uszkodzeniami. Kazdy z przedziatow (¢, t2),...,(t2k.1, t2x) Nazywa sig
czasem odnowienia obiektu. Stad mozna obliczy¢ sumaryczny czas zdatno$ci
obiektu X(fo4,f2441 ) oraz sumaryczny czas odnowienia obiektu X(tp_;.22% ) -
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Rys. 3.1. Ogodlna ilustracja graficzna trajektorii obiektu w przestrzeni dwuwymiarowe;j
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dla konstrukcji mechanicznej i uktadu elektronicznego [1]



4. Modele matematyczne obiektéw
nieodnawialnych

4.1. Funkcja niezawodnosci

Niech pewien obiekt nieodnawialny znajduje si¢ w chwili 7 =0 w stanie
zdatno$ci i pozostaje w tym stanie az do chwili ¢,, w ktérej nastgpuje jego
uszkodzenie. Wowczas przedziat czasowy ¢, —fy=T jest czasem zdatnosci
obiektu 1rownoczesnie jego trwaloScig. Zmienna losowa 7, oznaczajaca czas
zdatno$ci obiektow z pewnej populacji, w petni charakteryzuje dwustanowy
proces stochastyczny bgdacy modelem niezawodno$ciowym obiektu nieodna-
wialnego.

Podstawowa charakterystyka funkcyjna niezawodno$ci obiektu nieodna-
wialnego jest funkcja

R(t)=P(T>1), t>0, 4.1

zwana funkcja niezawodnosci (rys. 1.1). Funkcja niezawodnos$ci obiektu dla
kazdego ustalonego >0 ma warto$¢ rowna prawdopodobienstwu zdarzenia,
polegajacego na nieuszkodzeniu si¢ obiektu co najmniej do tej chwili, czyli
prawdopodobienstwu znajdowania si¢ obiektu do chwili ¢ w stanie zdatnosci.
Jezeli w chwili =0 rozpoczynania pracy obiektu nastepuje jego uszkodzenie,
moéwi si¢ wowcezas o tzw. niezawodnosci poczatkowej obiektu:

R(0)=P(T' =0). 4.2)

W wigkszosci przypadkow zdarza sig, ze obiekt rozpoczynajac prace jest
zdatny, czyli R(0) = 1. Istnieja jednak wyjatki, np. w przypadku dostawy duzej
partii rezystorow w celu ich selekcji ze wzgledu na warto$¢ impedancji. W tym
przypadku pewna liczba dostarczonych rezystoréw begdzie niesprawna, ponie-
waz rzeczywista warto$¢ ich impedancji nie bedzie miesci¢ si¢ w zatozonych
granicach.

4.2. Funkcja zawodnosci

Funkcje, ktéra dla kazdego ustalonego ¢ > 0 przyjmuje warto$¢ prawdopo-
dobienstwa zdarzenia przeciwnego do opisanego wzorem (4.1)

O =F(@t)=P(T <t)=1-R(t); >0, (4.3)
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nazwano funkcja zawodno$ci obiektu (rys. 2.1). Jest ona dystrybuanta F(¢)
zmiennej losowej 7' — zdatno$ci obiektu.

Jezeli obiekt przechodzi w stan niezdatnosci juz w chwili £ = 0, méwi si¢ wOw-
czas o tzw. zawodnos$ci poczatkowej 0(0), lub — w odniesieniu do partii obiektow —
o wadliwo$ci poczatkowej. Najczesciej zdarza sig, ze Q(0)=0. Ze wzgledu na
proste przeksztalcenia pozwalajace na wyznaczenie niezawodnosci z zawodnosci
1 odwrotnie, wielkosci te stosuje si¢ zamiennie w celu uzyskania czytelno$ci wzo-
row koncowych. Mowimy wtedy o opisie pozytywowym przy wykorzystywaniu
niezawodnosci R i negatywowym przy stosowaniu zawodnosci Q.

4.3. Gestos¢ prawdopodobienstwa trwatosci

Jezeli funkcja niezawodno$ci jest bezwzglednie (absolutnie) ciagla, to
mozna ja przedstawi¢ w postaci

R(t) = j F(x)dx, t=0, (4.4)
t

gdzie f{x) (rys. 2.1) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa trwatosci obiektu
1 jest okres$lona nastepujaco

d d
Q) _ZFO) = _ZRU)’ (4.5)

4.4. Intensywnos¢ uszkodzen

Funkcje te (rys. 1.2) definiuje si¢ nast¢pujaco:

d
At) = —E[ln R@t)] t>0, (4.6)
czyli
_f®
Af) = RO (4.7)

Ze wzoru (4.6) otrzymuje si¢ rowniez

__4d L dpy RO
At) = . [InR()] RO d R(7) RO (4.8)
Mozna napisaé, ze
R(t+At)= R(t)+ R'(1)At (4.9)
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stad
R(t+ At)— R(t) = R'()At = —R(1) A(1)At (4.10)

czyli

_R(O-R(t+A)

A R(H)At

(4.11)

Tak wigc intensywno$¢ uszkodzen A(f) charakteryzuje w kazdej chwili ¢
wzgledne pogorszenie si¢ niezawodno$ci obiektu przypadajace na jednostke
czasu. Dla poréwnania ggstos$é

R(t)— R(t + At)

f~ ==

(4.12)
wyraza bezwzgledne pogorszenie niezawodnosci obiektu w jednostce czasu.

4.5. Skumulowana intensywnos¢ uszkodzen lub funkcja
wiodaca

Funkcja ta (rys. 2.1) jest miarg wyczerpywania si¢ zapasu mozliwo$ci wy-
konania przez obiekt zadania

t
A(t) = j/l(x)dx, 1>0. (4.13)
0

4.6. Wspobtzaleznosci charakterystyk funkcyjnych
niezawodnosci

Kazda z omawianych pigciu charakterystyk funkcyjnych niezawodnosci
obiektu mozna wyrazi¢ przez dowolna pozostata. Przyktadowy przebieg funkcji
niezawodno$ci obiektu R(f) w powiazaniu z innymi funkcjami niezawodnosci
pokazano na rys. 4.1. W tabeli 4.1 zamieszczono wzory pozwalajace na wyzna-
czenie wybranej charakterystyki niezawodnos$ciowej na podstawie innej dane;j.
Latwo zauwazy¢, ze znajomos$¢ jednej charakterystyki obiektu pozwala w pelni
na jego opis niezawodno$ciowy. Budujac matematyczny model niezawodnosci
obiektu, zaktada si¢ zazwyczaj z gory posta¢ funkcji intensywnos$ci uszkodzen
A(f) 1 w konsekwencji otrzymuje si¢ teoretyczna funkcje niezawodnosci R(?),
odpowiadajaca rozktadowi zmiennej losowej 7' o dystrybuancie F(#) i ggstosci
prawdopodobienstwa f{¢) [1, 2, 3].
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4.7. Empiryczne charakterystyki funkcyjne niezawodnosci

Charakterystyki funkcyjne niezawodnosci zebrane w tabeli 4.1 zdefiniowa-
ne sa dla zmiennych o charakterze ciaglym. Wykorzystuje si¢ je takze podczas
przeksztatcen matematycznych, pozwalajac wyznaczy¢ pewne funkcje anali-
tycznie. Czgsto jednak istnieje potrzeba estymacji charakterystyk funkcyjnych
niezawodnos$ci na podstawie danych empirycznych, pochodzacych z eksploata-
cji urzadzen lub badan eksperymentalnych. Przyjmujac oznaczenie:

n — liczba obiektow badanych,

n(t) — liczba obiektow zdatnych w chwili ¢,

m(t) — liczba obiektow niezdatnych w chwili ¢,
otrzymuje si¢

n(t)+m(t)=n. (4.14)
Empiryczna funkcja niezawodnos$ci

n(t) _n —m(t) 1 m(t)

R(t)= (4.15)
n n n
Empiryczna funkcja zawodnosci
O(6)=F(H)=1-R@="=r0 _m@) _;_n®) (4.16)
n n n
Tabela 4.1
Charakterystyki funkcyjne niezawodnosci [1]
R() = 1-00) | [rde | expl=[A0d] | expl-A(0)]
t 0
ow=| 1-R@ [reads | 1-expl=[ A(x)dx] | 1-expl-A()]
0 0
¢ d
fo=| ~Sro | Low Hoyexpl-[ 2o | g P AON
0
d d f(t) d
M) = _E[lnR([)] _E{ln[l _Q(t)]} Tf(x)dx di A(t)
0 S (x)dx !
R(0) 100 |]=
= In—= 1 A
A0 TG Mo (o] | A
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Rys. 4.1. Ilustracja graficzna wspoétzaleznos$ci funkcji niezawodnosci
iich typowe przebiegi [1]

Empiryczna funkcja ggstosci prawdopodobienstwa trwatosci

~ @) —n(t+At)  m(Ar)
f()= vy = (4.17)

Empiryczna intensywno$¢ uszkodzen (dla srodkoéw przedziatow At)

T = n(t)—nlt+Ar) _ m(Ar) @.18)
A(t)At A(H)AL’ '

gdzie
n + iy

5 (4.19)

n(t) =
Empiryczna funkcja wiodaca

INGEDIWA(A'YS (4.20)

Przyklad 4.1

Badaniem objgto n = 6 akumulatoréw elektrycznych (obiekty nienaprawial-
ne) przez czas t =12 umownych jednostek czasu [ujc]. W wyniku przeprowa-
dzonych badan stwierdzono, ze w chwili rozpoczynania badania (¢ =0) jeden
obiekt byt juz niezdatny, a pozostale ulegaly uszkodzeniu w sposob przedsta-
wiony w tabeli.
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t n(t) m(t) m(At) Niezawodno$¢ poczatkowa

0 n0)=5 | mO)=1 - Roy="Q_3
n 6
0-4 =3 m(#) =3 3 Zawodno$¢ poczatkowa, czyli
4-8 n(8) =2 m(8) =4 1 wadliwos¢ badanej partii obiektow

5(0)=17(0):1—E(0):1_%:

| —

8-12 | n(12)=0 | m(12)=6 2

W chwili = 8 [ujc]

Niezawodnosé R(8) = n® = 2 .
n 6
— 4
Zawodnos¢ 0o®)= m®) =—.
n 6
Funkcja ggstosci prawdopo-  _ m(At) 1|1
dobienstwa trwatosci f(6)= WAL = -4l wie
(dla $rodka przedziatu) J
A(6) n4;-n8 _3+2 2’5
Intensywno$¢ uszkodzen 16 m(Af) 1 111
(dla srodka przedziatu) (6)= M = m 10 u]_c
AQ2) = 3 3 L
543 4 16 ujc
2
Funkcja wiodaca, skumulowana intensywno$¢ uszkodzen
(dla $rodka przedziatu)
A6 =[F@+ iOh =L a=%420s
5+3 Af 3+2 Af 5
2 2

W analogiczny sposob prowadzi si¢ obliczenia dla pozostatych chwil ¢ =4
it=12 [ujc].
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Przyklad 4.2

Badano n = 50 zarowek przez czas ¢t = 21 [ujc]. W momencie rozpoczgcia
badan trzy zarowki byly juz uszkodzone. Reszta uszkadzata si¢ w nastgpujacy
sposob:

Dane:
n=50;
t=21 [ujc];
At =3 [ujc].
t n(t) m(t) m(At)
0 n(0) = 47 m(0) =3 -
0-3 n(3) = 45 m(3) =5 5
3-6 n(6) = 43 m(6) =7 2
6-9 n(9) = 40 m(9) = 10 3
9-12 n(12) =38 m(12) = 12 2
12-15 n(15) =37 m(15) =13 1
15-18 n(18) =35 m(18) = 15 2
18 -21 n(21) =34 m(21) = 16 1
Obliczenia
niezawodno$¢ poczatkowa R(0) = @ = :—(7) =094,
n
zawodno$é poczatkowa 0(0)=F(0)=1-R(0)=0,06.
Estymator Estymator Estymator gestosci prawdo-
niezawodnosci zawodnosci podobienstwa trwatosci
R(2) (0,90 0(@2) 10,10 () 10,0333
R(4) |086 0@ |04 F@ (00133
R (7) (0,80 0 (7) 1020 7 (7 0,0200
R (10) [0,76 0 (10) |0,24 7(10) 10,0133
R (13) [0,74 0 (13) 10,26 7(13) 10,0067
R (16) [0,70 0 (16) 10,30 f(16) 10,0133
R (19) |0,68 0 (19) 0,32 £ (19) ]0,0067
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Estymator Estymator skumulowane;j

intensywnosci uszkodzen intensywno$ci uszkodzen
AQ2) | 0,03623 | A(2) | 46,0 A(2) 0,10870
A(4) | 0,01515 | A(4) | 44,0 A(4) 0,15415
A(7) | 0,02410 | A7) | 41,5 A7) 0,22644
A(10) | 0,01709 | A(10) | 39,0 A(10) 0,27772
A(13) | 0,00889 | a(13) | 375 A(13) 0,30439
A(16) | 0,01852 | a(16) | 36,0 A(16) 0,35994
A(19) | 0,00966 | A(19) | 34,5 A(19) 0,38893
Wykresy

1. Niezawodnos$¢ R () —rys. 4.2

1.00

0.80

Niezawodnos$¢ R(t)

0.60

0.40

0.20

0.00

\

\

|
0 4 8 12 16 20
Czas t [ujc]

Rys. 4.2. Wykres empirycznej funkcji niezawodnosci
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2. Zawodnoéé Q(¢) —rys. 4.3

0.40

= 030

e

2

o

S 0.20

o

=

[a]

2

Z 010
0.00

Rys. 4.3.

\

\

|
0 4 8 12 16 20
Czas t [ujc]

Wykres empirycznej funkcji zawodnosci

3. Gestosé prawdopodobienstwa trwatosci f(f) —rys. 4.4

0.04

Ggstos¢ prawdop. uszkodzen f(t) [1/ujc]

0.03

0.02

0.01

0.00

Czas t [ujc]

Rys. 4.4. Wykres empirycznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa trwatosci
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4. Intensywno$¢ uszkodzen A (7) —rys. 4.5

0.04

0.03

Intensywnos¢ uszkodzen A(t) [1/ujc]

0.02

0.01

0.00

Czas t [ujc]

Rys. 4.5. Wykres empirycznej funkcji intensywno$ci uszkodzen

5. Skumulowana intensywno$¢ uszkodzen A(¢) —rys. 4.6

0.40

Skumulowana intens. uszkodzen A(t) [1/ujc]

0.30

0.20

0.10

Czas t [ujc]

Rys. 4.6. Wykres empirycznej funkcji skumulowanej intensywnosci uszkodzen
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5. Charakterystyki liczbowe niezawodnosci

Na gruncie teorii zmiennych losowych [2] wyr6zni¢ mozna dwie grupy
charakterystyk liczbowych niezawodno$ci. Sa to charakterystyki pozycyjne
i charakterystyki zmienno$ci.

a) Charakterystyki pozycyjne (miary polozenia) to wielkosci, wokot ktérych
grupuja si¢ realizacje zmiennej losowe;j 7.

1. Warto$¢ oczekiwana w teorii niezawodnos$ci nazywana jest oczekiwanym
czasem zdatnosci

+00
E[T]=f= It f(t)dt dla ciagltej zmiennej losowe;j, (5.1)
0

E[T]=2t,;p; dla dyskretnej zmiennej losowej (p; — czgsto$¢ zdarzen). (5.2)
Mozna wykazaé, ze

E[T]= j R(t)dt (5.3)
0

2. Mediana to taka warto§¢ zmiennej losowej T oznaczona przez M., dla ktorej

P{T <M }=P{T>M,}=05 (5.4)
M, +00

F(M,)=05 lub j F(t)dt = j f(t)dt=05. (5.5)
0 M

e

3. Wartoécia modalna Iub krotko moda nazywa si¢ taka warto$¢ zmiennej
losowej T oznaczona przez M,, dla ktorej gestos¢ prawdopodobienstwa f{M,) ma
najwigksza warto$¢.

Wyrodznia sig:

— rozklady jednomodalne (unimodalne, 1 maksimum),

— rozklady bimodalne (2 maksima),

— rozklady wielomodalne (polimodalne, kilka maksiméw).
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Rozklad jest symetryczny (rys. 5.1), gdy

F(M,-t)=1-F(M, +1), (5.6)
f(Me_t)=f(Me+t)‘ (5.7
Dla rozktadéw symetrycznych
ElTl=M,=M,. (5.8)
F()
_
| F(M,+ 1)
0,5F—————————— :
| |
F(M, - 1) l |
L z
(Me_t) Me (Me+t)
NO)
| : t
M. - M, (M. +1)

Rys. 5.1. Dystrybuanta i ggsto$¢ prawdopodobienstwa rozktadu symetrycznego
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b) Charakter odchylania si¢ zmiennej losowej od jej warto$ci oczekiwanej

opisuje si¢ momentami (miary zmiennosci)

1. Moment zwykty rz¢du k zmiennej losowej 7
+00

7] =E[T"]= jt"f(z)dt .
0

Np. ap=1; ay = E[T]=1 — warto$¢ oczekiwana.

2. Moment centralny rzedu k zmiennej losowej T’
wlr=£| (=i |= [~ s
0

Np. w[T]=1; w[T)=0;

wlr=0c?=E [(T ~1 )ZJ — wariancja (dyspersja).

Dla rozktadow symetrycznych g = p3 = s =...=0.

Odchylenie standardowe

o 2
O, =0 =140,

Zwiazki miedzy a1 14 poczatkowych rzedow sa nastepujace:

2
Hy =0p —ayp,
— 3
H3 =03 _30{20{1 +2al ,
_ 2 4
Hyg =0y —40!30{1 +6a2a1 —30{1 .

Z zalezno$ci (5.13) otrzymuje si¢

ol = [Tz] (E[r]) jz f(o)dt—i2.

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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3. Wspoltczynnik asymetrii (sko$nosci) (rys. 5.2)

U
n=-=. (5.17)
O

Gdy:
7 > 0 asymetria dodatnia, M, < M.,
7 < 0 asymetria ujemna, M, > M.,
7 = 0 dla rozktadéw symetrycznych.

A9

n>0

M. M,

Rys. 5.2. Przyktady rozktadéw prawdopodobienstwa o dodatniej
i ujemnej asymetrii

4. Wspotczynnik ekscesu (splaszczenia) (rys. 5.3)

y,=t4-3. (5.18)
O
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Gdy wierzchotek rozktadu jest wyzszy lub nizszy od wierzchotka rozktadu
normalnego, wtedy jest odpowiednio y» > 0 Iub 7 < 0.
Dla rozktadu normalnego 7 = 0.

S

»>0

rozktad normalny

S

rozktad normalny

72 <0

Rys. 5.3. Przyktady rozktadéw prawdopodobienstwa o réznych
wspotczynnikach ekscesu

5. Wspodlezynnik zmiennos$ci

O

g=—
t

(5.19)

Jezeli warto$ci oczekiwane porownywanych rozktadow nie sg réwne, wtedy za
miarg zmiennosci stuzy 4.

Gdy 7 =1, to 9= o, inaczej méwiac, & jest miara rozproszenia, w ktorej za
jednostke przyjeto warto$¢ oczekiwana 7 .

6. Odchylenie przecigtne

o,[T1= E[|T —f| ]: ﬁt —f| F(t)dt (5.20)
0
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7. Kwantyl
Kwantylem ¢, rzedu p € (0, 1) czasu zdatnosci nazywa sig pierwiastek rownania

o) = F(4,) =p, (5.21)

czyli warto$¢ argumentu funkcji zawodnosci i dystrybuanty, ktoéra spelnia
rownanie (5.21). Jest to zatem trwato$¢ obiektu T = ¢, okreslona z prawdopodo-
biefstwem p zaznaczona na rys. 5.4.

o0 =F@

05 —————————

Rys. 5.4. Wykres funkcji zawodnosci i dystrybuanty z zaznaczonym
kwantylem #, rzedu p i mediana M,

Kwantyl ¢, 5 (rzedu p = 0,5) jest mediana, a kwantyle rzgdu 0,25 1 0,75 sa odpo-
wiednio kwantylem dolnym #j s i kwantylem gérnym ¢, 7s.

Zaktadajac, ze w chwili poczatkowej obiekt ma 100% ,zapasu zdatnosci”,
kwantyl #, nazywany jest (1-p) 100% zapasem zdatnosci obiektu. Pojecie kwan-
tyla moze tez stuzy¢ do okreslenia maksymalnego czasu zdatnosci obiektow
nieodnawialnych, poniewaz czasowi temu jest rowny kwantyl rzedu 1.

Operacja centrowania zmiennej losowej T daje zmienng losowa 7; o warto$ci
oczekiwanej 7, =0
h=T-t. (5.22)

Operacja standaryzowania zmiennej losowej 7 daje zmienna losowa 75
o wartoséci oczekiwanej 7, =0 i odchyleniu standardowym oy, =1

A

T-i T

O Oy

T, = (5.23)

Powyzsze miary polozenia a) i miary zmienno$ci b) stuza do definiowania
réoznych wskaznikdéw niezawodno$ci obiektow technicznych stosowanych
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w normach [4 —11]. Dla przyktadu norma polska PN-77/N-04005 wyr6znia
tacznie 22 wskazniki [4]. Sa to:

(1) wskazniki dotyczace zdatnosci i trwatosci (13 wskaznikow),

(i1) wskazniki dotyczace napraw (3 wskazniki),

(iii)) wskazniki dotyczace przechowywania lub transportu (3 wskazniki),

(iv) inne wskazniki.

A oto niektére z nich:
ad. (i) Zasob y-procentowy ¢, do pierwszego uszkodzenia.

Wskaznik ten okre$la ilo$¢ pracy, jaka moze wykona¢ obiekt, odpowiadajaca »
procentom prawdopodobienstwa poprawnej pracy, tzn. jest to rozwigzanie rownania

R(t,)= ﬁ, (5.24)

gdzie yjest wyrazone w%. Mozna zauwazy¢, ze wskaznik ten jest zdefiniowany
podobnie jak kwantyl (5.21), lecz na bazie funkcji niezawodnosci R(?), (rys. 5.5).

R(t)

0
ty

Rys. 5.5. Wykres funkcji zawodno$ci z zaznaczonym zasobem j-procentowym ¢,

ad. (ii) Prawdopodobienstwo naprawy P,(¢) po czasie ¢

Definicja tego wskaznika opiera si¢ na okresleniu funkcji naprawialnosci (1.2),
(rys. 1.3). Zgodnie z nia prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze w przedziale czasu
(0, 1) obiekt zostanie naprawiony

Py(0) =P(T,n < 1), (5.25)

gdzie: T,,=T,+ T, — zmienna losowa oznaczajaca czas przestoju naprawcze-
go obiektu od chwili wystapienia uszkodzenia do chwili przywro-
cenia obiektowi zdatnosci,
T, — zmienna losowa oznaczajaca czas wlasciwej naprawy,
T, — zmienna losowa bedaca réznica migdzy 7, i T,.
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ad. (iii) Odpornos¢ na przechowywanie (transport) R,(¢)

Wskaznik ten okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, ze obiekt w trakcie
przechowywania (transportu) w okreslonych warunkach nie uszkodzi sig
w przedziale czasu (0, )

R,() = P(T, > 1), (5.26)

gdzie 7, jest zmienna losowa oznaczajaca czas przechowywania (transportu)
obiektu, podczas ktorego obiekt zachowuje okreslone dla niego wartos$ci wskaz-
nikéw eksploatacyjnych. Wzor (5.26) okresla wige funkcje niezawodno$ci
wyrazong wzorem (4.1), (rys. 1.1).

ad. (iv) Wskaznik wykorzystania technicznego K,,

Istota tego wskaznika jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w dowolnej chwili
czasu obiekt znajduje si¢ w stanie zdatnos$ci i wykonuje zadanie, do ktorego jest
przeznaczony

K, =P(T,<1), (5.27)

gdzie T; jest zmienna losowa opisujaca powyzsze zdarzenie. Bardziej przejrzyste
znaczenie tego wskaznika oddaje jego estymator

t

K,=—"—, (5.28)
fy +lys 1
gdzie:
t,— sumaryczny czas poprawnej pracy obiektu w rozpatrywanym okresie
eksploatacji,
t,s — sumaryczny czas napraw badanego obiektu w rozpatrywanym okresie
eksploatacji,

I, — sumaryczny czas zuzyty na zabiegi profilaktyczne badanego obiektu
w rozpatrywanym okresie eksploatacji.
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6. Niezawodnosé¢ prostych ukladéw obiektow

Obiektami o prostych uktadach potaczen elementow sktadowych lub krétko
obiektami prostymi nazywa si¢ obiekty, majace szeregowa, rownolegla, szere-
gowo-réwnolegla lub rownoleglo-szeregowa struktur¢ niezawodnos$ciowa.
W latach 1952 — 56 wykazano, ze jest mozliwa budowa dostatecznie niezawod-
nych obiektow z zawodnych elementéw. Obiekty niezawodne otrzymujemy
gléwnie w wyniku wlasciwego zastosowania tzw. ,,nadmiaru przestrzennego”,
polegajacego na umiejetnym wprowadzeniu do obiektu pewnej liczby elemen-
tow nadmiarowych. Wynika z tego, ze odpowiedni sposob potaczenia elemen-
tow obiektu wptywa znaczaco na jego niezawodnos¢ [12 — 14]. W tym rozdziale
i kolejnych dla uproszczenia zapisu we wzorach funkcji niezawodnosci R(7)
1 zawodno$ci Q(f) pominigty zostanie parametr .

6.1. Opis niezawodnosciowy obiektu

Do opisu niezawodnos$ciowego stosowane sg nastgpujace metody:
— pozytywowa (zdatno$¢ obiektu) R(?),
— negatywowa (niezdatno$¢ obiektu) Q(7),
— kombinowana, pozytywowo-negatywowa.
W opisie logicznym, zardwno pozytywowym jak i negatywowym, strukturg
niezawodno$ciowa obiektu podaje si¢ w konwencji zerojedynkowe;j:

Lkiedy i—ty element jest zdatny,
A =

1

0,kiedy i—ty elementjest niezdatny,

lub przez odpowiedni zapis:
A; — obiekt zdatny,

A; (nie 4;) — obiekt niezdatny.

6.2. Niezawodnos¢ szeregowego ukiadu obiektow

Obiektem o strukturze szeregowej (obiekt szeregowy) nazywa si¢ obiekt,
ktory funkcjonuje poprawnie, gdy wszystkie jego elementy sktadowe sa spraw-
ne. Typowymi przyktadami takich obiektow sa:

— systemy pomiarowo-przetwarzajace sktadajace si¢ z szeregowo polaczonych
czujnikdéw, wzmacniaczy, filtréw, mikrokomputeréw, drukarek,
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— linie technologiczne do tasmowej produkcji wyrobow masowych z szere-
gowo ustawionymi urzadzeniami (np. robotami, obrabiarkami) do jednost-
kowych operacji,

— tancuchy mechaniczne, w ktérych ogniwa sg potaczone szeregowo,

— zestaw wagonow pociagu kolejowego.

Niezawodno$¢ R, obiektu n-elementowego o strukturze szeregowej

w przypadku, kiedy uszkodzenia jego elementéw sktadowych sa uszkodzeniami

wzajemnie niezaleznymi, wyrazona jest wzorem

n
Ry=Ri.R..R,=[]R: (6.1)
i=1

przy czym R; oznacza niezawodno$¢ i-tego elementu.

W szczegdlnym przypadku, gdy obiekt jest zbudowany z elementéw o jed-
nakowej niezawodnosci (R, = R, = ... = R), otrzymuje si¢ wzor

R, =R". (6.2)

Z podanego wzoru wynika, ze niezawodno$¢ obiektu jednorodnego
o strukturze szeregowej zwigksza si¢ wraz ze zwigkszeniem niezawodno$ci R
jego elementow sktadowych (rys. 6.1), natomiast zmniejsza si¢ w sposob wy-
ktadniczy wraz ze zwigkszeniem liczby n tych elementow. Cecha charaktery-
styczna obiektu szeregowego jest to, ze staje si¢ on obiektem praktycznie za-
wodnym (R; — 0) juz przy stosunkowo niewielkiej liczbie elementow sktado-
wych.

Czegsto zamiast wyznacza¢ warto$¢ R; lepiej wyznaczaé warto$¢ O, tj. za-
wodnos$¢ obiektu szeregowego, wedlug wzoru

n
O, =1-R, =1-][R, . (6.3)
i=1
Gdy obiekt jest zbudowany z elementéw o jednakowej zawodnosci Q,
otrzymuje si¢

0, =1-(1-0)". (6.4)

Obiekt o strukturze szeregowej mozna zdefiniowaé réwniez w kategoriach
trwato$ci T

T, = min (7}) = min (73,...,7;...., T}, ), (6.5)

gdzie T; oznacza trwato$¢ i-tego elementu.

Z powyzszego wzoru wynika, ze trwato$¢ 7 jest okreslona trwatoscia najstab-
szego (najmniej trwalego) elementu. Z tego powodu szeregowy uktad potaczen
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elementéw systemu mechatronicznego jest bardzo niekorzystny inalezy go
w miar¢ mozliwosci unikac.

a) b)
o—Bre 0 oBre 0D
T

1 n

C

)T T, T,
Ao Joeo{ ]
R, R; R,

Ta
i T;
2 |T2
1 : Ty
i t
0
Ts = min (T;)

Rys. 6.1. Lampa elektryczna o konstrukcji mozaikowej jako przyktad modelu fizycznego
obiektu szeregowego: a) lampa, b) sposob polaczenia zarowek,
¢) struktura niezawodnos$ciowa w zapisie pozytywowym (zdatnosci),
d) struktura niezawodnosciowa w zapisie negatywowym (niezdatnosci),
e) przebieg funkcji niezawodnosci, f) wykres trwatosci [3, 13]
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Przyklad 6.1

Na rys. 6.2 przedstawiono struktur¢ niezawodno$ciowq uktadu pomiarowe-
go do wyznaczania odksztalcen elementow maszyn metoda tensometryczna.
W sktad takiego uktadu wchodza cztery podstawowe poduktady: rozeta tenso-
metryczna, wzmacniacz z mostkiem tensometrycznym, zasilacz oraz przyrzad
wskazujacy wartosci pomiarowe (wysSwietlacz cieklokrystaliczny). Uktad po-
miarowy dziata poprawnie, kiedy kazdy z jego poduktadow jest sprawny. Wyni-
ka z tego, ze z punktu widzenia niezawodnos$ci uktad pomiarowy jest obiektem
prostym o polaczeniu szeregowym.

rozeta mostek zasilacz wskaznik
R =09 R,=097 | | R3=097 [ | Rs=0,99

Rys. 6.2. Struktura niezawodnosciowa uktadu pomiarowego do wyznaczania odksztalcen
elementow maszyn sktadajacego sig z czterech elementéw

Znajac niezawodnosci odpowiednich poduktadéw dla analizowanego prze-
dziatu czasu mozna wyznaczy¢ niezawodno$¢ uktadu pomiarowego na podsta-
wie wzoru (6.1)

4
Ry =] [ R = RiRyR3Ry =0,9-0,97-0,97 0,99 = 0,8383
i=1

Jak wida¢ w tym uktadzie pomiarowym nalezy stosowac podzespotly o sto-
sunkowo wysokiej niezawodnosci, poniewaz szeregowe polaczenie wpltywa
bardzo negatywnie na niezawodnos¢ catego uktadu.

6.3. Niezawodnos¢ rownolegtego uktadu obiektow

Obiektem o strukturze réwnoleglej (obiekt réwnolegly) nazywany jest
obiekt, ktory funkcjonuje poprawnie, gdy chociaz jeden jego element jest
sprawny. Dla zwigkszenia niezawodno$ci obiektu wprowadza si¢ celowo pewna
liczbg elementéw nadmiarowych. Dla przyktadu mozna wymieni¢ instalowanie
rownolegtego uktadu:

— sterowania w samolotach,

— pomp przy ciagtym odwadnianiu wyrobisk gorniczych,
— ta$mociagow transportujacych paliwo do elektrowni,

— wind osobowych w hotelach,

— stanowisk kontrolnych pasazeréw i bagazu na lotniskach,
— stanowisk kasowych w supermarketach handlowych.
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Zawodnos¢ Q, n-elementowego obiektu rownolegtego w przypadku, kiedy
uszkodzenia jego elementow sktadowych sa uszkodzeniami wzajemnie nieza-
leznymi, mozna wyrazi¢ wzorem

0, =000, =[]0 (6.6)
i=1

przy czym Q; oznacza zawodnos$¢ i-tego elementu. W przypadku obiektu jedno-
rodnego

0,=0". (6.7)

Wzory na niezawodnos$¢ R, obiektu rownoleglego sa nastgpujace
n n
R.=1-0,=1-T]Q =1-T](-R,). (6.8)
i=1 i=1

a dla obiektu jednorodnego

R, =1-(1-R)". (6.9)

Z podanych wzoréw wynika, Ze niezawodno$¢ obiektu réwnolegtego
zwigksza si¢ nie tylko ze wzrostem niezawodnos$ci jego elementéw sktadowych
(rys. 6.3), ale rowniez ze zwigkszeniem liczby elementow.

Cecha charakterystyczna obiektu rownoleglego jest to, ze staje si¢ on
obiektem praktycznie niezawodnym (R, — 1) juz przy stosunkowo niewielkiej
liczbie elementow.

Trwatos$¢ (czas zycia) obiektu rownoleglego T, jest zdeterminowana trwato-
$cia najmocniejszego (najtrwalszego) elementu

T, =max (7;)= max (1}.....T;,... T, ), (6.10)
1

gdzie T; oznacza trwato$¢ i-tego elementu.

Tak, jak w przypadku obiektow szeregowych, pojawia si¢ tu problem celowos$ci
budowy obiektow rownoleglych z elementami o jednakowej trwatosci. Stosujac
np. kryterium ciagloéci pracy obiektu mozna wykazaé, ze budowa systemow
mechatronicznych o réwnoleglym uktadzie polaczen elementéw sktadowych
jest wysoce celowa.
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c) d)
e) f)
R:
n—> 0 n
1.0 =
! . Th
1 n>>1 | .
0.67 n=1 i ' T
1 i 2 T2
i 1 T :
: : : | | R 0 1 :
0 0.6 1.0 Tr =max (T;)

Rys. 6.3. Lampa elektryczna o konstrukcji mozaikowej jako przyktad modelu fizycznego
obiektu rownoleglego: a) lampa, b) sposob potaczenia zarowek,
¢) struktura niezawodno$ciowa w zapisie negatywowym (niezdatnosci),
d) struktura niezawodnos$ciowa w zapisie pozytywowym (zdatnosci),
e) przebieg funkcji niezawodnosci, f) wykres trwatosci [3, 13]

Przyklad 6.2

Zaktad produkcyjny jest zasilany energia elektryczna poprzez przytacze li-
nii naziemnej od jednego dostawcy. Niezawodno$¢ takiego przytacza wynosi
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R;=0,95. O ile podniesie si¢ niezawodno$¢ zasilania, jezeli zaktad zostanie
wyposazony w:

— uklad awaryjnego zasilania agregatem pradotworczym o niezawodnosci
R,=0,75,

— niezalezne drugie podtaczenie do linii naziemnej od innego dostawcy energii
elektrycznej o niezawodnosci R, = 0,95,

— oba te rozwiazania.

W kazdym z rozpatrywanych przypadkéw jedno zrodto moze w petni prze-
ja¢ zasilanie energia elektryczna calego zakladu produkcyjnego. W sensie
niezawodno$ciowym trzy wymienione warianty zrodet zasilania w energig
elektryczna wystepuja w rownolegltym uktadzie potaczen (rys. 6.4). Stad, korzy-
stajac z wzoru (6.8) otrzymuje si¢ dla zasilania:

a) linia pierwsza i agregatem

2

Ria) =1- HQ,—l H(l R)=1-(-R)(1-R,)
=1- (1 0,95)(1— 0,75) 0,9875

b) linig pierwsza i liniq druga

Raz =1~ HQl—l H( ~R;)=1-(=R)(1-Ry)
_1—(1 0,95)(1 1095) 0,9975

¢) linig pierwsza, druga i agregatem

3 3
Riza =1-]10i =1-T](-R)=1-(-R)A-R)A-R,)
i=1 i=1
=1-(1-0,95)(1-0,95)(1-0,75) = 0,9994

Wynika ztego, ze zabezpieczenie trzema niezaleznymi zrodtami zasilania
w energi¢ elektryczna daje bardzo duza niezawodnos¢ dla zaktadu produkeyjnego.

2 b) V[ i1 |
R, =0,95
linia 1 linia 1
R =0,95 R, =0,95
. linia 2
" R=095 [
agregat linia 2
R,=0,75 R, =0,95
| | agregat | |
R,=0,75

Rys. 6.4. Trzy warianty struktur niezawodnos$ciowych uktadow zasilania w energi¢
elektryczng zaktadu produkcyjnego
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6.4. Niezawodnos¢ szeregowo-réwnolegtego
uktadu obiektow

Obiektem szeregowo-rownolegltym (rys. 6.5) nazywany jest taki obiekt, ktory
funkcjonuje poprawnie wowczas, gdy wszystkie jego n zespolow, o rownolegtym
polaczeniu m(m,, my, ..., m,) elementdw, funkcjonuje poprawnie.

RS,:ﬁ[l—QU.]:]iﬂl—ﬁ(l—Rij)}, (6.11)

=1 i=1

b) T Ry Ty Ry
>-.o’ooo 1
)uolbou( i
Tuj Ru
XYY m
1 - n
J
c)
la
m fe— T
n
2n e T2
In Tln:
i
mj b Ty
i, ;
2? 1 sz
1j E le
ml E Tml
: i
1 1
21 :T’ll
11 i Ty
: t
0 ; -

b Ty = min(Ty) -4
Rys. 6.5. Segmentowa lampa elektryczna jako przyktad modelu fizycznego obiektu

szeregowo — rownoleglego: a) lampa, b) struktura niezawodnosciowa
w zapisie pozytywowym (zdatnosci), ¢) wykres trwatosci [3, 13]
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Niezawodnos$¢ Ry, obiektu szeregowo-réwnoleglego, majacego n zespotéw o m
rownolegle polaczonych elementach przy czym R;; oznacza niezawodno$¢ i-tego
elementu znajdujacego si¢ w j-tym zespole. Nalezy zwroci¢ uwage, ze jesli
w zespotach wystepuja rézne liczby elementéw r» = m,, mo,..., m,, to obliczenia
nalezy prowadzi¢ wedlug pierwszej rownosci wzoru (6.11), w ktorej Q,; oznacza
zawodnos¢ zespotu j-tego. Jesli rozpatrywany obiekt jest obiektem jednorodnym
i regularnym, czyli obiektem o jednakowej liczbie elementow w poszczegodlnych
zespotach, mozna napisaé

R, =-(-&)y"]". (6.12)

Zawodnos¢ rozpatrywanego obiektu jednorodnego mozna wyrazi¢ wzorami

Oy =1—[1—Q’”]n (6.13)

oraz
0, =1-J-(-&y"]|". (6.14)

Trwatos$¢ obiektu szeregowo-rownoleglego Ty, jest zdeterminowana trwato-
Scia T} najstabszego zespotu

T, = min (T; )= min (7},...7T;,...T, ), (6.15)
J

J J

przy czym trwatos¢ kazdego j-tego zespotu jest zdeterminowana trwatoscia jego
najmocniejszego elementu, to znaczy

Tj :m?x(T

. T,;). (6.16)

):max (TU,...,T y

ijos

Zatem

T, = min [max(Tii )} =min [max(Tl-l),...,max(Tl-j ),...,max(7;, )} . (6.17)
J i ’ J i i i

6.5. Niezawodnos¢ réwnolegto-szeregowego
ukfadu obiektow

Obiektem rownoleglo-szeregowym (rys. 6.6) nazywany jest taki obiekt,
ktory funkcjonuje poprawnie wowczas, gdy przynajmniej jeden sposrod jego n
zespolow o szeregowym polaczeniu m(m,, mo, ..., m,) elementow funkcjonuje
poprawnie.
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Rys. 6.6. Segmentowa lampa elektryczna jako przyktad modelu fizycznego obiektu
réwnolegto — szeregowego: a) lampa, b) struktura niezawodno$ciowa
w zapisie pozytywowym (zdatnosci), ¢) wykres trwatosci [3, 13]

Niezawodnos$¢ obiektu réwnoleglo-szeregowego R, majacego n zespotow
o m szeregowo polaczonych elementach mozna zapisa¢ wzorem

Ry, =1—f[(1—st)=1—ﬁ[1—]ﬂ[R,.jJ, (6.18)
j=1 =1 i=1

przy czym R;; oznacza niezawodno$¢ i-tego elementu znajdujacego si¢ w j-tym
zespole. Jesli w zespotach wystepuja rozne liczby elementow s = my, my,..., m,,
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to obliczenia nalezy prowadzi¢ wedlug pierwszej réwnosci wzoru (6.18),
w ktorej R; oznacza niezawodnos$¢ zespotu j-tego.

Gdy obiekt jest jednorodny i regularny, czyli jest obiektem o jednakowe;j
liczbie elementéw w poszczegdlnych zespotach, mozna napisaé

n
Rmzl—(l—Rm) . (6.19)
Zawodnos¢ takiego obiektu mozna wyrazi¢ wzorami

0, =[-(-or]". (6.20)

oraz
0, =l-&"]". 6.21)

Trwatos$¢ obiektu réwnolegto-szeregowego T, jest zdeterminowana trwato-
$cia najstabszego elementu w najtrwalszym zespole

T,, = max [min (T } = max [min(Til ),...,min (Tl-j l...,min (Tin )} , (6.22)
joLi joLi i i

przy czym T}; oznacza trwalo$¢ (czas Zycia) i-tego elementu w j-tym zespole.

Przyklad 6.3

Dla zapewnienia ptynnosci procesu produkcyjnego watéow korbowych sil-
nika spalinowego w czgéci linii technologicznej zainstalowano obrabiarki
sterowane numerycznie (tokarki, frezarki, szlifierki) w uktadzie pokazanym na
rys. 6.7. Znane sa niezawodnosci obrabiarek R, R2, Ri3, Ra1, Ro3 1 R31. Nalezy
obliczy¢ niezawodno$¢ uktadu zestawionych obrabiarek.

Ry
_‘ Ri3
— Ry Ri2 { }
J Ry3

R3

Rys. 6.7. Struktura niezawodnos$ciowa uktadu obrabiarek sterowanych numerycznie do
produkcji watdow korbowych silnika spalinowego (wariant I)

Z rys 6.7 wynika, ze obrabiarki zestawiono w uklad szeregowo-rownolegly
ijego niezawodno$¢ R, mozna obliczyé za pomoca wzoru (6.11). Struktura
niezawodno$ciowa tego uktadu sktada si¢ z n =3 zespotdéw potaczonych szere-
gowo, w ktorych wystepuja kolejno m; =3, my =1 1 m3 =2 elementy potaczone
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réwnolegle. Prosta droga postgpowania prowadzi do obliczenia niezawodno$ci
Ry, Ry, Ry kolejnych zespotow, ktore potaczone szeregowo umozliwiaja obli-
czenie niezawodnosci catego uktadu szeregowo-rownoleglego ze wzoru

Ry =Ry Ry Ryyp (6.23)
gdzie:
Ry =1-0; =1-0110510 =1=(1=R; )0 - Ry )A-R3), (6.24)

Ry =Ry, (6.25)

Ry =1-0pp =1- 013023 =1-(1-Ry3)( - Ry3). (6.26)
Po podstawieniu wzorow (6.24), (6.25) 1 (6.26) do (6.23) otrzymuje sig
Ry =[1-(=Ry )= Ry )1 = R3 IRy [1- (1= Ry3)(1 - Ro3)] . (6.27)

Jesli analizowany uktad zawiera obrabiarki o takich samych niezawodno-
Sciach R“ = RIZ = R13 = Rz] = R23 = R31 = R, to ze wzoru (627) Wynika, ze jego
niezawodno$¢ wyraza si¢ nast¢pujacym wzorem:

R, =6R>-9R* +5R> —RS. (6.28)

Przyjmujac na przyktad R = 0,8, otrzymuje si¢ R,, = 0,761856. Oznacza to,
ze niezawodno$¢ catego ukladu obrabiarek jest mniejsza od niezawodnosci
kazdej z nich.

Przyklad 6.4

Przy tej samej liczbie obrabiarek i ich niezawodnoS$ciach, jak w przykladzie
6.3 obrabiarki zestawiono winnym od poprzedniego uktadzie o strukturze
niezawodno$ciowej pokazanej na rys. 6.8, ktérego niezawodno$¢ nalezy po-
nownie obliczy¢.

Ry — Ru | Rai |
— Ri»
Riz — Ry

Rys. 6.8. Struktura niezawodno$ciowa uktadu obrabiarek sterowanych numerycznie
do produkcji watow korbowych silnika spalinowego (wariant IT)

56



Z rys. 6.8 wynika, Ze obrabiarki zestawiono tym razem w uktad réwnole-
glo-szeregowy 1 jego niezawodno$¢ R, mozna obliczy¢ za pomoca wzoru (6.18).
Struktura niezawodnos$ciowa tego uktadu sktada si¢ na n =3 zespotow potaczo-
nych rownolegle, w ktérych wystgpuja kolejno m; =3, my =1 1 m3 = 2 elementy
potaczone szeregowo. W tym przypadku droga postgpowania prowadzi do
obliczenia niezawodno$ci R;, Ry, Ry kolejnych zespotow, ktore potaczone
rownolegle umozliwiaja obliczenie niezawodnos$ci catego uktadu réwnolegto-
SZEeregowego ze wWzoru

Ry =1-0, =1-0;040 =1-(1-R)A-Ry)A-Ryy), (6.29)

gdzie
Ry =Ry 1Ry Ry, (6.30)
Ry =Ry, (6.31)
Rpr = Ri3Ry3. (6.32)

Po podstawieniu wzoréw (6.30), (6.31) 1 (6.32) do (6.29) otrzymuje si¢
Ry =1-(1= Ry Ry R31)(1 = Ry )(1 - Ri3Rp3) . (6.33)

Jesli analizowany uktad zawiera obrabiarki o takich samych niezawodno-
sciach R jak w przyktadzie 6.1, to ze wzoru (6.33) wynika, Ze jego niezawod-
no$¢ wyraza sig¢ wzorem

R, =R+R*-R*-R°>+RS. (6.34)
Przyjmujac ponownie R = 0,8, otrzymuje si¢ R,; =0,964864. Oznacza to, ze
niezawodno$¢ calego uktadu obrabiarek jest tym razem wigksza od niezawodno-

sci kazdej z nich, a ponadto pod wzgledem niezawodno$ciowym wariant uktadu
II jest korzystniejszy od wariantu uktadu I.
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7. Niezawodnosé¢ ztozonych uktadéw obiektow

7.1. Niezawodnos¢ obiektow ztozonych

Obiektami o ztozonych uktadach potaczen elementéow sktadowych lub
krotko obiektami ztozonymi nazywa sig¢ obiekty do obliczenia niezawodnosci,
ktérych nie wystarczaja poznane dotad wzory stosowane do obiektow prostych
o szeregowych,  réwnoleglych,  szeregowo-rownoleglych  irdéwnoleglo-
szeregowych strukturach niezawodno$ciowych.

Przyktady tego rodzaju obiektéw pokazano na rys. 7.1. W praktyce beda to
uktady mostkowe elementéw elektronicznych, sieci energetyczne, gazowe,
wodociagowe, komputerowe, transportowe itp.

a
) Ry R,
1 O 2
L= L=
RS
R, R
4] 3]
| I L=
b) )

A

Rys. 7.1. Przyktady struktur niezawodno$ciowych obiektéw ztozonych typu:
a) mostek, b) siatka, c¢) sie¢ [1, 3, 13]

Gléwnym problemem w procesie analizy, syntezy i optymalizacji nieza-
wodnos$ciowej obiektéw ztozonych jest problem wyznaczania ich niezawodno-
sci. Jedna z prostszych i efektywniejszych metod obliczania niezawodno$ci tych
obiektow jest tzw. metoda dekompozycji prostej. Metoda ta polega na tym, ze
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obiekt o dowolnej strukturze niezawodnosciowej zostaje droga kolejnych opera-
cji strukturalnych przeksztalcony w pewna liczbe podsystemow (obiektow)
prostych, to jest obiektow o strukturach szeregowo-rownolegtych lub rownole-
glo-szeregowych, ktérych niezawodno§¢ mozna wyznaczy¢ znanymi metodami
obliczeniowymi. Cecha charakterystyczng tej metody jest to, ze dekompozycje
obiektu n-elementowego wykonuje si¢ zawsze wzgledem jednego dowolnie
wybranego i-tego elementu, w wyniku czego otrzymuje si¢ za kazdym razem
dwa obiekty (n — 1)-elementowe, nie zawierajace i-tego elementu. W przypadku,
gdy struktury otrzymanych obiektow (podsystemow) sa nadal strukturami
ztozonymi, przeprowadza si¢ ich nastepne dekompozycje, przy czym czynnosci
te powtarza si¢ dopoty, dopoki nie otrzyma si¢ obiektow o strukturach prostych.

Zgodnie z podanym opisem niezawodnosé, R™ obicktu n-elementowego
daje si¢ przedstawi¢ nastgpujacym wzorem rekurencyjnym:

RY = RiR(n_l)(Ri =D+[1-R, ]R(n_l)(Ri =0), (7.1)

gdzie: R; — niezawodno$¢ i-tego elementu obiektu, wzgledem ktorego prze-
prowadza si¢ dekompozycje,
R VR, =1)=R"I(R,,..,R, =1,.,R,) - niezawodnos¢ obicktu
zdekomponowanego (n — 1)-elementowego, w ktérym i-ty ele-
ment jest absolutnie niezawodny, tj. R; =1 (,,zwarcie”),

R(’H)(Ri =0)= R(’H)(Rl,...,Ri =0,.,R,) — niezawodno$¢ obiektu
zdekomponowanego (n — 1)-elementowego, w ktérym i-ty ele-
ment jest absolutnie zawodny, tj. R; = 0 (,,przerwa”).

Oznaczeniom we wzorze rekurencyjnym nadaje si¢ interpretacje¢ graficzna,
pokazana na rys. 7.2. Absolutnie niezawodny element o R; =1 stanowi rodzaj
»zwarcia” dla przeptywu strumienia energii lub informacji, a element absolutnie
zawodny o R; = 0, stanowi swoista ,,przerw¢” dla przeplywu strumienia.

—0—| )R -0 0> —0— R |—0—> —>0— R"I(R =1)}—0—>

L%_SJ L]

Rys. 7.2. Interpretacja oznaczen we wzorze rekurencyjnym dla obiektu
wieloelementowego [1, 3, 13]
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Przyklad 7.1

Dla zilustrowania omawianej metody obliczeniowej wyznaczono nieza-
wodno$¢ obiektu ztozonego o strukturze mostkowe;.

Zgodnie z przedstawiong procedura obliczeniowa dekompozycj¢ rozwaza-
nego obiektu pigcioelementowego (n =5) mozna wykona¢ ze wzgledu na do-
wolny element. Poniewaz dobdr elementu dekompozycyjnego (o R;) jest zupet-
nie dowolny i nie ma wptywu na wynik obliczen, przyjmuje si¢, ze rozwazany
obiekt jest dekomponowany ze wzgledu na element 5. Zatem zgodnie ze wzo-
rem rekurencyjnym (7.1) jest (rys. 7.3)

RY) = ReRW (R = D)+ (1-Rs )R(4)(R5 =0), (7.2)
gdzie
RY(Rs =1)= (R, + Ry ~RiRy R, + Ry Ry Rs ).
RW(Rs =0)= RR, + RsRy — RiRyR3R,,,
stad

R®) = Rs(Ry + Ry = RiRy Ry + Ry — RyRy)
+(1=Rs R Ry + RyRy = RyRyR3Ry)
= R\R, + RyR, + R{R3Rs + RyR,Rs — R Ry R3R,
— R\RyR3Rs — R\RyRyRs — RiRyR4Rs
“RyRyR,Rs + 2R RyRyR,Rs . (7.3)

W przypadku, gdy rozwazany obiekt ztozony jest jednorodny, to znaczy
Ry =Ry =Ry =Ry = Rs =R, ze wzoru (7.3) otrzymuje si¢

RS —2R? 1 2R3 _5R* 4+ 2R (1.4)
Wykres funkcji niezawodnosci R mostka ztozonego z jednakowych ele-

mentow (rys.7.4) wskazuje, ze celowe jest budowanie takich obiektow, gdy
niezawodno$¢ elementéw R > 0,5 1 wtedy uzyskuje si¢ RO >R.
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RW(Rs =0)= RRy + RyRy — RiRyR3R,

B =kt ' .
R3,4 = R3R4 ILI T Lll
0W(Rs =0)= 012034
R5 = O —O

=(1-Ri)(1-R34)

40

RYRs =) =[1-(1- R N1-Ry )1 -(1- Ry 1 - R; )]
= (R, + Ry — RiRy Ry + Ry — RyR;)

O14 =010,
=(1-R)(-Ry) 1 2
0,3 =005
=(1-Ry))(1-R3) O Rs=1 )
RW(Rs =1)= Ry 4Ry 3
=(1-014)(1-053) 4 3

RO =2R? 1 2R? —5R* +2R°
dla obiektu jednorodnego

1 ? 2
O— e
4 o 3

Rys. 7.3. Interpretacja metody dekompozycji prostej na przyktadzie wyznaczania
niezawodnosci (obiektu ztozonego) mostka (przyktad 7.1) [1, 3, 13]
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0,5 1,0

Rys. 7.4. Wykres funkcji niezawodnosci mostka R® w zaleznosci
od niezawodnosci elementu R

Przyklad 7.2

Obliczy¢ niezawodno$¢ ztozonego uktadu jednorodnych elementow
o strukturze niezawodnosciowe] przedstawionej na rys.7.5. Niezawodno$§é
elementu wynosi R.

Obliczenia rozpoczyna si¢ od redukcji niezawodnosci elementéw potaczo-
nych szeregowo i rownolegle.
Rgo=RgRy =R”; Ryyjy = Ry Rip =R
0789 =07089 =(1=R7)(1-Rgo)
Ryg9=1-0750 =1-[1-(1-R;)(1-Rg9)]= R+ R* - R’
O11,1213 = 01112013 = (1= Ry 1p)A = Ry3)
Ripiogs =1-Onpags =1-[1=(1= Ry ;)1 - Ry3)] =R+ R* - R

Po tych operacjach struktura niezawodnosciowa uktadu mostkowego z
rys. 7.5 moze by¢ zastapiona przez strukturg pokazana na rys. 7.6.
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Rys. 7.5. Struktura niezawodnos$ciowa ztozonego uktadu mostkowego sktadajacego
si¢ z elementéw jednorodnych

%
AR
O &
<

Rys. 7.6. Struktura niezawodno$ciowa ztozonego uktadu mostkowego
z rys. 7.5 po pierwszym etapie redukcji

|::| 11,12, 13

ol




W drugim etapie redukcji oblicza sig
2. p3 pé
Re 780 =RgR789 =R™+R™—R
2, p3 o4
Rip11,12,13 = RioRyy103 =R +R” - R

046789 =04067389
Ri6780=1-046780=1-(1-Ry)1-Rg7359)
=1-(1-R)(1-R*>-R*+RYH=R+R*-R°
Q210410213 = 2010111213
Ryjoa112,13 =1= 0210111213 =1 = (1= Ry)A = Ryg11,12,13)
=1-(1-R)(1-R*-R*+RYH=R+R*-R’

Po tych operacjach struktura niezawodnos$ciowa uktadu mostkowego z
rys. 7.5 moze by¢ zastapiona przez strukturg pokazana na rys. 7.7.

2,10, 11,12, 13

Rys. 7.7. Struktura niezawodno$ciowa ztozonego uktadu mostkowego
z rys. 7.5 po drugim etapie redukcji

Z rys. 7.7 widaé, ze uzyskana struktura niezawodnosciowa jest taka sama,
jak w przyktadzie 7.1. Mozna zatem skorzystac¢ ze wzoru (7.3) i obliczy¢

R1) =2R% 4 2R3 —5R* +4R> —~10R” +12R®
—3R? —5R'"0 4R _7R!2 4 2R13
Przyjmujac na przyklad R = 0,5, otrzymuje si¢ R"> = 0,52. Na rys 7.8 za-

. e , 13 . , . . J
mieszczono wykres funkcji niezawodnosci R'? w zaleznosci od niezawodnosci
elementu R.
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0,5 1,0

Rys. 7.8. Wykres funkcji niezawodnosci R struktury niezawodnosciowej
jednorodnych elementow ztozonego uktadu mostkowego z rys. 7.5
w zaleznoéci od niezawodnosci elementu R

Z wykresu na rys. 7.8 wynika, ze celowe jest budowanie takich obiektow,
gdy niezawodno$¢ elementu R > 0,47.

7.2. Niezawodnos¢ obiektéw progowych

Obiektami progowymi albo obiektami typu ,.k z n” nazywa si¢ obiekty, kto-
re uznaje si¢ za sprawne, gdy co najmniej £ sposrod n elementéw (1 < k< n) to
elementy zdatne. Oznacza to, ze w obiektach progowych typu ,.,k z n”” dopuszcza
si¢ uszkodzenie pewnej ustalonej z gory liczby elementéw (n—k), ponizej
ktorej obiekt uznaje si¢ jeszcze za zdatny. Przyktadami obiektow progowych sa:
— zespoty reflektorow $wietlnych stadionéw, hal iinnych obiektow sporto-

wych, w ktérych dopuszcza si¢ uszkodzenie pewnej liczby zaréwek nie po-
wodujacych przekroczenia wymaganego poziomu lumelow oswietlenia dla
przeprowadzenia zawodow,

— 16znego rodzaju urzadzenia reklamowe, w ktorych niesprawno$¢ pewnej
liczby punktow $wietlnych uniemozliwi wlasciwe zrozumienie obrazu lub
tre$ci zamierzonej reklamy,

— tadmociagi transportujace wegiel brunatny do elektrowni, w ktorych uszka-
dzajace si¢ rolki zwigkszaja opory ruchu, powodujac dodatkowy niepozada-
ny pobdr energii elektrycznej, a przy pewnej liczbie niesprawnych rolek
wrecz uszkodzenie uktadu napedowego tasmociagu.

Obiekty progowe wystepuja powszechnie w praktyce, zwlaszcza wtedy,
kiedy ich dziatanie jest oparte na logice progowej. Jedna z osobliwosci obiektow
progowych typu ,,k z n” jest ich duza efektywno$¢ niezawodno$ciowa, umozli-
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wiajaca budowe obiektow o duzej niezawodno$ci z elementow o matej nieza-
wodnoSci.

Dla kazdego obiektu progowego typu ,.k z n” mozna zdefiniowa¢ parametr
P, ktéry nazywa si¢ progiem obiektu:

OSp:%SI. (7.5)

Zaleznie od warto$ci p obiekty progowe typu ,,k z n”” mozna podzieli¢ na:
— obiekty mniejszosciowe, kiedy 0 < p <0,5,
— obiekty rownosciowe, kiedy p = 0,5,
— obiekty wigkszos$ciowe, kiedy 0,5 <p < 1,0.

Warto zauwazy¢, ze proste obiekty szeregowe i rownolegle sa szczegdlny-
mi przypadkami obiektow progowych, a mianowicie: obiekt szeregowy jest
obiektem progowym typu ,,n z n”, natomiast obiekt rownolegly jest obiektem
progowym typu,,1 zn”.

Do wyznaczania niezawodno$ci R, = Ry, obiektow progowych typu
»k zn”, zbudowanych z matej liczby elementéw, mozna zastosowaé znang juz
metod¢ dekompozycji prostej

R, =Ry = RiR(j1yny (R =D + (1-R; )Rk/(n—l)(Ri =0) (7.6)

gdzie:
Rp = Rk/n = Rk/n(Rl ""7Ri"“’Rn ),

Ri—yiin-n(R; =) =R, (Rl,...,Ri = 1,...,Rn) — niezawodnos$¢ obiektu

. -1
(n-1) elementowego typu ,,(k-1) z (n-1)” o wartosci progu p =k—1,
n_
obliczona dla przypadku, gdy i-ty element rozwazanego obiektu n-
elementowego jest absolutnie niezawodny (R; = 1),

Rijin-1)(R; =0)=R,, (Rl,...,Ri = 0,...,Rn) — niezawodno$¢ obiektu

(n-1) elementowego typu ,,k z (n-1)”, o warto$ci progu p = Ll’ obli-
n—

czona dla przypadku, gdy i-ty element rozwazanego obiektu n-
elementowego jest absolutnie zawodny (R; = 0).

Interpretacj¢ podanych zaleznos$ci oraz sposéb obliczania niezawodnosci
obiektow progowych typu ,.k z n” przedstawiono na rys. 7.9 g. Dekompozycje
konczy sig, gdy otrzyma si¢ obiekty ,,1 z k"1 ,,kz k.

Obliczanie niezawodno$ci obiektéw typu ,.k z n” zawierajacych duza liczbe
elementdw jest uciazliwe i wymaga uzycia komputeréw. W przypadku obiektow
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zbudowanych z elementow jednorodnych niezawodnos$¢ Ry, obiektu progowego
mozna wyrazi¢ wzorem

n . .
Rp:RMn:EXﬂRﬂeRyﬂ, (7.7)
i=k
lub
n! f n—k
szRan————————jx (1-x)""dx, (7.8)

(k=1)1(n—k)1y

przy czymi=k, k+1,...,n—1,n

(f)zn—', 0'=1.

il(n—1i)!

Obiekty typu ,,k z n”” budowane z duzej liczby elementéw (praktycznie dla
n>100) staja si¢ obicktami deterministycznymi, mimo probabilistycznych
wiasciwosci elementéw sktadowych, przy czym sa one obiektami praktycznie
niezawodnymi (R, — 1) wowczas, gdy ich elementy maja niezawodnos¢
wigksza niz warto$¢ progu (R > p = k/n) oraz sa obiektami praktycznie zawod-
nymi (R, = 0) wowczas, gdy ich elementy maja niezawodno$¢ mniejsza niz
wartos$¢ progu (R < p = k/n):

n—>0 ) » 1 dla R>p=k/n,
R :R = n Rl 1_Rn l: ’
p kin FZk(z ) ( ) {0 dla R<p=k/n, 79

Ma to istotne znaczenie dla inZynierii niezawodnosci oraz syntezy obiektow
praktycznie niezawodnych.

Obiekt progowy typu ,.k z n” mozna opisa¢ w kategoriach trwatosci (rys.
7.9f). Z definicji obiektu progowego wynika, ze jest to taki obiekt, ktérego
trwatos¢

Tp= n—k+1 dla T]STzSSTksTk_HSTn, (710)
jest zdeterminowana trwato$cia elementu progowego o numerze pozycyjnym
(n - k+ 1), tzn. pierwszym elementem krytycznym obiektu. Sposdb wyznaczania
trwalosci 7, obiektu progowego pokazano na rys. 7.9 f.

Przyklad 7.3

Rozpatruje si¢ dwie funkcjonalnie rownowazne lampy oS$wietleniowe
o konstrukcji mozaikowej (rys. 7.9). Jesli jako kryterium poprawnego funkcjo-
nowania kazdej lampy przyjmie si¢ warunek, aby przynajmniej 66% zarowek
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byto zdatnych, to rozwazane lampy mozna traktowac jako obiekty progowe typu
~kzn”, dla ktorych p = k/n = 2/3. W praktyce oznacza to, ze lampg zlozona
z trzech zarowek (duzej mocy) uznaje si¢ za zdatna, jezeli przynajmniej dwie
z nich sa zdatne, natomiast lampe zbudowang z n =91 zarowek (malej mocy)
uznaje si¢ za zdatna w przypadku zdatno$ci przynajmniej £ > 60. Innymi stowy,
w przypadku pierwszej lampy dopuszcza si¢ uszkodzenie tylko jednej zarowki,
natomiast dla drugiej lampy — uszkodzenie az 31 zarowek.

Na rys. 7.10a pokazano strukture niezawodnos$ciowa lampy skladajacej si¢
z trzech zaréwek, a na rys. 7.10b strukture niezawodno$ciowa lampy zbudowa-
nej z 91 zarowek.

Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia niezawodno$ci lampy R,/ na pod-
stawie znajomosci niezawodnosci jej zarowek, tzn. warto$ci Ry, R, R;. Zgodnie
ze wzorem rekurencyjnym metody dekompozycji prostej (7.6) jest:

R, =Ry;3 =RR,, +(1-R )Ry (7.11)
gdzie:
Ry =Ry + Ry = RyRy
Rz/z = Rst-

Struktury niezawodnos$ciowe R, 1 Ry, pokazano na rys. 7.11. Stad

Ryj3 = R(Ry + Ry — RyRy )+ (1- Ry )Ry R (7.12)
=RRy + R{R; + RyRy — 2R, R, R;5. '

Jesli rozpatrywana lampa jest zbudowana zzardwek jednorodnych
(R, = R, = R3 = R), jej niezawodno$¢ mozna wyrazi¢ wzorem

Ry/; =3R* —2R>, (7.13)

Otrzymane wyrazenie przedstawiono w postaci wykresu na rys. 7.10a. Widaé
z niego, ze niezawodnos¢ trojzarowkowej lampy progowej jest wigksza niz nie-
zawodno$¢ odpowiadajacej jej pod wzgledem sity swiatta lampy jednozar6wko-
wej dla R > 0,5 i mniejsza dla R <0,5. Oznacza to, ze budowa progowych syste-
méw oswietleniowych typu ,,2 z 3” jest, jesli chodzi o niezawodno$¢, sensowna
jedynie wowczas, gdy niezawodnos¢ uzytych zaréwek wynosi R > 0,5.

Niezawodno$¢ jednorodnego obiektu progowego typu ,,k z n”, zawierajace-
go duza liczbe elementdéw, jak wspomniana juz lampa mozaikowa (lub reklama
$wietlna), mozna wyrazi¢ wzorem

R, = Reo/91 ZZ(?I)RI(I—R)QI_Za (7.14)

i

przy czym i=060,61,...,90,91.

69



(3=

R ¢ o— p=k/n |—o0

Tn—k+1

1
|
I
|
I
|
{
|
|
|
I
]
T ]
~ h

R; =0 o

o kfin=-1) }o

[

o& Ri=0$b
L )
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Rys. 7.9. Obickty progowe i ich opis niezawodno$ciowy. Realizacja fizyczna obiektu
progowego zbudowanego z matej (a) i duzej (b) liczby elementow, ¢) uktad
potaczen elementdéw (zarowek), d) oznaczenie obiektu progowego, ) struktura
niezawodnosciowa, f) wykres trwatos$ci, g) algorytm obliczania niezawodnosci [3, 13]
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Rys. 7.10. Wyniki analizy niezawodno$ciowej dwu obiektow progowych
zbudowanych z malej (a) i duzej (b) liczby elementow [3, 13]

R,

—L

—L

R;

Rl/2

R2/2

R, R;

Rys. 7.11. Struktury niezawodnos$ciowe R, i Ry [3, 13]

Na rys. 7.10b przedstawiono wykres funkcji niezawodnosci Rgos91, Z ktdre-
go wynika m.in., ze dla R>R,=0,68 niezawodno$¢ rozpatrywanej lampy
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progowej jest wigksza niz niezawodno$¢ odpowiadajacej jej lampy klasycznej,
to jest lampy z jedna zaréwka. Przy R < R, = 0,68 zachodzi zjawisko przeciwne.

Rozwazana lampg progowa mozna traktowac jako praktycznie niezawodna,
jezeli R > R, = 0,8 oraz jako praktycznie zawodna, jezeli R < R.=0,5. Warto tu
podkresli¢, ze nieznaczna zmiana niezawodnosci R zaréwek w przedziale
(R., Ry) ma zasadniczy wplyw na niezawodnos¢ lampy.

Zmiany niezawodno$ci R zaréwek zawarte w przedziatach R,=(0+0,5)
i Ry = (0,8 + 1,0) nie maja praktycznie wptywu na niezawodno$¢ lampy.

Z przedstawionych przyktadow wynika, ze obiekty progowe typu ,.kzn”
mozna istotnie budowac jako obiekty o duzej niezawodnos$ci. Zaleznie od
warto$ci progu p = k/n mozna je wykonywac z elementéw o stosunkowo mate;j
niezawodnosci.

Przyklad 7.4.

Nalezy obliczy¢ niezawodnosci R3s obiektu progowego ,,3 z 5”.

W rozwazanym przypadku obiektu kolejne operacje dekompozycji wedtug
wzoru (7.6) przedstawiaja si¢ jak ponizej:

Rys =RRy s +(1-R)Ry (7.15)
Ry y =RR ;5 +(1-R))R, 5, (7.16)
Ry, =RR)s+(1-R))Ry 5, (7.17)
Rys=RR +(1-R)R,)5, (7.18)

gdzie R;, R;, R;, sa dowolnie wybranymi elementami ze zbioru R, R,, R3, R4, Rs
elementdéw, wzgledem ktorych przeprowadza si¢ kolejne operacje dekompozy-
cji. W operacjach (7.16) i (7.17) korzystnie jest przeprowadza¢ dekompozycje
wzgledem tego samego elementu R;. Po podstawieniu (7.18) do (7.16) i (7.17),
anastgpnie do (7.15) otrzymuje si¢ niezawodno$¢ analizowanego obiektu
progowego

Ry/s = Ri[R;Ry3+(1=R )Ry 3]+ (1= R)[R;Ry 3 + (1= R;)R33]
=R {R;Ry;3 +(1=R)IRRyjn +(1=R))Ry 5 1} (7.19)
+(L=RAR;[R Ry + (1= R))Ry 5 ]+ (1= R;)R33}

Schemat kolejnych operacji dekompozycji wedtug wzoréw (7.15) — (7.18)
przedstawiono na rys. 7.12.
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Ry Ra
Rij Ry Ry R
/3\ %\

Rl/2 R2/2 R 12 R2/2

Rys. 7.12. Schemat dekompozycji prostej obiektu progowego ,,3 z 5” wedtug
réwnan (7.15) — (7.18)

Struktura niezawodnos$ciowa obiektu progowego ,,3 z 5” sklada si¢ z 10

szeregowych segmentow elementow potaczonych réwnolegle, poniewaz liczba
kombinacji z 5 po 3 elementy wynosi (rys. 7.13)

S__ 8 120 10
3) 31(5-3)! 3121 12

— {1
A=
B o

B
.
I

Ry

Ry

=

5

[
[
|

1 1

— Rys

R Y = T

[ — & — » ]
=]
e o

| R 1 R | IRSJ_

Rys. 7.13. Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,3 z 5” z elementow
o niezawodnosci Ry, R,, R, R4 1 R;s
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Nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na powtarzajace si¢ elementy w szerego-
wych segmentach struktury obiektu na rys. 7.13, niezawodno$ci poszczegdlnych
segmentoéw nie sa niezalezne i dlatego nie mozna obliczy¢ niezawodnos$ci obiektu
progowego tak jak prostego obiektu o rownolegto-szeregowym potlaczeniu jego
elementéw. Na przyklad niezawodno$ci segmentu pierwszego RiR,R; i drugiego
RiRyR, sa zalezne ze wzgledu na powtarzajace si¢ w nich elementy R; i R;.

W wyniku pierwszego etapu dekompozycji struktury niezawodno$ciowej
obiektu progowego ,,3 z 57 z rys. 7.13 wzgledem elementu np. R; = R, otrzymuje si¢
dwie struktury niezawodnos$ciowe obiektow progowych ,,2 z4” 1,3 z4” pokazane
na rys. 7.14 1 7.15 o niezawodnosciach R, 1 R34 sktadajace si¢ odpowiednio z 6 14
szeregowych segmentow elementéw potaczonych rownolegle:

N4 24 24
2) 24-2) 2020 4

A4 24 24
3)"N@-3) A 6
R, R
R, R4
R, Rs
[ﬁ]_’ — Ry
) R R4
R Rs
R Rs

Rys. 7.14. Struktura niezawodnosciowa obiektu progowego ,,2 z 4” po
dekompozycji struktury z rys. 7.13 w ktorej przyjeto R, = 1

RI R} R4

4 R, R; Rs
[ 3 ]_’ — R3y

Rl R4 Rs

R; Ry Rs

Rys. 7.15. Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,3 z 4”
po dekompozycji struktury z rys. 7.13 z ktorej przyjgto R, = 0
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Struktury niezawodnos$ciowe obiektéw progowych ,2 z4” 1,3 z4” z
rys. 7.14 17.15 nalezy podda¢ nastgpnej dekompozycji ze wzgledu na kolejne
elementy R; wedtug wzorow (7.16) i (7.17). Przeprowadzajac dla obiektu pro-
gowego ,,2 z4” dekompozycj¢ wzgledem elementu np. R; =4, otrzymuje sig
dwie nastepujace struktury niezawodnosciowe obiektow progowych ,,1 23”1 ,,2
z 3” pokazane na rys. 7.16 i 7.17 o niezawodnos$ciach odpowiednio R;; 1 Ry
z ktorych kazda sktada si¢ z 3 szeregowych segmentow elementéw polaczonych

rownolegle:
N__ ¥ 6 _6_,
1) 1@-n w2 2 7

N__ % _ 6 _6_,
2) 23-2 2 2 7

R,

3
[1]_’ R; Ris

Rs

Rys. 7.16. Struktura niezawodnosciowa obiektu progowego ,,1 z 3”
po dekompozycji struktury z rys. 7.14, w ktdrej przyjgto Ry =1

R Rs
3
{ > } Ry Rs Ry
R Rs

Rys. 7.17. Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,2 z 3” po
dekompozycji struktury z rys. 7.14 w ktorej przyjgto Ry, = 0

Nalezy zauwazy¢, ze struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,1
z 37 jest juz struktura obiektu prostego i ma niezawodnosé

Ryj3 =1-010305 =1-(1-R))(1 - R3)(1 - Rs)

(7.20)
= Rl +R3 +R5 —R1R3 —R1R5 —R3R5 +R1R3R5.

Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,2 z 3” wymaga kolejnej
dekompozycji ze wzglgdu na dowolnie wybrany element R, wedlug wzoru
(7.18) z pozostatych elementow Ry, R3, Rs.
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Prowadzac dla obiektu ,2 z3” z rys. 7.17 dekompozycje wzgledem ele-
mentu np. R; = Rs otrzymuje si¢ dwie nastgpujace struktury niezawodno$ciowe
obiektow progowych ,,1 z2” 1,2 z2” pokazane na rys. 7.18 1 7.19 o niezawod-
nosciach Ry, iR, sktadajace si¢ odpowiednio z 2 elementow polaczonych
rownolegle i z 2 elementdéw polaczonych szeregowo:

A2 2 2,
1) 1e-n ey 17
2 2 2,
2) 22-2) 2000 2

e e

Rys. 7.18. Struktura niezawodnosciowa obiektu progowego ,,1 z 2”
po dekompozycji struktury z rys. 7.17, w ktorej przyjgto Rs =1

{2}—> R1 | R3 _>R2/2

Rys. 7.19. Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,2 z 2”
po dekompozycji struktury z rys. 7.17, w ktorej przyjgto Rs =0

Struktury niezawodno$ciowe obiektow progowych ,1 z2” 1,2 z2” z
rys. 7.18 i rys. 7.19 sa juz strukturami niezawodno$ciowymi obiektéw prostych
a ich niezawodnosci wynosza:

Ry =1-00;=1-(1-R)(1-R3) =R + Ry — R| R, (7.21)

R2/2 = R1R3 . (722)

Pozostaje kolejny etap dekompozycji struktury niezawodno$ciowej obiektu
progowego ,,3 z4” z rys. 7.15 o niezawodnosci R34 wedlug wzoru (7.17). Jak
juz wspomniano, korzystnie jest tu przeprowadzi¢ dekompozycje struktury z
rys. 7.15 wzgledem elementu R; = Ry, tego samego jak w przypadku réwnania
(7.16). Wtedy struktura niezawodnos$ciowa obiektu progowego ,,2 z 3” z rowna-
nia (7.17) jest taka sama jak z rownania (7.16) i jest zamieszczona na rys. 7.17,
a struktura obiektu progowego ,,3 z3” jest pokazana na rys. 7.20 i ma nieza-
wodno$¢
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[3}_’ Ri — R [ Rs > Rss

Rys. 7.20. Struktura niezawodno$ciowa obiektu progowego ,,3 z 3”
po dekompozycji struktury z rys. 7.15, w ktorej przyjgto Ry =0

Obliczanie niezawodnoSci obiektu progowego R3;s prowadzi si¢ w kierunku
odwrotnym do kierunku operacji dekompozycji. Po podstawieniu wyrazen
(7.21)1(7.22) do (7.18) otrzymuje si¢

Ry;3 =Rs(Ry+ Ry —RiRy)+(1-Rs5)R|R5. (7.24)
Wprowadzajac (7.24) i (7.23) do rownania (7.17) uzyskuje si¢
R34 = Ry[Rs(Ry + Ry = RiR3) + (1= Rs)R Ry [+ (1 - Ry)R Ry Rs . (7.25)
Podstawiajac (7.20) i (7.24) do rownania (7.16) otrzymuje si¢

Ryj4 = R4[Ry + Ry + Rs — RiR3 — RiRs — R3Rs + Ri Ry Rs]

(7.26)
+(1=Ry)[Rs(Ry + Ry — R R3) + (1 - Rs )R Ry ]

Ostatnim podstawieniem jest (7.26) i (7.25) do rownania (7.15) w wyniku
czego otrzymuje si¢ zadana niezawodno$¢ R3s obiektu progowego ,,3 z 57
R3/5 = Ry{R4[R; + R3 + Rs — R{R3 — R{Rs — R3Rs5 + Ry R3Rs]
+(1=R[Rs (R + R3 — RiR3)+(1- Rs)R R3]}
+(1=Ry){Ry[Rs(Ry + Ry — RiR3) + (1= Rs)R|R;]
+ (1= R4)RR3Rs}.

(7.27)

Jezeli analizowany obiekt progowy ,,3 z 57 jest zbudowany z elementéw jedno-
rodnych o takich samych niezawodnosciach (R, = R, = R; = R4 = Rs = R) z rOwnania
(7.27) wynika, ze jego niezawodno$¢ wyraza si¢ nastgpujacym wzorem

Ry/s :R{R[3R—3R2 +R3]+(1—R)[R(2R—R2)+ (1—R)R2]}
+(1=R)R|IRQR-R*)+(1-R)R? |+ 1- R)R®
=RPBR?-3R*+R*+(1-R)PR* -R*+R*> -R?
+(1—R){R2R2—R3+R2—R3 +R3—R4}
=R R2—3R3+R4+3R2—2R3—3R3+2R4} (7.28)
+(1—R){3R3—2R4+R3—R4
=R{6R2—8R3+3R4}+(1—R) R3—3R4}
=6R> —8R* +3R° +4R> —3R* —4R* +3R°
=10R* —15R* +6R®
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Niezawodno$¢ obiektéw progowych Ry, zbudowanych z elementéw jedno-
rodnych o takich samych niezawodno$ciach R mozna rowniez obliczy¢é ze
wzorow (7.7) 1 (7.8). W analizowanym przypadku obiektu progowego ,,3 z 57 ze
wzoru (7.7) otrzymuje sig:

_55i_5—i_53_254_ 55
R3/5—§(JR (1-R) _@R (1-R) +(4JR (1-R)+ 5R

=10R*(1-2R+R*)+5(R* - R*)+R® (7.29)
=10R®> —20R* +10R> +5R* —5R> + R’
=10R> —15R* +6R°.

Natomiast ze wzoru (7.8) uzyskuje si¢

5! T 5-3
R = x> l—x B dx
315 (3—1)!(5—3)!£ -0
120 § 2 2 f 2 3.4
:ﬁ x“(1-2x+x )dx:_’aOJ(x —2x° +x")dx (7.30)
1219

= 30@133 —%R“ +%R5j: 10R> —15R* +6R°.

Nalezy zauwazy¢, ze obliczone niezawodnosci jednorodnego obiektu pro-
gowego Rys wyrazone wzorami (7.28), (7.29) i (7.30) sa identyczne.

W przypadku obiektow zbudowanych z elementéw jednorodnych oblicze-
nie niezawodnosci Ry, obiektu progowego za pomoca wzorow (7.7) lub (7.8)
upraszcza si¢ w poréwnaniu z metoda dekompozycji prostej wedlug wzoru
(7.6). Na rys. 7.21 przedstawiono wykres funkcji niezawodnos$ci jednorodnego
obiektu progowego R3;s w zaleznosci od niezawodnos$ci elementow sktadowych
R. Z wykresu na rys. 7.21 wynika, ze celowe jest budowanie takich obiektow
progowych, gdy niezawodnos¢ elementow jest R > 0,5.

A Rys
Tpoommmmmoes T A 7

(O] e R :

0 - . . >
0 0.5 1

Rys. 7.21. Wykres funkcji niezawodnosci Ry/s jednorodnego obiektu progowego
»3 2 5” w zaleznosci od niezawodnosci R jego elementow
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8. Niezawodnos¢ obiektéw z uszkodzeniami typu
»przerwa” i ,zwarcie”

Dotad rozpatrywano obiekty zbudowane zelementow dwustanowych
(zdatny, niezdatny). Istnieja obiekty, ktorych elementy moga ulega¢ uszkodze-
niom (stan niezdatnosci) dwojakiego rodzaju, ktore nazywa si¢ uszkodzeniem
typu ,,przerwa” oraz uszkodzeniem typu ,,zwarcie”. Uszkodzenia tego typu
wystgpuja powszechnie w uktadach elektrycznych i elektronicznych oraz pneu-
matycznych, hydraulicznych, optycznych itp. Osobliwos$cia omawianych ukta-
dow jest to, ze maja one zmienna struktur¢ niezawodnosciowa zalezna od
rodzaju uszkodzen, a odpowiadajace im funkcje niezawodnos$ci i zawodnosci sa
funkcjami wektorowymi, ktére w zapisie macierzowym przyjmujg postaé

R()=1-Q(), 8.1)
Qn=[o,». 0.0], (82)

gdzie: Q,(f) — funkcja zawodnosci stanéw sprawnosci wyznaczona na podsta-
wie uszkodzen typu ,,przerwa”,
0.(f) — funkcja zawodno$ci standow sprawnosci wyznaczona na podsta-
wie uszkodzen typu ,,zwarcie”.

Wspotzaleznosci charakterystyk funkcyjnych niezawodno$ci w tym przy-
padku opisane sa nast¢pujacymi wzorami [3, 14]

t
0,(0)= j A, (DRt , (8.3)
0
t
0.(0) = [ A ()Rt , (8:4)
0
0(0)=0,(1)+0.(), (8.5)
RO+0,0)+0.()=1, (8.6)
t t
R(t) = exp{— j Ay (x)dx — j A, (x)dx} =exp[- A(1)], (8.7)
0 0
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t t
A(t):Ap(t)+AZ(z):lep(x)dx—_[/iz(x)dx, (8.8)
0 0

gdzie: A,(f) — funkcja intensywnoSci uszkodzen typu ,,przerwa”
A(¢) — funkcja intensywnosci uszkodzen typu ,,zwarcie”.

B

Typowym reprezentantem obiektu z uszkodzeniami typu ,,przerwa’ oraz ,,zwar-
cie” jest elektrozawor lub przekaznik elektromechaniczny. Przekaznik w postaci
pojedynczej cewki oraz pojedynczego uktadu stykow pokazano na rys. 8.1.

Z analizy pracy przekaznika wynika, Zze moze on utraci¢ wlasciwos¢ prze-
taczania w wyniku ,,przerwy” lub ,,zwarcia”.

a) — b)
L y OBWGD STEROWANY (STYKI )
x ZDATNY PRZERWANY| ZWARTY
—o0
: I] E ) E
z
=l
; (5] (q; l—o Lo
z
S —o
3E: C@
< [1 4
. o Lo
o o
w
v —O
oz :] e -
2 S
@l = L L, Lo

Rys. 8.1. Przekaznik elektromechaniczny jako przyktad obiektu z uszkodzeniami typu
»przerwa” i ,,zwarcie”: a) przekaznik, b) stany niezawodnos$ciowe przekaznika,
¢) oznaczenie obiektu z uszkodzeniami typu przerwa (p) i zwarcie (z),
d) wykres niezawodnosci [3, 13]
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Obliczanie niezawodno$ci obiektow n-elementowych z dwoma rodzajami
uszkodzen mozna wykona¢ metoda dekompozycji prostej stosujac nastgpujace
wzory rekurencyjne

RU —1- gl —1- (gl 4 o)), (8.9)
an) =0, ,gan_l)(Qpi = 1)+(1_Qpi )an_l)(Qpi =0), (8.10)

an) = inanfl)(in =0)+(1-0, )anil)(in =1). (8.11)

We wzorach tych oznaczono prawdopodobienstwa uszkodzenia (funkcje
zawodnosci) typu (p) ,,przerwa’:

Qg") — obiektu n-elementowego,
(n—l)( 0.=1 obiektu zdekomponowanego (n-1)-elementowego
p P z przerwanym i-tym elementem, tj. O,; = 1,
n-1 _ — obiektu zdekomponowanego (n-1)-elementowego ze
0y (@i =0)

zwartym i-tym elementem, tj. 0,; =0,

oraz prawdopodobienstwa uszkodzenia (funkcje zawodnosci) typu (z) ,,zwar-

C1€

Qg”) obiektu n-elementowego,

obiektu zdekomponowanego (n-1)-elementowego ze
zwartym i-tym elementem, tj. Q.; = 0,

o0, =0)

Q(,,,l) 0. =) obiektu zdekomponowanego (n-1)-elementowego
z zi = z przerwanym i-tym elementem, tj. O.; = 1.

W tablicy 8.1 podano wzory do obliczania zawodnosci i niezawodnosci
obiektow prostych i ztozonych z uszkodzeniami typu ,,przerwa” i ,,zwarcie”.
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Przyklad 8.1
Dla przelacznika pigcioprzerwowego (n = 5), pokazanego na rys. 8.2, nale-

zy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa Q;S ),QS ) oraz Q(5 ), znajac zawodnosci
0,:,0.; poszczegblnych elementow (i =1, 2, ... .5).

Stosujac wzory rekurencyjne przeprowadzi si¢ dekompozycje przetacznika
ze wzgledu na element 1.

Q;(as) = QPI(QP2 +0)ps _QP2QP5)(QP3 FOpa - QP3Q”4)

8.12
+(1_Qpl)(Qp2Qp3 +Qp4Qp5 _QpZQp3Qp4Qp5) ( )

Q£5) = Qzl (Q22 + Qz3 - Q22Q23) (Qz4 + QZS - Q24Q25) (813)
+ (1 - Qzl XQZZQZS + QZ3QZ4 - Q22Q23Q24Q25 )

0% =0l 10l (8.14)

Gdy przetacznik jest wykonany z elementéw jednorodnych, to znaczy

0, =0,10,=0.dla(i=1,..5)

08) =202 +203 504 +203, (8.15)
0P =202 +20} -50¢ +203. (8.16)

Niezawodnos¢ przetacznika wynosi

R® =1-0® =1-0% - 0O (8.17)
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L7 o
QpiQsi 1=12,...5
© =008 @1 =1+ (1-0,08" (1 =0)

(ool o o) e B TEH
Q-3 ARSE

b

+
QE)4)(Qp1 =1) * = (sz +0,5 —0,00,5 XQp3 +0p4 _Qp3Qp4)

W, - 1
0:7(Qp = 0)( ) = 02053 +0pa0ps = 02030,405

b

a

d) ©) = 0,090, =) +(1-0.)0 (0., =0)

5}-1{2] 5} )12
Q-1 Q-+

b

.
@0, 1)( g ) = (02 + 03~ 02023 ) 024 + 0,5 ~ 0-40.5)
4 3

)5
D (0., =0) ( ) =0.,0.5 +0.40.3 = 0.,0.30.40.5
4 3

b

Rys. 8.2. Przyklad wyznaczania zawodnosci 0 przelacznika piecioprzerwowego
a) uktad przetacznika, b) schemat blokowy przetacznika, ¢) algorytm

wyznaczania Qs), d) algorytm wyznaczania QZ(S) [3, 13]

85






9. Niezawodnosc¢ obiektow z elementami
zaleznymi

Dla zilustrowania problematyki niezawodnosci obiektow z elementami za-

leznymi prze§ledzono zachowanie si¢ pary elementow, np. elementu i-tego oraz
j-tego w warunkach, kiedy nastepuje uszkodzenie jednego z nich, np. elementu

i-tego (rys. 9.1).

T;
+ I . .

i T;, T; — niezalezne

Ot —0 . ® o . d . :
L] ¢ Y ¢ ° ¢ L] ¢ ]-'l
U
A
1 T; A T
* T, T; —zalezne T;, T; — zalezne
stochastycznie T, deterministycznie T

Rys. 9.1. Klasyfikacja obiektow z elementami zaleznymi [1, 13]
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Powtarzajac wielokrotnie powyzszy eksperyment dla réznych obiektow
mozna stwierdzi¢, ze badane elementy moga by¢ elementami:

— niezaleznymi, jezeli uszkodzenie i-tego elementu nie pociaga za soba zmian
trwato$ci i niezawodnosci elementu j-tego,

— stochastycznie zaleznymi, jezeli uszkodzenie i-tego elementu pociaga za
soba stochastyczne, to jest kazdorazowo inne zmiany trwalosci inieza-
wodnosci elementu j-tego, ktore wykazuja jednak pewne wyrazne trendy,

— deterministycznie zaleznymi, jezeli uszkodzenie i-tego elementu pociaga za
soba deterministyczne, to jest zawsze takie same zmiany trwato$ci
1 niezawodnosci elementu j-tego.

W przypadku obiektéw zbudowanych z elementéw wzajemnie niezalez-
nych do ich analizy i syntezy potrzebna jest jedynie znajomos$¢ struktury oraz
warto$ci R; lub Q; (i = 1,...,n). W obiektach z elementami zaleznymi informacja
ta jest rowniez konieczna, ale niewystarczajaca. Poniewaz kazdy element obiek-
tu moze wywolywaé na ogo6t inne zmiany trwalosci i niezawodnoSci elementow
pozostatych, réwniez wazng sprawa jest to, ze dany element obiektu ulega
uszkodzeniu jako pierwszy, drugi, trzeci itd.

Uszkodzenie elementu obiektu i fakt, Zze uszkadza si¢ on wcze$niej lub
pozniej niz inny element obiektu, sa zdarzeniami losowymi. Prawdopodobien-
stwo zdarzenia T; < T}, to jest prawdopodobienstwo wczesniejszego uszkodzenia
si¢ i-tego elementu zapisuje sig jako

q=P(T; <T)), 9.1)
a prawdopodobienstwo przeciwne jako
p=H=1)) ©02)

Poniewaz oméwione zdarzenia sa wzajemnie wykluczajacymi si¢, mozna
zapisaé zalezno$¢é

qg+p=1. 9.3)

Wprowadzony parametr g charakteryzuje tzw. ,,czasowy” mechanizm
uszkodzenia si¢ obiektu i jest stosowany w opisie niezawodnosciowym obiek-
tow zaleznych (tabl. 9.1).
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Tablica 9.1.

Niezawodno$¢ najprostszych obiektow z elementami zaleznymi [1, 13]

Na- Obiekty szeregowe (s) Obiekty rownolegte (r)
zZwa (opis pozytywowy) (opis negatywowy)
O,
[}
0:
Z
Rsn = RIRZ an = Ql QZ
q9=4qn2 1 o
3 o— R Ry f—o q =|q21
> N
o O
s E (05}
< [}
SE
3 R, q=0 0, q=0
Rsza = qR1R2 + (1 - q)RZ q€ (0’ 1) Qrza = quQZ + (1 - q)QZ q € (O’ 1)
RR, q= 0,0, g=1
Qi
dé‘ o— R, R, |—o v—<zl = q12:>—@
> N _ v
g > q=q21 Q
5 - :
SE
s RR, q=0 0,0, g=0
R.vza = qu + (1 - q)RlRZ q € (0’ ]) Qrzu = qu + (1 - q)QlQZ q € (O’ 1)
R, q=1 o q=1
=2 Q
2 o— R, R; o q21 qi2
z 5  a=q :
-N z‘ —Y21
E’ g Q2
> R, q=0 0, q=0
R.=1qR +(1-¢)R, qe(0,1) | 0.=190,+(1-¢9)0, ¢<(0,1)
R, q= o g=1







10. Modele niezawodnosciowe obiektéw
aproksymowane typowymi rozktadami
prawdopodobienstwa

Dane eksperymentalne, z celowo zaplanowanych testow niezawodno$cio-
wych lub pochodzace z obserwacji w trakcie eksploatacji obiektow, stuza do
wyznaczania empirycznych charakterystyk funkcyjnych. Aby wykorzystac
osiagnigcia teorii zmiennych losowych w réznych analizach niezawodno$cio-
wych obiektow, empiryczne charakterystyki funkcyjne niezawodnosci aproksy-
muje si¢ typowymi rozktadami prawdopodobienstwa stosujac do tego celu
odpowiednie narzgdzia i metody statystyki matematycznej [15].

10.1. Rozkiad wyktadniczy (eksponencjalny)

Jednym z najprostszych modeli probabilistycznych czasu zdatnosci obiektu
nieodnawialnego jest zmienna losowa 7, ktorej intensywno$¢ uszkodzen jest
stata, tzn. niezalezna od czasu

A(t) = A =const . (10.1)

Wtedy na podstawie zaleznosci podanych wtabeli 4.1, otrzymuje sig
(dlat>0)

R(t) =exp(- At), R(0)=1, (10.2)
O(t) = F(t) =1—exp(- Az). (10.3)

Taka zawodno$¢ (dystrybuante) ma zmienna losowa o rozktadzie wyktadni-
czym. Pozostate charakterystyki funkcyjne i liczbowe sa nast¢pujace (rys. 10.1):

f@=1 exp(— ﬂt) —  gestos¢ prawdopodobienstwa, (10.4)
At)=At —  skumulowana intensywno$¢ uszkodzen,  (10.5)
f=2"1 — oczekiwany czas zdatnosci, (10.6)
O'tz =172 — wariancja, (10.7)
M, = A2 — mediana, (10.8)
M =0 — moda. (10.9)

Rozktad wyktadniczy odznacza si¢ wlasciwoscia, ktora nazywa si¢ brakiem
pamigci, a ktéra polega na tym, ze prawdopodobienstwo zdatno$ci obiektu jest
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niezalezne od tego, jak dlugi byl okres jego uzytkowania. Innymi stowy, nieusz-
kodzony obiekt uzywany, jest tak samo niezawodny jak obiekt nowy. W modelu
tym nie bierze si¢ pod uwage zmian zachodzacych w obiekcie na skutek proce-
sow adaptacji i starzenia sig, na przyktad w wyniku zmeczenia i ubytku materia-
hu. Obiektami, w odniesieniu do ktérych mozna stosowaé rozklad wykladniczy,
sa obiekty o uszkodzeniach czysto przypadkowych.

4\ R@ 0]
1
t t
0 > 0 >
O] A1)
\ ; ,
0 > 0 >

Rys. 10.1. Charakterystyki funkcyjne rozktadu wyktadniczego

Przyklad 10.1

Intensywno$¢ uszkodzen obrabiarki sterowanej numerycznie jest
A=10"[h"]. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo bezawaryjnej pracy
obrabiarki, to znaczy warto§¢ funkcji niezawodnosci dla # = 1000 [h]:
Korzysta si¢ ze wzoru  R(¢) = exp(— /1t)

czyli R(1000)= exp(— 107.10° )= exp(~0,1)=0,9048 .

Przyklad 10.2

Czas pracy do pierwszego uszkodzenia pewnego typu obiektow jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym, a intensywno$¢ uszkodzen A=5-10"[h™].
Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia uszkodzenia w obiekcie
w okresie migdzy 3000 a 5000 [h] jego pracy.
Korzysta sig ze wzoru:

P(3000 < 7' < 5000) = R(3000)— R(5000) = P(t; <T <t,)=R(t;)- R(t,)
=F(t,)-F(y)= jzf(t)dz = exp(—5~10_4 -3-103)— exp(—s-lo“‘ .5-103)

4

= exp(~1,5)—exp(~ 2,5) = 0,2231-0,0821 = 0,1410.
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Na podstawie tego wyniku mozna przewidywac, ze okoto 14% tego typu
obiektow ulega uszkodzeniu po przepracowaniu 3000 [h], a przed przepracowa-
niem 5000 [h].

Przyklad 10.3
Nalezy okresli¢, jaki powinien by¢ (co najmniej) oczekiwany czas zdatno-

$ci obiektu nieodnawialnego, ktérego czas zdatnosci ma rozklad wyktadniczy,
jezeli jego niezawodno$¢ w ciagu 100 [h] ma wynosi¢ co najmniej 0,99. Zpo-
stawionego warunku wynika, ze musi zachodzi¢ nierownos¢

R(100) = exp (- 4-100)>0,99

-1100>1n0,99

2<-0,01-1n0,99 = -0,01(-0,01)=10"*[A7'],

. . ., , . . , 4 -1 .
a wiec intensywno$¢ uszkodzen nie moze przekracza¢ 10™ [h™], a oczekiwany

czas zdatnosci musi by¢ wiekszy niz 7 > 271 =10%[h]

10.2. Rozkiad Weibulla

Rozktad Weibulla jest bardziej ogélny niz wyktadniczy [2, 13]. Jest on sto-
sowany, gdy intensywnos$¢ uszkodzen jest zmienna o przebiegu monotonicz-
nym. Rozkladem tym opisuje si¢ migdzy innymi trwalo$¢ zmgczeniowq materia-
16w 1 konstrukcji mechanicznych. Intensywnos¢ uszkodzen okresla wzor

A0 =a pio, (10.10)

gdzie (a, f>0)— state liczby,  — parametr ksztattu, — parametr skali.

Gdy a>1, Af) zwigksza sig,
a=1, Af)=const=p,
a<1, A(f) zmniejsza sig.

Pozostale charakterystyki funkcyjne i liczbowe sa nastepujace (rys. 10.2):

R(t)=exp(—,b’ta), 120, (10.11)
0()= F(r)=1-expl- p1%), (10.12)
F0)=a peVexpl- pi¢), (10.13)

Alt)=p =, (10.14)
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1
f:r(nlJﬂ_a, (10.15)

a
gdzie TI'(x) — warto$ci funkcji gamma (catka Eulera pierwszego rodzaju),

odczytuje si¢ je z tablic lub korzysta z funkcji numerycznych zaimplementowa-
nych w pakietach programistycznych takich jak Matlab i Mathematica, np.:

T(n)=(n=1)1,

rU Jr,
(

- ) 1-3-5... 2n—1)\/_

2"

—

Tn+1)=n

Gdy a =1 otrzymuje si¢ rozktad wyktadniczy, natomiast gdy o = 2 rozktad
Rayleigha. Dla rozktadu wyktadniczego:

i=T(2)p" =

Dla rozktadu Rayleigha:

11 ~
3 7 (gdy a = p). (10.16)

>
Il

(10.17)

iy

Wariancja
2 2 2 L) 7
o =|T1+—|-T*1+—||f «. (10.18)
a a

(10.19)

gdyz T(3)-T2(2)=21-(1)* =1.

Dla rozktadu Rayleigha

ot=""2= (10.20)
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. 5(3 1 =Y 4-z
gdyz T(2)-T [—J:I—[—\/;] =——=02146.

2 2
Mediana
Me:aln—z. (10.21)
B
Kwantyl
=g —In(l-p) (10.22)
B
Stosowany jest rowniez trojparametryczny rozktad Weibulla, dla ktorego
— )] dla >1,,
Ar)=1% (t=t0) i 0 (10.23)
0 dla t< tO ,

gdzie ¢, — parametr przesunigcia.

W przypadku tréojwymiarowego rozktadu Weibulla uszkodzenie obiektu
moze wystapi¢ dopiero po uptywie poczatkowej bezawaryjnej eksploatacji
w przedziale [0, ty). Przy obliczaniu kosztéw moze to by¢ np. okres gwarancji.

R(f) ) D)

0

1 2
Rys. 10.2. Rodzina rozktadow Weibulla: 1 — wyktadniczy (= = 1); 2 — Rayleigha
(a=2, f=0,5); 3 — 0 malejacej intensywnosci uszkodzen (= 0,5, f=2);

4 — o rosnacej intensywnos$ci uszkodzen (o = 3/2, f=2/3).
Przebiegi funkcji dotycza aff=1[1, 2, 13]
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Przyklad 10.4

Czas pracy narzedzia stosowanego w pewnym procesie technologicznym jest
zmienna losowa o rozkladzie Rayleigha z parametrem skali f=2,5-107 [h?].
Osiagnigcie przez narzedzie stanu granicznego jest dopuszczalne, ale powoduje
straty. Z tego powodu podczas pracy obrabiarki automatycznej przeprowadza si¢
przeglady stanu technicznego narzgdzia.

Nalezy ustali¢ taka warto$¢ czasu f,, aby ryzyko wczesniejszego niz ¢ osia-
gnigcia stanu granicznego byto mniejsze niz p.

Z definicji dystrybuanty F (t) = P(T < t) .
Z definicji kwantyla P(T <t, ): p.
Kwantyl rzedu p dla rozktadu Rayleigha
In(l-p)
ty=|- 7
Na przyktad dla p=0,1
to; = |- 11’1(1 - 0,13) — 6,5[h],
' 2,5-10"
dlap=0,99 to.00 = 42.9[h].

Po 6,5 [h] nalezy wigc dokonaé¢ kontroli stanu narzedzia, jesli ryzyko ma
by¢ mniejsze niz 0,1.
Mediana czasu zdatnosci
In2
Me = t0,5 = n— = 16,7[h]
\ B
Oczekiwany czas zdatno$ci

=17,7[h]

:F[3]ﬂ; _ 7 _ 08862
205 s

10.3. Oczekiwany pozostaly czas zdatnosci obiektu

Niezawodnos$¢ obiektu juz uzytkowanego przez pewien okres jest na ogot
inna, niz niezawodnos¢ tego samego obiektu w chwili rozpoczgcia jego uzytko-
wania. Niezawodnos¢ obiektu uzytkowanego okresla si¢ funkcja, ktorej wartos¢
w kazdej chwili jest rowna warunkowej oczekiwanej warto$ci pozostalego czasu
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zdatnosci obiektu. Funkcja ta nosi nazwe¢ oczekiwanego pozostatego czasu
zdatnosci i okresla ja wzor

r()=E[r-qr>1] 120 (10.24)
_(RG), 1T
r(t) = !Wx = (t)!.R(x)dx . (10.25)

Mozna zauwazy¢, ze dla ¢t = 0 otrzymuje si¢
H0)= [ R(x)ix = E[T]=1, jedi tylko R(0)=1. (10.26)
0

Oczekiwany pozostaly czas zdatnosci jest kolejna charakterystyka funkcyj-
na niezawodnos$ci obiektu nicodnawialnego. Mozna przez nia wyrazi¢ rOwniez
poznane poprzednio charakterystyki funkcyjne niezawodnosci

0t)=F(r)=1 —@exp[— jﬂ] (10.27)

)
R(t)= @exp(— jﬁJ (10.28)

f6)= r(0) {l+dr—(t)}exp —jﬂJ (10.29)

r2(t) dt rx)
dr(t)
ﬂ(t)——()[ t— } (10.30)
r(0)
A L, A 10.31
0= J @ ) (1030

Dla rozktadu wyktadniczego

r(t)zofexp(—ﬂx)dx_ 1 [ 1 i

Lol o

1 _ 1 - 1 _l_
e—it leﬂoo lelt y)

to znaczy, ze te obiekty nie starzeja si¢.

! } (10.32)

~5
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Dla rozktadu Weibulla

Texpl- R ¢ a
t)= = 1% — dx . 10.33
r( ) .! oxpl_ A x .!.exp[ﬁ( X ) x ( )
Przyklad 10.5

Czas zdatnosci pewnego robota spawalniczego ma rozktad Rayleigha o parame-
trze =107 [h?]. Nalezy zbada¢ przebieg oczekiwanego pozostatego czasu
zdatnos$ci. Zgodnie ze wzorem (10.33) dla z= 0, 50 1 100 [h] otrzymuje si¢:

r0)=88,6[n)  #(50)=32,7[n}  r(100)=5,2[x].

Gdy t— o r(t) —0.

10.4. Warunkowe prawdopodobienstwo zdatnosci obiektu
w przedziale czasowym, obiekty starzejace sie

Warunkowe prawdopodobienstwo, ze obiekt (np. piec gazowy c.o., klima-
tyzator, agregat pradotworczy) zdatny w chwili # > 0 nie uszkodzi si¢ w pewnym
przedziale czasowym [t, t+7], (7> 0) po chwili ¢, jest okreslone przez funkcje
niezawodnosci

R(t,7)=P(T 21 +7|T >1)= RS;(*Z)T) (10.34)
Latwo sprawdzié, ze oczekiwany pozostaty czas zdatno$ci wynosi
r(t)= IiR(t,r)dr oraz, ze iR(t,r)Z R(t+ r). (10.35)

0

Jezeli R(¢, 7) jest dla kazdego 7 >0 nierosnaca funkcja argumentu ¢, to
mowimy, ze obiekt jest starzejacy sig. Jak wynika z tej definicji, obiekty starze-
jace si¢ maja tym gorsze wlasnosci niezawodnosciowe, im dtuzej sa uzytkowa-
ne. Wiasno$¢ taka ma zdecydowana wigkszo$¢ obiektéw technicznych nieod-
nawialnych.

Przyklad 10.6

W zaktadzie sa czynne trzy urzadzenia tego samego typu. Urzadzenia te sa
uzytkowane niezaleznie od siebie. Pierwsze przepracowato juz 1000[h], drugie
800[h], a trzecie 500[h]. Czas zdatnos$ci urzadzen tego typu jest zmienna losowa
o rozktadzie Erlanga z parametrem o =2. Wiadomo ponadto, Zze oczekiwany

czas zdatnosci urzadzenia wynosi ¢ = E[T] = 2000[A].
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Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w ciagu najblizszych 400[h] nie
wystapi uszkodzenie zadnego z tych trzech urzadzen.

Szukane prawdopodobienstwo jest iloczynem prawdopodobienistw warun-
kowych R(¢, 7) a mianowicie:

P = %R(1000,400) %R(800,400) R(500,400)

+ Al +7)|exp|-Alt + 7
)L ((1+ﬂz))ex§E—AE) :

At
= (1 + . /Itjexp(— A7)

Dla rozktadu Erlanga o-rzedu
(a-catkowita liczba)

f(z)_Lz“ L exp(=At)

I'(@)
%(1000,400) = 8 04
5 t20; o, >0

1 04

2(800,400) = ¢ Dla g =2
o -
2(500,400) = — ¢ 04 R(£)= (1+ A¢)exp(— )
_ 01119 043 560 A=2=107 ]
5.9-15 !

Z takim prawdopodobienstwem mozna spodziewac si¢ bezawaryjnej pracy
urzadzen w ciagu najblizszych 400[h].

Przyklad 10.7

Czas zdatno$ci uszczelek pewnego typu ma rozklad Weibulla
o parametrach o= 1,5, f#=0,01. Co jednostke czasu (1 kwartat) kontroluje si¢
stan uszczelek. Jezeli w chwili ¢ > 0 uszczelka jest zdatna to prawdopodobien-
stwo jej zdatno$ci w ciagu kolejnej jednostki czasu wyznaczy¢ mozna ze wzoru

*J%(t,r): Cxp[_ﬁ(t-i-f)a] exp{ﬂ[ l+T ] }
exp[— B t“]
Dla powyzszych danych otrzymuje si¢

Rt )= exp{o,ol[tns ()] }

Po podstawieniu 7=1 otrzymuje si¢ prognoz¢ dla kolejnych jednostek czasu
nastegpujacych po chwili ¢

R(0,1)=0,990; R(1,1)=0982; R(2,1)=0,977; R(3,1)=0,972
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10.5. Rozkiad jednostajny

Rozktad jednostajny (lub rownomierny) (rys. 10.3) oznacza si¢ stata gesto-
$cig prawdopodobienstwa w przedziale (0, a), co oznacza, ze prawdopodobien-
stwo uszkodzenia si¢ obiektu w dowolnym przedziale czasowym (0, a) zalezy
tylko od dlugosci tego przedziatu, nie zalezy za$ od jego potozenia na osi czasu.
Charakterystyki funkcyjne

—

— dla 0<t<a

f()=1a (10.36)

0 dla a<t<ow
0 dla t<0
o0 =F=1L  da 0<i<a (10.37)
a
1 dla t>a
-1 dla 0<r<a
R()={ a - (10.38)
0 dla t>a
b dla 0<t<a
M)= 1 a—t - (10.39)
0 dla t>a
a
In dla 0<t<a
A= \a-t (10.40)
0 dla t<a
Parametry rozktadu
i-1, (10.41)
5 .
a2
== 10.42
Oy 2 ( )
M, =i (10.43)
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A R() A A |
:
1 :
1
1
1 :
a I
1
:
0 t 1 t
1 > 0 ! >
a a
[ Y :
1
1 1
L , :
a 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I I
: t "
0 | > 0 :1 »
a

Rys. 10.3. Charakterystyki funkcyjne rozktadu jednostajnego (réwnomiernego)

10.6. Rozktad normainy

Niezawodnosciowe charakterystyki funkcyjne rozkladu normalnego
N(Z, atz ) (rys. 10.4) okreslone sa nastgpujacymi wzorami

1 (-7 |
= - , t20 10.44
0= exp[ o |1 (10.44)
00)= Fl) - ——foxg <= e ocic. 0

oN27 20,2 |

Lt [ i)

RIt)= - ldx; >0. 10.46
(t) O_t\/gv!.exp{ 20',2 }x t> ( )
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A R 4+ )
0,=0,5

0;=0,5

0

Rys. 10.4. Charakterystyki funkcyjne rozktadu normalnego

Zachodzi tez zwiazek

R(t)=1 —FO(Z;:J, (10.47)
t
[t
-
alr) = o) _J1). (10.48)

W szczegdlnych przypadkach mozna korzysta¢ z tablic standaryzowanego
rozktadu normalnego N(0,1), ktorego gestos¢ prawdopodobienstwa

2
fo(f): \/;—”exp[—%} —0<t <0, (10.49)
Nalezy pamigtac, ze
fol=1)=1o(0), (10.50)
f(t)=lfo[t;t]- (10.51)
o o
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Ponadto dla rozktadu N(0, 1)

1§ 2
Fylt)= Tﬂ_'[oexp{— %}dx, (10.52)
1% x?
Ro(t)zﬁ-Iexpli—T}dx. (10.53)
t

Intensywno$¢ uszkodzen w przypadku rozktadu normalnego zwigksza sig
bardzo powoli dla matych ¢, w poblizu ¢ =7 zaczyna szybko wzrastaé i zbliza
si¢ do asymptoty ukosnej, ktorej kat nachylenia do osi czasu jest tym wigkszy,
im mniejsze jest odchylenie standardowe o; (rys. 10.4). Oznacza to, ze przy
bardzo matej warto$ci o; obiekty prawie wylacznie uszkadzaja sig¢ w czasie
zblizonym do oczekiwanego czasu zdatno$ci. Dlatego rozktad normalny jest
odpowiednim modelem czasu zdatnoSci obiektu w tych przypadkach, gdy
uszkodzenia powodowane sa stopniowo zachodzacymi nieodwracalnymi zmia-
nami o charakterze starzenia.

10.7. Rozktad logarytmiczno-normalny

Zmienna losowa T przyjmujaca wartosci dodatnie ma rozktad logarytmicz-
no-normalny wowczas, gdy jej logarytm (naturalny lub dziesi¢tny) ma rozktad
normalny. Przyjmujac

Y=1gT, (10.54)
lgm—Igt
R(t)=1-F)| =—=—|, (10.55)
o
y
gdzie: Fy, — dystrybuanta standaryzowanego rozktadu N (0,1),

lg(m) — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej ¥,
(m — nie jest wartoscia oczekiwang zmiennej 7)),

o, — odchylenie standardowe zmiennej losowej ¥,
s 2
t=m exp(2,651 oy ), (10.56)
Pt
ol =i? [—j -1/ (10.57)
m

Rozktad logarytmiczno-normalny mozna stosowaé w przypadku badania
niezawodnos$ci obiektow, ktorych uszkodzenia powodowane sg zwigkszajacymi
si¢ stopniowo peknigciami zmeczeniowymi.
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10.8. Prawdopodobienstwo wykonania zadania
przez obiekt

Przyjmuje sig, ze czas zdatnos$ci obiektu jest zmienna losowa 7. Obiekt ma
wykona¢ pewne zadanie, ktore trzeba realizowa¢ w przedziale czasowym
o losowej dlugosci Z. Obiekt wykona zadanie wowczas, gdy zajdzie zdarzenie
(Z<T). Jezeli R(?) jest funkcja niezawodno$ci (czasu zdatnosci T), za$ g(¢)
oznacza gestos¢ prawdopodobienstwa czasu trwania zadania Z, to prawdopodo-
bienstwo wykonania zadania wyraza rownanie

o0

P(z <T)= [ R(t)e(t)a (10.58)

0

Przyklad 10.8
Czas zdatnosci T obiektu ma rozktad wykladniczy o parametrze 4> 0, a czas
trwania zadania Z ma rozktad wyktadniczy o parametrze x> 0. Wowczas

P(z<T)= {exp(— At )uexp(— gt )dt = ﬂﬁ 2
Dla
A=10" [h‘l] .= 103[h]) i o= 10‘2[;;‘1](2 = 102[h]),
otrzymuje sig
P(Z<T)= % ~ 0,909
1072 +10

Zalezno$¢ omawianego prawdopodobienstwa od parametru u przy ustalonym
parametrze A przedstawia rysunek 10.5.

T Pz<

0,5 77",

1 lLl;
0 ey >

Rys. 10.5. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa P od parametru u
przy ustalonych wartosciach 4
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Za pomocg wzoru (10.58) mozna tez obliczy¢ prawdopodobienstwo znisz-
czenia konstrukcji mechanicznej pod wplywem obciazen, ktore moga przekro-
czy¢ jej wytrzymatos¢ [7]. Jesli obciazenia wywoluja w konstrukeji naprezenia
losowe Z opisane gestoscia prawdopodobienstwa f;(z), a losowa wytrzymatos¢
konstrukcji 7 (na skutek losowych wtasnosci materiatu, technologii wykonania,
montazu, procesOw starzenia i innych) jest opisana ggstoscia prawdopodobien-
stwa f/(t), to prawdopodobienstwo zniszczenia konstrukcji jest rowne zeru, tj.
P(Z>T) =0 tylko wtedy, gdy wykresy gestosci prawdopodobienstwa nie prze-
cinaja si¢ (rys. 10.6a). Gdy wykresy gestosci prawdopodobienstwa przecinajg
sig, (rys. 10.6b) to obszar wspolny pod nimi jest miara prawdopodobienstwa
zniszczenia konstrukcji i P(Z>T) # 0.

a) 1 fix) P(Z>T)=0
Va fi1)
JA2)

0 X
naprezenia wytrzymato$§¢ g
od obciazen konstrukeji

b) A fix) PZ>T)=0
f42) J(?)
0 X
naprezenia wytrzymato$¢ ~
od obciazen konstrukecji

Rys. 10.6. Wzajemne potozenia rozktadow ggstosci prawdopodobienstwa naprezen f(z)
1 wytrzymato$ci konstrukcji fi(7). a) wykresy roztaczne, prawdopodobienstwo zniszczenia
P(Z>T) = 0; b) wykresy zachodzace na siebie, prawdopodobienstwo zniszczenia
P(Z > T) > 0 obrazuje obszar zakreskowany
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Aby skorzysta¢ ze wzoru (10.58) nalezy najpierw obliczy¢ funkcje nieza-
wodnos$ci konstrukcji R{f) na podstawie danej gestosci prawdopodobienstwa
f(?). Zgodnie ze wzorem (4.4)

R,(1) = [ fi(x)dx. (10.59)
t

Prawdopodobienstwo zniszczenia konstrukceji o losowej wytrzymatosci pod
wplywem losowych napr¢zen, zgodnie z (10.58) mozna teraz wyrazi¢ nastgpu-
jaco

P(Z<T)=[R,(x) /. (x)dx. (10.60)
0

W praktyce inzynierskiej dla elementéw pojazdéw szynowych, samocho-
dowych oraz maszyn rolniczych, gérniczych, drogowych, dzwigowych i innych,
w ktorych kontrolowane sa szczeliny zmegczeniowe iich wzrost, dopuszcza sig
P(Z>T)=10%+10"[1, 13].

Przyklad 10.9

Granicg zmgczenia wybranego elementu konstrukcyjnego robota przemystowe-
g0 wyznaczona przy bazowej liczbie 10° cykli opisano rozktadem normalnym
N(Z
w przedziale naprezen od Oyfmin dO Oyrmax. W procesie produkcyjnym element
konstrukcyjny pozostaje pod wplywem stacjonarnego i ergotycznego obciazenia
losowego. W wyniku pomiarow odksztalcen eksploatacyjnych i uwzglednieniu
rozmiarow geometrycznych elementu konstrukcyjnego wyznaczono przebieg
naprezenia, ktéry poddano schematyzacji algorytmem plynacego deszczu.
Uzyskany w ten sposob rozktad amplitud naprezenia zaaproksymowano rozkta-
dem Weibulla z parametrami ksztaltu « i skali fw przedziale amplitud napreze-
nia od 0 do o, max. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo przekroczenia losowe;j
granicy zmgczenia elementu konstrukcyjnego przez losowe amplitudy napreze-
nia.

Przyjmujac oznaczenia wielkosci ze wzoru (10.60) realizacjami zmiennej
losowej Z begda amplitudy cykli napr¢zenia o, a realizacjami zmiennej losowej
T, granice zmgczenia o,. Gesto$¢ prawdopodobiefnstwa losowej granicy zmeg-
czenia f%f (04 ) rozwazanego elementu konstrukcyjnego zgodnie ze wzorem

rc,Srzc) o warto§ci oczekiwanej Z,. iodchyleniu standardowym S,.

(10.44) jest nastepujaca
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0=, () -t ey T =)
t oy O af S,. N p >s ,26

dla O-afmin < O-af < O-afmax (1061)

Stad funkcja niezawodnosci Rvgf (04r) elementu konstrukcyjnego jako

catka funkcji f%f (04r) —za wzorem (10.46) — jest rowna

2
Src

O4f max 2

1 ‘ w-2z,.)

R()=R, (0,7)=—— | expl-=2) |gy  (10.62)
t o o SVC 27 0{/’

Gestos¢ prawdopodobienstwa amplitud f%f (o4r) cykli naprezenia w wy-

niku dziatania losowego obciazenia jest opisana wzorem (10.13) i przyjmuje
nastepujaca postacé

122 =y (0) = aBo®V expl- fo ) dla 0<0, <opme  (10.63)

Poszukiwane prawdopodobienstwo P(Z > T) przekroczenia losowej granicy
zmgezenia T przez amplitudy cykli losowego naprgzenia Z oblicza si¢ jako
prawdopodobienstwo przeciwne do okreslonego wzorem (10.60), to jest

O-a max

P(Z>T)=1-P(Z<T)=1- | R, (X) s, (x)dx (10.64)
) o

Po podstawieniu (10.62) i (10.63) do (10.64) otrzymuje si¢

o, 1 O af max (u _ Z )2
P(Z>T):1—J exp| — 2 ldu
282, (10.65)

e |
o@D exp(— P )dx

Nalezy zauwazy¢ we wzorze (10.65), ze po obliczeniu catki wewngtrznej za
pomoca zmiennej catkowania u otrzymuje si¢ funkcje zmiennej niezaleznej x,
ktéra bedzie spdjna z pozostatym wyrazeniem zaleznym od zmiennej catkowa-
nia x w catce zewnegtrznej. Dla ustalonych danych liczbowych obliczenia wedtug
wzoru (10.65) zaleca si¢ przeprowadzi¢ odpowiednim programem komputero-

wym.
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11. Modele matematyczne obiektéw odnawialnych

11.1. Podstawowe pojecia i metody matematyczne
zwigzane z modelami odnowy

Obiekty odnawialne to takie, ktére po uszkodzeniu zostaja odnowione. Od-
nowa taka moze polegaé na:
— naprawie, dzigki ktorej obiektowi przywraca si¢ wlasciwosci decydujace
0 jego poprawnej pracy,
— wymianie na nowy obiekt o wlasciwosciach jakie mial obiekt przed jego
uszkodzeniem,
— regulacji, smarowaniu lub kontroli.
Do podstawowych poje¢ zwiazanych z modelami odnowy naleza migdzy
innymi:
— czas zdatnosci do pierwszego uszkodzenia,
— czas zdatno$ci migdzy kolejnymi uszkodzeniami,
— czas odnowienia (odnowy),
— sumaryczny czas istnienia obiektu w stanie zdatnosci.

11.1.1. Przeksztatcanie rozktadéw zmiennych losowych

Zaktada sig, ze jest dana funkcja gestosci prawdopodobienstwa fi(x) zmien-
nej losowej X na wejsciu nieliniowego uktadu (rys. 11.1) o charakterystyce

Y = p(X) (11.1)

w rozwazanym przedziale zmiennos$ci x. Nalezy okresli¢ gesto§¢ prawdopodo-
bienstwa £,(y) zmiennej losowej ¥ na wyjsciu tego uktadu nieliniowego [13].

X Yy
— y = ¢0(x) —>
fu(x) fy(Y) =7?

Rys. 11.1. Nieliniowy uktad o charakterystyce y = ¢(x)

Jezeli funkcja ¢ jest jednoznaczna to istnieje funkcja odwrotna ¢ i mozna
wyrazi¢ warto§¢ x w postaci:

x=9'(y). (11.2)
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Wiadomo, ze dystrybuanta F(y) zmiennej losowej Y wyrazona jest przez
prawdopodobienstwo

F,(y)=P(Y <y). (11.3)
Analogicznie okreslona jest dystrybuanta F,(x) zmiennej losowej X, tj.
F.(x)=P(X <x). (11.4)

Jezeli funkcja ¢ jest rosnaca to zachodzi rowno$¢ prawdopodobienstw

P(Y<y)=P(X<x)=P[X<¢‘1(y)] , (11.5)

a co za tym idzie rownos$¢ dystrybuant

F0=F o). (11.6)

W zaleznosci (11.5) i (11.6) za x podstawiono funkcje odwrotna ¢! wedhug
(11.2) w wyniku czego dystrybuanta F zalezy teraz od zmiennej y. W przypad-
ku, gdy funkcja ¢ jest malejaca to réwnos$¢ prawdopodobienstw bedzie teraz
nastgpujaca

P(Y<y)=P(X>x)=1—P(X<x)=1—P[X<go_1(y)] .11

Stad otrzymuje si¢ wzor na dystrybuante funkcji malejace;j

F)=1-Flp 0] . (11.8)

Jezeli zalozy sig, ze funkcja ¢ jest monotoniczna i rézniczkowalna, to r6z-
niczkowalna bedzie takze dystrybuanta F,(y) i mozna wyznaczy¢ gesto$¢ praw-
dopodobienstwa f,(y) zmiennej Y. W przypadku, gdy ¢ jest funkcja rosnaca

dFy (y) _dFy(x) dx
dy dx dy

-1
()= - 1, [w‘l(y)]d‘”d—y(y) (11.9)

x=9(¥)

natomiast w przypadku, gdy funkcja ¢ jest malejaca

dr,(y) __dF.(x) dx

()= & & dy

P PR ) PP
T ) R

Poniewaz w pierwszym przypadku d¢'(y)dy >0, za§ w drugim
de' (y)/dy <0, wigc oba wzory (11.9) i (11.10) mozna zastapic¢ jednym

flo o) (11.11)

_lde”' (»)
fr(»)= B

110



Przyklad 11.1

Niech rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X jest rozktadem
o wartosci oczekiwanej 0 iwariancji 1, czyli rozktadem standaryzowanej
zmiennej losowej N(0, 1) o ggstosci prawdopodobienstwa

fx(x)=ﬁe><p{—%} S0 <X <400 (11.12)

Nalezy wyznaczy¢ ggsto$¢ prawdopodobienstwa f(y) zmiennej losowej ¥
na wyjsciu uktadu o charakterystyce liniowej

y=@(x)=a+bx. (11.13)

Na podstawie (11.13) oblicza si¢ funkcje odwrotna i jej pochodna

xzfp’l(y)=y;aa (11.14)
dp™' () :i(y—a):_ (11.15)
dy  dy\ b ) b’ '

Poszukiwana gestos¢ prawdopodobienstwa wedtug (11.11)

- e 11.16
() ﬂ|b|eXp[ B2 J (11.16)

Nalezy zauwazy¢, ze otrzymany rozktad jest rozktadem normalnym o war-
tosci oczekiwanej a i wariancji b°, tj. rozktadem typu N(a, b). A wiec liniowo
przeksztatlcona zmienna losowa o rozktadzie normalnym ma rozktad normalny.
Wynik ten jest zgodny ze znanym twierdzeniem teorii prawdopodobienstwa,
wedlug ktorego liniowe przeksztalcenie zmiennej losowej nie zmienia typu
rozktadu prawdopodobienstwa, a jedynie parametry tego rozktadu.

Przy wyznaczaniu ggstosci prawdopodobienstwa na wyjsciu uktadu o cha-
rakterystyce ¢(x) niescisle monotonicznej, przedzial zmiennosci x nalezy po-
dzieli¢ na takie podprzedziaty k (rys. 11.2) w ktorych funkcja ¢(x) jest $cisle

monotoniczna i ma funkcj¢ odwrotna go,:l (y). Wtedy gestos¢ prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej Y okres§lona jest przez sume k wyrazen (11.11)

do ' )| [
B }/X[cok ). (11.17)

=2,
k
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3
y=@x)

Pox
Rys. 11.2. Charakterystyka niemonotoniczna z podziatem na 4 przedziaty
o charakterystykach monotonicznych
Przyklad 11.2

Niech funkcja @(x) w przedziale zmiennos$ci (-co < x < +o0) dana jest jako

y=p(x)=ax*,a>0. (11.18)

Dla wyznaczenia funkcji odwrotnej przedzial zmiennosci x dzieli si¢ na
dwie czgsci (-0, 0) 1 (0, +o0) 1 otrzymuje sig

X = (»)= —\/%,

(11.19)
0=y ()= +\/%.
Zgodnie ze wzorem (11.17)

0= ——lr —\P T +\P

7 2\/; * a 2\/5 * a

|y RN D S N O e
[f{ \/:}rf{Jr\/;H 2@{5& +e (11.20)

Jesli zmienna losowa X ma rozklad normalny typu N(O, 1) o ggstosci
(11.12), to rozktad zmiennej ¥ wyraza si¢ wzorem

1
2ay

£y ()= J;—ayeXP(—zy—aj (11.21)

i nie jest juz rozktadem normalnym.
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Przedstawione przeksztatcenie rozktadow dla jednej zmiennej losowej mozna
uog6Ini¢ na uktad N zmiennych losowych, tj. na wielowymiarowa zmienna
losowa (X, ..., Xy) olacznej ggstosci prawdopodobienstwa fi(xi, ..., xy). Dany
jest uktad N funkcji

Y= @aXts oo xy), n=1, .., N, (11.22)

o ktorych zaklada sig, ze sa rozniczkowalne i wzajemnie jednoznaczne w prze-
dziale zmiennosci, a wigc istnieja funkcje odwrotne

X =0, 1w yy)s 1= 1,0 N. (11.23)

Nalezy okresli¢ taczna gestos¢ prawdopodobienstwa fy(yi, ..., yx) wielowy-
miarowej zmiennej losowej (17, ..., Yy) za pomoca przeksztatcenia (11.22), tj.

Y= 0uX, .. Xn), n=1, ..., N, (11.24)

wielowymiarowej zmiennej losowej (X1, ..., Xy) o danej gestoSci prawdopodo-
biefistwa fi(xi, ..., xy), (rys. 11.3).

X1 N > B2
[} [}
o Yn= ¢n(—x17 ceey xN) o
n=1,..,.N
e LN
XN YN
j@(xl,...,xN) ]g,(yl,...,y]v) =97

Rys. 11.3. Nieliniowy uktad o N wejsciach i N wyjsciach

Poszukiwana gestos¢ prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej lo-
sowej (Y1, ..., Yy) ma nastgpujacq postaé

Ly 0ty )= 0ty I l(Dfl(yla~-~ayN)a~-~a¢7X/1 (ylw-»yN)J (11.25)
gdzie
a(Pl_l aq’l_l
W Oy
TV vy )= e e (11.26)
0Py 0Py
M 25N
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jest wyznacznikiem funkcyjnym przeksztatcenia (jakobianem). Jezeli rozwazana
jest np. tylko jedna funkcja

1= oixn, e X)), (11.27)
to aby otrzymac uktad N funkcji (11.22) nalezy przyja¢ dodatkowo

V2 =X
....... (11.28)

i stosowac wyzej podany formalizm.

Jezeli przeksztalcenia (11.22) nie sa wzajemnie jednoznaczne, czyli gdy
funkcje (11.23) nie sa jednoznaczne, to obszar zmienno$ci wielowymiarowej
zmiennej losowej (X1, ..., Xy) nalezy podzieli¢ na takie podobszary k, w ktérych
przeksztatcenia (11.22) beda wzajemnie jednoznaczne i w kazdym wyznacznik
funkcyjny J; bedzie ograniczony. Wtedy taczna gestos¢ prawdopodobienstwa

wielowymiarowej zmiennej losowej (Y1, ..., Yy) jest okreslona wzorem
-1 -1
/y (J’b--w)’N) = Z|Jk (J’h--wJ’Nl Sk [(/71 (J’h-"aJ’N ),--.,(/?N (J’l»---aJ’N )] (11.29)
k

Przyklad 11.3

Dane sa dwie stochastycznie niezalezne zmienne losowe X; 1 X; o jednako-
wym rozktadzie normalnym N(O, 1) i ggstosciach prawdopodobienstwa f(x)
1 f(x2) okreslonych wzorem (11.12). Nalezy okresli¢ ggstosci prawdopodobien-
stwa sumy ird6znicy tych zmiennych losowych, tj. zmiennych Y, =X;+.X,
1Y, 2= X 1- Xz.

Zmienne losowe X i X; stanowia zmienng dwuwymiarowa (X1, X3), a po-
niewaz sa one stochastycznie niezalezne ich laczna ggsto$¢ prawdopodobien-
stwa moze by¢ przedstawiona jako iloczyn ggstosci jednowymiarowych

S (xp,x0) = £ () [ (x2) =iexp[—%(x12 +x3 )} . (11.30)

Funkcje przeksztatcajace (11.22) przyjmuja postaé

1 =01(x,x2) = X1 + X7,

(11.31)
V2 =@a(x,Xp) = X = X3,
a stad funkcje odwrotne (11.23)
- ity
X :¢11(J’1,)’2)=%,
(11.32)
x2 =93 (n92) = 2
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Jakobian (11.26) przyjmuje wartosci

dpr' el |1 1

oy ' oyy E ’ E 1
J(i.p)= = =3

' ap'| L L

v ’ vy 2 2

Zgodnie ze wzorem (11.25) taczna gestos¢ prawdopodobienstwa dwuwy-
miarowej zmiennej losowej (Y7, ¥>) ma postaé

£ rra) =H0rn) £l Grvs oy (.02)

1 Ly +3, ) Y
=—expi—— NTya | (N2 (11.33)
4r 2 2 2
1 1(2 2
=—exp| ——yi + .
4 P[ 4()/1 )’2)}

Nalezy zauwazy¢, ze taczna gestos¢ prawdopodobienstwa (11.33) mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu jednowymiarowych gestosci

Iy (y1.32)= [ﬁexp[— %]]!\/i—” exp[— %H =/ (o )fy (v2). (11.34)

wigc zmienne losowe Y 1Y, sa stochastycznie niezalezne. Mozna wigc powie-
dzie¢, ze jesli dwie zmienne losowe X; 1X; sa stochastycznie niezalezne
o jednakowym rozktadzie, to ich suma Y; irdznica Y, sa rOwniez zmiennymi
losowymi stochastycznie niezaleznymi o takim samym rozkladzie prawdopodo-
bienistwa (zmianie ulegaja jedynie parametry rozktadu).

Przyklad 11.4

Nalezy obliczy¢ gestos¢é prawdopodobienstwa iloczynu dwoch zmiennych
losowych X; 1 X, o gestosci dwuwymiarowej fi(x), x,). Przyjmuje si¢ funkcje
przeksztatcajace (11.22) w postaci:

Y1 =@ (x,x) =Xy,

(11.35)
V2 = @2(X1, %) = x1%5.
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Funkcje odwrotne (11.23) maja postac:

-1
x =01 (V1,y2) =15

_ y (11.36)
Xy = ¢’2](J’1a)’2) ==Z
Y1
Zgodnie z (11.26) jakobian
-1 -1
0
op . om 1.0
M o) 1
Iy py)= = -~ (1137
ops'  opy'| |y 1|
v o i M

Laczna gesto§¢ prawdopodobienstwa (11.25) dwuwymiarowej zmiennej lo-
sowej (Y1, Y2) jest nastepujaca

fy(ylay2)=|‘](yl7y21 fx[(pl_l(ylayZ)’¢2_1(y19y2)]=ﬁfx(yl’);_?j (1138)

Gestos¢ prawdopodobienstwa f,(y,) zmiennej losowej Y, = X1.X, jest ggsto-
Sciag brzegowa dwuwymiarowej gestosci f(yi, y2), ktora nalezy scatkowac
wzgledem drugiej zmiennej Y1, tj.

£y 02)= [ 1,002 )y = jﬁfx(yl,i—szyl. (11.39)

1

11.1.2. Splot funkcji

Jezeli dane sa dwie funkcje rzeczywiste f{x) i g(x), okreslone i catkowalne
w przedziale (0, x), to splotem tych funkcji nazywa si¢ funkcje A(x) zmiennej x
o postaci (rys. 11.4)

X

h(x)= f(x)* glx)= [ f()glx—t)ar (11.40)
Splot jest operacja przemienna, taczna i rozdzielna wzgledem dodawania
Flx)*g(x) = glx)* f(x), (11.41)
[/ ()% g ()l h(x)= £ (x) [glx) n(x)], (11.42)
f(x)* [g(x)+ h(x)] = f(x)* g(x)+ f(x)* h(x) . (11.43)
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) ()

AX

4 8(X)

, h(x)

h(x)

Rys. 11.4. Tlustracja pojecia funkcji splotu A(x)

11.1.3. Kompozycja rozktadéw dwdch zmiennych losowych

Jezeli X 1 X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o dystrybuantach F(x)
i F5(x) oraz o gestosciach prawdopodobienstwa odpowiednio fi(x) ifi(x), to
zmienna losowa

=X, + .
Y=X +X, 11.44

ma rozklad nazywany kompozycja rozkladéw zmiennych losowych X; i X,
przy czym dystrybuanta zmiennej losowej ¥

F(y)=Rx)x f5(x)= filx)* F(x), (11.45)
a gestos¢ prawdopodobienstwa
S)=fi()* f(x). (11.46)

Nalezy zauwazy¢, ze uzycie funkcji splotu (11.40) znacznie upraszcza tu
obliczenia rozktadu prawdopodobienstwa sumy niezaleznych zmiennych loso-
wych w poréwnaniu z metoda przeksztalcania rozktadow zmiennych losowych
przedstawiona w punkcie 11.1.1.
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11.1.4. Podstawy przeksztatcenia Laplace’a

Transformatg Iub przeksztatlceniem Laplace’a funkcji A(x), x€[0, o] nazy-
wa si¢ funkcje h (s) zmiennej zespolonej s = i@, okreslonej nastepujaco:

Lla(x)]=h(s)= [ hx)e™dx, (11.47)
o

pod warunkiem istnienia cafki.

Przeksztatceniem odwrotnym Laplace’a nazywa si¢ przyporzadkowanie
transformacie (s) oryginatu A(x) tak, aby spetliony byl powyzszy zwiazek.
Zapisujemy to nastepujaco:

h(x):L‘l[Z(s)] lub h(x):i h(s)e™ds . (11.48)

Najwazniejsze wlasciwosci przeksztatcenia Laplace’a

Llayy (x)+ aghy (x)] = ay (s)+ azhy (s) (11.49)
L[A(ax)]= %5 (2) a>0 (11.50)
()= 1y 4576 (11.s1)

L[e_“xh(x)] =h(s+a) (11.52)
Lli(x-a)l=e*h(s), a>0 (11.53)

LF dxjf dx..j f(x)dx] = in}(s) (n-krotna catka) (11.54)

0 0 0 s

L) =s4i(s) (11.55)

(k-krotna pochodna przy zerowych warunkach poczatkowych)

Podstawowa rolg¢ w zastosowaniach technicznych odgrywa nastgpujaca
réwnosc¢ dla przeksztatcenia Laplace’a splotu

LI/ (x)* glx)]= 7 (s)-2(5) (11.56)
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Przeksztatcenie Laplace’a wykorzystuje si¢ m.in. przy rozwiazywaniu rOw-
nan rézniczkowych. Istnieja tablice przeksztalcenia Laplace’a, ktdre sa bardzo
pomocne przy obliczeniach.

11.2. Model odnowy

Odnowa natychmiastowa wystepuje wowczas, gdy czas odnowy obiektu
w przypadku kazdego uszkodzenia jest réwny zeru. Oznacza to, Ze obiekt
pracuje od chwili ¢y do chwili pierwszego uszkodzenia i rownocze$nie pierwsze-
go odnowienia f1; od tej chwili pracuje do drugiego uszkodzenia i zarazem
drugiego odnowienia 2, itd.

Proces wystgpowania uszkodzen i odnowien obiektu nazywa si¢ procesem
odnowy obiektu. Przyktadowy przebieg procesu odnowy przedstawia rys. 11.5.

T, T

.K'WV\ f\f\ f\

to Ufz UM ts

Proces odnowy natychmiastowej Proces odnowy opdznionej
(z zerowym czasem odnowy) (z niezerowym czasem odnowy)

Rys. 11.5. Przyktady procesé6w odnowy

Poszczegodlne przedzialy czasowe sa realizacjami zmiennych losowych
T, Ts,....T;,... , tworzacych tzw. strumien odnowy.

Na ogo6t zaktada sig, ze wystgpujace w strumieniu odnowy zmienne losowe
sa niezalezne. Wowczas do analizy strumienia odnowy wystarcza znajomos$é
rozktadow poszczegolnych zmiennych losowych.

Strumien odnowy nazywany jest prostym wowczas, gdy wszystkie two-
rzace go zmienne losowe maja taki sam rozktad, a jezeli jest to rozktad wyktad-
niczy, to strumien odnowy nosi nazwe strumienia Poissona.

11.3. Sumaryczny czas zdatnosci

Jednym z podstawowych parametréw procesu odnowy obiektu jest suma-
ryczny czas zdatnoSci:

S, =T +T,+..+T,; n=12,.. (11.57)
Rozktad sumarycznego czasu zdatnos$ci obiektu jest wielokrotng kompozy-

cja rozktadu poszczegdlnych sktadowych, a wigc jego dystrybuanta (przy nieza-
leznych sktadowych)

Fi0)= F 0 Fy (). F 1 (04 1,0 (11.59
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co mozna zapisa¢ rowniez w postaci zaleznosci rekurencyjne;j

F(n)(t): F(nfl)(t)*fn(t)’ (11.59)
gdzie: F(t)=P(T, <t), k=12,..n, (11.60)
Fiy)=P(Sy =Ty +..+ T <t),  k=12,..n. (11.61)

W przypadku prostego strumienia odnowy o dystrybuancie F(f) i gestosci
prawdopodobienstwa f{#), dystrybuantg F, () igestosci prawdopodobiefnstwa
Jin(t) sumarycznego czasu zdatnosci S, wyznacza si¢ (wykorzystujac przeksztat-
cenie Laplace’a) na podstawie wzorow

F)(0)= R (0) 5 (0)= F)* £ (1) Fia(s) = Fls)- £ (s)

Fiuyls)= F(s)- [7)]" (11.62)

F)(s)= [}(s)]", n=12,. (11.63)

Przyklad 11.5
Rozpatruje si¢ szczegodlny przypadek strumienia odnowy, jakim jest stru-
mien Poissona

T, Ty ,..

Wystepujace w tym strumieniu niezalezne zmienne losowe maja rozktad
wyktadniczy o takiej samej dystrybuancie i ggstosci prawdopodobienstwa

F(t)=1-exp(-At) dla >0, (11.64)
fle)=Aexp(-4) dla ¢>0. (11.65)

Ich transformaty Laplace’a sa:

F(s)= L1 —exp(- A1)] = %— Si;t : (11.66)
f(s)=L[2exp(- )] = R (11.67)
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Na podstawie wzorow (11.62) 1 (11.63) otrzymuje sig:

N 11 At i
F(")(S): (;_ s+ﬂ,j(s + /J ) s(s+4)"" i (s+2)

A s+ A)-s 2
s(s + /l)n s(s + /1)” ’

(11.68)

T s)= . fﬂ)n : (11.69)

Po wyznaczeniu transformat odwrotnych (na podstawie tablic) otrzymuje
sie:

n—1 (ﬂt)k
F(n)(t):l—zTexp(—/it) dla >0, (11.70)
k=0 "
ntn—l
f(,,)(t)zmexp(— At). (11.71)
Warto pamigtac, ze 0! =1,
=1,
K=1-2....-k
k'=T(k+1).

Omawiany proces odnowy z zerowym czasem odnowy jest modelem sys-
temu z tzw. rezerwa nieobcigzona. Jest to system zlozony z jednego elementu
podstawowego (pracujacego) i (n-1) elementow rezerwowych (oczekujacych).
Natychmiast po uszkodzeniu elementu podstawowego jego funkcje przejmuje
element rezerwowy, po uszkodzeniu ktérego obciazony zostaje natychmiast
kolejny element rezerwowy itak dalej, az do uszkodzenia ostatniego (n-1)
elementu rezerwowego.

11.4. Rozktad gamma

Rozktad gamma odgrywa szczeg6lna rolg w badaniach obiektoéw odnawial-
nych, gdyz suma niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach gamma ma
réwniez rozktad gamma. Oznacza to, Ze jezeli czas pracy obiektu migdzy
uszkodzeniami ma rozktad gamma, to réwniez sumaryczny czas pracy obiektu
ma rozktad gamma (oczywiscie o innych parametrach).

Gestos¢ prawdopodobienstwa, niezawodno$¢ i intensywno$¢ uszkodzen
zmiennej losowej o rozktadzie gamma wyrazaja nastepujace wzory (rys. 11.6)
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f 4 1(©)
© A=1

Rys. 11.6. Charakterystyki funkcyjne rozktadu gamma [1, 13]

0 dla t<0
t)= 11.72
S0 ﬁiata'lexp(- t) dla t>0 (11.72)
o
gdzie A, o > 0 sa statymi parametrami rozktadu:
1 dla t<0
R(t)=1{% 11.73
® J‘%ftaxaleﬂxdx dla t=20 ( )
, Tl
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ta—l e—lt

A0y =1 [x@Ve gy (11.74)

~ 8

0 dla t<0

Jak wida¢, w przypadku @ = 1 rozktad gamma jest rozkladem wykladni-
czym. W szczegolnym przypadku, gdy @ = n jest liczba naturalna, rozktad
gamma nosi nazw¢ rozkladu Erlanga. Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu
Erlanga dla # > 0 ma postac:

ft)= ﬁ;ﬂlt"“ exp(- ), (11.75)

a jego warto$¢ oczekiwana i wariancja sa

. 2 _ 1
i= ol =1 (11.76)

Rozktad gamma (Erlanga, wyktadniczy) moze stuzy¢ jako model matema-
tyczny rezerwy nieobcigzonej (systemu z odnowa natychmiastowa) o jednako-
wym rozktadzie gamma zaréwno elementu podstawowego, jak i (n-1) elemen-
tow rezerwowych. Jezeli kazdy zn elementéw systemu ma rozklad gamma
o parametrach (a, A), to sumaryczny czas zdatnosci systemu ma rozktad gamma
o parametrach (na, A).

Przyklad 11.6
Czas zdatnosci elementu (nieodnawialnego) ma rozktad Erlanga o parame-
trach (¢ =n =2, 1), co oznacza, ze ggstos¢ prawdopodobienstwa

f(t)=2texp(- ) (11.77)
Sumaryczny czas zdatnosci Ss systemu ztozonego z 3 takich elementéw ma

rozktad Erlanga o parametrach (3a=n= 6, 1), to znaczy o gestosci prawdopo-
dobienstwa

fi3)0)= Sl!léts exp(— 41). (11.78)

Jezeli wiadomo, ze A =0,05 [h™'], mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
sumaryczny czas zdatno$ci S; systemu jest nie mniejszy niz na przyktad 50 [h]

P(S;>50)= j%o,osﬁﬁ exp(—0,05¢)dt = 0,958 .
507"
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11.5. Proces odnowy

Strumien losowy mozna scharakteryzowa¢ za pomoca procesu losowego
N(?), t 2 0, gdzie N(7) jest dla kazdego ustalonego ¢ zmienna losowa wyrazajaca
liczbe uszkodzen (i odnéw) wystepujacych w przedziale czasowym (0, f).
Omawiany proces losowy nosi rowniez nazwe procesu odnowy. Proces odnowy
N(¢) dla kazdego t jest zmienng losowa o wartoSciach catkowitych nieujemnych

(rys. 11.7)

N@)
e | SEFSE
2 : Tn H
5L : T
T,

1F

T o !
0 S] Sz S3 Sn—l Sn Sn+l

Rys. 11.7. Wykres procesu odnowy N(¢) w funkcji czasu ¢

W celu znalezienia rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej N(¢)
nalezy zauwazy¢, ze zdarzenie {N(¢) >n} jest rownowazne zdarzeniu {S, <t},
a stad wynika bezposrednio, ze:

PIN(t)2 n]=P(S, <t)=F,)(0), (11.79)
PN(t) < n]=1-F,)t), (11.80)
PIN(t)< (n+1)]= 1= F,p)(t). (11.81)

Stad wynika nastepnie, ze:
P[N(e)=n]= P[N(t) < (n+1)]- P[N(c) < n]= 1= Fp)(O)) - [1 = Fioy ()] =
= F) ()= Flun) ), 221 (11.82)
o P[N(t)=0]=1-F(t)=R(z). (11.83)

Powyzsze wzory umozliwiaja wyznaczenie rozkladu zmiennej losowej N(¥)
dla dowolnego .
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11.6. Funkcja odnowy
W zagadnieniach praktycznych specjalna rolg odgrywa funkcja wyrazajaca

oczekiwang liczbg uszkodzen w przedziale (0, #). Oznacza si¢ ja symbolem H(¢)
i nazywa funkcjg odnowy.

H()=E[N(), ¢>0. (11.84)
Poniewaz

0

E[N()]= ZnP[N Z [y 6) = oy (0] = X F(e). (11.85)

gdzie

g"[F(n)(t)— ) 0)] (1186
= 1-[Fu)(0)~ oy )]+ 2[F) (0) - Fsy )]+ 3[Fis) (1)~ Fpay©)] -

wiec

H(t)="F,)t). (11.87)

H(r)= 2 Fio))=F(1)+ ;F(n)(t) = F(r)+ ;F(nﬂ)(t)
-0+ S0 0] 04| S0« 0= )+ ) 10
-
H(t)=F(e)+ H(e)* £(r), lub (11.88)
H(s)=F(s)+ H(s)- /(s), (11.89)
i(s)= fj(;()s) | (11.90)
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Przyklad 11.7

W przypadku strumienia odnowy Poissona czas zdatnos$ci obiektu migdzy
uszkodzeniami ma rozktad wyktadniczy o takim samym parametrze 4> 0. Jaka
jest funkcja odnowy? Poniewaz wowczas

F(S)=§_s-ll-/1 oraz ;(S)=S+/1 stat I?(s)=si2
Z tego wynika, ze funkcja odnowy

H(t)=Ar.

11.7. Gestos¢ odnowy

Pochodng funkcji odnowy okre§lona w punktach rézniczkowalnosci nazy-
wa si¢ gestoscig odnowy i oznacza

h(t):%H(z). (11.91)

Gestos¢ funkcji odnowy mozna interpretowac¢ w przyblizeniu jako oczeki-
wang liczbg¢ odnoéw w jednostce czasu obejmujaca chwilg t.

Poniewaz
H(t)= Fu)lt),
n=l1
stad
h(t)=" fin)t). (11.92)
n=1

Ggestos¢ odnowy spetnia rownanie (dla prostego strumienia odnowy),

h(e)= 1 (e)+hle)* £(e), (11.93)
a stad otrzymuje sig
()= ©)
his)=——~. (11.94)
()=—= )

Przyklad 11.8
Przyjmuje sig, ze gesto$¢ odnowy jest stata i wynosi A(f) = c. Wowczas jej
transformata Laplace’a
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Po wstawieniu do réwnania (11.94) i przeksztatceniu otrzymuje si¢

HN-76)] =76)
h(s)-h(s)f (s)=1(s) ,
i(s)=Fs)i+7(s)
Z(y_ ()
=50

= c/s c

czyli
f(t) = cexp(— ct) dla ¢>0,

to znaczy, ze czasy migdzy kolejnymi uszkodzeniami majg rozktad wyktadni-
czy. Przyjeta wlasciwo$¢ ma wigc proces odnowy wowczas, gdy czas pracy
mig¢dzy uszkodzeniami ma rozktad wyktadniczy o takim samym parametrze
A=c. W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze tylko w przypadku rozktadu wy-
ktadniczego intensywno$¢ uszkodzen i gestos¢ odnowy wyrazaja si¢ taka sama
stalq.

Ogodlnie biorac intensywnos¢ uszkodzen

ﬂ(t)=%=—%[lnR(t)] (11.95)
i gesto$¢ odnowy
o)== {EIV G, (11.96)

to rozne funkcje. Pierwsza z nich mozna zinterpretowac jako w przyblizeniu
rowna warunkowemu prawdopodobienstwu powstania uszkodzenia obiektu
w jednostce czasu pod warunkiem, ze poprzednio obiekt nie byl uszkodzony.
Druga mozna zinterpretowaé jako rowna (bezwarunkowemu) prawdopodobien-
stwu uszkodzenia si¢ obiektu w odpowiednio matej jednostce czasu.
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12. Problem zapasu czesci zamiennych

Problem zapasu czg§ci zamiennych wystgpuje powszechnie w réznych
punktach ustugowych wykonujacych czynnosci serwisowe, przy kompletowaniu
sprzetu inarzedzi dla ekip budowlanych lub remontowych pracujacych
w oddaleniu od swoich statych miejsc pracy, w magazynach zaktadow przemy-
stowych 1 w wielu innych sytuacjach. Znajac dystrybuantg F,,(f) mozna rozwia-
za¢ nastgpujace zagadnienia praktyczne. Ile co najmniej trzeba elementow
rezerwowych, aby w okreslonym przedziale czasowym [0, #] nie nastapito ich
wyczerpanie? Odpowiedzi mozna udzieli¢ tylko z zatozonym z géry ryzykiem
a. Ryzyko to oznacza prawdopodobienstwo, ze w okresie (0, £) wystapi wigcej
uszkodzef, niz najmniejsza liczba n spetniajaca nierdwno$é

PIN(t)2n]= F,)()<a. (12.1)
Przyklad 12.1

Jezeli czas pracy obiektu migdzy uszkodzeniami ma rozktad wyktadniczy,
to na podstawie wzoru (11.70)

nfl(/lt)k
Fiy()=1- ZTeXp(— M)<a. (12.2)
k=0 :
Stad
n—1 k
< S ) % e (12.3)
k=0 k! e
czyli
S ) (1-a)e™ . (12.4)
i K

Jezeli na przyktad dla 4=0,01 [h'l], t=1000 [h] oraz a= 0,05, to n wy-
znacza si¢ z nierdéwnosci (przez poréwnanie sumy dla coraz wigkszego n)

21(0,01-1000)
Z( )

o > (1-0,05)exp(0,01-1000) = 0,95¢'% = 20925

k=0

Poniewaz

13 10k 14 10k 15 10k

210 ~19031; Z&= 20178; &:20943
A k! k!

k=0 k=0 "** k=0 ™°
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przeto najmniejsza warto$¢ n spelniajaca nierownos¢ wyjsciowa jest nyi, = 16.
Oznacza to, ze dla zapewnienia ciaglo$ci pracy systemu w okresie 1000[h]
oprocz elementu podstawowego powinno si¢ dysponowaé 15 elementami zapa-
sowymi, przy czym prawdopodobienstwo, ze bedzie to ilo$¢ wystarczajaca,
wynosi co najmniej 95%.

Dla poréwnania nalezy zauwazy¢, ze oczekiwany czas pracy jednego ele-
mentu wynosi

E[T]=i=2"=0,01"=100[#].

Wykorzystujac te¢ informacje dla zapewnienia ciaglo$ci pracy w okresie
1000[h] nalezatoby dysponowaé

1000: 100 = 10 elementami (1 podstawowy i 9 rezerwowych).

W tej sytuacji pierwsza ocena wydaje si¢ zawyzona. Ale:
— rozktad wykladniczy cechuje si¢ duzym odchyleniem standardowym, o;= A"
= 100[h],
— oczekiwana liczba uszkodzen w przedziale (0, 1000h) istotnie wynosi 10, ale
prawdopodobienstwo nieprzekroczenia jej wynosi zaledwie

PIN(t)<n]=1-P[N()2 n]=1-F, )(t):l—P(S <t)=P(S, >1)

P(S;o 21000)=1- P(S;, <1000)= Z—exp ~10)~ 0,46,

czyli tylko 46%!
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13. Implementacja wybranych funkciji
w srodowisku programistycznym MATLAB

Oprogramowanie komputerowe jest integralna czgscia systemoéw mechatro-
nicznych — umozliwia prawidlowe dzialanie systemu oraz wspomaga proces
podejmowania decyzji przez szybka interpretacje danych eksploatacyjnych.
Czgsto punktem wyjscia do napisania efektywnego kodu programu komputero-
wego sa zwigzte w swojej formie roOwnania otrzymane na podstawie rozwazan
teoretycznych. Dlatego tez bardzo wazne jest ich doktadne zrozumienie iich
poprawne przelozenie na jezyk programu. Jednym znajbardziej znanych
i cenionych $rodowisk programistycznych jest program MATLAB, ktory wyko-
rzystano do napisania kilku przyktadowych funkcji prezentowanych ponize;.
Nalezy nadmienié, ze bardzo podobne jezyki programowania wykorzystuja inne
programy takie jak OCTAVE i ScilLab, ktore sa dostgpne bez opfat licencyjnych
i pozwalaja na przeprowadzenie obliczen osobom nie majacym dostepu do
programu MATLAB.

13.1. Empiryczne charakterystyki funkcyjne niezawodnosci

Kod funkcji wyznaczajacych empiryczne charakterystyki funkcyjne nieza-
wodnos$ci opracowano na podstawie wzorow (4.14) + (4.20). Poniewaz wyko-
rzystany jezyk programowania pozwala na przeprowadzenie iteracji w sposob
niejawny (operacje matematyczne dotycza sktadnikoéw macierzy lub wektorow
anie operacji macierzowych), otrzymany kod jest bardzo zwigzly i czytelny.
W tabeli 13.1 zamieszczono listing funkcji obliczajacej empiryczng funkcjg
niezawodnosci R(f) pod nazwa ,niezaw”, ktora przeprowadza obliczenia na
podstawie nastepujacych danych wejsciowych:

n(t) — liczba obiektow zdatnych w chwili ¢, zmienna nt,
n — liczba obiektow badanych, zmienna n,
m(t) — liczba obiektow niezdatnych w chwili ¢, zmienna mt.

Zgodnie z konwencja zalecana podczas pisania funkcji w programie MA-
TLAB funkcja ,,niezaw” zawiera odpowiednio w linii nr:

— 1 deklaracjg funkcji,

— 2 do 18 opis funkcji nieuczestniczacy bezposrednio w obliczeniach, pomoc-
ny podczas wywotywania funkcji,

— 19 do 28 sprawdzenie poprawnosci formatu danych wejsciowych lub ich
ewentualne definiowanie warto§ciami standardowymi,

— 30 obliczenie empirycznej funkcji niezawodnosci,

— 32 do 37 funkcje graficzne, ktore sa wykonywane, gdy funkcja jest wywoly-
wana bez przypisania wyniku funkcji do zmienne;j.
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Tabela 13.1

Listing funkcji R (¢) — ,,niezaw” z numeracja linii kodu

1 function Rt=niezaw(nt,n,t)

2 % Rt=niezaw(nt,n,t) - Empiryczna funkcja niezawodnos$ci R(t)
3 %

4 | % Wejscie:

5 % nt - wektor z liczba obiektéw zdatnych w danej

6 | % chwili czasowej,

7 % n - liczba obiektéw badanych (bez podania funkcja

8 % przyjmuje maksymalng liczbe z wektora nt),

9 % t - wektor czasu t lub przyrost dt jezeli odstepy czasowe
10 | % sg sobie roéwne (bez podania funkcja przyjmuje

11 | % réwne odstepy co 1 s).

12 | %

13 | % Wyjscie:

14 | % Rt - wektor, wartosci dyskretne funkcji niezawodnosci,
15 | % przy braku wyjscia sporzadzany jest wykres.

16

17 | % Autor: Adam Niestony

18

19 | if nargin==1,

20 n=max(nt);

21 t=0:1length(nt)-1;

22 | elseif nargin==2,

23 t=0:1length(nt)-1;

24 | elseif nargin==3,

25 if length(nt)~=length(t),

26 t=t(1)*(0:1length(nt)-1);
27 end

28 | end

29

30 | Rt=nt/n;

31

32 | if nargout==0,

33 plot(t,Rt, 'bo-")

34 title('Empiryczna funkcja niezawodnosci R(t)')
35 xlabel('czas, ujc'), ylabel('R")

36 grid on, clear Rt

37 | end

Jak tatwo zauwazy¢, kluczowa linia jest linia nr 30, ktéra odpowiada funk-
cjonalnie wzorowi (4.15). W analogiczny sposéb mozna napisa¢ kod dla pozo-
statych funkcji z grupy charakterystyk funkcyjnych niezawodno$ci zamieniajac
kluczowe fragmenty kodu ztabeli 13.1. Szczegodly dotyczace tego zabiegu
przedstawiono w tabeli 13.2, pomijajac fragmenty dotyczace pomocy, przygo-
towania zmiennych do obliczen i tworzenia grafiki, ktore nie uczestnicza bezpo-
$rednio w obliczeniach.
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Tabela 13.2
Czesciowy listing funkcji Q(r) - ,zawodn”, ]; () — ,.gespraw”, A (¢) —,,intuszk”

i K(t) — ,funwiod” z numeracja linii kodu

Funkcja ,,zawodn”, wzor (4.16)
1 function Qt=zawodn(nt,n,t)

30 | Qt=1-nt/n;

Funkcja ,,gespraw”, wzor (4.17)
1 function [ft,tt]=gespraw(nt,n,t)

30 | dt=diff(t);
31 | ft=-diff(nt/n)./dt;
32 | tt=t(1l:end-1)+dt./2;

Funkcja ,,intuszk”, wzory (4.18) i (4.19)
1 function [1t,tt]=intuszk(nt,n,t)

30 | dt=diff(t);

31 | nhat=0.5*(nt(1l:end-1)+nt(2:end));
32 | 1t=-diff(nt)./(nhat.*dt);

33 | tt=t(1l:end-1)+dt./2;

Funkcja ,,funwiod”, wzér (4.20)
1 function [Lt,tt]=funwiod(nt,n,t)

30 | [ff,tt]=intuszk(nt,n,t);
31 | Lt=cumsum(ff.*diff(t));

Poprawnos$¢ dziatania napisanych funkcji sprawdzono, wykonujac zadanie
testowe. Polegalo ono na wyznaczeniu empirycznych charakterystyk funkcyj-
nych niezawodnosci dla prostych obiektoéw o niezawodnos$ciach:

Ri()=1-t dla t(0,1), (13.97)

Ry(t) = 1+ C(;S(/ZT) d

la te(0,1), (13.98)

i poréwnaniu z wyznaczonymi analityczne na podstawie wzordéw z tabeli 4.1.
Na rysunku 13.1 przedstawiono liczbe obiektow zdatnych n,(?) 1 ny(¢) dla chwili
czasu ¢ wygenerowanych zgodnie zzalozonymi niezawodno$ciami (13.1)
1(13.2) zakladajac n =n; =n, =78 iczas trwania obserwacji t<(0,1) ujc. Na
rysunkach 13.2 + 13.6 przedstawiono kolejno charakterystyki funkcyjne nieza-
wodno$ci wyznaczone analitycznie i empirycznie. Zauwaza sig, Zze empiryczne
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funkcje niezawodnosci, zawodnosci i gestos¢ prawdopodobienstwa pokrywaja
sa z funkcjami wyznaczonymi analitycznie. Niewielkie r6znice mozna odnoto-
wac¢ dla funkcji intensywnosci uszkodzenia i funkcji wiodacej w zakresie
t (0,5, 1). Prawdopodobnie jest to spowodowane duzym gradientem zmian

funkcji w tym zakresie inalezaloby zageSci¢ w nim punkty pomiarowe aby
uzyskac wigksza zgodnos¢.
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13.2. Wyznaczanie niezawodnosci metoda
dekompozyciji prostej

Podstawy teoretyczne dotyczace wyznaczania niezawodnos$ci ztozonych
uktadoéw obiektow metoda dekompozycji prostej przedstawiono w punkcie 7.
Analizujac wzér (7.1) mozna wymieni¢ gléwne bloki algorytmu realizujacego
dekompozycje:

— wybdr elementu R;, wzgledem ktérego wykonuje si¢ dekompozycje,

— stworzenie dwoéch poduktadow przez zastapienie wybranego elementu
przerwa i zwarciem,

— wykonanie nastgpnych dekompozycji uktadéw otrzymanych przez zastapie-
nie przerwa lub zwarciem elementu R;.

Caly proces konczy sig, gdy otrzymane poduklady przedstawiaja obiekty
proste. Tworzac program komputerowy nalezy jeszcze rozwiazac sposob:

— kodowania (stworzenie numerycznego przedstawiciela) polaczen elementow
obiektu zlozonego,

— identyfikacji obiektow prostych typu:

— ,,obiekt jednoelementowy”, dla ktorego niezawodnos¢ réwna si¢ niezawodno-
$ci elementu R = R;, rys. 13.7a,

— ,obiekt ze zwarciem”, w ktorym wystepuje bezposrednie potaczenie pomig-
dzy wejsciem i wyjSciem z obiektu, R = 1, rys. 13.7b,

— ,.,obiekt izolowany”, w ktorym bez wzgledu na liczbg pozostatych elementow,
zadna z mozliwych drég potaczen elementow nie prowadzi od wejscia do
wyj$cia obiektu, R = 0, rys. 13.7c,

— przedstawiania informacji posrednich w celu $ledzenia procesu dekompozy-
cji do celow dydaktycznych.

a) b) ©) \
Ry R, Re || R
> R > 9’7 4’» e[ / }
\\. Rj
R=R, R=1 R=

Rys. 13.7. Przyktadowy schemat obiektu jednoelementowego (a),
obiektu ze zwarciem (b) oraz obiektu izolowanego (c)

Uwzgledniajac przedstawione powyzej zatozenia napisano funkcje ,,sim-
dec”, ktorej kod przedstawiono w tabeli 13.3. Standardowe wywotanie funkcji
sprowadza si¢ do podania jednego parametru — struktury z macierza boolowska
powiazan i wektorem wierszowym z symbolicznymi nazwami elementdéw, np.
R=simdec(s), gdzie R jest zmienna wynikowa typu ,tablica znakow”, a s jest
zmienng strukturalna z polami name iconnected, ktére zawieraja nazwy
elementdéw 1 macierz boolowska powigzan.
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Tabela 13.3

Listing funkc;ji ,,simdec” z numeracja linii kodu do wyznaczania wzoru na niezawodnos¢

obiektu ztozonego metoda dekompozycji prostej

VWoONOOTUVTLDA WNBR

I gy
N RO

APADMPAEADMNPWWWWWWWWWWNNNNNNNNNNRRRPRERRREPR
VM DBWNROOVLONAOAOURNWNROUOUONOUDNWNROOLONOGOUNMW

function Rn=simdec(si,napis,nr)
disp( ' mmm e e e ")
if nargin==1
napis="";
nr=0;
end
disp([ 'Dekompozycja nr = ' num2str(nr) ', poprzednio: ' napis])
disp(' Elementy pozostate = ")
disp(si.name)
disp(' Macierz potgczen =")
disp(si.connected)
n=1;
conec=si.connected(end,:);
while n<sum(conec)
n=sum(conec);
conec=or(conec, any(si.connected(conec,:)));

end
if ~conec(end-1)
Rn="0";

disp(' Obiekt R = 0")

elseif si.connected(end,end-1) && si.connected(end,end)
Rn="1";
disp(' Obiekt R = 1")

elseif length(si.connected)==3

Rn=si.name{1};
disp([' Obiekt R = " Rn])

else
disp([' Dekompozycja wzgledem elementu ' si.name{1}])
Rname=si.name{1};

% macierz potaczen dla "zwarcia", R_n=1
sil=si.connected(2:end,2:end) |..

repmat(si.connected(1,2:end),length(si.connected)-1,1);
sil(~si.connected(1,2:end),:)=..
si.connected(~si.connected(1,:),2:end);
Sil.name=si.name(2:end);
Sil.connected=sil;

% macierz potaczen dla "przerwy", R_n=0
si@=si.connected(2:end,2:end);
Si@.name=si.name(2:end);

Si@.connected=sio;
Rn=[Rname "*('..
simdec(Sil, [napis Rname '(1) '],nr+l)..
")+(1-' Rname ")*('..
simdec(Si0, [napis Rname '(9) '],nr+1) ")'];
end
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Dziatanie funkcji ,,simdec” przedstawiono za pomoca zadania testowego.
Polega ono na wyznaczeniu wzoru na niezawodno$¢ obiektu przedstawionego
na rys. 13.8 programem komputerowym i poréwnaniu z wzorem otrzymanym

analitycznie.
in R R out
—>
R;

Rys. 13.8. Struktura niezawodno$ciowa sktadajaca si¢ z trzech elementow

Niezawodnos¢ takiego obiektu wyznaczamy, korzystajac z wzoru (6.18) na
niezawodno$¢ obiektu rownoleglo-szeregowego

2
j=1

Wyznaczenie niezawodno$ci przy pomocy funkcji ,,simdec” przeprowadza
si¢, sporzadzajac na wstepie strukturg z danymi wejSciowymi. Pole name bedzie
zawiera¢ nazwy elementodw obiektu, wlaczajac wejscie 1 wyjscie, natomiast pole
connected jest macierza boolowska o wymiarach 5x5 definiujaca polaczenia.
Kod generujacy dane wejsciowe dla omawianego zadania testowego przedsta-
wiono w tabeli 13.4.

Latwo zauwazy¢, ze w macierzy boolowskiej numer wiersza i kolumny od-
powiada elementom z wektora name, gdzie ,,1” oznacza polaczenie a,,0” jego
brak. Przyktadowo element R, jest potaczony z R, (,,1” na pozycji {1,2} i {2,1})
a nie posiada potaczenia bezposredniego z wyjsciem ,,out” (,,0” na pozycji {1,5}
i {5,1}). Uzyskuje si¢ w ten sposdb macierz symetryczna z jedynkami na glow-
nej przekatne;.

Tabela 13.4
Kod generujacy strukture danych wejsciowych na podstawie obiektu z rys. 13.8
1 sp.name={'R1',"'R2','R3","in", 'out"'};
2 sp.connected=logical([..
3 11110
4 11101
5 11111
6 10110
7 0110 1]);

Uruchomienie programu i przypisanie wyniku do zmiennej o nazwie R reali-
zuje si¢ przez wykonanie komendy R=simdec(sp); w programie MATLAB.
Nalezy wspomnie¢, ze odpowiednio do rekurencyjnego wzoru (7.1) takze
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funkcja ,,simdec” dziata na zasadzie rekurencji. W praktyce jest to realizowane

przez wywotanie nowych instancji funkcji ,,simdec” wewnatrz tejze funkcji,

tabela 13.3 — linie 41+44. Dlatego tez, gtdownie ze wzgledow dydaktycznych,

w oknie komend pojawiaja si¢ informacje dotyczace kolejnych etapow dekom-

pozycji, tabela 13.5. Linia kreskowa oznacza jednokrotne wywotanie funkcji

»simdec”, po ktorej nastgpuje informacja o stopniu dekompozycji i jej historii.

Nastepnie podawane sa nazwy pozostatych elementéw poduktadu i ich macierz

potaczen. Ostania linia pojedynczego etapu dekompozycji informuje o podjgtej

przez algorytm decyzji, ktéra moze byc¢:

— przejsciem do nastgpnego etapu dekompozycji z nazwa elementu R; wzgle-
dem ktorego bedzie dekompozycja przeprowadzana,

— przyjeciem R = R; dla ,,obicktu jednoelementowego”, rys. 13.7a,

— przyjeciem R = 0 dla ,,obiektu izolowanego”, rys. 13.7b,

— przyjeciem R = 1 dla ,,obiektu ze zwarciem”, rys. 13.7c.

Tabela 13.5

Informacje wyswietlane w oknie komend programu Matlab otrzymane
podczas wyznaczania niezawodnos$ci uktadu z rys. 13.1 programem ,,simdec”

i T e T T T T
2 Dekompozycja nr = @, poprzednio:

3 Elementy pozostate =

4 'R1" 'R2' 'R3" ‘'in' ‘'out'

5 | Macierz potaczen =

6 1 1 1 1 0

7 1 1 1 0 1

8 1 1 1 1 1

9 1 0 1 1 0

10 0 1 1 0 1
11 | Dekompozycja wzgledem elementu R1

13 | Dekompozycja nr = 1, poprzednio: R1(1)
14 | Elementy pozostate =

15 'R2'" 'R3'" 'in' ‘'out'

16 | Macierz potaczen =

17 1 1 1 1

18 1 1 1 1

19 1 1 1 0

20 1 1 0 1

21 | Dekompozycja wzgledem elementu R2

23 | Dekompozycja nr = 2, poprzednio: R1(1) R2(1)
24 | Elementy pozostate =

25 'R3" 'in' ‘'out'

26 | Macierz potaczen =

27 1 1 1

28 1 1 1

29 1 1 1
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30 | Obiekt R =1

N R e L L L
32 | Dekompozycja nr = 2, poprzednio: R1(1) R2(9)

33 | Elementy pozostate =

34 'R3'" 'in' ‘'out'

35 | Macierz potaczen =

36 1 1 1

37 1 1 0

38 1 e 1

39 | Obiekt R = R3

40 | ~--m-m e e e e e e e e m e
41 | Dekompozycja nr = 1, poprzednio: R1(0)

42 | Elementy pozostate =

43 'R2' 'R3' 'in' ‘'out'

44 | Macierz potgczen =

45 1 1 0 1

46 1 1 1 1

47 0 1 1 0

48 1 1 0 1

49 | Dekompozycja wzgledem elementu R2

5O | m-=m-mmemmmmee e e e mee e e
51 | Dekompozycja nr = 2, poprzednio: R1(@) R2(1)

52 | Elementy pozostate =

53 'R3' 'in' ‘'out'

54 | Macierz potaczen =

55 1 1 1

56 1 1 0

57 1 0 1

58 | Obiekt R = R3

Ll R e e
60 | Dekompozycja nr = 2, poprzednio: R1(@) R2(9)

61 | Elementy pozostale =

62 'R3'" 'in' ‘'out'

63 | Macierz polaczen =

64 1 1 1

65 1 1 0

66 1 0 1

67 | Obiekt R = R3

68 | R =

69 | R1*(R2*(1)+(1-R2)*(R3))+(1-R1)*(R2*(R3)+(1-R2)*(R3))

Linia 69, tabela 13.5, przedstawia wynik dekompozycji w formie nieuprosz-
czonej. Uproszczenie takie mozna zrealizowac, korzystajac z funkcji do obliczen
symbolicznych dost¢gpnych w programie Matlab, wykonujac komende sim-
ple(sym(R)), gdzie R jest zmienna zawierajaca wynik dekompozycji, funkcja
sym przeksztalca zmienna tekstowa R w wyrazenie symboliczne, a funkcja sim-
ple wykonuje uproszczenie wyrazenia. W rezultacie otrzymujemy wyrazenie
R3+R1*R2-R1*R2*R3, ktore jest rtOwnoznaczne z wzorem (13.3).
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13.3. Obliczanie niezawodnosci obiektu ztozonego
za pomoca funkcji ,,simdec”

Funkcje ,,simdec” wykorzystuje si¢ podczas wyznaczania niezawodnosci
metoda dekompozycji prostej ztozonych uktadow obiektow o strukturze dowol-
nej, wktorej jest trudne lub wrgcz niemozliwe wydzielenie poduktadow
o strukturze prostej. Przyktad takiego obiektu przedstawiono na rys. 13.9.

out

R, R

R R, R;

Rs Ry

1m <

Rys. 13.9. Struktura niezawodnosciowa sktadajaca si¢ z siedmiu elementow

W tabeli 13.6 przedstawiono kod w jezyku Matlab Script definiujacy struk-
tur¢ s z niezawodnosciami elementéw sktadowych i macierza potaczen. Wyni-
kiem uruchomienia programu komenda R=simdec(s); jest zmienna typu ciagu
znakow (zmienna tekstowa) R, postaci

R1*(1)+(1-R1)*(R2*(R3*(R4*(1)+(1-R4)*(R5*(1)+
(1-R5)*(R6*(1)+(1-R6)*(0))))+(1-R3)*(R4*(R5*(1)+
(1-R5)*(R6*(1)+(1-R6)*(R7)))+(1-R4)*(R5*(1)+
(1-R5)*(R6*(1)+(1-R6)*(@)))))+(1-R2)*(R3*(R4*(1)+
(1-R4)*(0))+(1-R3)*(R4*(R5*(R6*(R7)+(1-R6)*(R7) )+
(1-R5)*(R6*(R7)+(1-R6)*(R7)))+(1-R4)*(0))))

ktory reprezentuje wzoér na niezawodno$¢ obiektu z rys. 13.9 w formie nie-
uproszczonej. Uproszczenie przeprowadza si¢ korzystajac z funkcji do obliczen
symbolicznych komenda Ru=simple(sym(R)). Zmienna Ru postaci

R1+(1-R1)*(R2*(R3*(RA+(1-R4)*(R5+(1-R5)*R6) )+
(1-R3)*(R4* (R5+(1-R5)*(R6+(1-R6)*R7))+(1-R4)*
(R5+(1-R5)*R6)))+(1-R2)*(R3*RA+(1-R3)*R4*
(R5*(R6*R7+(1-R6)*R7)+(1-R5)* (R6*R7+(1-R6)*R7))))

reprezentuje uproszczong form¢ wzoru na niezawodno$¢. Aby uzyskaé odpo-
wiednie wykresy, nalezy zamieni¢ niezawodno$ci R1 do R7 odpowiednimi
liczbami i wykona¢ obliczenia. Zakladajac, ze analizowany obiekt zlozony
sktada si¢ z elementow o tej samej niezawodno$ci R, otrzymuje si¢ wzor na
niezawodno$¢ (format komputerowy)
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R-6*RA3-2*¥RAN4+8*RA5+4*RN2-5*RA6+RN7
€O 0znacza, ze
R7 =R+4R*>-6R>-2R* +8R* —5R° +R’.

Na rysunku 13.3 przedstawiono zalezno$¢ niezawodnosci obiektu ztozone-
g0 R wzgledem niezawodnosci elementow R, ktéra wskazuje, ze analizowana
struktura wptywa pozytywnie na niezawodno$¢ obiektu.

Tabela 13.6
Kod generujacy strukture danych wejsciowych na podstawie obiektu z rys. 13.9

1 | s.name={'R1','R2','R3','R4','R5','R6', 'R7"',"in", 'out'};
2 s.connected=logical([..
3 111111111
4 111011101
5 111100101
6 191111110
7 11091110160
8 1109111010
9 111100101
10 190111010
11| 11100010 1]);
R-6 R%-2 R*+8 R%+4 R%5 RO+R’
1 ‘ ‘ ‘
| | | ]
| | | |
09— DT T, A T”/”
oef -~ - S R
| | | |
R S YA
| | |
osl - -/ — L -
| | |
g 05------ i ———————— 7/—7‘ ————— E—
|

04 ———— — - 777ﬁszffifffffi 777777
o V4 WU T .
47 S R —
1 /R A R S S

Rys. 13.3. Niezawodnos¢ obiektu ztozonego R” wzgledem niezawodnosci
elementow R

Funkcje komputerowe w jezyku Matlab Script wykorzystane podczas obli-
czen s udostgpnione pod adresem www.kmpkm.po.opole.pl/nieslony.
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