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WYKORZYSTANIE DYNAMICZNYCH 
MODELI LINIOWYCH W ESTYMACJI POŚREDNIEJ 

Streszczenie: W artykule przedstawiono metodę estymacji wykorzystującą dynamiczne 
modele liniowe, następnie zastosowano ją do szacowania stopy bezrobocia. Podjęto także 
próbę oceny tego podejścia pod kątem jakości oszacowań. W tym celu przeprowadzono ba-
danie symulacyjne, którego zadaniem jest porównanie estymatorów bazujących na dyna-
micznym modelu liniowym z estymatorami bezpośrednimi. Wyniki tych badań pokazują, że 
zastosowanie dynamicznych modeli liniowych może w dużym stopniu obniżyć wariancję 
estymatorów bezpośrednich, zwiększając tym samym precyzję oszacowania. 

Słowa kluczowe: estymacja pośrednia, pożyczanie mocy w czasie, dynamiczne modele li-
niowe. 

1. Wstęp 

Wśród technik estymacji można wyróżnić estymację bezpośrednią (direct estimation) 
i estymację pośrednią (indirect estimation). 

Estymacja bezpośrednia bazuje wyłącznie na danych z wylosowanej próby. Za jej 
zaletę należy uznać fakt, że charakteryzuje się ona nieobciążonością (lub przynajmniej 
asymptotyczną nieobciążonością). Natomiast wadą estymacji bezpośredniej jest jej 
duża wariancja przy małej liczebności próby, co ma negatywny wpływ na precyzję 
oszacowań. 

Estymacja pośrednia wykorzystuje informacje spoza badanej próby, np. dane  
z rejestrów administracyjnych, dane z badań specjalnych przeprowadzonych wcze-
śniej, dane spoza badanej domeny. Estymatory pośrednie w ogólnym przypadku są 
obciążone, ale w porównaniu z estymatorami bezpośrednimi charakteryzują się małą 
wariancją. 

Estymację pośrednią stosuje się szeroko w kontekście Statystyki Małych Obsza-
rów (Small Area Statistics), a więc w warunkach, w których estymacja bezpośrednia 
obarczona jest zbyt dużą wariancją (a więc zbyt małą precyzją), aby jej wyniki mogły 
zostać podane opinii publicznej. 

Uwzględnianie w estymacji pośredniej informacji spoza badanego obszaru (do-
meny) nazywa się „pożyczeniem mocy w przestrzeni” (borrowing strength across 
space), natomiast wykorzystywanie wcześniej przeprowadzonych badań nazywa się 
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„pożyczaniem mocy w czasie” (borrowing strength across time). W tej pracy zajęto 
się drugim spośród wyżej wymienionych podejść. Bazuje ono na założeniu, że esty-
mowany parametr populacji jest realizacją procesu stochastycznego, który można 
opisać za pomocą modelu szeregu czasowego, por. [Scott, Smith 1974]. W literaturze 
wymieniane są dwie rodziny modeli szeregów czasowych, stosowane w estymacji 
pośredniej: 
• mieszane modele liniowe (mixed linear models)1, 
• dynamiczne modele liniowe (dynamic linear models)2. 

Ideą wykorzystania mieszanych modeli liniowych w estymacji pośredniej zajmo-
wali się m.in. Rao i Yu [1992], Rao [2003], Saei i Chambers [2003] czy Nissinen 
[2009]. Podejście to zastosowano m.in. w pracy Estebana i in. [2011] w celu estyma-
cji ubóstwa. 

 Metody estymacji wykorzystujące dynamiczne modele liniowe pojawiają się  
w literaturze często w kontekście estymacji stopy bezrobocia, przykłady takich zasto-
sowań znajdują się m.in. w pracach Pfeffermana i Tillera [2006], Brakela i Kriega 
[2008; 2009; 2010]. Podejście to jest wykorzystywane również w praktyce, m.in. 
przez urząd statystyczny w Stanach Zjednoczonych Ameryki Północnej do szacowa-
nia charakterystyk rynku pracy, por. [Pfeffermann i in. 1998]. 

W dalszej części pracy skupiono się na dynamicznych modelach liniowych, 
przedstawiono szczególny przypadek modelu z tej rodziny, a następnie zastosowano 
go do estymacji stopy bezrobocia. Celem artykułu jest weryfikacja hipotezy głoszącej, 
że (w warunkach małej liczebności próby3) estymacja pośrednia charakterystyk pol-
skiego rynku pracy, wykorzystująca dynamiczne modele liniowe, charakteryzuje się 
lepszą jakością niż estymacja bezpośrednia. Jakość estymatorów rozważano pod ką-
tem ich dokładności i precyzji. Z dwóch estymatorów dokładniejszy jest ten, który jest 
mniej obciążony, natomiast precyzyjniejszy jest ten, którego odchylenie standardowe 
jest mniejsze.  Dla weryfikacji postawionej hipotezy przeprowadzono badanie symu-
lacyjne na danych jednostkowych z Badania Aktywności Ekonomicznej Ludności. 
Porównania jakości estymatorów pośrednich i bezpośrednich dokonano na podstawie 
ich obciążeń, odchyleń standardowych, błędów średniokwadratowych i średnich błę-
dów względnych, które wyznaczono na podstawie symulacji. 

Metoda estymacji pośredniej wykorzystana w niniejszej pracy jest zaczerpnięta ze 
światowej literatury, natomiast novum jest zastosowanie tej metody do szacowania 
stopy bezrobocia na podstawie danych z polskiego rynku pracy. 
  

                      
1 Mieszane modele liniowe mają szersze zastosowanie aniżeli tylko w kontekście szeregów cza-

sowych. 
2 Dynamiczne modele liniowe są szczególnym przypadkiem modeli przestrzeni stanów (state 

space models). 
3 Mała liczebność próby to taka, dla której estymacja bezpośrednia cechuje się względnie dużym 

błędem oszacowania. 
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2. Specyfikacja modelu 

Model przedstawiony w tej części pracy jest jednowymiarową wersją modelu zapro-
ponowanego przez Brakela i Kriega [2010], bez składnika regresyjnego. 

Niech 𝜃𝑡 oznacza parametr populacji w czasie 𝑡, a 𝑌𝑡 niech oznacza wartość es-
tymatora bezpośredniego tego parametru. Można wtedy zapisać: 

𝑌𝑡 = 𝜃𝑡 + 𝑒𝑡, (1) 

gdzie 𝑒𝑡 jest błędem estymacji. Niech estymator 𝑌𝑡 będzie asymptotycznie nieobcią-
żony, a próba, na podstawie której obliczamy wartość tego estymatora, będzie loso-
wana niezależnie. W związku z powyższym wartość oczekiwaną i kowariancję błędu 
estymacji 𝑒𝑡 można opisać za pomocą układu równań: 

𝐸(𝑒𝑡) ≈ 0 (2) 

𝐶𝑜𝑣(𝑒𝑡 , 𝑒𝑡′) = �𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡), gdy 𝑡 = 𝑡′
0, wpp . (3) 

Niech parametr 𝜃𝑡 można przedstawić za pomocą strukturalnego modelu szeregu 
czasowego (structural time series model): 

𝜃𝑡 = 𝐿𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝜀𝑡 (4) 

𝜀𝑡~𝑁𝐼𝐷(0,𝜎𝜀2), (5) 

gdzie 𝐿𝑡 to trend stochastyczny w postaci trendu lokalnie liniowego (local linear 
trend): 

𝐿𝑡 = 𝐿𝑡−1 + 𝑅𝑡 (6) 

𝑅𝑡 = 𝑅𝑡−1 + 𝜂𝑅,𝑡 (7) 

𝜂𝑅,𝑡~𝑁𝐼𝐷(0,𝜎𝑅2), (8) 

a 𝑆𝑡 to sezonowość stochastyczna w postaci sezonowości trygonometrycznej (trigo-
nometric seasonality): 

𝑆𝑡 = ∑ 𝑆𝑡,𝑗
6
𝑗=1 , (9) 

gdzie dla 𝑗 = 1,2, … ,6:  

𝑆𝑡,𝑗 = cos �
𝑗𝜋
6
� 𝑆𝑡−1,𝑗 + sin�

𝑗𝜋
6
� 𝑆𝑡−1,𝑗

∗ + 𝜔𝑡,𝑗 (10) 

𝑆𝑡,𝑗
∗ =  −sin�

𝑗𝜋
6
� 𝑆𝑡−1,𝑗 + cos �

𝑗𝜋
6
� 𝑆𝑡−1,𝑗

∗ + 𝜔𝑡,𝑗
∗  (11) 

𝜔𝑡,𝑗~𝑁�0,𝜎𝜔,𝑗
2 �, 𝜔𝑡,𝑗

∗ ~𝑁(0,𝜎𝜔,𝑗
2 ) (12) 
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𝐶𝑜𝑣�𝜔𝑡,𝑗,𝜔𝑡,𝑗′� = 𝐶𝑜𝑣 �𝜔𝑡,𝑗
∗ ,𝜔𝑡,𝑗′

∗ � = �𝜎𝜔,𝑗
2 , gdy   𝑡 = 𝑡′,   𝑗 = 𝑗′

0, wpp
.  (13) 

Podobne modele w swoich pracach stosowali m.in. Pfeffermann i Tiller [2006], 
Brakel i Krieg [2008; 2009; 2010]. Więcej na temat strukturalnych modeli liniowych 
można znaleźć w pracach Harveya [1989], Petrisa i in. [2007]. 

Po wstawieniu równania (4) do równania (1) otrzymano: 

 𝑌𝑡 = 𝐿𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝜀𝑡 + 𝑒𝑡 = 𝐿𝑡 + 𝑆𝑡 + 𝑣𝑡 , (14) 

gdzie 𝑣𝑡 = 𝜀𝑡 + 𝑒𝑡. Następnie zastosowano podejście, które zaproponowali Brakel  
i Krieg [2010], a mianowicie o składniku 𝑣𝑡 założono, że jest zdominowany przez 
błąd estymacji 𝑒𝑡, i opisano jego wartość oczekiwaną i kowariancję za pomocą układu 
równań: 

𝐸(𝑣𝑡) = 0 (15) 

𝐶𝑜𝑣(𝑣𝑡 ,𝑣𝑡′) = �𝜎𝑣
2𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡), gdy 𝑡 = 𝑡′

0, wpp , (16) 

gdzie wartość parametru 𝜎𝑣2 powinna być bliska 1. O składniku 𝑣𝑡 zakłada się dodat-
kowo, że ma rozkład normalny. 

Model opisany równaniami (1)-(16) można zapisać w postaci macierzowej: 

𝑌𝑡 = 𝐙𝑡𝛂𝑡 + 𝑣𝑡 (17) 

𝛂𝑡 = 𝐓𝛂𝑡−1 + 𝛈𝑡, (18) 

gdzie: 

𝑍𝑡 = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0) (19) 

𝛂𝑡 = �𝐿𝑡 ,𝑅𝑡 ,𝑆𝑡,1,𝑆𝑡,1
∗ , … , 𝑆𝑡,6, 𝑆𝑡,6

∗ �𝑇 (20) 

𝐓 = 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐓𝑅 ,𝐓𝑆1 , … ,𝐓𝑆6) (21) 

𝐓𝑅 = �1 1
0 1� (22) 

𝐓𝑆𝑗 = � cos (𝑗𝜋/6) sin(𝑗𝜋/6)
−sin(𝑗𝜋/6) cos (𝑗𝜋/6)� (23) 

𝛈𝑡 = (0, 𝜂𝑅,𝑡 ,𝜔𝑡,1,𝜔𝑡,1
∗ , … ,𝜔𝑡,6,𝜔𝑡,6

∗ ) (24) 

𝛈𝑡~𝑁�𝟎,𝑑𝑖𝑎𝑔(0,𝜎𝑅2,𝜎𝜔,1
2 , … ,𝜎𝜔,1

2 )� (25) 
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𝐶𝑜𝑣(𝛈𝑡,𝛈𝑡′) = �𝑑𝑖𝑎𝑔�0,𝜎𝑅2,𝜎𝜔,1
2 , … ,𝜎𝜔,1

2 �, gdy 𝑡 = 𝑡′
0, wpp.

 (26) 

Model opisany za pomocą układu równań postaci (17)-(18) należy do rodziny dy-
namicznych modeli liniowych. Równania (17) i (18) nazywane są odpowiednio rów-
naniem pomiarowym (measurement equation) i równaniem przejścia (transition 
equation). 

Do szacowania wektora 𝛂𝑡 można użyć metody zaproponowanej przez Kalmana 
[1960], zwanej filtrem Kalmana (Kalman filter). Rekurencyjna procedura szacowania 
wektora 𝛂𝑡 na podstawie informacji dostępnych w okresie 𝑡 nazywana jest filtrowa-
niem (filtering). Procedura szacowania wektora 𝛂𝑡 z uwzględnieniem informacji do-
stępnych po okresie 𝑡 nazywana jest wygładzaniem (smoothing). Zastosowanie wy-
gładzania w okresie 𝑇 wiąże się z modyfikacją wcześniejszych oszacowań 𝛂1, … ,
𝛂𝑇−1. Przed użyciem filtra Kalmana należy oszacować hiperparametry4 𝜎𝑣2, 𝜎𝑅2, 𝜎𝜔,1

2 , 
można to zrobić za pomocą metody największej wiarygodności. 

Oszacowanie parametru 𝜃𝑡 otrzymane za pomocą dynamicznego modelu liniowe-
go opisanego równaniami (17) i (18) jest postaci: 

𝑌𝑡𝐹 = 𝐙𝑡𝛂�𝑡𝐹     lub    𝑌𝑡𝑆 = 𝐙𝑡𝛂�𝑡𝑆, (27) 

gdzie 𝛂�𝑡𝐹 i 𝛂�𝑡𝑆 są oszacowaniami wektora 𝛂𝑡 uzyskanymi odpowiednio poprzez fil-
trowanie i wygładzanie. W aktualnym okresie 𝑇 do szacowania parametru populacji 
𝜃𝑇 stosuje się filtrowanie, natomiast wygładzanie można zastosować w celu popra-
wienia wcześniejszych oszacowań dla okresów 1, … ,𝑇 − 1 lub do szacowania trendu 
czy sezonowości w szeregu 𝜃1, … ,𝜃𝑇. 

3. Badanie symulacyjne 

W symulacji wykorzystano dane jednostkowe z Badania Aktywności Ekonomicznej 
Ludności (BAEL) z lat 2000-2005. BAEL jest badaniem reprezentacyjnym, prowa-
dzonym przez Główny Urząd Statystyczny (GUS), w celu uzyskania informacji 
o sytuacji na polskim rynku pracy. Badaniem tym objęte są osoby w wieku 15 lat  
i więcej. BAEL przeprowadzany jest kwartalnie, w sposób ciągły, tzn. w każdym z 13 
tygodni kwartału losowana jest 1/13 próby kwartalnej. Więcej na temat BAEL można 
znaleźć w [GUS 2012]. 

Dla każdego miesiąca 𝑡 (𝑡 = 1,2, … ,72) jako populację przyjęto część próby 
kwartalnej wylosowanej do Badania Aktywności Ekonomicznej Ludności, która zo-
stała zbadana w miesiącu 𝑡. Wielkość tak zdefiniowanej populacji waha się między 
13450 a 20239. Ze względu na status na rynku pracy naszą populację można podzielić 
na cztery grupy: 
• osoby pracujące w pełnym wymiarze czasu, 

                      
4 Przez pojęcie hiperparametr (hyperparameter) rozumiemy parametr rozkładu przyjętego a priori. 
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• osoby pracujące w niepełnym wymiarze czasu, 
• osoby bezrobotne, 
• osoby bierne zawodowo. 

Pierwsze trzy grupy łącznie tworzą grupę osób aktywnych zawodowo. 
Szacowanym w symulacji parametrem populacji jest miesięczna stopa bezrobo-

cia, którą definiuje się jako iloraz wartości globalnych liczby osób bezrobotnych  
i aktywnych zawodowo: 

𝜃𝑡 =
𝑁𝑡𝑈

𝑁𝑡𝐸𝐹 + 𝑁𝑡𝐸𝑃+𝑁𝑡𝑈
 , (28) 

gdzie 𝑁𝑡𝐸𝐹, 𝑁𝑡𝐸𝑃 i  𝑁𝑡𝑈 to odpowiednio wartości globalne liczby osób zatrudnionych  
w pełnym wymiarze czasu, zatrudnionych w niepełnym wymiarze czasu i bezrobot-
nych w miesiącu 𝑡. 

Do bezpośredniej estymacji stopy bezrobocia 𝜃𝑡 zastosowano estymator ilorazu 
wartości globalnych liczby osób bezrobotnych i aktywnych zawodowo, który można 
sprowadzić do postaci: 

𝑌𝑡 = 𝑛𝑡
𝑈

𝑛𝑡𝐸𝐹+𝑛𝑡𝐸𝑃+𝑛𝑡
𝑈 , (29) 

gdzie 𝑛𝑡𝐸𝐹, 𝑛𝑡𝐸𝑃 i  𝑛𝑡𝑈 to odpowiednio liczba osób zatrudnionych w pełnym wymiarze 
czasu, zatrudnionych w niepełnym wymiarze czasu i bezrobotnych w próbie wyloso-
wanej dla miesiąca 𝑡. Wariancja tego estymatora jest w przybliżeniu równa5: 

𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡) ≈ (𝑁𝑡−𝑛𝑡)𝑛𝑡
𝑁𝑡(𝑛𝑡−1)

∙ 𝑛𝑡
𝑈(𝑛𝑡𝐸𝐹+𝑛𝑡𝐸𝑃)

�𝑛𝑡
𝑈+𝑛𝑡𝐸𝐹+𝑛𝑡𝐸𝑃�

3, (30) 

gdzie 𝑁𝑡 i 𝑛𝑡 to odpowiednio wielkość populacji i próby w miesiącu 𝑡. 

Symulacja przebiega według następującej procedury: 
1) Dla każdego miesiąca z lat 2000-2005 za pomocą losowania prostego nieza-

leżnego  pobrano próbę o rozmiarze 10% ∙ 𝑁 (gdzie 𝑁 jest liczebnością populacji), 
a następnie na jej podstawie z wykorzystaniem estymatora bezpośredniego danego 
wzorem (29) oszacowano miesięczną stopę bezrobocia. W ten sposób otrzymano 
szereg czasowy {𝑌𝑡}𝑡=172  estymatorów bezpośrednich. 

2) Na podstawie szeregu {𝑌𝑡}𝑡=160  (od stycznia 2000 do grudnia 2004 r.) osza-
cowano hiperparametry 𝜎𝑣2, 𝜎𝑅2, 𝜎𝜔,1

2  dynamicznego modelu liniowego, opisanego 
w poprzedniej części. Następnie dla szeregu {𝑌𝑡}𝑡=172  (od stycznia 2000 do grudnia 
2005 r.) za pomocą filtrowania oszacowano wektory 𝛂𝑡 (𝑡 = 1, … ,72) dynamicz-
nego modelu liniowego, otrzymując w ten sposób szereg czasowy {𝑌𝑡𝐹}𝑡=172  estyma-
torów pośrednich. 

3) Na podstawie szeregu {𝑌𝑡}𝑡=172  (od stycznia 2000 do grudnia 2005) oszaco-
wano hiperparametry 𝜎𝑣2, 𝜎𝑅2, 𝜎𝜔,1

2  dynamicznego modelu liniowego, a następnie za 
                      

5 Wzór został wyprowadzony na podstawie [Bracha 1996]. 
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pomocą wygładzania oszacowano wektory 𝛂𝑡 (𝑡 = 1, … ,72), otrzymując szereg 
czasowy {𝑌𝑡𝑆}𝑡=172  estymatorów pośrednich. 

Powyższą procedurę powtórzono 500 razy. 

4. Wyniki symulacji 

W wyniku symulacji dla każdego miesiąca z lat 2000-2005 otrzymano 500 ocen 
estymatorów bezpośrednich 𝑌𝑡 oraz po 500 ocen estymatorów pośrednich obliczo-
nych za pomocą filtrowania 𝑌𝑡𝐹 i wygładzania 𝑌𝑡𝑆. Wartości te zestawiono na rys. 1. 

 

Rys. 1. Oceny estymatorów bezpośrednich 𝑌𝑡 i pośrednich 𝑌𝑡𝐹, 𝑌𝑡𝑆 otrzymanych w wyniku symulacji 

Źródło: opracowanie własne na podstawie danych z Badania Aktywności Ekonomicznej Ludności i 
wyników symulacji. 
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Wyznaczono następnie miary jakości ocen estymatorów: obciążenie (𝐵), od-
chylenie standardowe (𝑆𝐷), błąd średniokwadratowy (Mean Squared Error – MSE) 
i średni bezwzględny błąd procentowy (Mean Absolute Percentage Error – 
MAPE). Dla estymatora bezpośredniego 𝑌𝑡  obliczono je za pomocą wzorów: 

𝐵(𝑌𝑡) = 𝑚(𝑌𝑡) − 𝜃𝑡 , 𝑚(𝑌𝑡) =
1

500
�𝑌𝑡,𝑖

500

𝑖=1

 (31) 

𝑆𝐷(𝑌𝑡) = �
1
𝑁
��𝑌𝑡,𝑖 − 𝑚(𝑌𝑡)�2
500

𝑖=1

 (32) 

𝑀𝑆𝐸(𝑌𝑡) = 𝐵2(𝑌𝑡) + 𝑆𝐷2(𝑌𝑡) (33) 

𝑀𝐴𝑃𝐸(𝑌𝑡) = 1
500

∑ �𝜃𝑡−𝑌𝑡,𝑖
𝜃𝑡

�500
𝑖=1 , (34) 

gdzie 𝑌𝑡,𝑖 to ocena estymatora bezpośredniego otrzymana w 𝑖-tej iteracji. Dla estyma-
torów pośrednich wzory są analogiczne. Na rysunku 2 zestawiono wartości tych miar, 
w tab. 1 zaś podano ich podstawowe charakterystyki, a na rys. 3 przedstawiono część 
z tych charakterystyk za pomocą wykresów pudełkowych. 

Dla pierwszych 12 miesięcy wartości 𝑌𝑡 i 𝑌𝑡𝐹 pokrywają się, a więc miary jakości 
w tych miesiącach dla tych estymatorów także będą równe, w związku z powyższym 
porównania jakości estymatorów dokonamy, pomijając ten okres.  

Obciążenie 𝐵(𝑌𝑡𝐹) i 𝐵(𝑌𝑡𝑆) estymatorów pośrednich przyjmuje wartości z prze-
działu [−0.118,0.0118], a więc jest znacznie bardziej rozproszone wokół 0 niż  
obciążenie 𝐵(𝑌𝑡) estymatora bezpośredniego, które zawiera się w przedziale 
[−0.0025,0.0013].  

Wartości estymatorów 𝑌𝑡𝑆 charakteryzują się najmniejszą zmiennością, ich odchy-
lenie standardowe 𝑆𝐷(𝑌𝑡𝑆) należy do przedziału [0.0050,0.0071]. Wartości estyma-
torów 𝑌𝑡 charakteryzują się największą zmiennością, ich odchylenie standardowe 
𝑆𝐷(𝑌𝑡) waha się w przedziale [0.0109,0.0144]. Natomiast odchylenie standardowe 
𝑆𝐷(𝑌𝑡𝐹) ma tendencję malejącą w czasie, ich maksymalna i minimalna wartość to 
odpowiednio 0.0133 i 0.0063. 

Błąd średniokwadratowy, we wszystkich miesiącach z wyjątkiem kwietnia  
2003 r., przyjmuje największą wartość w przypadku 𝑀𝑆𝐸(𝑌𝑡). W większości okre-
sów, bo w 51 na 60 miesięcy, błąd średniokwadratowy 𝑀𝑆𝐸(𝑌𝑡𝑆) jest mniejszy niż 
𝑀𝑆𝐸(𝑌𝑡𝐹). 

We wszystkich miesiącach, z wyjątkiem czerwca i sierpnia 2003, średni bez-
względny błąd procentowy 𝑀𝐴𝑃𝐸(𝑌𝑡) jest największy, przyjmuje wartości z prze-
działu [0.440,0.0639]. W większości okresów, bo w 50 na 60 miesięcy, średni bez-
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względny błąd procentowy 𝑀𝐴𝑃𝐸(𝑌𝑡𝑆) jest mniejszy niż 𝑀𝐴𝑃𝐸(𝑌𝑡𝐹), zawierają się 
one odpowiednio w przedziałach [0.0195,0.0544] i [0.0257,0.0617]. 

 

Rys. 2. Miary jakości ocen estymatorów bezpośrednich 𝑌𝑡 i pośrednich 𝑌𝑡𝐹, 𝑌𝑡𝑆 otrzymanych 
w wyniku symulacji 

Źródło: opracowanie własne na podstawie wyników symulacji. 
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Rys. 3. Wykres pudełkowy dla miar jakości ocen estymatorów bezpośrednich 𝑌𝑡 i pośrednich 𝑌𝑡𝐹, 𝑌𝑡𝑆 
otrzymanych w wyniku symulacji 

Źródło: opracowanie własne na podstawie wyników symulacji. 

5. Zakończenie 

Wyniki badania symulacyjnego, przeprowadzonego na danych z polskiego rynku 
pracy, pokazują, że podejście w estymacji pośredniej, zwane „pożyczaniem mocy w 
czasie”, może zwiększyć jakość oszacowania stopy bezrobocia. Zastosowanie dyna-
micznych modeli liniowych w dużym stopniu zmniejsza odchylenie standardowe 
estymatorów (średnio o ok. 37% – filtrowanie, 54% – wygładzanie), a więc tym sa-
mym zwiększa ich precyzję. Z drugiej zaś strony, estymacja pośrednia cechuje się 
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dużym obciążeniem, a więc małą dokładnością, w porównaniu z estymacją bezpo-
średnią. Jednak w łącznej ocenie we wszystkich okresach, z wyjątkiem dwóch miesię-
cy, estymatory oparte na dynamicznych modelach liniowych w porównaniu z estyma-
torami bezpośrednimi cechują się mniejszymi błędami średniokwadratowymi (średnio 
o ok. 50 i 68%) i średnimi bezwzględnymi błędami procentowymi (średnio o ok. 30  
i 44%). 

Oceny estymatorów otrzymane za pomocą wygładzania cechują się lepszymi  
własnościami statystycznymi niż oszacowania otrzymane za pomocą filtrowania,  
a mianowicie charakteryzują się mniejszym błędem standardowym, mniejszym błę-
dem średniokwadratowym oraz mniejszym średnim bezwzględnym błędem procen-
towym. Powyższa obserwacja jest zgodna z oczekiwaniami, ponieważ metoda wygła-
dzania wykorzystuje większą liczbę informacji. Należy jednak pamiętać, że metody te 
wykorzystywane są dla różnych celów, jak już wcześniej wspomniano, filtrowanie 
stosuje się w przypadku szacowania w bieżącym okresie, natomiast wygładzanie wy-
korzystuje się w celu poprawy oszacowań z wcześniejszych okresów lub w celu sza-
cowania trendu. 
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APPLICATION OF DYNAMIC LINEAR MODELS 
IN INDIRECT ESTIMATION 

Summary: In this paper we describe a method of estimation which uses dynamic linear 
models and then we use this method for estimating unemployment rate. We attempt also to 
evaluate this approach in respect of the quality of assessment. In this aim we do simulation 
study which purpose is to compare estimators based on dynamic linear models to direct es-
timators. The results of the survey show that the use of time series models may greatly re-
duce variance of direct estimators, and thereby increase the precision of assessment. 

Keywords: indirect estimation, borrowing strength across time, dynamic linear models. 


