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BADANIE WPLYWU WYBORU
WSPOLCZYNNIKA ZALEZN’OSCI
NA GRUPOWANIE SZEREGOW CZASOWYCH

Streszczenie: Przeprowadzone badanie symulacyjne miato na celu zbadanie wlasno$ci
wspolczynnika korelacji Pearsona oraz wspotczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH
uzyskanego metoda dwukrokowa IFM. Badaniu symulacyjnemu zostat rowniez poddane to,
w jaki sposob wybor metody wyznaczenia wspotczynnika korelacji wplywa na wynik grupo-
wania metodg Warda. Badanie przeprowadzono metoda Monte Carlo.

Stowa kluczowe: model Copula-GARCH, zaburzenia rozktadow warunkowych, klasyfikacja
szeregOw czasowych.

1. Wstep

Grupowanie finansowych szeregéw czasowych na bazie procedur klasyfikacji jest
przydatnym narzgdziem inwestora, gdyz pozwala na dywersyfikacje ryzyka. W za-
gadnieniach tego typu pojawia si¢ problem wyboru miary, ktora determinuje sitg
zwigzku migdzy szeregami czasowymi. W literaturze przedmiotu proponowane sg
rézne miary. Niektore z tych miar oparte sa na wlasnosciach szeregdw czasowych
i ich parametrach [Piccolo 1990; Otranto 2004]. Miedzy innymi Mantegna [1999],
Bonanno, Lillo, Mantegna [2001], Rodrigues, Gama, Pedroso [2008] do badania
podobienstwa pomiedzy szeregami finansowymi zastosowali miare opartg na wspot-
czynniku korelacji Pearsona. Jednakze podejscie takie ma pewne wady [Caiado,
Crato 2007]. Pomimo faktu, iz miara utworzona na podstawie wskaznika badaja-
cego sile zwigzku pomiedzy wybranymi szeregami czasowymi bytaby skutecznym
narz¢dziem do klasyfikacji, to wybdr wspotczynnika korelacji Pearsona jest wiasci-
wy tylko dla rozktadoéw eliptycznych. W przypadku analizowania szeregdw czaso-
wych utworzonych z dziennych stop zwrotu gtdéwnych indekséw $wiatowych wybor
wspotczynnika korelacji Pearsona moze by¢ nieuzasadniony, gdyz rozklady te ce-
chuje duza kurtoza i silna asymetria. Na tej podstawie bardziej przydatny do bada-
nia zalezno$ci pomiedzy szeregami czasowymi jest parametr wyznaczony z modelu
Copula-GARCH [Embrechts i in. 2001]. Do modelowania dziennych stop zwrotu
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indeksoéw szczegdlnie przydatne sa kopule z-Studenta i Joe-Claytona. Kopula #-Stu-
denta rekomendowana jest przez autor6w Mashal, Zeevi [2002] oraz Breymanna
[Breymann, Dias 2003]. Wydaje si¢ zatem, ze parametr kopuli z-Studenta moze by¢
wykorzystywany w miejsce wspotczynnika korelacji Pearsona.

W praktyce napotykamy jednak pewne trudnos$ci w estymacji parametrycznej
nieznanych parametréw modelu Copula-GARCH. Zastosowanie metody najwigk-
szej wiarygodnosci jest przeprowadzane w dwu krokach (metoda IFM), w wyniku
ktorych asymptotycznie uzyskuje si¢ efektywne estymatory. Wiadomo jednak, ze
dla krotkich szeregdw w podejsciu dwukrokowym estymator jest mniej efektywny,
niz bylby wyznaczony w wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodnosci w jednym
kroku. Oznacza to, ze dla pewnych szeregéw, pomimo iz zastosujemy wilasciwy,
uzasadniony teoretycznie wspotczynnik zalezno$ci, wynik estymacji moze by¢ gor-
szy niz zastosowanie klasycznych miar sity zwigzku, jak np. wspotczynnika kore-
lacji Pearsona. Zaletg tego drugiego podejscia jest prostota liczenia, a w zwigzku
z tym lepsza stabilno$¢.

Prezentowana praca ma na celu symulacyjne zbadanie jakosci estymatorow
wspotczynnika korelacji Pearsona oraz wspotczynnika wyznaczonego z modelu Co-
pula-GARCH dla réznej dtugosci proby oraz dla réznych wartosci teoretycznych
wspotczynnika i parametrow skosnosci, ktorym charakteryzuja sie rozktady warun-
kowe modelu GARCH. W celu poréwnania jako$ci estymatoréw obliczono $rednig
i blad $redniokwadratowy parametrow uzyskanych z symulacji.

Nastepnie zbadano, w jaki sposob zmienia si¢ grupowanie szeregéw czasowych
uzyskane przy zastosowaniu wspolczynnika korelacji otrzymanego z modelu Copu-
la-GARCH oraz na podstawie wspotczynnika korelacji Pearsona. Punktem wyjscia
do symulacji byly parametry teoretyczne otrzymane z analizy wybranych indeksow
swiatowych. Wybrane zostaly tylko te indeksy, dla ktorych testowanie poprawnosci
zaproponowanego modelu GARCH byto satysfakcjonujace. Dla otrzymanej z mo-
delu Copula-GARCH macierzy korelacji zbudowano miar¢ odlegltosci i na jej pod-
stawie, stosujgc algorytm aglomeracji Warda, uzyskano pewna wzorcowa klasyfi-
kacje. Nastepnie w wyniku przeprowadzonych symulacji badano podobienstwo do
grupowania wzorcowego.

2. Model Copula-GARCH

W prezentowanej pracy wybrano model Copula-GARCH, w ktérym funkcja pota-
czen jest funkcja 7-Studenta o nastepujacej dystrybuancie:
_m2
1 S =2pst+t*) 2
Cluy,uy; p) = I > (1+ " £ 2
S 2mfi-p nii —p

6, ), )

dsdt,
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gdzie s jest dystrybuantg rozktadu #-Studenta z # stopniami swobody, natomiast
l, jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozktadu z-Studenta z 7 stopniami swobo-
dy 1 wspolczynnikiem korelacji p. Przyjeto jako rozklad brzegowy model AR(1)-
-GARCH(1,1), z rozktadem warunkowym sko$nym #-Studenta o gestosci:

2 x x
&, — I <0 1x>0 ?
Sskew (%505V) a(§)+b(§)){g£a(§)] ¢ )+g[b<§>)( )}

gdzie a(&)=¢&, b(&)=¢&™', natomiast g(+) oznacza rozklad ¢-Studenta z v stopniami
swobody.

Do estymacji nieznanych parametrow wykorzystano metode IFM [Joe, Xu
1996], ktora polega na podejsciu dwukrokowym do estymacji metoda najwigkszej
wiarygodnosci.

Funkcja wiarygodnosci dla proby x, =(x,,x,,, ..., X,;, ) ma postac:

Inf(x,;;),

I d
=1

T
10)=Y " Inc(F (x50, oor Fy (x,0:0,):60, )+ D ‘

t=1 t=1 i

gdzie ¢(F(x,30), .., Fy(x,5501,):0,) jest gestoscia funkeji kopuli, F(x,;e;)jest
dystrybuanta rozktadu brzegowego oraz f;(x,;a;) jest gestoscig rozkladu brzego-

wego. Funkcje wiarogodnosci mozna przedstawic jako dekompozycje:
1(0)=1.(6,,6,)+1,(6)).

Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci wymaga maksymalizacji funkcji
wiarogodnosci ze wzgledu na wszystkie nieznane parametry rownocze$nie. Jednak-
ze skomplikowana forma tej funkcji nie pozwala na spetnienie tych oczekiwan. Wy-
godng metodg estymacji staje si¢ zatem metoda dwukrokowa. W pierwszym kroku
estymuje si¢ nieznane parametry dla rozkladow brzegowych, a naste¢pnie, po uzy-
skaniu estymatora @, z kroku pierwszego, estymacji poddaje si¢ parametry funkcji
kopuli #-Studenta:

92 =argmax /, (él, 92).

Przy odpowiednich zatozeniach regularno$ci Patton [2006] udowodnit, Ze esty-
matory w wyniku zastosowania procedury IFM sg zgodne o rozktadzie asymptotycz-
nie normalnym. Jednakze w wyniku ignorowania zalezno$ci pomiedzy rozktadami
brzegowymi w kroku pierwszym estymatory te traca na efektywnosci.

3. Badanie symulacyjne

W pierwszym kroku do danych empirycznych dopasowano model AR(1)-
-GARCH(1,1), w ktorym jako rozktad warunkowy przyjeto skosny rozktad 7-Stu-
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denta. Parametry tego rozktadu beda podstawa do symulacji szeregdow czasowych
z zadang struktura zmiennosci.

Symulacja przebiegata w nastepujacych krokach. Dla parametru p;; 0znaczajg-
cego sile zwigzku pomiedzy empirycznymi szeregami i, j wygenerowano rozktady
jednostajne u, z okreSlong przez ten parametr strukturg korelacji. W tym celu za-
stosowano algorytm generowania kopuli #-Studenta zaimplementowany w pakiecie
R-project. Stosujac przeksztatcenie 7, = F~' (u,,), utworzono zmienne o wybranym
rozktadzie warunkowym modelu AR(1)-GARCH(1,1). Przyjeto, ze F jest dystry-
buantg rozktadu skosnego #-Studenta. Nastepnie, wykorzystujac parametry mode-
lu AR(1)-GARCH(1,1) wyznaczone dla danych empirycznych, utworzono proces
AR(1)-GARCH(1,1) o podobnej strukturze, jaka mialy wzorcowe indeksy. Dla wy-
generowanych w ten sposob szeregdw wyznaczono wspotczynnik korelacji z mode-
lu Copula-GARCH oraz wspotczynnik korelacji Pearsona. Symulacje przeprowa-
dzono dla kilku wybranych wartosci wspotczynnikow, réznej dtugosci proby oraz
réznych parametrow skosnos$ci. Liczbe wykonanych przebiegdw symulacyjnych
ustalono na 1000.

Dla wyestymowanych w procesie symulacji wartosci wspotczynnika otrzyma-
nego z modelu Copula-GARCH — oznaczonego jako &, oraz dla warto$ci wspot-
czynnika korelacji liniowej Pearsona — oznaczonego jako @, obliczono $rednig oraz
btad $redniokwadratowy. Wyniki zebrano w tab. 1, gdzie dla jednej z dwoch me-
tod nizsze wartosci bledu sredniokwadratowego zaznaczono pogrubiong czcionka.
W symulacji jako wspotczynnik sko$nosci przyjeto maksymalny z mozliwych do
uzyskania wspotczynnikow skosnosci z danych empirycznych.

Badanie przeprowadzono dla roznej dtugosci proby. Analizujac wyniki zmiesz-
czone w tab. 1, mozna zauwazy¢, ze niezaleznie od teoretycznej wartosci wspot-
czynnik korelacji Pearsona jest bardziej obcigzony niz wspotczynnik wyznaczony
z modelu Copula-GARCH. Jednakze dla niskich wartosci wspotczynnika korelacji
wspotczynnik korelacji Pearsona ma mniejszy btad sredniokwadratowy. Prawidto-
wos¢ ta jest obserwowana dla krotkich szeregdow, niezaleznie od parametru skosno-
$ci. Wraz ze wzrostem dtugosci proby roznica pomiedzy bledami $redniokwadrato-
wymi obu estymatorow dazy do zera. Dla umiarkowanej zaleznos$ci (wspotczynnik
korelacji = 0,4) i dlugich szeregéw blad sredniokwadratowy dla wspotczynnika Pe-
arsona jest zdecydowanie wigkszy niz dla modelu Copula-GARCH, natomiast dla
bardzo krotkich szeregdw roznica jest niewielka.

W przypadku silnej zaleznosci pomigdzy indeksami otrzymano duzo mniej-
szy btad sredniokwadratowy dla estymowanego wspotczynnika z modelu Copula-
-GARCH. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze dla bardzo silnej zaleznosci (wspotczynnik
korelacji = 0,9 i wigcej) i odpowiednio dtugiej proby roznice migdzy btedami sred-
niokwadratowymi sg niewielkie dla obu estymatorow. Mozna przypuszczaé, ze w tej
sytuacji wspotczynnik korelacji Pearsona jest niewiele gorszy od wspotczynnika po-
chodzacego z modelu Copula-GARCH.
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Tabela 1. Zebrane wyniki srednich wartosci wspotczynnikéw korelacji 6 i 0 orazich bledy
$redniokwadratowe

Wspolezynnik 0,1 0,4 0,6 0,9
korelacji
Warunkowy sko$ny #-Studenta ¢ = 0,08
| C-Garch |Pearsona| C-Garch |Pearsona| C-Garch |Pearsona| C-Garch |Pearsona

N=250

Srednia 0,104 0,095 0,398 0,370 0,591 0,557 0,896 0,878

Btad

$redniokwad. 0,078 0,071 0,065 0,067 0,048 0,064 0,018 0,032
N=1500

Srednia 0,100 0,092 0,395 0,367 0,598 0,564 0,896 0,878

Btlad

$redniokwad. 0,029 0,027 0,030 0,042 0,024 0,042 0,025 0,027
N=3000

Srednia 0,099 0,091 0,391 0,364 0,590 0,558 0,889 0,872

Btlad

Sredniokwad. 0,022 0,021 0,029 0,041 0,040 0,051 0,037 0,038

Warunkowy symetryczny t-Studenta &= 1

N=250
Srednia 0,100 0,091 0,400 0,372 0,599 0,564 0,894 0,877
Btad
$redniokwad. 0,072 0,067 0,063 0,064 0,046 0,059 0,017 0,030
N=1500
Srednia 0,099 0,091 0,399 0,370 0,596 0,562 0,896 0,878
Btad
$redniokwad. 0,030 0,029 0,034 0,043 0,022 0,043 0,020 0,024
N=3000
Srednia 0,096 0,089 0,390 0,364 0,588 0,557 0,889 0,872
Btad

$redniokwad. 0,023 0,022 0,029 0,039 0,041 0,051 0,038 0,038

Zrodto: obliczenia whasne.

Dla rozwazanych, empirycznych szeregow czasowych, o dlugosci N = 3000,
utworzonych dla dziennych stop zwrotu kilkudziesieciu indeksow pochodzacych ze
swiatowych rynkéw finansowych, badajac wartosci liczbowe wspdtczynnika korela-
cji Pearsona oraz wspolczynnika uzyskanego z modelu Copula-GARCH, zauwaza-
my tylko niewielkie roznice migdzy tymi wartosciami liczbowymi. W dalszej czesci
zbadano zatem, w jaki sposdb metoda estymacji zalezno$ci miedzy dwoma indek-
sami wplywa na klasyfikacje rozwazanych szeregdw czasowych. W wyniku zasto-
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sowania obu metod wyznaczania wspdlczynnika korelacji, tworzac odpowiednig
miar¢ odleglosci na podstawie tych wartosci, a nastepnie wykorzystujac algorytm
grupowania Warda, uzyskano wyniki, ktore przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Lewy dendrogram dotyczy grupowania w wyniku zastosowania wspotczynnika korelacji
Pearsona, a prawy wspodtczynnika z modelu Copula-GARCH

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Analizujac wyniki, zauwazamy pewne réznice w grupowaniu. Jednakze grupa
indeksow silnie ze sobg skorelowanych jest w jednej grupie klasyfikacyjnej nieza-
leznie od zastosowanej metody obliczania zaleznosci (jak nalezato si¢ spodziewac
w oparciu o wczesniejsze badanie symulacyjne). Dla pelnego obrazu interpretacji
danych przeprowadzono dodatkowe badanie. Ustalono teoretyczna macierz korela-
¢ji Q pomigdzy badanymi indeksami. Jako Q wzigto macierz utworzong dla modelu
Copula-GARCH (dla wynikéw symulacji nie ma znaczenia, jakg macierz przyjmie-
my jako wzorcowa: z modelu Copula-GARCH czy korelacji Pearsona). Tworzenie
szeregow czasowych o zadanej macierzy korelacji byto przeprowadzone analogicz-
nie jak w poprzednim badaniu symulacyjnym. Nastepnie dla tych szeregow cza-
sowych zastosowano procedur¢ grupowania, gdzie w konstrukcji miary odlegltosci
zastosowano najpierw parametr z modelu Copula-GARCH, pdzniej wspotczynnik
korelacji Pearsona. Wyniki klasyfikacji pordwnano z wzorcem grupowania dla 100
przebiegow symulacji.

Okazalo sig, ze dla modelu Copula-GARCH uzyskano 80-procentowa zgodnos¢
z grupowaniem wzorcowym, podczas gdy grupowanie z uzyciem wspotczynnika ko-
relacji Pearsona potwierdzito si¢ tylko w okoto 50%. Analizujac wyniki symulacji,
zauwazamy jednakze, ze indeksy, ktore sg mocno ze sobg skorelowane, zachowuja
si¢ bardzo podobnie w obu przypadkach grupowania. Podobienstwo grupowania jest
widoczne dla silnie skorelowanych indeksdéw, natomiast te indeksy, dla ktérych sita
zalezno$ci byta umiarkowana, wykazuja duzag zmienno$¢ w przynaleznosci do danej
grupy. Na rysunku 2 pokazano przyktadowy wynik symulacji dla obu rodzajow.
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Rys. 2. Lewy dendrogram dotyczy grupowania w wyniku zastosowania wspolczynnika korelacji
Pearsona, a prawy wspotczynnika z modelu Copula-GARCH

Zrodto: opracowanie wlasne.

4. Whnioski koncowe

Przeprowadzone badanie symulacyjne miato na celu zbadanie wtasnosci wspotczyn-
nika korelacji Pearsona oraz wspotczynnika korelacji z modelu Copula-GARCH
uzyskanego metoda IFM. Symulacja wykazala, ze dla stosunkowo matej sity zwiaz-
ku pomiedzy indeksami wybdr wspdtczynnika korelacji Pearsona daje lepsze wyniki
ze wzgledu na biad $redniokwadratowy niz parametr uzyskany z modelu Copula-
-GARCH. Ponadto dla bardzo silnej zaleznos$ci (wspotczynnik korelacji = 0,9 1 wig-
cej) 1 odpowiednio dtugiej proby roznice miedzy btedami sredniokwadratowymi sg
niewielkie dla obu estymatorow. Badaniu symulacyjnemu zostato réwniez poddane
to, w jaki sposdb wybdr metody wyznaczenia wspotczynnika korelacji wptywa na
wynik grupowania. Dla modelu Copula-GARCH uzyskano 80-procentowa zgod-
no$¢ z grupowaniem wzorcowym, podczas gdy grupowanie z uzyciem wspotczyn-
nika korelacji Pearsona potwierdzito si¢ tylko w okoto 50%. Grupowanie silnie sko-
relowanych ze sobg indeksow nie zalezalo od sposobu wyznaczenia wspotczynnika
korelacji.
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SIMULATION STUDY OF THE SELECTION OF COEFFICIENT
DEPENDING ON THE CLUSTERING TIME SERIES

Summary: Simulation study investigated the properties of the Pearson correlation coefficient
and the Copula-GARCH model parameter obtained by IFM method. Simulation study was
also subjected to search how the correlation coefficient determination affected the clustering
results. The study was conducted by Monte Carlo method.

Keywords: model Copula-GARCH, classification time series, disturbance of conditional di-
stributions.



