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Klasyfikacja i analiza danych — teoria i zastosowania

Mariusz Kubus
Politechnika Opolska

PROPOZYCJA MODYFIKACJI
METODY ZE.AGODZONEGO LASSO

Streszczenie: Regularyzowana regresja liniowa (np. LASSO [Tibshirani 1996]) zyskata duze
zainteresowanie jako narzedzie selekcji zmiennych. Meinshausen [2007] zaproponowat mo-
dyfikacje metody LASSO, wprowadzajac parametr lagodzacy, ktéry kontroluje wariancje
parametrow strukturalnych niezaleznie od etapu eliminacji zmiennych. Metoda ta jest reko-
mendowana dla duzych wymiaréw i dla duzego stosunku wariancji zmiennej objasnianej do
wariancji sktadnika losowego. W artykule zaproponowano modyfikacj¢ metody ztagodzo-
nego LASSO. Przeprowadzone symulacje pokazaty, ze nowe podejscie daje bardziej stabil-
ne wyniki i skuteczniej eliminuje zmienne nieistotne (tj. takie, ktére nie maja wplywu na
zmienng objasniang).

Stowa kluczowe: regularyzowana regresja liniowa, ztagodzone LASSO, selekcja zmiennych.

1. Wstep

Problematyka selekcji zmiennych w metodach statystycznego uczenia z nauczycie-
lem cieszy si¢ obecnie duzym zainteresowaniem. Uzyskana w ten sposob redukcja
wymiaru przestrzeni cech nie tylko ma walory interpretacyjne, ale czesto pozwala
uzyska¢ model, ktory cechuje si¢ wigkszg doktadnoscig przewidywania nieznanych
wartos$ci (lub kategorii) zmiennej objasnianej dla nowych obiektdw. Zmienne objas-
niajace, ktore nie majag wplywu na zmienng objasniang — tzw. zmienne nieistotne
(irrelevant variables) — wywotuja efekt nadmiernego dopasowania do danych
(overfitting), przez co model traci na zdolno$ci generalizacji. Wsroéd obecnie wy-
mienianych trzech podej$¢ do selekcji zmiennych [zob. np. Guyon i in. 2006] duza
popularnoscia cieszg si¢ metody, w ktérych estymacja modelu i dobér zmiennych
odbywa si¢ jednoczesnie (embedded methods). Inaczej méwiac selekcja zmiennych
jest integralng cze$cig algorytmu uczacego. Przykladami takich metod sg drzewa
klasyfikacyjne (lub regresyjne) oraz modele liniowe z regularyzacja. Tym drugim
poswigcony jest ten artykut.

Glowna idea regularyzacji jest mozliwos$¢ uzyskania modeli o r6znym stopniu
ztozono$ci. W praktyce wigze si¢ to z lepszym lub gorszym dopasowaniem do
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danych ze zbioru uczgcego. W przypadku modeli liniowych ztozono$¢ rozumiana
jest jako liczba parametrow lub norma wektora parametréw. Pierwsza propozycja
regularyzacji w liniowym modelu regresji, ktora wywolywata efekt selekcji zmien-
nych, bylo LASSO [Tibshirani 1996]. Pomyst ten doczekat si¢ wielu rozszerzen
i modyfikacji (np. elastyczna sie¢ [Zou, Hastie 2005], zgrupowane LASSO [Yuan,
Lin 2007], ztagodzone LASSO [Meinshausen 2007]). W poréwnaniu z wigkszos$cia
metod doboru zmiennych przed etapem uczenia (filters) w regularyzowanej regre-
sji liniowej uwzgledniany jest kontekst oddziatywania wielu zmiennych objasnia-
jacych na zmienng objasniang. Z kolei w porownaniu z regresja krokowa uwazana
jest za metod¢ mniej sklonng do nadmiernego dopasowania do danych. Ponadto
metody estymacji w regularyzowanej regresji liniowej cechuja si¢ relatywnie mata
ztozonos$cig obliczeniowa. Gtéwng trudnoscia w praktycznym stosowaniu LASSO
(jak 1 innych metod regularyzacji) jest ustalenie wartosci parametru kary. Meins-
hausen [2007] w metodzie ztagodzonego LASSO (relaxed LASSO) zaproponowat
modyfikacje polegajaca na wprowadzeniu dodatkowego parametru regularyzacji.
Metoda ta jest zalecana szczego6lnie w przypadku wysokich wymiaréw przestrzeni
cech oraz duzej wariancji zmiennej objasnianej w stosunku do wariancji sktadnika
losowego (signal-to-noise ratio). W przeprowadzonych symulacjach, majacych na
celu pordwnanie réznych metod selekcji zmiennych w regresji dla duzych wymia-
row przestrzeni cech [zob. Kubus 2013a], okazato si¢, ze metoda Meinshausena
[2007] jest konkurencyjna, lecz cechuje si¢ matlg stabilno$cig, tzn. czasem wilacza
do modelu duzg liczbe zmiennych nieistotnych, sztucznie wprowadzonych do zbioru
danych. W artykule zaproponowana bedzie modyfikacja metody ztagodzonego LASSO,
polegajaca na konstrukcji ciggu modeli zagniezdzonych i wyborze optymalnego.
Skutecznos$¢ nowego podej$cia zostanie potwierdzona empirycznie za pomoca
badan symulacyjnych.

2. Regularyzacja w liniowym modelu regresji

Przedmiotem rozwazan bedzie zbior wielowymiarowych obserwaciji (tzw. zbior
uczacy):

{(x), )5 (Xy,00) X, € X =(X,0, X)),y €Y, i€l N}, (1)

gdzie Y (ilo$ciowa zmienna objasniana) reprezentuje zjawisko, ktore chcemy wyjas-
ni¢ na podstawie obserwowanych cech X,.., X, o ktorych zaklada¢ bedziemy, ze
sg ilosciowe lub binarne. Na podstawie informacji, jaka niesie zbidr uczacy, esty-
mowane bgdg parametry liniowego modelu regresji:

y=by+bx +..+b,x, +¢. )

W przypadku, gdy w zbiorze danych znajduja si¢ zmienne nieistotne, estymato-
ry klasycznej metody najmniejszych kwadratow (MNK), cho¢ nieobcigzone, nie
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gwarantujg doktadnych predykcji dla obiektéw nowych (spoza zbioru uczacego).
Sytuacja ta sprawia, ze model odzwierciedla nie tylko proces generowania danych,
ale tez zawarty w nich szum, przez co jest mato stabilny i traci zdolno$¢ generali-
zacji. Wprowadzenie sktadnika kary za duze wartosci bezwzgledne parametrow w
kryterium wykorzystywanym do estymacji daje mozliwo$¢ uzyskania estymatorow
0 mniejszej wariancji, cho¢ obcigzonych. Tak dzieje si¢ w metodzie LASSO [Tib-
shirani 1996]. Kryterium ma postac:

2
lA)LASSO=argmin[i[yi—bo—ib/xﬁ} +/1-i‘b/}, 3)
b i=1 =1 j=1

gdzie A jest parametrem regularyzacji. Wartosci (bezwzgledne) estymatorow
LASSO sa mniejsze od odpowiadajacych im estymatorow MNK. W skrajnym
przypadku niektore wspotczynniki si¢ zeruja, co daje efekt selekcji zmiennych.
Rozmiar zmniejszania wartosci (bezwzglednych) wspotczynnikow oraz liczba ze-
rujgcych sie wspotczynnikow zalezy od warto$ci parametru A . Duze wartosci A
drastyczniej zmniejszajg wartosci (bezwzgledne) wspdtczynnikow i wigcej z nich
zostaje wyzerowanych. Zmniejsza si¢ wtedy wariancja, lecz rosnie obcigzenie.
Celem jest uzyskanie pewnego stanu kompromisu mig¢dzy obcigzeniem a warian-
cjg, a w efekcie modelu o optymalnej zdolnosci generalizacji, czyli doktadnosci
przewidywania dla nowych obiektow [zob. np. Hastie i in. 2009; s. 219-224]. Usta-
lenie parametru A jest zatem kluczowym zadaniem w stosowaniu regresji liniowej
z regularyzacja. Zwykle w tym celu dla r6znych wartosci A stosuje si¢ oceng ble-
du predykcji przez sprawdzanie krzyzowe lub kryteria informacyjne. Studium po-
rownawcze tych kryteriow mozna znalez¢ w pracy Kubusa [2013b].

Zaproponowana przez Meinshausena [2007] modyfikacja metody LASSO — na-
zwana ztagodzonym LASSO (relaxed LASSO) — zwigzana jest z ustaleniem roz-
miaru kary za duze wartosci (bezwzgledne) parametréw. Punktem wyjscia jest
postawienie pytania, czy kontrolowanie efektu zmniejszania wartosci bezwzgled-
nych parametréw (a co za tym idzie wariancji) oraz efektu selekcji zmiennych
przez tylko jeden parametr regularyzacji jest rozwigzaniem optymalnym. Na przy-
ktad Efron i in. [2004] stosujg potaczenie LARS z MNK polegajace na tym, ze
LARS dokonuje selekcji zmiennych, a pozostale wspotczynniki estymowane sg
klasyczng MNK. Meinshausen [2007] wprowadza dodatkowy parametr regularyza-
cji 1 proponuje dwukrokowa procedure. Najpierw dokonuje si¢ selekcji zmiennych
przez klasyczne zastosowanie LASSO. Ten etap kontrolowany jest parametrem A .
Nastepnie dla zredukowanego zbioru predyktorow jeszcze raz stosuje si¢ LASSO,
a rozmiar zmniejszania warto$ci bezwzglednych wspotczynnikow (a co za tym
idzie wariancji) kontrolowany jest parametrem ¢, nazywanym parametrem lago-
dzacym (relaxation parameter).

Estymatory ztagodzonego LASSO (metoda ta oznaczana bedzie przez rLASSO)
definiuje si¢ nastgpujaco. Oznaczmy przez A, < {L,..., p} niepusty podzbior indek-
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sOw zmiennych objasniajgcych, dla ktoérych oszacowano niezerowe wspotczynniki

w metodzie LASSO. Przez b oznaczmy nowy wektor parametréw modelu linio-
wego, ktory bedzie estymowany w drugim kroku procedury. Ma on postaé:

p_[b dla jed,
0 dla jed,

“

J

Ponadto b, = b, . Wowczas:

b i=1

2
HriAsso Zargminii[yi —Z;O —il;jxijj +¢)-l-i‘5j@ . ®)
= /=

Jezeli p=1, to estymatory rLASSO sa identyczne z estymatorami LASSO.
Z kolei jesli ¢ =0, to uzyskuje si¢ estymatory MNK dla wyselekcjonowanych
wstepnie przez LASSO zmiennych. W tym przypadku model podobny jest do
wspomnianego juz polaczenia LARS z MNK [Efron i in. 2004]. Dla ¢ € (0;1)
mozna uzyska¢ continuum modeli po$rednich migdzy tymi skrajnymi przypadka-
mi. W przeprowadzonym przez Meinshausena [2007] eksperymencie, przy zatoze-
niu niezalezno$ci zmiennych, metoda ztagodzonego LASSO wykazata przewage
nad klasycznym LASSO oraz nad potagczeniem LARS z MNK. Przy poréwnywal-
nych bledach predykceji ztagodzone LASSO wprowadzatlo do modelu mniej zmien-
nych nieistotnych. Roznice byly wyrazne zwlaszcza w przypadku duzej wariancji
zmiennej objasniane] w poréOwnaniu z wariancjg sktadnika losowego (signal-to-
noise ratio).

3. Propozycja modyfikacji

W trakcie badan wlasnych nad algorytmem rLASSO okazato si¢, Ze jego ponowne
zastosowanie dla zredukowanej przestrzeni cech prowadzilo do dalszej redukcji
wymiaru. Co wigcej, empirycznie stwierdzono, ze kontynuacja takiego postepowa-
nia wykazuje si¢ zbieznoscia, tzn. przestrzen zawsze redukowana jest dos¢ szybko
do jednej zmiennej. Wobec przytoczonych obserwacji proponujemy, by za pomoca
wielokrotnego zastosowania metody rLASSO skonstruowa¢ cigg modeli zagniez-
dzonych, a nastgpnie wybra¢ optymalny. Proponowany algorytm oznaczany bedzie
nrLASSO, a jego formalny zapis przedstawiono w tabeli 1.

Do oceny jako$ci modeli zagniezdzonych w trzecim kroku algorytmu wykorzy-
stano kryterium informacyjne EDC [Bai i in. 1986], ktore dato obiecujace rezultaty
w symulacjach przeprowadzonych w pracy [Kubus 2013b]. Ma ono postac:

Q(k):N.ln(%}(kﬂ).p(N), ©)



Propozycja modyfikacji metody ztagodzonego LASSO 81

gdzie: k jest liczbg zmiennych w modelu, RSS sumg kwadratow reszt, a P(N)
funkcjg spetniajacg warunki:

limLN) =0 oraz limLN) =0, (7)
Now N N—ow lnlnN

ktora decyduje o rozmiarze kary za ztozono$¢ modelu. W proponowanym algoryt-
mie przyjeto P(N)= JN.

Tabela 1. Algorytm nrLASSO

Niech 4; c{l,..., p} bedzie podzbiorem indekséw zmiennych objasniajacych X,,..., X, wi-tym
kroku algorytmu.
1. Ustal wartosci poczatkowe: i =1 oraz 4, = {l,..., p}.

2. Dopoki A, zawiera wigcej niz jeden indeks zmiennej, wykonuj:

2a. Zbuduj model rLASSO (M) dla predyktorow z indeksami ze zbioru A, .

2b. Oblicz warto$¢ kryterium oceny Q dla modelu M, .

2¢. Zwigksz numer iteracji o jeden: i <—i+1.

2d. Zmodyfikuj zbior indeksow A, (usun indeksy zmiennych, dla ktorych wspotczynniki w
modelu M, , byly rowne zero).

3. Z ciggu modeli zagniezdzonych M, <...< M, wybierz model optymalny na podstawie mini-

malnej warto$ci kryterium oceny Q.

Zrodlo: opracowanie wlasne.

4. Badania symulacyjne

W celu zweryfikowania zaproponowanej modyfikacji metody ztagodzonego LAS-
SO przeprowadzono badania symulacyjne. W kazdym z generowanych zbiorow
danych dla liniowych modeli regresji (2) dokonano podziatu na probe uczaca (100
obserwacji) oraz testowg (takze 100 obserwacji). Szum gaussowski & na poziomie
0,4 odchylenia standardowego zmiennej objasnianej dodawano tylko w prébach
uczacych. W ten sposob uzyskano stosunek wariancji y do wariancji sktadnika
losowego réwny 6,25. Zbiory testowe, niewykorzystane w etapie uczenia, shuzyly
do oszacowania btgdu predykcji estymowanych modeli.

W kazdym eksperymencie dolgczano tez 20 zmiennych nieistotnych, niemajg-
cych wplywu na zmienng objasniang. Pierwsze 10 bylo parami skorelowane we-
dtug formuty:

Xy =k-Xy e, (8)

gdzie k e{l,..., 5} . Realizacje zmiennych o numerach nieparzystych generowano z
rozktadu N(0;1), a szum e z rozktadu N(0; 0,1). Kolejne 10 zmiennych nieistot-



82 Mariusz Kubus

nych generowano z rozkladu zero-jedynkowego: pie¢ z frakcja jedynek 0,5 oraz
pie¢ z frakcja jedynek 0,25. Kazdy z trzech opisanych ponizej eksperymentow byt
przeprowadzony 100 razy. Wszystkich obliczen dokonano za pomocg programu R,
wykorzystujac pakiety lars i relaxo oraz wlasne procedury. Po selekcji zmien-
nych metodami LASSO, rLASSO i nrLASSO wspotczynniki estymowano kla-
syczng MNK.

Eksperyment 1
Rozwazany bedzie model liniowy (2) z pigcioma zmiennymi obja$niajagcymi
(p=95). Realizacje zmiennych X,,..., X, oraz wspotczynniki b,,b,,...,b; genero-

wano niezaleznie z rozktadu N(0;1).

Eksperyment 2
Ponownie rozwaza¢ bgdziemy model liniowy (2) dla p=5. Tym razem

wprowadzone beda zaleznosci migdzy zmiennymi z modelu. Zmienne X ,..., X,

oraz wspotczynniki b,,b,,..., b, generowano z rozktadu N(0; 1) natomiast:

X,=X,+X, +e ©)
X;=X +e

gdzie e oznacza szum gaussowski, ktory generowano z rozktadu N(0; 0,1).

Eksperyment 3

Rozwazany bedzie model liniowy (2) z 10 zaleznymi zmiennymi objasniajg-
cymi ( p =10). Wszystkie wspotczynniki oraz realizacje zmiennych objasniajacych
(z wyjatkiem X, oraz X,,) byly generowane niezaleznie z rozktadu N(0;1) . Za-
lezno$ci wprowadzono wg formuty:

Xsyprs = Oy Xy pns T Qpp Xy pus T Qs s T Oy Xy pus € (10)

dla k€{0,1}. Tu réwniez wspdtczynniki losowane byly z jednowymiarowego
standaryzowanego rozktadu normalnego, a poziom szumu dobierano losowo:
e, —N(0,s,), gdzie s, =m-sd(xs,,.;) 1 me{0,1; 0,2; 0,3; 0,4}.

Liczby zmiennych nieistotnych wprowadzanych do modeli w 100 symulacjach
przedstawia rys. 1. Ewidentnie wida¢ przewage zaproponowanej modyfikacji
(oznaczonej przez ntLASSO). W kazdym z trzech modeli zmienne nieistotne byly
wprowadzane w niewielkiej liczbie, co najwyzej 3 razy na 100. Zbadano tez btedy
sredniokwadratowe szacowane na zbiorach testowych, a ich rozktady poréwnano
testem Friedmana (zob. tab. 2). W przypadku dwoch pierwszych eksperymentow
hipoteza zerowa o jednakowych rozktadach zostala odrzucona. Mediany bteddéw
byly mniejsze dla metody nrLASSO, a dalsza analiza post-hoc wskazata istotne
roznice dla par ntfLASSO — LASSO oraz nrLASSO — rLASSO w pierwszym eks-
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Rys. 1. Liczby zmiennych nieistotnych wprowadzanych do modeli w eksperymentach 1-3.
Dla kazdego eksperymentu wykonano 100 symulacji

Zrodto: obliczenia wlasne.

perymencie oraz dla pary ntfLASSO — LASSO w drugim eksperymencie. Dla trze-
ciego modelu mediana btedow w nrLASSO jest nieco wigksza, ale rdznica ta nie
jest statystycznie istotna.

Tabela 2. Mediany btedéw $redniokwadratowych szacowanych na zbiorach testowych
w 100 symulacjach przeprowadzonych dla kazdego eksperymentu oraz wyniki testu Friedmana

Nr Test
LASSO rLASSO nrLASSO Friedmana
eksperymentu L.
(warto$ci p)
1 0,0802 0,0682 0,0529 0,00000
2 0,0570 0,0519 0,0391 0,00121
3 0,5348 0,5149 0,5980 0,87370

Zrodlo: obliczenia wlasne.
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5. Podsumowanie

Przeprowadzone symulacje pokazaly, ze z punktu widzenia zdolnos$ci eliminacji
zmiennych nieistotnych (tj. takich, ktore nie majag wptywu na zmienng objasniang)
zaproponowany w artykule algorytm jest znacznie stabilniejszy od oryginalnego
ztagodzonego LASSO. Zdecydowanie lepiej je identyfikowal przy porownywal-
nych lub nawet nizszych btgdach predykcji. Rezultat ten zostal potwierdzony te-
stami statystycznej istotnosci. Warto podkresli¢, ze eksperymenty przeprowadzono
w sytuacji ogélniejszej niz w artykule Meishausena [2007], mianowicie dla zmien-
nych zaleznych oraz binarnych zmiennych nieistotnych.
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THE PROPOSITION OF MODIFICATION
OF THE RELAXED LASSO METHOD

Summary: Regularized linear regression (i.e. LASSO [Tibshirani 1996]) has reached a lot
of interest as a feature selection tool. Meinshausen [2007] proposed a modified version of
the LASSO by introducing a relaxation parameter which controls the variances of the pa-
rameters, regardless of the feature elimination stage. This method is recommended in high
dimensions, and for the high signal-to-noise ratio. The modification of the relaxed LASSO
method is proposed in this paper. The simulations show that the new approach provides
more stable results, and more effectively discards noisy variables.

Keywords: regularized linear regression, relaxed LASSO, feature selection.





