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ZASTOSOWANIE MIAR ODLEGLOSCI
DLA DANYCH PORZADKOWYCH
DO AGREGACJI PREFERENCJI INDYWIDUALNYCH

Streszczenie: W artykule dokonano klasyfikacji metod agregacji preferencji indywidual-
nych oraz przedstawiono metody wykorzystujace miary odleglosci. Wskazano miary, ktore
moga by¢ stosowane do pomiaru odlegtosci migdzy relacjami preferencji réznych respon-
dentow. Opisano miary wykorzystujace jedynie rozktady preferencji dla wszystkich par
obiektow, miary oparte na rangach oraz miar¢ GDM2, ktéra w swojej konstrukcji wykorzy-
stuje relacje dopuszczalne na skali porzadkowej. W czesci empirycznej przedstawiono przy-
ktad, w ktorym agregacje¢ preferencji indywidualnych przeprowadzono z wykorzystaniem
funkcji BruteAggreg programu R.

Stowa kluczowe: preferencje indywidualne, metody agregacji, miary odlegtosci, srodowi-
sko R.

1. Wstep

Agregacja indywidualnych ocen preferencji pewnego zbioru alternatyw umozliwia
poroéwnanie ich ze spotecznego punktu widzenia, wyboru z tego zbioru alternatywy
najlepszej lub podzbioru najlepszych alternatyw.

Do tej pory powstalo wiele metod agregacji preferencji. Sg to gtdéwnie metody
wypracowane w ramach teorii wyboru spolecznego (metody zwigzane z zasada
zwyklej wigkszo$ci, metody zwigzane z reguta Bordy, metoda Condorceta, metoda
optymalnej predykcji i in.).

Celem pracy jest wskazanie mozliwosci wykorzystania do agregacji miar odleg-
osci migdzy ocenami preferencji indywidualnych (np. odlegto$¢ Spearmana, odleg-
lo$¢ 7— Kendalla) oraz miar stosowanych do pomiaru odleglosci obiektow opisa-
nych zmiennymi mierzonymi na skali porzadkowe;.

W czesci empirycznej dokonano agregacji indywidualnych preferencji eksper-
tow zajmujacych si¢ sprzedaza detaliczng 1 naprawg sprz¢tu komputerowego
wzgledem wybranych marek monitoréw LCD, za pomoca funkcji BruteAggreg
programu R.
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2. Preferencje indywidualne

W celu uporzadkowania zbioru obiektow X ={xl,...,x,.,...,xm} ze wzgledu na
preferencje stosuje si¢ relacje preferencji mocnej (x, > x;), preferencji stabej
(x, > x;) oraz indyferencji (x, = x;). Jezeli istnieje funkcja, ktora umozliwia po-
miar obiektow na skali porzadkowej, to wymienione relacje mozna przedstawié

jako [por. Bak 2004, s. 37]:
- x> x, Sulx)>u(x,),
- X txj Qu(xl)zu(xz) >
- xrx <ulx)=u(x,),
gdzie funkcja u jest funkcja uzytecznosci, porzadkujaca analizowane obiekty zgod-
nie z preferencjami konsumenta. W badaniu preferencji nie sg istotne wartosci
réznic migdzy wartoSciami funkcji uzyteczno$ci poszczegolnych konsumentow,
przez co dozwolonymi przeksztatceniami matematycznymi dla obserwacji sg $cisle
monotoniczne funkcje rosngce, ktore nie zmieniaja dopuszczalnych relacji, tj. row-
nos$ci, réznosci, wigkszosci 1 mniejszosci.
Relacje preferencji indywidualnych powinny spelnia¢ nastepujace warunki
[zob. np. Varian 1997, s. 66; Bak 2004, s. 36]:
— zwrotnoS$ci — jezeli dla kazdego x, € X zachodzi relacja x;, > x;, tzn. dwa iden-
tyczne obiekty nie sg rozroézniane na skali preferencji danego konsumenta,
— spojnosci — dla kazdej pary obiektow x;, x; € X musi by¢ spetniony przy-

najmniej jeden z warunkow: X, > x; VX, XX, VX, = X,

— przechodniosci — jezeli dla kazdej trojki obiektow x;, x;, x, € X oceny konsu-
menta spetniajg warunek racjonalno$ci, tzn.: X, =x; A X, =X, = X, =X, .

Oceny formutowane przez konsumentéw zazwyczaj spehiaja te warunki. Wa-
runek spojnosci moze nie by¢ spetniony w przypadku, gdy obiekty znacznie roznig
si¢ od siebie i trudno je umiescié na ,,wspélnej skali”, za§ warunek przechodnio$ci
— gdy obiekty ro6znig si¢ bardzo mato lub sg na tyle ztoZone, Ze trudno je porowny-
wac miedzy soba.

Informacje¢ o relacji preferencji /-tego respondenta otrzymuje si¢, proszac go
o uporzgdkowanie obiektow zbioru X od najbardziej do najmniej preferowanego.
Mozna tez poprosi¢ respondenta o dokonanie, zgodnie z jego wtasnymi preferen-
cjami, porownan wszystkich par obiektow. Ten drugi sposob jest jednak bardzo
pracochlonny, zwlaszcza przy duzej liczbie obiektow. Ponadto w wyniku poréw-
nan parami, mozna otrzymac relacje, ktora nie spetnia warunku przechodniosci.
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3. Klasyfikacja metod agregacji preferencji

Klasyfikacji metod agregacji preferencji mozna dokona¢ na podstawie dwoch kry-
teriow. Pierwsze z nich okresla, jakie sg wykorzystywane informacje o preferen-
cjach indywidualnych. Wedtug tego kryterium wyréznia si¢ dwa rodzaje metod:

— metody binarne — wykorzystujace jedynie rozktady preferencji dla wszystkich
par obiektow (np. otrzymanych na podstawie porownan parami),

— metody niebinarne — korzystajace z pehiejszej informacji o relacjach preferen-
cji (np. opierajace si¢ na uporzadkowaniach preferencji).

Drugie kryterium klasyfikacji okresla sposob, w jaki dokonuje si¢ agregaciji.

Wedhug tego kryterium mozemy rozr6znic trzy grupy metod:

— miary tendencji centralnej — cho¢ sa najczesciej wykorzystywane, to taki spo-
sOb agregacji nie zawsze jest wlasciwy; mimo ze preferencje sa mierzone na
skali porzadkowej, to stosujac te metody, czesto przyjmuje si¢ zatozenie, ze
preferencje konsumentéw mierzone sg co najmniej na skali przedziatowej;

— metody wypracowane w ramach teorii wyboru spotecznego — mozna tu wy-
mieni¢ metody zwigzane z zasadg zwyklej wigkszosci (metoda Copelanda, me-
toda Tody), grupe metod zwigzanych z regutag Bordy, metod¢ Condorceta, me-
tode optymalnej predykcji i in. [zob. Lissowski 2000];

— metody wykorzystujagce miary odleglosci miedzy indywidualnymi relacjami
preferencji.

4. Agregacja preferencji z wykorzystaniem wybranych
miar odleglosci

Agregacja preferencji indywidualnych z wykorzystaniem funkcji odleglosci polega
na znalezieniu spo$rod permutacji uporzadkowan nalezacych do zbioru Q, takiej
relacji preferencji R', dla ktorej suma odleglosci od wszystkich indywidualnych
uporzadkowan preferencji jest najmniejsza, tzn.:

> d(R,,R")=min) d(R,,R), (1)
h=1 Re0 93

gdzie: d(R,,R') — odleglos¢ miedzy relacja preferencji h-tego respondenta (R, ) a R',
0 —zbidr wszystkich mozliwych uporzadkowan preferencji m obiektow.

Poniewaz mediana jest tg warto$cig, ktoéra minimalizuje sume odlegtosci warto-
$ci zmiennej od stalej, dlatego R' okresla sie mediana uporzadkowan preferencii.

Druga metoda wyznaczania zagregowanego uporzadkowania preferencji jest
wybor takiego, ktore minimalizuje sum¢ kwadratow odlegtosci od indywidualnych
uporzadkowan, tzn.:
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Z 2 . 2
Y [dR,R*) | =mind> d[(R,.R)] . )
h=1 ke0 53
Uporzagdkowanie R*> nazywane jest $rednig uporzadkowan indywidualnych,
poniewaz wlasnie $rednia minimalizuje sum¢ kwadratow odlegto$ci zmiennej od
stalej.
Miary odleglos$ci miedzy uporzadkowaniami preferencji mozna podzieli¢ na te,
ktore wykorzystuja binarne relacje preferencji (tzn. czy respondent przedklada x,
nad x;, czy x; nad x,, czy tez jest wobec nich indyferentny) oraz miary oparte na

rangach, w tym miary stosowane do pomiaru odlegtosci obiektoéw opisanych
zmiennymi mierzonymi na skali porzgdkowe;j.

Za najwazniejszg binarng miar¢ odleglosci uznaje si¢ miar¢ Kemeny’ego [Ke-
meny, Snell 1962]:

1 m m
d(Ry,R) =23 3 =7y 3)
i=l j

J=1

gdzie: i,j=1,2,...,m —numer obiektu,
g,h=1,2,...,n —numer respondenta,
Lt _ {1 gdy x, > x,
ij

dla g-tego (h-tego) respondenta.
0gdyx, <x,vx ~x,

Odleglos¢ Kemeny’ego spetia trzy postulaty metryki, a ze wzgledu na swoja
konstrukcje¢ nazywana jest odlegtoscia ,,miejska”.

Inng miar¢ odlegtosci migdzy uporzadkowaniami preferencji wprowadzit Bo-
gart [Bogart 1973]:

d(R,.R,)= %”A(Rg) ~A(R))|, )

gdzie: ||A|| — pierwiastek kwadratowy sumy kwadratow elementow macierzy A,
A(R,) (A(R,)) — macierz ocen preferencji g-tego (h-tego) respondenta
1 gdyx, > x,

g(h) _

o elementach a;

0gdyx ~x,.
-l gdyx, <x,

Ze wzgledu na posta¢ i wlasnosci miare Bogarta okresla si¢ jako miare ,,eukli-
desowy”.

Sposrod miar odlegtosci typowych dla uporzadkowan preferencji opartych na
rangach mozna wymieni¢ odlegto$¢ Spearmana (Spearman footrule distance) oraz
odlegtos¢ 7 — Kendalla [zob. Pihur, Datta, Datta 2009].
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Odlegltos¢ Spearmana przyjmuje postac:

_ .k

dy(R,,R,) = |r (5)
i=1
gdzie: 7%(x,) (#"(x,)) — ranga i-tego obiektu w profilu preferencji g-tego (h-tego)
respondenta,
Odleglos¢ Spearmana moze by¢ znormalizowana tak, aby przyjmowata warto-
Sci z przedziatu [0;1]. W tym celu wyrazenie (5) nalezy podzieli¢ przez m* /2.
Odleglos¢ 7 — Kendalla [Kendall 1938] oparta jest na liczbie inwersji wystepu-
jacych w danej relacji preferencji w poréwnaniu z inng relacjg preferencji. Odleg-
lo$¢ 7 —Kendalla wyrazona jest wzorem:

dK(Rg,Rh)=ZKU., (6)
i,j=1

gdzie:
0 gdy (rg(xi)<r""(xj)/\rh(xl.)<rh(xj))\/(rg(xi)>rg(xj)/\rh(xl.)>rh(x/.))
1 gdy (rg(xl.)>rg(xj)/\rh(xl.)<r"(x_].))v(rg(xi)<rg(x_].)/\rh(xl.)>rh(x/.)).

Podobnie jak dla odlegtosci Spearmana odlegto$¢ 7 — Kendalla mozna znorma-
lizowac¢ tak, aby jej warto$ci mie$cily si¢ w przedziale [0;1]. Normalizacji dokonu-
je sie przez podzielenie wyrazenia (6) przez m(m—1)/2.

Do agregacji preferencji indywidualnych mozna réowniez wykorzysta¢ kon-
strukcje miar stosowanych do pomiaru odlegtosci obiektow opisanych zmiennymi
mierzonymi na skali porzadkowej (zar6wno bazujacych na rangach, jak i miary
GDM2, ktora wykorzystuje dopuszczalne relacje na skali porzagdkowej). Poniewaz
dla réznych indywidualnych relacji preferencji poszczegdélnym obiektom moga
zosta¢ przyporzadkowane takie same oceny, dlatego mozliwe jest stosowanie tylko
tych miar, ktore dopuszczaja rangi powigzane.

Jedna z takich miar jest odlegto§¢ Podaniego [Podani 1999]. Odlegto$¢ miedzy
dwoma relacjami preferencji wyrazonymi za pomocg rang przedstawia rownanie:

Caf e - @) (g -1)/2- (4, 1) /2
dp(Rg’Rh)_Zl Rz_( _1)/2 ( — )/2

i=1

i

; (7

i.max i.min

gdzie: t,(#,) — liczba respondentow, ktorzy przypisali takg samg range jak g-ty
(h-ty) respondent i-temu obiektowi (tgcznie z respondentem g (%)),
b (4 ) — liczba respondentow, ktorzy przypisali maksymalng (mini-
malng) range i-temu obiektowi,

R; — rozstgp wyznaczony na podstawie porangowanych wartosci dla i-tego
obiektu.
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Miarg, ktora w swojej konstrukcji wykorzystuje relacje dopuszczalne na skali
porzadkowej, tj. rownosci, r6znosci, wigkszosci 1 mniejszosci, jest zaproponowana
przez Walesiaka [Walesiak 1993, s. 44-45] miara GDM2. Miara GDM2 zastoso-
wana do wyznaczania odlegtosci migdzy uporzadkowaniami preferenciji przyjmie
postac:

m m n
Zagmbgm + Z Z A gDy
i=1

i=1 [=1

d,(R.R,)= % - A

g’

N —

2{522’1:“;‘ 'iibizf}
i=1 [=] i=l [=1
1 gdy Xy = X, (xhl. - xxi)
gdzie: a,,; (b, )=10gdyx, ~x, (x,~x,),dlap="hls=g,l,
-1 gdyxgi <X, (xh,. -<x‘w.)
X, (xhl., x,,.) — ocena preferencji i-tego obiektu przez g-tego (A-tego, [-tego)

respondenta,
g,h,l=1, ..., n —numer respondenta,

i=1, ..., m —numer obiektu.

5. Agregacja preferencji indywidualnych w programie R

W programie R agregacja preferencji z wykorzystaniem miar odleglosci jest moz-
liwa za pomocg funkcji BruteAggreg pakietu RankAggreg. Pomiar odlegtosci
miedzy relacjami preferencji w funkcji BruteAggreg jest dokonywany z wyko-
rzystaniem odleglo$ci Spearmana oraz odlegtosci 7— Kendalla. Sktadni¢ funkcji
oraz jej podstawowe argumenty prezentuje tab. 1.

Tabela 1. Opis funkcji BruteAggreg w programie R

BruteAggreg (x, k, weights=NULL, distance=c("Spearman", "Kendall"),
importance=rep (1, nrow(x)))

x macierz uporzadkowanych preferencji

k liczba najwazniejszych uporzadkowan podlegajacych agregacji

weights wagi uporzadkowan preferencji podlegajacych agregacji

distance wykorzystywana miara odleglosci

importance wektor wag wskazujacy waznos$¢ kazdego uporzadkowania preferencji

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem dokumentacji programu R.
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Przyktad

Wybranym 28 ekspertom zajmujgcym si¢ sprzedaza detaliczng, serwisowaniem
1 naprawg sprzetu komputerowego przedstawiono 8 marek monitoroéw LCD (Sam-
sung, LG, Maxdata, Philips, Benq, NEC, Neovo, Hyundai) z prosba o uszeregowa-
nie swoich preferencji poprzez przyporzadkowanie poszczegdlnym markom rang
od 1 do 8, przy czym liczba 1 oznaczata marke najbardziej preferowang. Nastepnie,
wykorzystujac skrypt 1, dokonano agregacji ocen preferencji za pomocg funkcji
BruteAggregqg:

Skrypt 1

library (RankAggreg)

x<-read.csvZ2("monitory pref.csv'", header=TRUE)
liczbaObiektow<-ncol (x)

x<-as.matrix(x)

ml<-BruteAggreg (x, liczbaObiektow, distance="Kendall")
m2<-BruteAggreg (x, liczbaObiektow, distance="Spearman")
print (ml, quote=FALSE)

print (m2, quote=FALSE)

plot (ml)

plot (m2)

W wyniku zastosowania skryptu 1 otrzymano zagregowane uporzadkowanie
ocen preferencji oddzielnie dla odleglosci Spearmana oraz odlegtosci 7 — Kendalla:

Algorithm: BruteForce
Distance: Kendall
Score: 6.714286
The optimal list is:
Samsung Philips LG Beng NEC Hyundai Maxdata Neovo

Distance: Spearman

Score: 11.42857

The optimal list is:

Samsung Philips LG Beng NEC Hyundai Neovo Maxdata

6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono metode agregacji preferencji indywidualnych z wyko-
rzystaniem miar odlegto$ci. Wskazano miary, ktére moga by¢ stosowane do po-
miaru odlegtosci migdzy relacjami preferencji réoznych respondentow. Przedsta-
wiono miary wykorzystujace jedynie rozklady preferencji dla wszystkich par
obiektow (np. otrzymanych na podstawie porownan parami), miary oparte na ran-
gach oraz miar¢ GDM2, ktora w swojej konstrukcji wykorzystuje relacje dopusz-
czalne na skali porzadkowe;.
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W czesci empirycznej przedstawiono przykltad, w ktérym agregacje preferenciji
indywidualnych przeprowadzono z wykorzystaniem funkcji BruteAggreqg pro-
gramu R. Pomiaru odlegtosci migdzy relacjami preferencji dokonano za pomoca
odlegtosci Spearmana oraz odlegtosci 7 — Kendalla, poniewaz jedynie te dwie mia-
ry sg stosowane w funkcji BruteAggreqg. W dalszych pracach zostang podjete
proby rozszerzenia oprogramowania o inne miary odlegto$ci, dzigki czemu mozli-
wa bedzie rowniez agregacja indyferentnych relacji preferencji.
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THE APPLICATION OF DISTANCE MEASURES
FOR ORDINAL DATA
FOR AGGREGATION INDIVIDUAL PREFERENCES

Summary: The article presents the classification of individual preferences aggregation
methods and shows the methods which use the distance measures. Measures which can be
applied to measuring the distance between different respondents preference relationship
were discussed. The article describes measures which use preference distributions for all
pairs of objects (e.g. obtained from pairwise comparisons), measures based on ranks and dis-
tance measure using permissible transformations to ordinal scale (GDM2 distance). In the
empirical part the example of individual preference aggregation was carried out by
BruteAggreg function of R program.

Keywords: individual preferences, aggregation methods, distance measures, R software.





