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1. Wstep

Wielu studentom takich praktycznych kierunkow studiow, jak ekono-
mia czy zarzadzanie, w trakcie przedzierania si¢ — w ramach kursu
matematyki — przez lematy, twierdzenia i dowody, zaswita w glowie
mysl: ,,a co to ma wspdlnego z prawdziwym zyciem?”.

Cho¢ matematyka w duzej mierze wyrosta z praktycznych potrzeb
— astronomow, mierniczych, fizykow czy hazardzistow — jej obecny
stopien abstrakcyjnosci niejednego przyprawia o zawrét glowy. Teoria
gier, jako dzial matematyki, jest szczegdlnym przypadkiem. Mimo ze
zasadniczo opisuje sytuacje realnych konfliktéw intereséw i postuguje
si¢ nieraz slownictwem ,,z zycia wzigtym”, to caly sztafaz matema-
tycznego formalizmu wydawa¢ by si¢ mogt niepotrzebnym balastem.
Jednakze tegoroczna decyzja Komitetu Noblowskiego po raz kolejny
uhonorowata fakt, ze ezoteryczne teorie matematyczne wcale nie sa
nieuzyteczne — nawet jesli ich uzyteczno$¢ mierzy¢ tylko korzysciami
praktycznymi.

Alvin Roth, ekonomista, jeden z tegorocznych laureatow Nagrody
Banku Szwecji imienia Alfreda Nobla w dziedzinie ekonomii, ktory
tak umiejetnie wykorzystal teori¢ gier na rzeczywiscie istniejacych
rynkach, ze zashizyl na to wyrdznienie, powiedzial w przemowieniu
na bankiecie: ,,Wszyscy znamy spopularyzowany przez Izaaka New-
tona wspanialy obraz nas samych, widzacych tak daleko tylko dzigki
temu, Ze stoimy na ramionach gigantdw. Ten obraz dobrze opisuje to,
jak moja praca zbudowana zostata na podwalinach polozonych przez
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moich poprzednikéw, w szczego6lnosci Lloyda Shapleya, z ktorym
dziele t¢ nagrodg, oraz Davida Gale’a” [Internet 3].

Drugi z laureatow, Lloyd Shapley, ekonomista nie jest. Cho¢ do-
cenia rol¢ matematyki w zastosowaniach praktycznych, to, jak sam
utrzymuje, nigdy nawet nie uczg¢szczat na wyktady z ekonomii, co, jak
wida¢, nie przeszkodzilo wcale, by Komitet Noblowski uznal, ze to
jemu wlasnie, a nie innym $wietnym praktykom, nalezy si¢ najwyzsza
nagroda z tej dziedziny. Wigkszo$¢ zastosowan praktycznych poprze-
dzaja bowiem lata intensywnego rozwijania teorii, na ktérej zastoso-
wania te moga by¢ oparte. A wktad Lloyda Shapleya w rozwoj teorii
gier jest nie do przecenienia.

2. Niekooperacyjne i kooperacyjne gry

»leoria gier jest matematycznym studium konfliktow i kooperacji
pomigdzy racjonalnymi jednostkami podejmujacymi decyzje. Jako
taka, jest bardzo uzytecznym narzedziem dla ekonomistow, jako ze
duza czg$¢ ich pracy dotyczy sytuacji, w ktorych gracze daza do wy-
pracowania optymalnego rozwiazania” [Internet 1] — tak rozpoczat
swo0j wyktad noblowski Lloyd Shapley, jeden z tegorocznych laurea-
tow Nagrody imienia Alfreda Nobla w dziedzinie ekonomii.

Rola teorii gier w ekonomii byla juz wielokrotnie doceniana
w decyzjach Komitetu Noblowskiego, a najlepiej znanym nawet szero-
kiej publiczno$ci laureatem jest John Nash (Nagroda Nobla w 1994 r.),
ktorego posta¢ spopularyzowata hollywoodzka produkcja ,,Pigkny
umyst”’. Poza nim teori¢ gier stosowali i rozwijali m.in. tacy ekonomi-
$ci, jak Herbert Simon (Nagroda Nobla w 1978 r.), Thomas Shelling
(Nagroda Nobla w 2005 r.) czy Leonid Hurwicz (Nagroda Nobla
w 2007 r.).

Gry, bedace przedmiotem zainteresowania teorii gier, dzieli¢
mozna na wiele roznych sposobow, biorac pod uwage rézne ich cha-
rakterystyki. W tym miejscu interesujacy dla nas begdzie podziat na gry
niekooperacyjne, w ktorych kazdy gracz podejmuje niezalezne decy-
zje 1 nie ma mozliwo$ci porozumienia migdzy graczami, oraz gry ko-
operacyjne, czyli koalicyjne, w ktorych gracze moga si¢ dogadywac
1 tworzy¢ koalicje, kierujac si¢ wspolna strategia. Dwoma podstaw o-
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wymi pojgciami zwigzanymi z grami pierwszego 1 drugiego rodzaju sa
,fownowaga Nasha” oraz ,,stabilna alokacja”, bedace swoimi logicz-
nymi odpowiednikami. Réwnowaga Nasha odnosi si¢ bowiem do
takiego wyniku, przy ktorym Zaden z graczy nie moze zmieni¢ swojej
strategii tak, by wyj$¢ na niej lepiej. Z kolei stabilna alokacja w kon-
teks$cie dopuszczalno$ci tworzenia si¢ koalicji dotyczy takiej sytuacji,
w ktorej zadna koalicja nie moze si¢ zwigza¢ w celu wspoldziatania
1 polepszenia swego wyniku.

W klasycznym dylemacie wigznia, w ktérym dwaj gracze maja do
wyboru opcje wspdlpracy lub zdrady, rownowaga Nasha jest sytuacja,
w ktorej obaj wigzniowie dopuszczaja si¢ zdrady, w efekcie czego
obaj ida do wigzienia na dlugie lata (w tab. 1 jako wyplaty przedsta-
wione sa liczby lat z najblizszej dekady spgdzone przez poszczegdl-
nych wigzniow na wolnosci). Z punktu widzenia racjonalno$ci poje-
dynczego wigznia, jesli ten drugi bedzie wspolpracowat, jemu same-
mu bardziej oplaca si¢ zdrada (10 zamiast 8), natomiast w przypadku
zdrady drugiego — rowniez bardziej korzystna jest zdrada (2 zamiast 0).
Poniewaz rozumowanie obu wig¢zniow jest identyczne, w jego efekcie
obaj dopuszczaja si¢ zdrady i obaj ida do wigzienia na 8 lat (wynik
(2,2)). Jesli dopusci¢ natomiast porozumienie migdzy wigzniami,
oczywistym stabilnym wynikiem jest wspOlpraca, na ktorej obaj
wigzniowie wychodza lepiej niz bez mozliwos$ci utworzenia ,,koalicji”
(po dwa lata wigzienia, wynik (8,8)).

Tabela 1. Klasyczny dylemat wigZznia*

Wigzien 2 )
., wspotpraca zdrada
wigzien 1
wspotpraca (8,8) (0,10)
zdrada (10,0) 2,2)

"W przypadku braku wspotpracy rownowaga Nasha jest wynik (2,2) w oczywisty sposob
nieoptymalny dla Zadnego z graczy w przypadku mozliwosci porozumienia i utworzenia
koalicji, rozwiazaniem stabilnym jest wynik (8,8) najlepszy z punktu widzenia obu graczy.

Zrédto: opracowanie whasne.
Na tym polega — zarysowana niestychanie gruba kreska — rdznica

pomigdzy dziatem teorii gier rozwijanym przez bohatera ,,Pigknego
umystu”, a tym, ktérego personifikacja nieomal stat si¢ wlasciciel
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innego pigknego 1 potgznego umysh, tegoroczny laureat Lloyd Sha-
pley.

W kazdym podreczniku poruszajacym zagadnienia gier koalicyj-
nych pojawiaja si¢ pojgcia rdzenia oraz warto$ci Shapleya. Sa one
stosowane w teorii gier koalicyjnych z tzw. wyptatami ubocznymi
(side payments, transferable utility), czyli takimi, w ktorych istnieje
jakie§ medium ptatnicze — np. pieniadz — ktére moze by¢ wymieniane
pomigdzy graczami. (Zwro¢my uwagg, ze dylemat wigznia nie stosuje
si¢ do tych zalozen: cho¢ lata spgdzone w wigzieniu moglibySmy
przetozy¢ w jaki$ sposob na pieniadze, to wygranej w tej grze gracze
nie moga podzieli¢ migdzy siebie w dowolny sposéb. Jeden z nich nie
moze wzia¢ na siebie odsiadki drugiego). W grach tego typu pojawia
si¢ pytanie o podziat wygranej migdzy wszystkich graczy.

Podziat taki spelnia¢ musi m.in. dwa rozsadne warunki. Pamig-
tajmy przy tym, ze caty czas mowimy o grach, w ktérych gracze moga
tworzy¢ koalicjg. W szczegdlnosci moga pozostaé przy ,.koalicji jed-
noosobowej” albo stworzy¢ ,,wielka koalicje” sktadajaca si¢ z wszyst-
kich graczy. Zatem, po pierwsze, podziat wygranej w grze musi by¢
taki, by zaden z graczy nie otrzymat mniej niz uzyskalby w pojedynke
— 1 jest to warunek racjonalno$ci indywidualnej. Po drugie, podziat
musi by¢ taki, by nie istniata taka koalicja, ktora moglaby si¢ zawia-
zac 1 polepszy¢ swoOj wynik — w przeciwnym razie bowiem podziat
jest niestabilny. Zbior wszystkich podzialow stabilnych stanowi wta-
$nie rdzen gry. Problem z tym pojgciem jest taki, iz rdzen, poza przy-
padkami, gdy tworzy przyzwoity zbior skladajacy si¢ z jednego ele-
mentu lub ich wigkszej liczby, moze by¢ tez zbiorem pustym lub na-
wet 0 mocy continuum. Zastuga Shapleya byto okreslenie warunkow,
w ktorych gra koalicyjna ma niepuste jadro [Shapley 1971]. Kolejna
byto okreslenie mozliwosci podziatu wygranej w inny sposob niz po-
przez znalezienie rdzenia. To rozwiazanie nosi wlasnie nazwe warto-
$ci Shapleya [Shapley 1953] i istnieje zawsze w jednej, okreslonej
postaci.

Nie we wszystkich sytuacjach mozliwe jest postuzenie si¢ idealnie
wymienialnym medium, jakim w wielu sytuacjach rynkowych sa pie-
niadze. Glownym przedmiotem zainteresowania Komitetu Noblow-
skiego przyznajacego w tym roku nagrodg¢ byty takie obszary rynku,
w ktorych uzycie pienigdzy jako jednostki wymiany bytoby albo nie-
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mozliwe z praktycznego punktu widzenia, albo nielegalne czy niee-
tyczne.

Przyjrzyjmy si¢ nieco doktadniej dwom zagadnieniom, ktoére zna-
lazty zastosowanie w bardzo praktycznych problemach alokacji zaso-
bow.

3. Rynek malzenski

Zagadnienie dwustronnego dopasowania ilustrowane bywa zazwyczaj
problemem dobierania si¢ w pary, cho¢ w tym akurat przypadku
oczywiste jest, ze rzeczywisty mechanizm jest do§¢ odmienny od ma-
tematycznego algorytmu. Majac na uwadze zastrzezenie, ze algorytm
Gale’a-Shapleya nie jest ani efektywnym, ani chyba pozadanym roz-
wiazaniem dla parowania ludzi, przedstawmy ten algorytm w atrak-
cyjnej konwencji rynku matzenskiego, jak zreszta uczynit to na swoim
wyktadzie noblowskim sam Lloyd Shapley [Internet 1].

Mamy oto pewna liczbg¢ kawaleréw i pewna liczbe panien, ktorzy
chcieliby wstapi¢ w monogamiczne zwiazki. Wobec zalozenia mono-
gamii mamy tu do czynienia z koalicjami dwuosobowymi. Kazdy
kawaler i kazda panna maja swoje preferencje: temu najbardziej po-
doba si¢ jedna z panien, na drugim miejscu w jego preferencjach znaj-
duje sig inna, i tak dalej, ale wolalby juz pozosta¢ w stanie bezzennym
niz mialby si¢ zwiaza¢ z pewna panna. Podobnie i panny. Sparowanie
bedzie stabilne, jesli nie beda istnialy takie pary, mgzczyzna i kobieta,
ktorzy beda woleli siebie nawzajem niz swoich aktualnych partnerow.
W przeciwnej sytuacji pary owe mialyby bowiem korzy$¢ w zawarciu
koalicji, opuszczeniu swoich partneréw i potaczeniu si¢ w nowy zwia-
zek. Dodatkowym warunkiem nalozonym na ,,dobre” sparowanie jest
tak zwana indywidualna racjonalno$¢ oznaczajaca, ze zadna z 0sob
nie jest potaczona w zwiazku z kims$ tak Zle ocenianym, ze osoba ta
wolataby pozosta¢ w stanie wolnym.

W roku 1962 Gale i Shapley [Gale, Shapley 1962] opracowali al-
gorytm zapewniajacy istnienie stabilnego 1 racjonalnego z punktu wi-
dzenia wszystkich jednostek rozwiazania. Zaprezentujmy ten algorytm
odroczonej akceptacji na prostym przykladzie.
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WezZmy cztery panny — Alicjg, Basig, Celing 1 Dari¢ — oraz czte-
rech kawalerow — Tadka, Ulryka, Wtodka i Zenona. Kazde z nich
pragnie wstapi¢ w monogamiczny zwiazek, kazde woli cho¢by naj-
mniej pozadanego partnera niz stan wolny, kazde ma inne preferencje
przedstawione w tab. 2 (kolejnosci wzigte za [Economic Sciences
Prize...2012 ).

Tabela 2. Przyktadowe preferencje panien i kawalerow

Alicja Basia Celina Daria Tadek | Ulryk | Wiodek | Zenon
Tadek Tadek Tadek Wriodek Daria Daria Alicja Basia
Ulryk Wiodek | Ulryk Zenon Celina | Alicja | Basia Alicja
Wiodek | Ulryk Zenon Ulryk Basia Celina | Daria Daria
Zenon Zenon Wtodek | Tadek Alicja | Basia Celina Celina

Zrodto: opracowanie wiasne.

Wida¢, niestety, ze — jak to w zyciu bywa — nie da sig uszczgsliwic
wszystkich w réwnym stopniu. Cho¢ to Tadek jest obiektem marzen
Alicji, Basi i Celiny, on sam najchgtniej zwiazalby si¢ z Daria, dla
ktorej z kolei jest najgorsza z opcji... Wiadomo jednakze, ze ludzie sa
zazwyczaj realistami i pogodza si¢ z tym, co im los przyniesie — pod
pewnym warunkiem. Nie mozemy dopusci¢ do sytuacji, w ktorej np.
Tadek pozostaje w zwiazku z Basia, a Celina z kolei — z Zenonem.
Gdyby tak sig stato, ta dwojka — Tadek i Celina — dogadaliby sig, po-
zostawili swoich dotychczasowych partnerow i utworzyli nowy zwia-
zek dla obojga korzystniejszy niz dotychczasowy mariaz. Jest to wias-
nie sytuacja niestabilna, w ktorej dwuosobowa koalicja moze odpo-
wiednim dziataniem polepszy¢ sytuacjg osob ja tworzacych. Algorytm
odroczonej akceptacji, gwarantujacy niezaistnienie takich konfigura-
cji, polega na kolejnych rundach sktadania i przyjmowania lub odrzu-
cania ofert. Przyjmijmy na poczatek, zgodnie ze staro$wiecka kon-
wencja, ze to kawalerowie o§wiadczaja si¢ pannom. Kazda z panien
przyjmuje najlepsza z ofert, ale nie jest to akceptacja ostateczna.
W kolejnej rundzie odrzuceni kawalerowie sktadaja kolejne oferty
kolejnym pannom ze swoich list. Jesli ktoras z nich otrzyma propozy-
cj¢ korzystniejsza niz ta warunkowo przyj¢ta wezesniej, moze wymie-
ni¢ zalotnika. Procedura konczy si¢ dopiero wtedy, gdy wszyscy maja
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swoj ,,przydzial”. (W sytuacji, w ktorej przynajmniej niektorzy wolg | statystyczny
pozosta¢ sami niz wigzac si¢ z osobami znajdujacymi si¢ na dole list, | Nr10(6)
procedura konczy sig, gdy nie zostaja juz niesparowane osoby, kto-
rych oferty bylyby wzajemnie do zaakceptowania). Zobaczmy, jak
wygladaja kolejne rundy o$§wiadczyn dla naszej 6semki. W pierwszej
rundzie Tadek i Ulryk o$wiadczaja sie Darii, Wlodek o$wiadcza sig
Alicji, a Zenon — Basi. Daria woli Ulryka, wigc odrzucony Tadek
sktada kolejna ofertg drugiej w (jego) kolejnosci pannie, czyli Celinie.
W ten sposob po drugiej rundzie kazdy kawaler ma przypisana sobie
panng. W tab. 3 podsumowany jest przebieg tych zalotow, przy czym
akceptacja chwilowa oznaczona jest kursywa, a ostateczna — pogru-
biona czcionka.

Tabela 3. Przebieg i wynik rozgrywki zgodnie z algorytmem
odroczonej akceptacji; strong oferujaca sa kawalerowie

1. runda 2. runda
Alicja Wiodek Wiodek
Basia Zenon Zenon
Celina Tadek
Daria Tadek, Ulryk Ulryk

Zrodto: opracowanie wiasne.

Zwroé¢my uwage, ze wynik ostateczny zalezy od tego, ktora ze
stron jest ,,aktywna”, czyli sktada oferty, a ktéra ,,pasywna”, mogaca
te oferty jedynie przyjmowaé¢ badz odrzucaé. Spdjrzmy na przebieg
i wynik tworzenia si¢ par, tym razem zakladajac, iz to panny sktadaja
propozycje kawalerom. W pierwszej rundzie Alicja, Basia i Celina
o$wiadczaja si¢ Tadkowi, za§ Daria o§wiadcza si¢ Wlodkowi. Majac
taki wybor, Tadek decyduje si¢ na Celing, zatem Alicja i Basia po-
nownie uderzaja w konkury. Tym razem Alicja do Ulryka, za$ Basia
do Wilodka. W tej rundzie to do Wtodka nalezy dokonanie wyboru
pomigdzy Daria a Basia. Wybiera Basig, stojaca wyzej na liscie jego
preferencji (czyli jego sytuacja si¢ poprawia), zas$ sktada propozycje
Zenonowi, ktory w koncu doczekat si¢ swojej oferty. Ostateczna kon-
figuracja, jak 1 przebieg konkuréw, podsumowane sa w tab. 4.
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Tabela 4. Przebieg i wynik rozgrywki zgodnie z algorytmem odroczonej akceptacji;
strong oferujaca sa panny

1. runda 2. runda 3. runda
Tadek Alicja, Basia, Celina Celina Celina
Ulryk Alicja Alicja
Wtodek Daria Daria, Basia Basia
Zenon Daria

Zrodto: opracowanie whasne.

Jedna z wielu wlasnosci algorytmu odroczonej akceptacji, udo-
wodniong przez Gale’a i Shapleya, jest fakt, iz jesli ostateczna konfi-
guracja zalezy od tego, ktora strona sklada oferty, wowczas zawsze
bedzie ona bardziej korzystna dla strony aktywnej, oferujace;.
Zwrd¢my uwage, ze w naszym przykladzie sytuacja, w ktorej to ka-
walerowie si¢ o$wiadczaja, jest dla panien mniej korzystna niz sytua-
cja odwrotna. Tylko Celinie jest obojgtne, kto wystgpuje
Z propozycjami, w obu sytuacjach bowiem i tak konczy w zwiazku
z Tadkiem, znajdujacym si¢ zreszta na pierwszym miejscu na jej li-
Scie. Z drugiej strony, jako strona aktywna, Alicja wst¢puje w zwiazek
z Ulrykiem, znajdujacym si¢ na jej liscie wyzej niz Wlodek, z ktérym
zostaje sparowana, bedac strona pasywna. Podobnie Basia (woli
Wiodka niz Zenona) i Daria (woli Zenona niz Ulryka). Taka sama
analiza pokazuje, ze tylko Tadkowi jest obojetne, czy sam sktada ofer-
ty, czy tez na nie odpowiada. Ulryk woli Dari¢ niz Alicjg, Wtodek —
Alicje niz Basig, a Zenon — Basi¢ niz Darig, zatem oni woleliby by¢
strona aktywna. Najwyrazniej mezczyzni, na cate tysiaclecia przed
zaistnieniem matematycznego dowodu, intuicyjnie wiedzieli, co jest
korzystniejsze...

Zwroémy uwage na roznice pomigdzy algorytmem odroczonej ak-
ceptacji a algorytmem natychmiastowej akceptacji, w ktorym najlep-
sza oferta z danej rundy przyjmowana jest bezwarunkowo. Poroéwnaj-
my przebieg rozgrywki przy zastosowaniu tego drugiego algorytmu
z przedstawionym w tab. 3. Jesli raz zaakceptowanej oferty nie mozna
juz odrzuci¢, od pierwszej rundy Wtodek jest skazany na Darie, jedy-
na, ktéra mu si¢ od poczatku o§wiadczata. Koniec koncow, Wiodek
zeni si¢ z Darig, a Basia pozostaje w zwiazku z Zenonem, jak przed-
stawiono w tab. 4.
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Tabela 5. Przebieg i wynik rozgrywki zgodnie z algorytmem natychmiastowej akceptacji; | statystyczny

strong oferujaca sa panny Nr 10 (16)

1. runda 2. runda 3. runda

Tadek Alicja, Basia, Celina Celina Celina

Ulryk Alicja, Basia Alicja

Wtodek Daria Daria Daria

Zenon Basia

Zrodto: opracowanie wiasne.

Latwo zauwazy¢, ze taka konfiguracja jest niestabilna. Cho¢ Daria
jest z Wlodkiem bardzo szczg$liwa (znajdujacym si¢ na pierwszym
miejscu jej listy), on nie odwzajemnia jej goracych uczu¢ i wolalby
Alicj¢ lub Basig. Tymczasem Basia jest ogromnie sfrustrowana
w zwiazku z Zenonem, ostatnim w jej rankingu. Wlodek i Basia wola
siebie nawzajem niz swoich dotychczasowych partnerow. Zawiazuja
zatem koalicje w celu poprawy sytuacji obu jej czlonkéw. Innymi
stowy, mamy gotowy romans i rozpad dwdch matzenstw.

Kolejna niezmiernie interesujaca kwestia, ktora mozna poruszy¢
w kontekscie algorytmu odroczonej akceptacji, jest problem strate-
gicznego oszustwa. Gale i Shapley pokazali [Gale, Shapley 1962], ze
o ile stronie oferujacej nie optaca si¢ ukrywac rzeczywistych preferen-
cji, stronie biernej podobne manipulacje moga przynies¢ korzysc.
Przykladowo, przeanalizujmy sytuacjg, w ktorej to kawalerowie
o$wiadczaja si¢ pannom, ale w pierwszej rundzie Daria oszukuje —
udaje, ze woli Tadka niz Ulryka. Wbrew pozorom nie konczy sig to
tak, ze zamiast z Ulrykiem wstepuje w zwiazek z mniej lubianym
Tadkiem, strategia ta ma bowiem dalekosi¢zne konsekwencje. Odrzu-
cony Ulryk uderza bowiem do Alicji, ktéra wybiera jego zamiast
Wiodka. Ten o$wiadcza sie zatem Basi, dzigki czemu ta ,,zwalnia”
Zenona. Zenon o$wiadcza sig¢ Alicji, ale ta trwa przy Ulryku. Zenon
probuje zatem z trzecig na liscie Darig, ktora ,,wymienia” na niego
Tadka. Ten sklada ofertg Celinie, drugiej na jego liScie. Jako ze nie
miata do tej pory zadnych propozycji, ustala si¢ ostateczna konfigura-
cja. Zatem w wyniku poczatkowego oszustwa — odrzuceniu Ulryka
(trzeciego na liscie) na rzecz Tadka (ostatniego) — Daria osiadla



140

) Katarzyna Ostasiewicz
SLASKI

PRZEGLAD
STATYSTYCZNY
Nr 10 (16)

w stadle z Zenonem, drugim w rankingu jej preferencji, czyli osiagng-
ta wynik lepszy od tego, ktory uzyskataby bez oszukiwania.

Tabela 6. Przebieg i wynik rozgrywki zgodnie z algorytmem odroczonej akceptacji;
strong oferujaca sa kawalerowie; w pierwszej rundzie Daria dopuszcza sig oszustwa

1. runda 2. runda 3. runda 4. runda 5. runda 6. runda | 7. runda

Alicja | Wiodek Wtodek, Ulryk Ulryk Ulryk, Ulryk Ulryk
Ulryk Zenon
Basia | Zenon Zenon Zenon, Wiodek Wiodek Wiodek | Wlodek
Wiodek
Celina Tadek
Daria | Tadek, Tadek Tadek Tadek Tadek Tadek, Zenon
Ulryk Zenon

Zrodto: opracowanie whasne.

Zwrdéémy uwage na wazna sprawg. Ten korzystniejszy dla siebie
rezultat, ktéry Daria otrzymata poprzez manipulacjg, jest rowniez sta-
bilny ze wzgledu na prawdziwe preferencje! Alvin Roth [Roth
1984] zidentyfikowal warunki, w ktérych ta stabilnos¢ wzgledem au-
tentycznych preferencji jest utrzymana rowniez w sytuacji manipula-
cji. A teraz wrd¢my raz jeszcze do przebiegu parowania si¢ z tab. 6.
Na poczatku wcale nie jest oczywiste, ze Daria zyska na odrzuceniu
Ulryka 1 zaakceptowaniu oferty Tadka, ktérego wszak nie znosi.
Catkiem zasadna bytaby jej obawa, ze odtracajac Ulryka, nieodwra-
calnie pogarsza swoja sytuacj¢. Rzecz jasna, znajac dokladne prefe-
rencje wszystkich pozostatych osob, Daria moze przeprowadzi¢ anali-
z¢ podobna do naszej i przewidzie¢ ostateczny wynik. W praktyce
jednakze nikt nigdy nie zna dokladnych preferencji wszystkich pozo-
statych zainteresowanych ani ich decyzji odno$nie do prawdoméw-
noéci badz oszukiwania. Alvin Roth i Uriel Rothblum' [Roth,
Rothblum 1999] wykazali, ze w sytuacji niepetnej informacji nie jest
optacalne manipulowanie porzadkiem swoich preferencji. Czyli ma-

! Jesli zestawienie nazwisk wspotpracownikéw: Roth i Rothblum, wywotato na czy-
jej$ twarzy usmiech, warto wspomnie¢, ze (przedwczesnie zmarty w marcu biezacego
roku) Uriel Rothblum wspolpracowat rowniez z Yosefem Blumem. Co wigcej, istnieje
praca opublikowana w ,,JJournal of Economic Theory”, ktérej autorami sa Roth, Blum
i Rothblum!
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tematycznie udowodnione zostalo, ze oszukiwanie jest niekorzystne?
Nie do konca. W tej samej pracy duet Roth-Rothblum wykazal, iz
optacalny moze by¢ inny rodzaj oszustwa. Ot6z: mozna uzyska¢ ko-
rzys$¢, udajac, ze opcja, ktora jest nisko na naszej liScie — ale wciaz jest
akceptowalna — jest dla nas nie do przyjecia.

Sytuacje ,,matzenska” mozna skomplikowac, dodajac kwesti¢ po-
sagu. W jezyku realiow rynkowych mozna to przetltumaczy¢ na miej-
sca pracy z negocjowanymi ptacami. W ten sposéb wprowadzamy do
zagadnienia wyplaty uboczne, wcze$niej wyeliminowane. Réwniez i
w tym przypadku mozliwe bylo opracowanie algorytmu, czego doko-
nali Vincent P. Crawford i Elsie Marie Knoer [Crawford, Knoer 1981]
W oparciu o wczesniejsza prace Lloyda Shapleya i Martina Shubika
[Shapley, Shubik 1971].

Rzecz jasna, rynek malzenski rzadzi si¢ o wiele bardziej skompli-
kowanymi regutami i nie jest mozliwe odgdérne nim zarzadzanie. Za
chwilg przekonamy si¢ jednak, ze sa sytuacje w rzeczywistym $wie-
cie, w ktoérych z powodzeniem mozna korzysta¢ z wynikow otrzyma-
nych przez teoretykow gier.

4. Lekarze i szpitale, uczniowie i szkoly

Mito$nicy popularnego rowniez i w Polsce serialu ,,Chirurdzy” wiedza
co nieco na temat bezpardonowej walki — zar6wno pomigdzy leka-
rzami, jak i1 szpitalami — o rezydentury w USA. Obecna sytuacja
w Stanach Zjednoczonych jest jednakze wrgcz komfortowa w poréw-
naniu z tym, co dziato si¢ przed nastaniem lat 50., czy w porownaniu
z innymi krajami. Niegdy$ walka o odpowiednie miejsce w szpitalu
zaczynatla si¢ na dtugo przed tym, nim student medycyny mogt wyka-
zac¢ si¢ swoimi umiejgtnosciami w toku nauki (co ma istotne znaczenie
dla szpitala oferujacego rezydenturg), a z drugiej strony — nim student
zorientowat si¢, co mu najbardziej odpowiada (co ma znaczenie dla
medyka in spe). Wprowadzony w latach 50. narodowy program dopa-
sowywania rezydentur, NRMP (National Resident Matching Pro-
gram), zagwarantowal bezpieczenstwo tym, ktorzy nie chcieli przed-
wczesnie 1 pochopnie decydowac si¢ na opcje ponizej swoich mozli-
wosci ze strachu przed pozostaniem z pustymi r¢gkoma.
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Jak pokazala analiza [Roth, Peranson 1999], program ten przyjat
zasady odpowiadajace algorytmowi odroczonej akceptacji Gale’a-
-Shapleya. Z tego powodu odnidst ogromny sukces: cho¢ udziat
w nim jest dobrowolny, niemal 100% lekarzy i szpitali z niego korzy-
sta. Jak wspominaliSmy powyzej, wynik parowania wedle takiej pro-
cedury jest stabilny, zatem nie maja miejsca pozaprogramowe wymia-
ny typu afterparty. Korzystne jest rowniez to, iz medycy moga bez-
pieczne ujawnia¢ swoje rzeczywiste preferencje bez obawy, ze sigga-
jac zbyt wysoko, moga skonczy¢ zbyt nisko.

Dane dotyczace rynku medycznego w niektorych regionach Wiel-
kiej Brytanii pokazatly, ze z powodu niedostatkow procedury dopaso-
wujacej wigkszo$¢ negocjacji odbywa si¢ poza (obowigzkowym na-
wet) odgornym mechanizmem [Kagel, Roth 2000]. Jednym z algo-
rytméw, ktory spektakularnie nie zdat egzaminu, byt algorytm dopa-
sowywania wedhug priorytetoéw. Zgodnie z jego zasada kazdy student
1 kazdy szpital przypisywal swoim kolejnym wyborom rangi — zatem
pierwszy krok jest taki sam jak w algorytmie stabilnym. Dopasowanie
nie nast¢puje jednakze w kolejnych krokach sktadania ofert i wybo-
row sposrod nich, ale zgodnie z regula priorytetow. Jesli zar6wno
student, jak i szpital postawili si¢ nawzajem na pierwszym miejscu,
wowczas takie sparowanie otrzymywato najwyzszy priorytet. Jesli
student lub szpital postawili to drugie na pierwszym miejscu, nato-
miast strona przeciwna — na drugim, takie sparowanie otrzymywato
priorytet drugi. I tak dalej. Przypisywanie studentéw do szpitali od-
bywalo si¢ nastgpnie w kolejnosci priorytetow. Taki algorytm byt
jednakze bardzo niestabilny i zachgcat do manipulacji przedstawia-
nymi preferencjami. W wyniku okazywato sig, iz ponad 80% par stu-
dent-szpital przypisywalo sobie nawzajem pierwsze rangi! Jesli nie
zyjemy w doskonalym $wiecie oznacza to najprawdopodobniej, ze
znaczny procent podmiotéw dogadywal si¢ poza ramami procedury,
by wyprodukowata ona pozadane przez nie wyniki.

Sam algorytm stosowany przez NRMP réwniez nie byt pozbawio-
ny wad, a nowe okolicznos$ci socjologiczne postawity przed nim nowe
wyzwania. Jak pokazywaliSmy wczesniej, algorytm odroczonej akcep-
tacji faworyzuje t¢ ze stron, ktora sktada oferty. Z kolei druga strona
moze, jesli rozegra to umiejgtnie, skorzysta¢ na manipulacji przy
przyjmowaniu/odrzucaniu ofert. Ponadto powszechne staly si¢ lekar-
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w nieodleglych geograficznie miejscach. Aby udoskonali¢ algorytm, | Nrio(e)
NRMP zatrudnita Alvina Rotha. Znakiem czasu jest, ze do rozwiaza-

nia tego zlozonego problemu postugiwat sie on nie tylko kartka papie-

ru i czym$ do pisania, ale réwniez symulacjami komputerowymi

i eksperymentami ekonomicznymi.

Im bardziej skomplikowana i1 wielowymiarowa sytuacja, czyli
mowiac wprost — im bardziej realistyczna, tym trudniejsze staja si¢
obliczenia. Fizycy potrafia rozwiaza¢ w sposob S$cisty zagadnienie
dwoch cial. Gdy skomplikujemy uktad, dodajac ciato trzecie, pojawia
si¢ konieczno$¢ albo obliczen przyblizonych, albo numerycznych.
Biorac pod uwagg to, z jak olbrzymiej liczby ciat sktada sig¢ nasz rze-
czywisty $wiat, staje si¢ jase, ze $ciste analityczne wyniki wyczerpuja
si¢ 0 wiele wezesniej nim cho¢by zatracamy o realna naturg rzeczywi-
stosci. Niegdys$, aby poradzi¢ sobie z opisem zagadnien realistycz-
nych, poshugiwano si¢ gtéwnie przyblizeniami. We wspolczesnej do-
bie ogromnych mocy obliczeniowych komputerow naukowcy coraz
czesciej siegaja po ich pomoc. Eksperyment komputerowy polega na
zasymulowaniu w pamigci urzadzenia tych cech rzeczywistego ukta-
du, ktére sa istotne w interesujacym nas zagadnieniu, a nastgpnie ob-
serwowaniu jego ewolucji. Na przyktad Alvin Roth i Elliott Peranson
[Roth, Peranson 1999] badali, czy w pewnym algorytmie dopasowy-
wania odgrywa rolg kolejnos¢ skfadania i rozpatrywania propozycji.
Zamiast wykonywania zmudnych niekonczacych si¢ obliczen, nau-
kowcy puscili symulacje komputerowe zaprogramowane tak, by inte-
resujace ich kolejnosci zmienialy si¢ pomiedzy symulacjami, a na-
stgpnie porownywali koncowe wyniki dopasowan. Okazato sig, ze
tylko w czterech przypadkach na niemal cztery tysiace rezultaty zale-
zaty od kolejnosci wykonywania procedury. Nie jest to dowod w sen-
sie $cistym, ale wystarczajacy do zastosowan praktycznych. W takim
sensie eksperyment komputerowy jest pewnym udoskonaleniem do-
$wiadczenia rzeczywistego. Byloby niezmiernie ktopotliwe (i dtugo-
trwate, nie mowiac o potencjalnych szkodach dla ludzi) przeprowa-
dzi¢ podobny eksperyment w rzeczywistosci: tysiace rozmaitych algo-
rytmow zaimplementowaé w tysigcach rzeczywistych programow
rzadowych 1 obserwowac ich rezultaty.
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Eksperymenty komputerowe sprawdzaja si¢, gdy chcemy przewi-
dzie¢, co wyniknie ze znanych danych wejSciowych. Druga sprawa
jest jednakze to, ze ludzie nie sa czastkami materialnymi i trudniej jest
przewidzie¢, co zrobia w okreslonej sytuacji. Odno$nie do kwestii
dopasowywania moze powsta¢ pytanie, czy ludzie maja sklonnos¢ do
manipulowania swoimi preferencjami? Czy beda postgpowac racjo-
nalnie? Najlepszy algorytm nie zda egzaminu, jesli aktorzy nie beda
sktonni do wspolpracy.

W kwestii oceny zachowan ludzi i ich konsekwencji pomdc moze
ekonomia eksperymentalna, dziedzina, ktérej Alvin Roth jest jednym
z najwybitniejszych przedstawicieli.

Wigkszo$¢ oséb slyszala o najglo$niejszych przynajmniej z eko-
nomicznych eksperymentéw, cho¢ zaden z nich nie zyskat takiej sta-
wy jak ich psychologiczne odpowiedniki: eksperyment Stanleya Mil-
grama, badajacy poshluszenstwo wobec autorytetu, czy stanfordzki
eksperyment wigzienny Philipa Zimbardo. Niemniej i gra w ultima-
tum ma juz chyba swoje miejsce w zbiorowej swiadomosci. W grze
tej, przypomnijmy, jedna osoba dostaje pewna kwotg do podziatu we-
dle swego uznania pomigdzy siebie i partnera. Moze zostawi¢ dla sie-
bie calos¢. Ale, 1 tu tkwi trudnos¢, partner musi zaakceptowac ten
podziat, by ktokolwiek cokolwiek otrzymat. Jesli druga osoba nie
zgodzi si¢ na proponowany podzial, cata kwota przepada bezpowrot-
nie. Eksperyment ten pokazal, iz ludzie wcale nie dziataja czysto ra-
cjonalnie, lecz kieruje nimi rowniez poczucie sprawiedliwosci i chegc
odptaty za doznana krzywdg. Ostatnio coraz czgsciej wykorzystywane
sa gry konstruowane na podobienstwo popularnych gier komputero-
wych. W takich tzw. powaznych grach gracze wcielaja si¢ w postaci,
np. farmeréw korzystajacych ze wspdlnego pastwiska, czy — jak
u naszych bohaterow — w studentow medycyny majacych aplikowaé
0 miejsca pracy w szpitalach. Zaklada sig, ze w ten sposob poznaje sig
motywacje kierujace ludzmi w rzeczywistych i analogicznych sytua-
cjach, co pomaga przewidzie¢ ich zachowania.

Poshugujac si¢ narz¢dziami matematycznej teorii gier oraz posil-
kujac eksperymentami komputerowymi i eksperymentami ekono-
micznymi, Alvin Roth wybitnie przyczynit si¢ do wypracowania ulep-
szonych algorytmoéw, lepiej sprawdzajacych si¢ w rzeczywistych
skomplikowanych sytuacjach rynkowych niz dotychczasowe rozwia-
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zania. Nie dotyczy to tylko rezydentur medycznych. Kolejnym duzym
obszarem, w ktorym praca Alvina Rotha dala dobre rezultaty, okazala
sie sprawa przypisywania uczniow do szkot [Abdulkadiroglu, Pathak,
Roth 2005; Roth 2008] z uwzglednieniem regionalizacji, sytuacji ro-
dzinnej, preferencji wlasnych i tak dale;j.

Jak sig¢ przekonaliSmy, teoria gier potrafi znacznie ulatwi¢ Zzycie.
Zobaczymy teraz, ze nieraz potrafi dostownie je uratowac!

Na poczatek przyjrzyjmy si¢ od nieco bardziej abstrakcyjnej stro-
ny kolejnemu z probleméw rozpracowywanych przez Lloyda Sha-
pleya, a mianowicie teorii dopasowania jednostronnego. Zndéw beg-
dziemy mieli mozliwo$¢ podziwiania matematyki w dzialaniu.

5. Mikolajkowe paczki i transplantacje nerek

Jednostronne dopasowanie rézni si¢ od dwustronnego tym, ze druga
strona nie ma zadnych preferencji ani prawa glosu. Zagadnienie tego
typu dopasowania moze powsta¢ w szkolnej klasie na Mikotajki, kie-
dy to dzieci dostaja prezenty. Na poczatku kazde dziecko dostaje jakis
prezent. Niestety, cze$¢ — a moze 1 wigkszos¢ z nich — jest nietrafiona.
Kiedy kazde dziecko obejrzy juz swoje i cudze dary, moze si¢ okazac,
ze dwoje lub wigcej dzieci skorzystatoby na wymianie. Latwo mogto-
by si¢ okaza¢, iz bezposrednie dwustronne wymiany nie wystarcza,
a tancuch wymian prowadzacy do najkorzystniejszego dla wszystkich
rozwiazania jest mocno skomplikowany.

Poshugujac si¢ przyktadem domow i ich wiascicieli, w publikacji
zroku 1974 Lloyd Shapley i Herbert Scarf [Shapley, Scarf 1974]
opisali algorytm efektywnej wymiany prowadzacy do stabilnej aloka-
cji dobr. Schemat postgpowania jest nastgpujacy. Pomijajac osoby,
ktore od poczatku maja to, co chca mie¢ najbardziej, tworzymy graf
skierowany, w ktorym wierzcholki reprezentuja osoby, natomiast
krawedzie skierowane sa ku tej z osob, ktorej przedmiotu posiadania
dana osoba pozada najbardziej. W grafie takim powstanie co najmniej
jeden cykl. Wewnatrz kazdego z istniejacych cykli nastgpuje wymia-
na, a osoby biorace w niej udziat i ich przedmioty usuwane sa z puli.
W kolejnym kroku procedura powtarza sig, przy czym krawegdzie skie-
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rowane s3 ku tym osobom, ktore posiadaja przedmiot najbardziej po-
zadany spo$rdd tych, ktore pozostaty.

Przesledzmy to na przyktadzie dzieci 1 otrzymanych prezentow.
Ala dostala autko, Bolek dostat lalke, Czesio — misia, Darek — klocki,
Ewa dostata kredki, a Felek dostat gre planszowa. Tylko Czesio jest
usatysfakcjonowany, natomiast pozostale dzieci zazdroszcza co naj-
mniej jednemu z pozostatych. W tabeli 7 przedstawione sa dzieci 1 ich
preferencje, przy czym kolorem ciemniejszym oznaczone sg poczat-
kowe ,,przydziaty”.

Tabela 7. Preferencje dzieci oraz poczatkowe ich rozdanie

Ala Bolek Ewa Felek
klocki klocki mi$ autko
gra mis lalka klocki
lalka autko klocki kredki autko mi$

kredki kredki autko klocki
a gra lalka a
kredki lalka mi$
Zrédto: opracowanie wiasne.
Ala B.olek Bolek
°
Czesio@
)
Felek . ® Darck
Ewa ®
Ewa
Ala Bolek Czesio Darek Ewa Felek
klocki kredki mi$ gra lalka autko

Rys. 1. Przebieg wymian i ostateczny rozdzial przedmiotéw na podstawie preferencji z tab. 7

Zrodto: opracowanie whasne.

Jak pokazano na rys. 1, w pierwszym kroku mamy dwa cykle:
Czesio sam dla siebie stanowi zamknigty cykl, a Ala, Felek i Darek
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moga tak zamieni¢ si¢ zabawkami, ze kazde z nich dostanie to, co jest
na czele jego listy. Darek daje klocki Ali, Ala przekazuje autko
Felkowi, a ten — gr¢ Darkowi. Czworka dzieci i1 cztery zabawki sa
zatem usuwane z puli. Pozostaje Ewa i1 Bolek oraz kredki i lalka. Ewa
woli lalk¢ niz bedace w jej posiadaniu kredki, natomiast Bolek woli
kredki. Zatem mamy kolejny zamknigty cykl i dzieci wymieniaja si¢
przedmiotami, dostajac co$, co nie byto na szczycie ich listy, niemniej
plasuje si¢ to wyzej niz przedmiot otrzymany na samym poczatku.
Koncowa konfiguracja przedstawiona jest w tabelce pod grafem na
rys. 1. Rzecz jasna, koncowe rozdanie zalezy od punktu wyjsciowego.
Latwo sprawdzi¢, ze przy takich samych preferencjach, ale odmien-
nym punkcie wyjscia, przedstawionym w tab. 8, ostateczny rozdziat
przedmiotow bedzie tym razem korzystniejszy dla Bolka, ktory cho¢
tym razem rowniez dostaje poczatkowo co$ z dolu swojej listy, to na
skutek cyklu wymian udaje mu sig osiagna¢ szczyt marzen.

Tabela 8. Preferencje dzieci; poczatkowy rozdziat i wynik wymiany

Ala Bolek Czesio Darek Ewa Felek
klocki klocki mi$ gra mis autko
mi$ autko klocki lalka
autko klocki kredki

klocki gra

gra kredki

kredki lalka
lalka | Klocki | kredki | gra | mig | autko

Zrodto: opracowanie whasne.

W piatym odcinku piatego sezonu wspominanego juz serialu
,,Chirurdzy” doktor Amanda Bailey jest uszczesliwiona. Udato jej sig
doprowadzi¢ do przeszczepu ,domino”, w ktérym wzigto udziat
szeScioro dawcow 1 szeScioro biorcow. Zgodnie z polskim prawo-
dawstwem, jesli kto$ potrzebuje nerki do przeszczepu, ma dwie opcje
do wyboru: albo zapisa¢ si¢ na liste i czekac az bedzie dostgpna nerka
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pobrana od osoby zmarlej i pasujaca tkankowo, albo poprosi¢ bliskich
krewnych o podzielenie si¢ tym podwdjnym narzadem, ktoérego jedna
kopia wystarcza do normalnego zycia. W innych krajach przepisy sa
bardziej liberalne i1 zezwalaja na oddawanie narzadow osobom
niespokrewnionym (cho¢ wciaz nie jest dozwolone ich odsprzeda-
wanie). Istnieja nawet ludzie, ktorzy, tak jak inni oddaja krew, da-
rowuja jedna ze swoich nerek blizej nieokreslonemu odbiorcy, temu,
ktoremu akurat bedzie ona zgodnie z ocena lekarzy najbardziej
przydatna. Niewiele jednak osob decyduje si¢ na az taki altruizm
1 przecigtna osoba jest sklonna zrezygnowac z nerki jedynie po to, by
ocali¢ zycie komus$ bardzo bliskiemu. Ale co zrobi¢, jesli antygeny
zgodnosci tkankowej nie pasuja?

Mozliwym wyjsciem jest wilasnie przeczep takiego typu, jaki
przeprowadzony zostat przez filmowa doktor Bailey. Przyktadowo,
jesli pacjent A ma siostrg, ktora chciataby mu odda¢ nerke, ale ta nie
pasuje; za to pacjentka B ma megza, ktory jest gotow pozby¢ si¢ jednej
z nerek, ale ta tez nie pasuje, wowczas jesli nerka siostry pacjenta A
pasuje do pacjenta B, a organ me¢za pacjentki B pasuje do pacjenta A,
mozna dokona¢ wymiany. Czasem tancuszek wymian musi by¢ dtuz-
szy: w serialu kotko zamkneto si¢ dopiero na szesciu nerkach i szesciu
biorcach. Co wigcej, taka konfiguracja jest bardzo wrazliwa, wystar-
czy jeden element, by posypata si¢ cata konstrukcja. W filmie jedna
z potencjalnych dawczyn dowiaduje si¢ o zdradzie meza i postanawia
si¢ wycofaé. Potrzeba bylo catego dyplomatycznego kunsztu serialo-
wych lekarzy, by zdecydowala si¢ pomimo wszystko wzia¢ udzial w
grze. Jej odstgpstwo wyrzadzitoby bowiem szkodg nie tylko ,,wino-
wajcy”, ale rowniez pozostatym pigciu chorym.

By jak najlepiej wykorzysta¢ dostgpne organy do przeszczepu
oraz uratowac jak najwigksza liczbg chorych, potrzebne sa z pewno-
Scia dwie rzeczy. Po pierwsze, dane dotyczace potencjalnych biorcow
i dawcow. Po drugie, efektywne algorytmy dopasowujace jednych do
drugich. Znalezienie tych ostatnich jest sprawa skomplikowana, jako
ze — dzigki lekom immunosupresyjnym — dopasowanie organu do
biorcy nie musi by¢ doskonate. Cho¢ zatem niektore z nerek beda nie
do przyjecia dla konkretnego pacjenta, to moze istnie¢ wiele innych,
w przypadku ktorych mozna by liczy¢ na udany przeszczep. Sprawa
niezwykle wazna, jako ze w gre¢ wchodzi ludzkie Zycie, jest taka alo-
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kacja dostgpnych zasobow (nerek), by jak najwigcej chorych mogto
cieszy¢ si¢ w miar¢ normalna egzystencja. Przyznanie danemu biorcy
pewnego organu moze zablokowa¢ caly fancuch kolejnych przeszcze-
pow, ktore bylyby mozliwe, gdyby pierwszy z nich otrzymal nerke
réwnie pasujaca do niego, ale inna.

Na $wiecie powstaja kolejne centralne programy na rzecz prze-
szczepoéw nerek. Jeden z nich, w Nowej Anglii, zainicjowany zostal
przez Alvina Rotha oraz dwoéch jego wspotpracownikow, Tayfuna
Sénmeza i M. Utku Unwera. We trojke byli oni réwniez wspotauto-
rami serii prac dotyczacych udoskonalania metod aranzowania wy-
mian tych organéw [Roth, Sonmez, Unver 2004; 2005; 2007].

6. Droga do Sztokholmu

Przedstawione zagadnienia, matematyczne rozwazania na gruncie
teorii gier i ich praktyczne zastosowania, sg zaledwie wierzchotkiem
gory lodowej dokonan naukowych obu tegorocznych laureatow:
Lloyda S. Shapleya i Alvina E. Rotha. Zobaczylismy tu tylko kilka
mile i gladko wygladajacych ksztaltow ukrywajacych pod powierzch-
nig cala ogromna i zazgbiajaca si¢ nawzajem maszyneri¢ wnioskowan
i dowodoéw umozliwiajaca ich egzystencjg, acz odrzucajaca niespecja-
listow. By tak naprawdg zrozumiec¢ te rezultaty, ich rozszerzenia, r6z-
ne warianty, warunki obowiazywania i powiazania, nalezaloby odby¢
gruntowne studia z teorii gier i ekonomii i przebrnac¢ przez wigkszos¢
pismiennictwa bedacego dorobkiem tych dwoch naukowcow oraz ich
poprzednikéw 1 wspotpracownikow. A bibliografia ich prac ma setki
(dostownie) pozycji, wsrod ktorych znajduja sig tez pozycje ksiazko-
we. Jesli wydaje sig to iScie herkulesowa praca, c6z, nie codziennie i
nie kazdy dostaje Nagrodg¢ imienia Nobla...
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