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Streszczenie: Caty rok 2013 ogtoszono Migdzynarodowym Rokiem Statystyki z okazji
300. rocznicy publikacji dzieta J. Bernoullego pt. Ars conjectandi. Celem niniejszego
artykulu jest prosta prezentacja tego dzieta. Jest ona poprzedzona krotkim Zyciorysem
J. Bernoullego. Historia powstania dzieta Ars conjectandi zwiazana jest z pracg Hugensa,
ta z kolei powstata w zwigzku ze stynng wymiang listow z roku 1654 migdzy Pascalem
a Fermatem, ktora zainicjowat Kawaler de Méré. W artykule przesledzona jest cata histo-
ria, ktora doprowadzita do publikacji dzieta Bernoullego.
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1. Krétki zyciorys Jakoba Bernoullego

Rodzina Bernoullich jest pochodzenia holenderskiego. Dziadek Jako-
ba, tez Jakob (1518-1634), wyemigrowal z katolickiej Holandii
i osiadt w protestanckiej Szwajcarii. W 1663 roku urodzil mu si¢ syn
Niclaus (1663-1708), ktory miat 11 dzieci.

Pigte dziecko to stynny Jakob, o ktorym jest ni-
niejszy artykul. Data jego urodzin moze by¢ podana
dwojako. Wynika to z tego, ze protestanckie kantony
Szwajcarii nie uznawaty, do 1701 roku, gregorianskiej
reformy kalendarza. Wedlug kalendarza julianskiego
Jakob urodzit si¢ trzeciego dnia Bozego Narodzenia,
czyli 27 grudnia 1654 roku. Wedtug kalendarza grego-
rianskiego jest to data 6 stycznia 1655 roku.

Zgodnie z wola ojca Jakob miat zosta¢ pastorem.
W 1671 roku uzyskat na uniwersytecie w Bazylei tytul magistra sztuk,
za$ w 1676 roku — licencjat z teologii. Wbrew woli ojca Jakob studiowat
tez matematyke 1 astronomi¢ na tym samym uniwersytecie. Po uzyskaniu
licencjatu z teologii rozpoczat swe podroze po Szwajcarii i Francji.
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Utrzymywal si¢ z nauczania dzieci zamoznych rodow. Jak wynika
z jego notatek podroznych, nie byt on zachwycony ani sposobem za-
rabiania, ani tez sposobem traktowania go przez Francuzow, o ktorych
miat dos¢ ztg opinig. Z jego notatek podréznych dowiadujemy sie, ze
nauczat po 3 godziny dziennie. Udzielal si¢ spotecznie, wyglosit na
przyktad 18 kazah w Genewie, trzy razy wychodzil z czasza komunii
swigtej. Bardzo krytycznie oceniat zwyczaje Francuzow: mieszkancy
Genewy wecale nie obchodza Wielkiego Tygodnia, ani Bozego Naro-
dzenia, ani Nowego Roku. Zmartych grzebig bez chwaty, bez krzyza
i bez Boga (sine Lux, sine Crux, et sine Deus), po prostu rzucaja ich
do grobu. W calej Francji je si¢ 4 razy dziennie, Francuzi nigdy nie
wychodza z domu bez $niadania i bez wypicia szklanki wina, dodaje:
»tak jak nasi pijacy”, a w nocy jest niebezpiecznie spacerowaé po
miescie, bo mozna by¢ ,,ochrzczonym” z ktorego$ okna z gory.

W 1681 roku udat si¢ w kolejng podrdz, ale tym razem w celu na-
wigzania kontaktow naukowych. W 1684 roku W. Leibniz opubliko-
wal swa prac¢ na temat rachunku rézniczkowo-catkowego. J. Bernoul-
li od razu zrozumiat istot¢ i wagg tego odkrycia. W 1687 roku pisze
do Leibniza list z prosba o podanie wigcej danych na temat tego ra-
chunku. Leibniz odpowiedzial mu dopiero w 1690 roku. Z kolei Ber-
noulli odpisat po uptywie pigciu lat, w 1695 roku.

Niezaleznie od tych przerw w korespondowaniu p6zniej wymienili
ze sobg wiele listow. Do czaséw obecnych zachowato si¢ ich 21.
Z korespondencji dowiadujemy si¢ migdzy innymi, od Kiedy Bernoulli
zajmowat si¢ problematyka prawdopodobienstwa, czyli problematyka
gier losowych, i kiedy udowodnit twierdzenie nazywane obecnie jego
imieniem.

Problematyka gier losowych J. Bernoulli zajmowat si¢ w latach
1684-1689. O postepach przygotowywanej rozprawy na ten temat
informowal Leibniza. Leibniz byt bardzo zainteresowany wynikami,
jakie uzyskiwat Bernoulli. Wyrazat jednak zdecydowang watpliwos¢
w prawdziwo$¢ glownego twierdzenia. Sadzit bowiem, ze tego, co
Z natury jest nieskonczone, nie mozna przyblizy¢ (aproksymowac)
czyms$ skonczonym. Jak si¢ pozniej okazalo, mylit si¢ glownie z tego
powodu, ze nie znat dowodu, jaki zastosowat Bernoulli do wykazania
prawdziwos$ci swego ,,ztotego twierdzenia”, nad ktorym pracowat 20
lat. Istotng nowos$¢ podejscia Bernoullego stanowito wykorzystanie
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asymptotycznego ,,przyblizania si¢” do nieznanej wielkosci, zamiast

jej aproksymowania.

Udowodnione przez siebie twierdzenie matematyczne Bernoulli
zamierzal wykorzysta¢ w r6znych naukach spotecznych. Potrzebowat
do tego nie tylko obserwacji empirycznych, jakie w tych naukach byty
juz poczynione, ale chciat tez i zglebi¢ samg istote tych nauk.

W swym liscie z listopada 1703 roku Bernoulli prosi Leibniza
0 jego prace dotyczace jurysprudencji, a takze o wypozyczenie pracy
holenderskiego uczonego Johanna de Witta na temat rent zyciowych
I ich wyceny. Prosbe o prace de Witta Bernoulli powtarzal wielokrot-
nie, ostatni raz w liScie z 28 lutego 1705 roku. Pracy tej jednak nie
uzyskal. W sierpniu tego samego roku Bernoulli umiera, nie dokon-
czywszy swego dziela.

Wyniki Bernoullego znane byly w 6wczesnym §wiecie nauko-
wym. Nic wigc dziwnego, ze oczekiwano ich upublicznienia w formie
publikacji. Niestety praca ukazata si¢ drukiem dopiero osiem lat po
$mierci jej autora. Glowna przyczyne takiego opdznienia stanowit
Johann Bernoulli, o 13 lat mlodszy brat Jakoba. Jakob byt jego mento-
rem i nauczycielem matematyki. Uczen byl niezwykle zdolny, ale tez
nadzwyczaj ambitny, zazdrosny i uparty, a nade wszystko — nieuczci-
wy, klamliwy, grzeszacy plagiatem pracy, nawet swego syna.

Poniewaz byt studentem Jakoba, znal dobrze jego pracg i byt naj-
bardziej odpowiednig osobg do przeprowadzania redakcji re¢kopisu
i zorganizowania jego publikacji. Wdowa po Jakobie oraz jego wiasny
syn, obawiajac si¢ nieuczciwosci Johanna, nie chcieli udostgpni¢ mu
posiadanych rekopisow. Do publikacji dzieta Jakoba przyczynit si¢
jego syn Niclaus, a nie bratanek. W literaturze czesto podaje si¢ myl-
nie, ze to bratanek, a nie syn, przyczynit si¢ do tej publikacji. O po-
mytke bylto bardzo tatwo, bo obaj urodzili si¢ w tym samym dniu i tak
samo zostali ochrzczeni.

Przesledzmy w wielkim skrocie catg dramatyczna histori¢ o$miu
lat od $mierci Jakoba do opublikowania jego pracy.

1. Dnia 14 pazdziernika 1705 roku Bernard le Bovier de Fontanelle
wyglasza w Akademii w Paryzu mowg pogrzebowa. Na podstawie
materialow dostarczonych przez J. Hermanna (studenta Jakoba)
referuje prace Bernoullego.
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2. Joseph Saurin publikuje w 1706 roku mowg pochwalng o Jakobie
Bernoullim w czasopi$mie ,,Journal des Scavans”, w ktorej podaje
duzo wigcej szczegotow o jego pracy.

3. W 1708 roku P. Montmort publikuje (anonimowo) pracg pt. Essay
d’analyse sur les jeux de hazard, w ktorej do$¢ szczegdlowo
omawia prace Jakoba, tytul ktorej thumaczy na jezyk francuski ja-
ko [’art de deviner.

4. W 1709 roku Nicolaus — bratanek Jakoba, ogtasza prace pt. De usu
artis conjectandi in jure jako rozprawe doktorska. W dysertacji tej
wstawia doslownie cate frgmenty z rekopisu swego wujka. Nico-
laus miat bowiem dostep do wszystkich prac Jakoba, gdyz byt je-
go studentem, a zarazem sekretarzem. W dysertacji swej wykorzy-
stywal nawet zapisy z dziennika, ktoéry nie byt przeznaczony do
druku. Mimo iz rozprawa De Usu zawiera wiele oryginalnych
propozycji wykorzystania wynikow Jakoba w sadownictwie, to
jednak postepek jego bratanka zostat potraktowany jako plagiat.

5. W 1710 roku Montmort proponuje sfinansowanie publikacji. Ofer-
ta nie zostala przyjeta, ale postuzyta prawdopodobnie jako pretekst
bratankowi do przekonania swego kuzyna oraz swojej ciotki (jego
matki) do opublikowania dzieta Jakoba.

6. W 1710 roku Nicolaus (bratanek) pisze list do Leibniza, informu-
jac go, ze chetnie uzupehi rekopis wujka i przygotuje go do dru-
ku, jesli tylko bedzie mu udostepniony r¢kopis. Praca byla juz
jednak w druku i bratanek napisat do niej tylko przedmowe.

7. Praca Jakoba Bernoullego opublikowali na swoj koszt bracia
Thurneysen w swoim wydawnictwie.

Oprocz tej, chyba najbardziej znanej pracy, J. Bernoulli dokonat wielu

odkry¢ matematycznych. W szczegolnosci wspolnie ze swym mtod-

szym bratem, z ktorym tak bardzo si¢ publicznie ktocili, przyczynili
si¢ do rozwoju rachunku rozniczkowo-catkowego i jego popularyza-
cji. Sam Leibniz w liScie do Johanna pisat, Ze stworzenie takiego ra-
chunku jest dzietem zaré6wno jego, jak i obu braci Bernoullich: vestra

enim non minus haec methodus, quam mea est (por. [Sheynin 2009]).
Jednym z waznych odkry¢ matematycznych J. Bernoullego jest

spirala logarytmiczna. Spiralg ta byl tak zafascynowany, ze pragnat,

aby wyrzezbiono ja na jego nagrobku z napisem: eadem mutata resur-
go, czyli ,,pozostaje zndw ta sama, chociaz si¢ zmienitam” [Maligran-
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spirale Archimedesa. Na ptycie nagrobnej jest napis, ktory w tluma- | Nri1@7)
czeniu na jezyk polski jest nastgpujacy:

Jacob Bernoulli, matematyk, niezrownany.
Przez ponad 18 lat profesor Uniwersytetu w Bazy-
lei; cztonek Krolewskich Akademii w Paryzu i Ber-
linie; znany z tego, co napisal i z chronicznego
chorowania, ale 0 znakomitym umysle do konca
zycia; umart w roku taskawym 1705, 16 sierpnia, w
wieku 50 lat i 7 miesiecy, oczekujgc wskrzeszenia.
Judith Stupanus, jego zona od 20 lat, 1 jego dwoje
dzieci wzniesli ten pomnik dla matzonka i ojca,
ktorego wielki brak ciggle odczuwajgq.

2. Korespondencja listowna Pascala z Fermatem

Do korespondencji tych dwéch wielkich uczonych przyczynit si¢ nie-
jaki Kawaler de Méré.

Prawie kazdy podrgcznik, w ktorym wystepuje pojegcie prawdopo-
dobienstwa, rozpoczyna si¢ od historii jego rozwoju. Niemal standar-
dowo powtarzana jest nieprawdziwa historia o tym, ze oto hazardzista
Kawaler de Méré zwraca si¢ do Pascala z prosba o rozwigzanie dwoch
zadan zwigzanych z gra w kosci. Pascal w korespondencji listownej
z Fermatem rozwigzuje zadania i tworzy w ten sposob fundament teo-
rii prawdopodobienstwa.

Przez niektorych Kawaler de Méré zaliczany jest nawet do wspot-
tworcow tej teorii. Ktoz to byt ow Kawaler?

Kawaler de Méré (Chevalier de Meéré), czyli Antoine Gombaud
(1607-1684), byt cztowiekiem dobrze wyksztatconym, filozofem naucza-
jacym etyki. Byl znaczaca osobistoscig na dworze krola Ludwika XIV,
byt jego doradca, szczegdlnie w sprawach bardzo delikatnych. Dzieki
elokwencji 1 nienagannym manierom byt bywalcem wielu salonéw. Pro-
wadzit tez obszerng korespondencje ze znanymi osobistosciami.
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Nie wiadomo jednak doktadnie, kiedy 1 jak doszto do jego spotka-
nia z Pascalem. Bardzo mozliwe, ze doszto do niego, jak podaje Ore,
w 1653 roku podczas gry w kosci, w okresie tzw. Swiatowego zycia
Pascala. Ani Kawaler de Méré, ani tym bardziej Pascal hazardzistami
nie byli. W jednym z zachowanych listow do swego przyjaciela, Mil-
tona, de Méré¢ ubolewa nad jego przywigzaniem do hazardu. Bedac
milo$nikiem urokow natury, zacheca tez swego przyjaciela, by bar-
dziej si¢ nimi zachwycat niz oddawat si¢ niewoli hazardu. Gry w ko-
$ci bylty modne we Francji. Znane tez byly problemy matematyczne
Z nimi zwigzane. Francuzi zapoznali si¢ z nimi w czasie swych najaz-
dow do Wloch. Wiadomo, ze matematycy wloscy problematyka gier
losowych zajmowali si¢ przynajmniej od XIV wieku. Ich prace znat
Z cala pewnoscig dobrze oczytany Kawaler de Méré. Probowat tez
sam rozwigzywac niektore problemy. Prawdopodobnie niezbyt mu si¢
to udawato i zwracal si¢ wowczas do znanych matematykéw. Miedzy
innymi do Robervala i Pascala. W jednym z listow do Fermata Pascal
napisal, ze de Méré jest bardzo zdolny, ale matematykiem to on nie
jest, co jest powaznym defektem. On nawet nie wie, ze prostag mozna
dzieli¢ w nieskonczonos¢, i sadzi, ze sktada si¢ ona ze skonczonej
liczby punktow. Sam Kawaler de Méré miat o sobie zupehie inne
mniemanie. W liScie do Pascala napisanym po 1656 roku oznajmiatl,
ze on odkryl w matematyce takie rzeczy, o ktorych starozytni nawet
nie mysleli, za§ Europejczycy byli nimi mocno zdziwieni. Potrafit
nawet napisaé, ze oto wlasnie o jego odkryciach pisat sam Pascal,
a takze Huygens, Fermat i inni (por. [Ore 1960]).

Korespondencja listowna Fermata z Pascalem dotyczaca gier 10-
sowych Fermata trwata cztery miesigce: od lipca do pazdziernika 1654
roku. Niestety nie zachowata si¢ ona w catosci. Przetrwato 6 listow:

F — P: lipiec, 1654
P — F:29.VIL.1654
P — F:24.VIIL.1654
F — P: 29.VIIL.1654
F — P: 25.1X.1654

. P—>F:27.X.1654

Niecaly miesigc po ostatnim liScie, a doktadnie 23 listopada 1654
roku, Pascal, po doznanym objawieniu, zrywa z dzialalno$cig nauko-
wa 1 poswigca si¢ wylacznie sprawom religijnym.

ogakrownPE
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Zadania te majg juz nawet swoje utrwalone nazwy. Przypomnijmy je. | Nrit @9
Zadanie pierwsze w jezyku francuskim nazywane jest jako probleme
des partie, po angielsku jest to division problem lub problem of points.
Jest to zadanie sprawiedliwego podzialu stawki w grze losowej
w przypadku, gdy gra ta z jakich§ powodéw musi by¢ przerwana
przed jej definitywnym zakonczeniem. Nad rozwigzaniem takiego
zadania Wtosi trudzili si¢ juz w XIV wieku. Pierwsza znana publika-
cja pochodzi z roku 1494. Problem podzialu stawki jest tam sformu-
towany nastgpujaco: do wygrania catej partii potrzeba 60 punktow.
Kazda wygrana runda daje 10 punktow. Stawka w grze wynosi 10
dukatow. Z jakich§ powodéw gra musi by¢ przerwana w momencie,
gdy jeden z graczy uzyskat 50 punktéw, drugi za§ — 20 punktéw. Za-
danie polega na sprawiedliwym podziale 10 dukatow.

Zadanie, jakie rozwigzali Fermat i Pascal, byto bardzo podobne.
Dwoch graczy: A i B, gra w gre sprawiedliwa. Umawiajg si¢, ze kto
pierwszy wygra szes$¢ partii, ten zabiera calg stawke (ktora utworzyli
po rowno). Po rozegraniu pieciu rund gracz A wygrat dwie partie, za$
gracz B — trzy. Zaden nie jest uprawniony do zabrania calej stawki
gry, ale muszg gre z jakich§ powodéw przerwac. Problem polega na
tym, aby stawke podzieli¢ sprawiedliwie. Przesledzmy rozwigzanie,
jakie podat Fermat.

Aby okresli¢ sprawiedliwy podzial, trzeba wiedzieé, ile rund nale-
7y jeszcze rozegrac, aby gra byla rozstrzygnigta. W danym przypadku,
gdyby rozegrano jeszcze 4 rundy, to gra by byla rozstrzygnieta. Zo-
baczmy wszystkie mozliwe wyniki tych czterech rund.
riI=AAAA r5=ABAA r9=BAAA r13=BBAA
r2=AAAB r6=ABAB rl0=BAAB r14=BBAB
r3=AABA r’=ABBA ri1=BABA r15=BBBA
r4=AABB r8=ABBB r12=BABB r16=BBBB
Symbolem A oznaczona jest wygrana gracza A, litera B oznacza za$
wygrang gracza B.

W momencie przerwania gry graczowi A brakowato 3 punktow
(trzech wygranych), graczowi B do zabrania calej stawki brakowato
za$ 2 punktow.

Z listy przedstawionych wszystkich 16 mozliwosci odczytujemy,
ze gracz A wygrywa w przypadku pigciu rund: r1, 12, 13, 15, 19. Gracz
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B wygrywa w pozostatych 11 rundach. Stawke nalezy wiec podzieli¢
w stosunku 5 cze$ci graczowi A oraz 11 czgsci graczowi B. Innymi

stowy, udziat gracza A wynosi % , za$ gracza B — %

Pascal rozwigzal to zadanie, wykorzystujac to, co obecnie nazywa
si¢ trojkatem Pascala.

Wypiszmy tyle wierszy tego tréjkata, aby w jego podstawie bylo
tyle wyrazéw (liczb), ile jest brakujacych rund do definitywnego za-
konczenia gry. Trojkat ten jest nastgpujacy:

W podstawie tego trojkata mamy 5 wyrazéw: trzy pierwsze odpo-
wiadaja trzem brakujagcym rundom gracza A, dwie nastgpne — odpo-
wiadajg brakujacej liczbie rund gracza B.

Suma wyrazéw przypisanych graczowi A wynosi wigc 1 +4 + 6 =
11, za§ suma wyrazow przypisanych graczowi B wynosi 0 4 + 1 = 5.
Stawke nalezy podzieli¢ w stosunku 11:5. Zauwazmy, ze liczby 1, 4, 6
uzyskujemy odpowiednio jako C; , C7, CZ.

Podobnie kolejne wyrazy trojkata Pascala, czyli liczby 4 i 1, sa od-
powiednio réwne C; i C; . Podziatu stawki nalezy wigc dokona¢ w sto-
sunku: C; +C? +C} :C} +C, . Réwnowaznie C) +C, +C’ :C’ +C] .

Drugi problem, z jakim kawaler de Méré zwrdcit si¢ do Pascala,
nazywa si¢ problemem ko$ci, w jezyku francuskim okre§lony byt jako
le parti des dés, po angielsku — jako dice problem.

De Méré wiedzial, ze grajac kostka do gry, warto stawia¢ na to, ze
w czterech rzutach szostka pojawi si¢ przynajmniej jeden raz przeciw-
ko temu, Ze nie pojawi si¢ ona ani razu. Wynika to z prostych obli-
czen. Przy jednokrotnym rzucie mamy 6 wszystkich mozliwosci,
W tym jest tylko jedna mozliwos¢ sprzyjajaca i1 pie¢ mozliwosci nie-
sprzyjajacych. Przy czterech rzutach mamy 6- 6 - 6 - 6 = 1296 mozli-
wosci, w tym 625 niesprzyjajacych oraz 671 sprzyjajacych. Latwo to
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sprawdzi¢, nawet wypisujac wszystkie mozliwosci: 1111, 1112, ...,
6666. Szanse, ze szOstka nie pojawi si¢ ani razu w czterech rzutach sa
wige jak 625 do 671. Sa one wigc mniejsze od szansy pojawienia si¢
przynajmniej jednej szostki, ktora wynosi jak 671 do 625.

Uzywajac wspotczesnego jezyka probabilistycznego, obliczamy
czestos¢ zdarzenia, ze przy czterokrotnym rzucie kostka do gry nie
wypadnie ani jedna szostka:

6

(5}4__ 625 _ 625 1
1296 625+671 2

Czesto$¢ pojawienia si¢ przynajmniej jednej szostki wynosi:

(5)4 671 _ 1

1-| = =——>—-.

6 1296 2

Z tego wynika, ze warto stawia¢ zaktad na zdarzenie bardziej prawdo-
podobne, czyli na pojawienie si¢ przynajmniej jednej szostki.

Rozpatrzmy teraz gre polegajaca na rzucie parg kostek; stawiamy
podobne zadanie: przy jakiej liczbie rzutow trzeba przyjmowac za-
ktad, ze wypadnie przynajmniej jedna para szostek, przeciwko temu,
ze taka para nie pojawi si¢ ani jeden raz.

Rozwigzujac to zadanie, de Méré rozumowat nastgpujaco: przy
rzucie 1 kostka mamy 6 mozliwosci, przy rzucie zas dwoma kostkami
mamy 36 mozliwosci, czyli 6 razy wigcej. Na zasadzie proporcjonal-
nosci: zamiast 4 rzutow powinno wystarczy¢ ich 6 razy wiecej, czyli
24 rzuty powinny uzasadni¢ stawianie zaktadu na wypadnigcie przy-
najmniej jednej pary szostek przy 24 rzutach przeciwko temu, ze taka
para ani raz si¢ nie pojawi. Ale podobno de Méré obliczyt, zZe:

2
1—[§J ~0,4913.
36

Przeczy to rozsadnemu rozumowaniu podanemu wyzej. Dlatego tez de
Méré okreslit to niedorzecznoscia (grande scandal), niektorzy nazy-
waja za$ to paradoksem Kawalera de Méré. Sa tez tacy, ktorzy uwaza-
ja, ze de Méré niezgodnos¢ t¢ odkryl empirycznie: grajac wielokrot-
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nie, zauwazyl, ze korzystniej jest stawia¢ na to, ze para szostek nie
wypadnie w ogole, niz na to, ze pojawi si¢ ona przynajmniej jeden raz.
Ale przy rzucie dwiema kostkami mamy:

24
(%) = 0,509
oraz
24
1-(32) —o491<1.
36 2

Oznacza to, ze korzystniej jest stawia¢ na nie pojawienie si¢ pary szo-
stek niz na pojawienie si¢ jej w serii 24 rzutéw. Dopiero przy 25 rzu-
tach korzystniej jest stawia¢ na pojawienie si¢ pary szostek przynajm-

niej jeden raz:
24
1- (ﬁj < 1 .
36 2

Zadaniu temu, jako zbyt prostemu, Pascal z Fermatem nie poswiecali
zbyt duzo uwagi.

3. Christian Huygens: rachunek gier losowych

Ch. Huygens (1629-1695) pochodzit z zamoznej i znanej rodziny holen-
derskiej. W wieku 16 lat rozpoczat studia prawnicze na Uniwersytecie
w Leyden. Porzucit je jednak dla matematyki, ktorg przez dwa lata stu-
diowal w Bredzie, gdzie jego nauczycielem byt Francis van Schooten.
W 1655 roku Huygens udat si¢ do Francji na doktoranckie studia
prawnicze. Od lipca do listopada 1655 roku przebywat w Paryzu.
Zainteresowal si¢ problematyka poruszong w korespondenc;ji listo-
wej Fermata z Pascalem. Niestety, z Pascalem nie mogt si¢ spotkac,
gdyz juz od roku przebywat on wérdd samotnikoéw przy klasztorze
Port-Royal. Spotkat si¢ jedynie z Robervalem, ktoremu Kawaler de
Méré przedstawit swoje ,,odkrycie” btednych rachunkéow kombina-
. torycznych prowadzacych niedorzecznosci. Po powrocie do Holan-
i dii Ch. Huygens z entuzjazmem przystapit do studiowania proble-
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W 1657 praca byla juz opublikowana w jezyku tacinskim pod tytutlem
De Ratiociniis In Aleae Ludo jako dodatek do ksigzki van Schootena.
Cala rozprawa liczy zaledwie 15

o~

stron, na ktore sklada sie 14 rozwiaza- |~ > o
nych zadan oraz 5 zadaf pozostawionych | CHRISTIANUS HUGE
do rozwigzania czytelnikom. Pierwsza © e Clasiffimo Vieo,
strone tej rozprawy pokazano obok. | D-FRANcisico Scamo

S. D.
X0 V'min edjsione elegantiffimornming
BUmERIOTUIS 5 quams pre manibue.
X Vir Clariffime,id inter catera te
S84 wt varietare rerum, quarum tractatie 2
tuifti, offendus quim lase J protendat divis

W 1692 roku J. Arbuthnot przetlumaczyt
ja na jezyk angielski. Nieco pdzniej po-
jawity sie dwa inne thumaczenia, jak tez
| nowe wydanla thimaczenia ArbUthHOta nalytices [cientia,fucile inselligo etiam illa plurimim pr
To wlasnie Huygens wp}yna(} na zaintere- 2uo infervire poffe.que de alee ratiociniis conferipfimus
. . 20 enim minus Yationis teyminis rnmprdm:di offe videban-
sowanie Bernoullego problematyka gier sur, que fortuita [nt atque incerta , tanto admirabilior ars
. f il . . cenfebiturscuiifta quoque [ubjacent. Quare cum in tui gratians
IOSOWYCh. Tak wiec leSlaJ wiemy, ze t¢] Prirf;:im illa txpqun% [ufceperim , thique digna :xgi;!ime:.
tI'()jCG‘ Fermatowi. Pascalowi i Huygen- que fimul cum [ubtiliffimis tuis inventss in lucem exeants
Al . > o adeo tibi non refragabor, ut etiam & re mea effé exiftimem hic
SOWI, zawdzm;czamy pOiOZCnle funda- poti[fimim rationeipfa inmanus homimum peruenire. Quip-
. fre pe cum in re levi ac frivola operam collocafé videri aliogui:
mentow pOd budowle; nazywang poznicj poffem s mon tamen provfii wtilizasis expers ac nullius pretis
teOI'iq praWdOpOdObieflStWﬂ. T DoProfralczyka - - T Nowy Dokument pr.. | " & Nowy Dokument pr.
Zauwazmy jednak, ze zaden z tych trzech wielkich ludzi nie uzy-
wal pojecia ,,prawdopodobienstwo”. Wszyscy trzej zajmowali si¢
grami losowymi, przewaznie grami w kosci (ludo alea). Interesowaty
ich rozumowania ilosciowe (kalkulacje) dotyczace sprawiedliwej ceny
uczestnictwa w grze, sprawiedliwego podziatu stawki, a takze okre-
slanie szans wygrania.
Pojeciem podstawowym rachunku gier losowych bylo pojecie
»sprawiedliwej ceny”, czyli sprawiedliwego podzialu stawki w grze.
Za pomocg tego pojecia definiowane byly szanse wygrania. Szanse
definiowano jako stosunek czesci stawki. Na przyktad, jesli si¢ mowi,
ze szanse wygrania sg jak 2 do 3, co si¢ zapisuje w postaci ilorazu 2:3,
to oznacza to, ze sg szanse wygra¢ 2 czgsci calej stawki, przeciwnik
za$ ma nadziej¢ na uzyskanie 3 czgsci stawki.
Wilasnie pojecie nadziei wygrania stanowi podstawowe pojecia ra-
chunku gier losowych.
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Strona tytulowa tego dzieta 1 jej polskie thumaczenie pokazano ponize;.

Oryginalna strona tytutowa

Polskie ttumaczenie

JACOBI BERNOULLI,
Profell: Bafil. & utriufjue Socict, Reg. Scientiar.
Gall, & Prufll Sodal,
MATHEMATICH CELEBERRING,

ARS CONJECTANDL,

OPUS POSTHUMUM.
Arcedit
TRACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,

EtEvistoLa Gallicd eripta

DE'LUDO PILE
RETICULARIS

BASILEE,
Tmpenfis THURNISIOR UM, Fratrum.

b bee xitie

JAKUB BERNOULLI

Profesor Bazylei i cztonek Krolewskich Towarzystw Naukowych
znamienity matematyk
SZTUKA PRZYPUSZCZANIA
Dzieto posmiertne
do ktorego dodano
Traktat
O szeregach nieskonczonych,
oraz list do przyjaciela po francusku
O grze w tenisa

Bazylea
Wyd. Braci Thurneysen
1713

To stynne dzieto Bernoullego poprzedzone jest krotka przedmowa,
ktora napisal Nicolaus Bernoulli — bratanek Jakoba. Samo dzieto sktada
si¢ z czterech czesci. Czes¢ pierwsza zatytulowana jest nastgpujaco:

&

ARTIS CONJECTANDI
PARS PRIMA,

CoompleiTens
Tradtatum Hugenii de Ratiociniis
in Lodo Ak,
Cums  eArmotasionibu
JACOBI BERNOULLJ

CHRIST. HUGENIJ
-l

FAANG SCHOOTENIUM
“Prafatis.

m i editione elegantafimoram ngenii
i OSRIMETDEUE | quam pre mast.

o nune habes , Vir Clasilime, id ineer
rtera Te fpectare fciam, 52 vanctate
I3 ferm, quanam traflaionem it
. olbendas qaim lasé fe protendst divina
Analytices fientia, facilé intelligo etam s plurimi=
0 Tiso infervire poile , que de Ales ltlnmimu

A o

Cuzyli:

SZTUKA PRZYPUSZCZANIA
Cze$¢ pierwsza

zawierajaca

Traktat Huygensa o Rachunkach
w grze w kosci

Przedstawiony jest wiec W niej rachunek gier losowych opracowany
przez Huygensa. Bernoulli znacznie go rozszerzyl i rozwingl. Pigtna-
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stostronicowe dzietko Huygensa zostalo prawie pigciokrotnie rozsze-
rzone — do 71 stron.

Podstawe catego rachunku stanowi nastgpujaca zasada: los gracza,
czyli jego nadzieja wygrania w sprawiedliwej grze losowej, jest wart
tyle, ile mozna w tej grze uzyska¢ bez ponoszenia zadnej straty.

Zasadg¢ t¢ Bernoulli nazywa nawet aksjomatem rachunku gier 10-
sowych. W jezyku polskim nazywano ja dawniej nadzieja matema-
tyczng, obecnie za§ nazywa si¢ ja warto$cig oczekiwang. W jezyku
tacinskim pojecie losu okreslano stowem sors, za$ nadziej¢ gracza —
jako expectatio, oba te pojgcia czesto traktowano zamiennie, piszac
nawet: sors sive expectatio (los, czyli nadzieja). Ta niezbyt klarowna
definicja losu, czyli nadziei (die Hoffnung eines Spielers), jest bardzo
jasno przedstawiona na przyktadzie podanym przez Huygensa. Huy-
gens podaje ten przyktad zaraz na samym poczatku swego traktatu, tuz
przed pierwszym zadaniem. Przyklad ten jest nastgpujacy.

Zatozmy, ze w jednej rece mam 3 monety, w drugiej 7; pozwalam,
komus wybraé jedna z nich. Woéwczas jego nadzieja, czyli wartos¢ losu,
wynosi 5 monet. W zadaniu trzecim warto$¢ ta jest uogdlniona. Jesli
danych jest p mozliwo$ci uzyskania wielkosci a oraz q mozliwosci uzy-
skania wielkos$ci b, to warto$¢ nadziei wynosi ( pa+ b) / ( p+ q).

Sposréd wszystkich zadan rozpatrywanych w czgsci pierwszej
rozprawy zatrzymajmy si¢ przy zadaniu czwartym oraz zadaniu 11.
Zauwazmy przy okazji, ze wszystkie rozwigzane zadania okre$lane sg
mianem propositio. W tlumaczeniu angielskim uzywa si¢ wigc okres-
lenia proposition, odpowiednikiem rosyjskim jest stowo prediozenije,
polskim za$§ — twierdzenie, nie za$ ,,propozycja”.

Problem rozpatrywany w zadaniu (twierdzeniu) czwartym jest
prawie identyczny z problemem, jaki zostat rozwigzany przez Fermata
i Pascala. Rozpatrywany przez nich problem polegat na sprawiedli-
wym podziale stawki w grze, gdy ta gra zostata przerwana w momen-
cie, gdy jednemu z graczy brakowato trzech rund do wygranej, dru-
giemu za$§ — dwoch rund. Huygens formuluje taki sam problem po-
dziatu stawki po przerwaniu gry, ale dla przypadku, gdy jednemu
z graczy brakowalo jednej rundy, drugiemu — dwoch rund. Podaje tez
prawidtowe rozwigzanie problemu: stawke nalezy podzieli¢ w stosun-
ku 3:1. Przy okazji tego zadania podane jest inne, ciekawe wyjasnie-
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nie pojgcia warto$ci nadziei (oczekiwania) w tej grze, jako ceny
uczestnictwa w grze. Przedstawmy te¢ interpretacje. Poniewaz stawke
nalezy podzieli¢ w stosunku 3:1, oznacza to, ze jesli ktokolwiek ze-
chce zaja¢ miejsce pierwszego gracza i kontynuowaé gre, musi mu
zaplaci¢ % stawki w grze, taka jest bowiem wartos¢ oczekiwana
pierwszego gracza, bo w momencie przerwania gry on ma nadziej¢ na
uzyskanie % stawki. W komentarzu do tego zadania Bernoulli uogol-
nia pojecie stawki w grze na dowolng nagrodg, na przyklad stawka
w grze moze by¢ wieniec laurowy, miejsce pracy, zycie itp., zamiast
liczb wprowadza tez oznaczenia symboliczne.

W zadaniu 11 rozpatrywana jest gra polegajaca na rzucie dwiema
kostkami. Zadaniem jest okre$lenie liczby rzutow usprawiedli-
wiajacych postawienie zaktadu na pojawienie si¢ dwoch szostek prze-
ciwko niepojawieniu si¢ dwoch szostek. Huygens podaje prawidlowy
wynik; wynosi on 25 rzutow.

Bernoulli w uwagach do tego zadania, powotujac si¢ na listy Fer-
mata i Pascala opublikowane w Tuluzie w 1679 roku, zauwaza, ze
zadanie takie przedtozyt Pascalowi pewien czlowiek dobrze myslacy,
ale pozbawiony wiedzy matematycznej, i dlatego sadzit, ze 24 rzuty sg
wystarczajace. Byl to oczywiscie de Méré. Ciekawsza jest jednak
uwaga dotyczaca ogdlnego sposobu rozwigzywania podobnych pro-
blemow. Przedstawmy ja w skrocie.

Bernoulli przyjmuje, ze a=b+c jest to liczba wszystkich moz-
liwosci w okre§lonej grze, przy czym b to liczba sytuacji wyszczegol-
nionych, wyrdznionych jako sukcesy, za§ ¢ to liczba pozostatych
przypadkow. Jesli ktokolwiek chce wygra¢ catg stawke, wynoszaca
jedna jednostke, w pierwszej rundzie (np. jednorazowy rzut kostka), to
jego szanse sg rowne b, za$ szanse przegrania sg rOwne C. Stad wyni-
ka, ze warto$¢ jego nadziei wynosi (a—c)/ a. Uzywajac wspolczes-
nego jezyka rachunku prawdopodobienstwa, t¢ wartos¢ oczekiwang
uzyskujemy nastepujaco:

b, co_b_a-c
a a a a

Jesli ten sam gracz chce wygra¢ po dwoch rundach, to jego szanse

wygrania calej stawki (rownej 1) wynoszg a-C, za$ szanse wygrania
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,»,sWwojej” nadziei z pierwszej rundy wynosza €. Oznacza to, ze warto$¢ :ﬁiiig—?\?czmv
jego nadziei w takiej grze wynosi (aa—cc)/aa. Te wartosé oczeki- | M@
wang uzyskujemy nastgpujaco:

ca—-c_a—-c ca—cc_aa—cc

1+ = + =
a a a a aa aa

a—=c¢

W uwagach do zadania 12 Bernoulli podaje ogdlny wzor na war-
to$¢ nadziei w grze polegajacej na uzyskaniu m wyszczegdlnionych
przypadkow (sukceséw) sposrod n mozliwosci.

Ostatnie zdanie uwag do zadania 12 jest nastepujace: ,,Czyli ocze-
kiwanie (nadzieja) gracza begdzie warte:

n(n-1)(n-2)(n=3)--(n—m+1) p"c""
(1~2-3-4~~-m) a"

lub

n(n-1)(n-2)(n=3)--(m+1) b"c"™"
1-2-3-4---(n—m) a"

2

m
n !

powyzsze wyrazenia zapiszemy nastepujaco:

bm . Cn—m bm . Cn—m
m n-m
Cn n 1 Cn

a a

Jezeli zastosujemy symbol C ', nieznany Bernoullemu, to oba

n

Dokonajmy prostego przeksztalcenia pierwszego wyrazenia:

er e e (22
a a -a a a

Jest to wiec wzor okreslajacy rozklad dwumianowy. Zupekie niesto-
sowana jest wigc sarkastyczna uwaga zawarta w pracy [Laudanski]
i powtorzona w pracy [Laudanski 2010] o tym, ze Majstrov w swej
pracy [Majstrov 1967] jakoby ,,zmyslil” ten wzor, gdyz ani takiej po-
staci wzoru, ,,ani jej rownowaznej nie znajdziemy” w pracy Bernoul-
lego. Szuka¢ wecale nie trzeba, wystarczy bowiem znajomos$¢ elemen-
tarnych przeksztalcen algebraicznych, aby si¢ przekona¢, ze Bernoulli
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nrii@n) | jedni nazywaja dzisiaj wzorem Bernoullego, inni za§ — rozkladem
dwumianowym.
W czes$ci drugiej traktatu Bernoullego, o nastepujacym tytule:

ARTIS CONJECTANDI
PARS SECUNDA,

comtinens

Doérinam de Permutationibus
& Combinationibus,
przedstawiony jest rachunek kombinatoryczny. W czgséci trzeciej
oméwiono zastosowanie tego rachunku do gier losowych. W czesci
czwartej za$ Bernoulli zamierzat przedstawi¢ wykorzystanie oraz za-
stosowanie metod rachunku gier losowych do rozwigzywania proble-
méw w sprawach spotecznych, moralnych i ekonomicznych.

Ze wzgledu na oryginalno$¢ i bogactwo idei zawartych w tej cze-
$ci wymaga ona osobnego oméwienia. Zwro¢my przynajmniej uwage
na to, ze po raz pierwszy pojawia si¢ w tej pracy pojecie prawdopodo-
bienstwa. Prawdopodobienstwo zdefiniowane jest jako stopien pew-
nosci. Oto (stynna juz) oryginalna definicja: Probabilitas enim est
gradus certitudinus, et ab hac differt ut pars a toto. Jest to wigc sto-
pien pewnosci, i tak si¢ od niej rozni, jak cz¢$¢ od catosci.

Wiasnie tak rozumiane prawdopodobienstwo stanowi podstawe sztu-
ki przypuszczania, ktorej Bernoulli nadaje tez nazwe ,.stochastyka”.
Sztuke te Bernoulli definiuje jako sztuk¢ pomiaru prawdopodobienstwa
rzeczy tak doktadnie, jak to tylko mozliwe. MoglibySmy wigc powie-
dzie¢, ze jest to sztuka obliczania prawdopodobienstw. Doktadnie taki
tytul ma niemieckie thumaczenie: Wahrnscheinlichkeitsrechnung.

Sztuke taka Bernoulli planowat wykorzysta¢ do rozwigzywaniu pro-
blemow spolecznych. Zamierzenia swego niestety nie dokonczyt. Zaraz
po udowodnieniu stynnego ,zlotego twierdzenia” praca si¢ urywa.
W dalszej czesci tekstu pokazano poczatek czesci czwartej i jej ostatnig
strone.
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PARS QUARTA 239

millies, fi capiantur 36966, &c. & fic porrd in infinitunt, addi=
tis nempe continuo ad 25§ 5o aliis £708 experimentis. Unde tan-

dem hoc fingulare fiqui viderur, qudd si eventuum omnium obferva-

ARTIS CONJECTANDI o D s (b o

in perf.@tam certitudinem abeunte) omnia in mundo certis ationie

PARS QUARTA’ bus & conftanti vicifficudinis lege contingere deprehende 5 adeo

tradens ur etiam in maxime cafualibus atque forcuitis quandam quafi neceffi-

: : tatem, & , ut fic dicam, fatalitatem agnofcere teneamur; quam ne-

Urum. & QPP]I Caf.] oncm Pmce_ kio az’mnn’ ipfe jam Plato intendere voluerit, fuo de univerfali re-
dentis Doctrine in Cl"'hbluh- Mora- rum apocataftafi dogmate, fecundum quod omnia poft in-

libus & Occonomicis . numegabilium feculorum decurfum in priftinum

reverfura flaum praedixit,

Carur I.
DPreliminaria quedam de Certitudine, Pro-
babilitate, Necefiitate €5 Contingentia

Rernm .

Frairads rei cuji
| s in s necal

func vel fun, prace-
. fve futuray in fe & objedti m femper certing-
mem hibent, De prafentibus &rrm« flze; quoniam es.
ﬁ._ quo funt vel fiserunt, noen pollunt non clle vel fuille: Nec de
is ambigendum , quae pariter etsi Ben fats ali.ujus incicabill ne-.

<ellin

Najwazniejsze w calej pracy jest twierdzenie, zwane dzisiaj twier-
dzeniem Bernoullego, czyli stabym prawem wielkich liczb. Przytocz-
my w calo$ci oryginalne sformulowanie tego twierdzenia.

Propof. Princip, Sequitur tandem Propofitio ipfa, cujus gratia
hac omnia difta funt, fed cujus nunc demonftrationem fola Lemma-
tum premifforum applicatio ad prafens inftitutum abfolver, Ut
circumlocurionis tedium vitem, vocabo cafus illos, quibus even-
zus quidam contingere poteft, fauundos feu ferniless &ﬁrﬂ'k{ illos ,
quibus idem eventus potelt non contingere: nec non experimenta
feanda five ferulia illa, quibus aliquis cafuum fertilium evenire de-
prehenditur s 8¢ infacunda five flevilia, quibus fterilium aliquis con-
tingere obfervatur.  Sit igitur numerus cafuum fertilium ad nume-

sum {terilium vel preecist vel proxime in ratione 7, adeoque ad nu-

. . v r . . ’
merum omnium in ratione ;# feu ; > quam rationem terminent
.. =t r—_ . .
limites —— & —— . Oftendendum eft, tot poffe capi experimens
ta, ur datis quotlibet (puta ¢) vicibus verifimilius evadar, nume-
rum fertilium obfervationumintra hos limites quam extra cafurum
eile, h.e. numeium fertilium ad numerum omnium obfervationum
. . . v reded . .
rationem habiturum nec majorem quam —?— » NeC minorem quam
r—I
l -
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nr1117) | ne do oryginatu, czyli zachowujace te same symbole i sposob zapisu
utamkow. Zalézmy wigc, ze stosunek korzystnych (wyrdznionych)
przypadkow do przypadkéw pozostatych wynosi dokladnie lub

W przyblizeniu —, za$§ stosunek wyr6znionych do wszystkich mozli-
S

wych wynosi

T ,
, czyli . Jest on zawarty w przedziale, ktorego

, . , r+l1 , . r=1 .
gorna granica jest rowna T , dolna za§ wynosi T Mozna wy-

kona¢ tak duzo eksperymentéw S, ze prawdopodobienstwo (verisimi-
lius) tego, ze stosunek korzystnych do wszystkich przypadkéw bedzie
zawarty w tym przedziale, jest dowolng ilo$¢ razy (powiedzmy c razy)
wieksze od prawdopodobienstwa, ze znajdzie si¢ poza tym przedzia-

tem, czyli ze bedzie on wigkszy od rt;l lub mniejszy od rT_l .

Jezeli liczbg korzystnych przypadkoéw oznaczymy symbolem X, to
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloraz X/S bedzie zawarty w prze-

dziale [(r—1)/t,(r+1)/t] zapiszemy nastepujaco:

(22))

Twierdzenie Bernoullego orzeka, ze dla dowolnej liczby ¢>0 istnieje
taka liczba s, ze:

o X [Tttt} pfx [r=t re1])
S t t S t t
Przeksztatlémy lewg stron¢ nieréwnosci:
o X [t et ]) _pf[x e\ 1 pf]x_
S t t t S

Bernoulli przyjat, ze s-p oraz S-¢ sa to liczby 1 wykazal, ze [Ber-
noulli 1899]:

X r

s t

SngP(|x—s- p|<s-¢).
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Sp+se
W= P(|X_5p|§5'€)= Z Cip” (1_ p)S*X_ ZTrAl?(ff?T)YCZNY

X=Sp—s&

Bernoulli podaje przyktad zastosowania twierdzenia, przyjmujac,
ze r =30,s =20, t =50 oraz ¢ = 1000. Nieco modyfikujac sformuto-
wanie tego przyktadu, przyjmijmy, ze dana jest urna, w ktorej jest 30
kul biatych oraz 20 kul czarnych, czyli proporcja bialtych kul wynosi
3/5. Trzeba ustali¢ liczbe losowan ze zwracaniem, aby oszacowad
proporcj¢ kul biatych w urnie, z taka doktadnoscia, aby oszacowanie

miescilo si¢ w przedziale {% %}z prawdopodobienstwem 1000

razy wigkszym od prawdopodobienstwa, ze bedzie poza przedziatem.
Z twierdzenia Bernoullego wynika, ze trzeba dokona¢ 25 500 loso-
wan, czyli s = 25500. Te liczbe widzimy w drugim wierszu ostatniej
strony traktatu.

5. Thumaczenia

Niemieckie tlumaczenie pt. Wahrscheinlichkeitsrechnung, ktorego
dokonal R. Haussner, ukazalo si¢ w Lipsku w 1899 roku. W 200.
rocznice¢ ukazania si¢ dzieta Bernoullego, w 1913 roku, tlumaczenia
na jezyk rosyjski, ale tylko 4 czgsci, dokonal Ja. W. Uspienskij. Re-
daktorem tlumaczenia byt A.A. Markow. Tytul tlumaczenia jest na-
stepujacy: Iskustwo predpolozenij. Thumaczenia pierwszych trzech
czesci dokonat Oskar Szeynin i bezptatnie umiescit je w Internecie.
Interesujace sg tez jego uwagi.

Obszernego streszczenia w 1966 roku dokonat Bih Sung z Uni-
wersytetu w Harwardzie.

Catos¢ dzieta Bernoullego nalezycie przedstawit L.E. Majstrov
W swej pracy wydanej po rosyjsku w 1967 roku, ktorag w roku 1974 na
jezyk angielski przettumaczyt S. Kotz.
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Ars conjectandi — 300. anniversary of publications

Summary: Within the framework of worldwide celebration of the International Year of
Statistics (Statistics 2013) there are organized a number of conferences and workshops.
There are also prepared various publications, and one of them is this paper. It contains
quite a popular presentation of J. Bernoulli’s work Ars conjectandi, along with a short
history of events leading to the publication of this work.
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