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Streszczenie: Artykul po§wigcony jest generowaniu zawartosci tablicy dwudzielczej (TD)
2 x k z wykorzystaniem uogdlnionego rozktadu gamma (URG). Opisano w nim generator
liczb losowych URG oraz sposob tworzenia TD 2 X k na podstawie wartosci dystrybuanty
doswiadczalnej i dystrybuanty teoretycznej rozktadu wyktadniczego, ktory jest szczegol-
nym przypadkiem URG.
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1. Wstep

W podrgcznikach statystycznych znalez¢ mozna gtéwnie metody wnio-
skowania dotyczace jednej zmiennej. Jednak obiekty opisywane sa czg¢-
sto za pomoca wigkszej liczby zmiennych. Tablice, ktéra powstaje
przez podziat danych wedlug dwoch zmiennych, nazywa si¢ tablica
dwudzielcza (dwuwymiarowa) i zalicza do podstawowych narzedzi
statystycznych.

Tablica dwudzielcza jest podstawowym i czgsto stosowanym na-
rzedziem statystycznym do badania sity zwiazku migdzy cechami typu
jakosciowego. W drodze analitycznej trudno jest uzyskac¢ informacje na
temat wykrywania zwiazku migdzy cechami w tablicy dwudzielczej, na
ile czulym jest ona narzedziem. Jedyny sposob osiagnigcia tego celu
stanowi generowanie tablic dwudzielczych i badania symulacyjne. Ge-
nerowanie tablic dwudzielczych, gdy nie ma zwiazku migdzy badany-
mi cechami, jest rzecza prosta, gdyz w takiej sytuacji mozna skorzystac
z generatoréw liczb rownomiernych i generowaé niezaleznie przyna-
lezno$¢ do wiersza 1 kolumny. Zadaniem niewatpliwie trudniejszym
wydaje si¢ generowanie TD w sytuacji, gdy zachodzi zwiazek migdzy
cechami.

W pracy [Sulewski 2007a] przedstawiono procedurg generowania
zawartosci TD 2 x 2 z wykorzystaniem rozktadu normalnego dwuwy-
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miarowego. Metoda ta jednak nie sprawdzita sig¢ jako generator TD o
wigkszych rozmiarach, gdyz narozne komorki tablicy czgsto byty pu-
ste. Z tego powodu w artykule [Sulewski 2007b] zaproponowano inng
metod¢ generowania zawarto$ci TD wykorzystujaca liczby losowe o
rozktadzie réwnomiernym, ktéra okreslono mianem ,,metody stupko-
wej”. W pracy [Sulewski 2009] do generowania zawartosci TD 2 x 2
wykorzystano URG.

Tablica dwudzielcza (TD) jako narzedzie do badania sity zwiazku
migdzy cechami jest testem niezaleznosci wykorzystujacym statystyke
x>z (k—1)(w— 1) stopniami swobody. W literaturze spotyka sig¢ rozne
warunki co do minimalnej liczby realizacji w komdrkach tablicy dwu-
dzielczej. W pracy [Sobczyk 1996] stwierdzono, ze wszystkie liczebno-
$ci empiryczne powinny by¢ nie mniejsze niz 5, czyli n,= 5 dla kazde-
goi=1,2,...,w,j=1,2,..., k. W pracy [Oktaba 1974] proponuje sig,
by wszystkie liczebnoéci oczeklwane byly nie mniejsze niz 10, czyli
ﬁij >10dlakazdegoi=1,2,...,w,j=1,2, ..., k. Autor niniejszej pracy
minimalng liczebno$¢ realizacji w komorkach opisuje nierdéwnoscia
fi;>5 dlakazdegoi=1,2,. w,j=1,2, ..., k zaproponowang w pra-
cy [Jozwiak, Podgorski 1998]

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody generowania za-
wartos$ci TD 2 x k z wykorzystaniem URG, gdy zwiazek migdzy cecha-
mi istnieje. W punkcie drugim opisano generator liczb losowych o
URG. Punkt drugi dotyczy sposobu tworzenia TD 2 x k z uwzglednie-
niem warto$ci dystrybuanty doswiadczalnej i dystrybuanty teoretycz-
nej rozktadu wyktadniczego, ktory jest szczegdlnym przypadkiem
URG.

2. Generator liczb losowych
0 uogolnionym rozkladzie gamma

URG jest rozktadem o ztozonej postaci analitycznej, ktora daje mu po-
zadana elastycznos$¢. Jego funkcja gestosci wyrazona jest wzorem [Sta-
cy 1962]

f(z;a,b,c)z%(c)(gjbc_l exp{—(éjb} (z>0), O
adzie:

b >0, ¢ > 0 — parametry ksztattu,
a > 0 — parametr skali.
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X

r, (c,x) = fu”‘l exp(—u)du (2)

w postaci [Stacy 1962]

3)

Jezelif(z; a, b, c) jest funkcja gestosci URG, to f(x; a, 1, ¢) jest funk-
cja gestosci rozktadu gamma, ktora dla ¢ = 1 staje si¢ funkcja gestosci
rozktadu wyktadniczego. Migdzy zmienna losowa X o rozktadzie f(x)
1 zmienna losowa Z o rozktadzie f(z) zachodzi zwiazek [Wieczorkow-
ski, Zielinski 1997]

7 b
X:(—j =Z=a-X", 4)
a
wigc wystarczy skonstruowac generator realizacji zmiennej losowej X
o rozktadzie gamma.

Najprostszy algorytm otrzymuje si¢ wowczas, gdy c jest liczba cat-
kowita. Niech X, X, beda zmiennymi losowymi niezaleznymi. Jezeli X,
ma rozktad gamma z parametrem ¢, oraz X, ma rozktad gamma z para-
metrem c,, to zmienna losowa X, + X, ma rozklad gamma z parametrem
¢, + ¢,. Dla otrzymania zmiennej losowej o rozktadzie gamma z catko-
witym parametrem c generuje si¢ ¢ realizacji zmiennych losowych o
rozkladzie wyktadniczym i oblicza ich sumg. Zatem

X =—In(U,)~1n(U,)-...~In(U,) :—m(lj[Ul}, )

gdzie:
U, U, ..., U — niezalezne zmienne losowe o rozkladzie rownomier-
nym U(0; 1).

Jezeli ¢ nie jest liczba catkowita, realizacj¢ zmiennej losowej X o
rozktadzie gamma generuje si¢ na podstawie wzoru

X=X +X,X;, (6)

gdzie:
X, — zmienna losowa o rozktadzie gamma z parametrem n = [c] (czg$¢
catkowita z c¢),
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s X, =—1n(U1)—1n(U2)—...—1n(Un)=—1n(];[U,.J, (7)
U, U, ..., U — niezalezne zmienne losowe o rozkladzie rownomier-
nym U(0; 1),
X, — zmienna losowa o rozkladzie gamma z parametrem ¢ = 1 (rozkfad
wyktadniczy),
X, =—ln(U), (8)

U — zmienna losowa o rozkladzie rownomiernym U(0; 1),
X, — zmienna losowa o rozkladzie beta z parametrami (d, 1 — d), d =

c—[c] € (0;1).
Realizacj¢ zmiennej losowej X, otrzymano, stosujac nastgpujacy al-
gorytm:

a) generuje sig realizacj¢ zmiennej losowej W o rozktadzie potggo-
wym z parametrem d

w=U", 9)
U jest niezalezna zmienna losowa o rozktadzie rownomiernym U(0; 1);
b) generuje sig realizacjg zmiennej losowa V' o rozktadzie potggo-
wym z parametrem 1 —d
y =y, (10)
U jest niezalezna zmienna losowa o rozktadzie rownomiernym U(0; 1);

c) jezeli W+ V > 1, to powtarza si¢ operacje a) i b); w wypadku
przeciwnym
X, = W .
w+V

(11)

Generacje realizacji zmiennych losowych W (9) 1 V' (10) wykonano
metoda odwracania dystrybuanty rozktadu potggowego.

W celu sprawdzenia poprawnos$ci dziatania generatora liczby loso-
we z, posortowano, a nastgpnie obliczono na podstawie (3) wartosci
dystrybuanty teoretycznej 7' Z(*i) oraz wartosci dystrybuanty empi-
rycznej danej wzorem

F=—10 i=l..,n. (12)
n+1
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tycznej URG dlaa =1; b =2; ¢ = 1,5 oraz liczebnosci proby n = 1000.

Nr 12 (18)
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Rys. 1. Dystrybuanta empiryczna i teoretyczna URG dlan=1000ia=1;b=2;¢c=1,5

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Jak wynika z rys. 1, przebiegi dystrybuanty teoretycznej URG i
dystrybuanty empirycznej pokrywaja sig, co $wiadczy o tym, ze liczby
losowe z, maja URG.

3. Generacja zawartoSci tablicy dwudzielczej 2 x k

Niech z(*i) beda liczbami losowymi o URG posortowanymi rosnaco. Do
utworzenia TD wykorzystano warto$ci dystrybuanty teoretycznej roz-
ktadu wyktadniczego

T(z;);a*)=1—exp(—a*~z(*i)) (13)
oraz wartos$ci dystrybuanty empirycznej (12).

Do oszacowania nieznanej wartosci parametru rozktadu wyktadni-
czego skorzystano z metody najmniejszych kwadratow (MNK), dzigki
ktorej dystrybuanta empiryczna lepiej otacza dystrybuantg teoretyczna
(rys. 2) niz ma to miejsce w metodzie najwigkszej wiarygodnos$ci
(MNW) czy w metodzie momentéw (MM) (rys. 3).
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Rys. 2. Przebiegi dystrybuant, gdy parametr rozktadu wyktadniczego szacowano MNK

Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Rys. 3. Przebiegi dystrybuant, gdy parametr rozkladu wyktadniczego szacowano MM

lub MNW

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jako oszacowanie a" parametru a przyjeto warto$¢, ktora minimali-

zuje funkcje
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Na podstawie (12) i (13) wyznaczono réznice dystrybuant

1

D =F—T(z(j);a*) i=1,2,...n (15)

oraz warto$ci bezwzgledne tych réznic uporzadkowane w kolejnosci
wzrastania

DR, =|D’| j=1.2,...n. (16)

Znak D' (i=1, 2, ..., n) decyduje o tym, do ktorego wiersza nalezy
dana realizacja wedtug zasady pokazanej w tab. 1. O przynaleznos$ci do
kolumny decyduja wartosci percentyli stopnia u/k (u=1,2. ..., k—1)
obliczone ze wzoru

DP[(HW} n —nieparzyste

k

Per,=\pP  +DP, ; (17)
* [7] [7]+1

n —parzyste
> parzy

gdzie [.] oznacza cz¢s$¢ catkowita liczby.

Ze wzoru (17) wynika, ze liczba percentyli jest o jeden mniejsza niz
liczba kolumn tablicy dwudzielczej, ktora zamierzamy wygenerowac.
W szczegblnoscei, gdy tablica ma cztery kolumny, wyznaczamy
kwartyl dolny O, = Per
mediang M = Per ,
kwartyl gorny Q| = Per, .

Zasadg tworzenia tablicy 2 x 4 przedstawiono w tab. 1.

1/4°

Tabela 1. Sposob postgpowania przy tworzeniu tablicy 2 x 4

YI YZ Y? Y4
v D' >0 D'>0 D' >0 D' >0
' D'<Q 0, <D' <M M <D <0, D' >0,
D' <0 D'<0 D<o D'<0
X, 4 . .
: ‘D"sQl 0 <‘D"SM M <|D] <05 ‘D">Q3

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Tabela 2 przedstawia TD 2 x 4 wygenerowana za pomoca URG,
gdya=1;b=1; c=1 (brak zwiazku migdzy X'i Y). Tabela 3 przedsta-
wia wygenerowana za pomoca URG TD 2 x 4, gdy a = 1; b = 1,01;
¢ = 1. Tabela 4 przedstawia wygenerowana za pomoca URG TD 2 x 4,
gdya=1;h=095;c=1.

Tabela 2. Tablica dwudzielcza wygenerowana za pomoca URG, gdya=1;b=1;c=1

Y, Y, Y, Y, Razem
X, 57 36 30 20 143
X, 18 39 45 55 157
Razem 75 75 75 75 300

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Tablica dwudzielcza wygenerowana za pomoca URG, gdy a=1;b=1,01;¢c=1

Y, Y, Y, Y, Razem
X, 24 30 26 34 114
X, 51 45 49 41 186
Razem 75 75 75 75 300

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 4. Tablica dwudzielcza wygenerowana za pomoca URG, gdy a =1; 6=0,95;c=1

Y, Y, Y, Y, Razem
X, 46 40 46 39 171
X, 29 35 29 36 129
Razem 75 75 75 75 300

Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla b =1, gdy migdzy cechami nie ma zwiazku, liczebnosci wierszy
sa podobne (tab. 2). Dla b # 1 uzyskuje si¢ zwiazek migdzy cechami.
Zwigkszaj nieznacznie warto$¢ parametru b (b = 1,01) wigkszo$¢ ele-
mentow proby znajduje si¢ w wierszu 2 (tab. 3). Gdy warto$¢ parame-
tru b si¢ zmniejsza, (b = 0,95), wigkszos¢ elementow proby znajduje sig
w wierszu 1 (tab. 4).

4. Podsumowanie

Wykrywanie zwiazku migdzy cechami w tablicy dwudzielczej jest
trudne na drodze analitycznej. Jedyny sposob osiagnigcia tego celu sta-
nowi generowanie tablic dwudzielczych i1 badania symulacyjne.
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badanymi cechami, nie przysparza trudnosci. Zadaniem niewatpliwie
trudniejszym jest generowanie TD w sytuacji, gdy zachodzi zwiazek
migdzy cechami.

W niniejszej pracy opisano sposob generowania zawartosci TD 2 X £,
do ktorego wykorzystano uog6lniony rozktad gamma z parametrami a,
b, c, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest doskonale znany rozktad
wyktadniczy (a =1, b =1, ¢ = 1). Jezeli generuje si¢ zawartos¢ TD 2 x £,
gdy zwiazku migdzy cechami nie ma, nalezy w symulacjach przyjac
a=1,b=1,c=1.Jezeli generuje si¢ zawartos¢ TD 2 x k, gdy zwiazek
migdzy cechami jest, nalezy w symulacjach przyjac¢ b # 1.
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USING THE GENERALIZED GAMMA DISTRIBUTION TO GENERATE
CONTINGENCY TABLES

Summary: The article is devoted to the generation of two-way table contents using the
generalized gamma distribution (GG). It describes the generalized gamma random number
generator and how to create a two-way table by means of the empirical distribution function
and theoretical exponential distribution, which is a special case of GG.

Keywords: generation of two-way tables, generalized gamma distribution, generalized
gamma random value, exponential distribution.





