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WYKORZYSTANIE ZBIORÓW ROZMYTYCH  
W SELEKCJI KANDYDATÓW DO ALIANSU 

Streszczenie: Zbiory rozmyte wykorzystuje się w matematycznym opisie zjawisk o charakte-
rze wieloznacznym i nieprecyzyjnym, które często występują w rzeczywistości gospodarczej. 
Zaletą tej teorii jest możliwość wykorzystania w analizie określeń charakterystycznych dla 
języka naturalnego i tworzenie modeli matematycznych odwzorowujących określone zjawi-
sko. W artykule zaproponowano wykorzystanie zbiorów rozmytych w selekcji kandydatów 
do aliansu.

Słowa kluczowe: zbiory rozmyte, alianse, selekcja kandydatów.

1. Ograniczenia zbiorów klasycznych

Większość badań w dziedzinie ekonomii oparta jest na zbiorach klasycznych, a więc 
takich, które definiowane jednoznacznie jako określona liczba elementów, determi-
nuje pewna cecha. Przykładem zbioru klasycznego jest np. zbiór przedsiębiorstw 
zarejestrowanych w KRS. W tym przypadku nie ma większych problemów z doko-
naniem kwalifikacji, czy podmiot jest wpisany do KRS czy też nie figuruje  
w tym rejestrze. Posługując się terminologią matematyczną, można stwierdzić, że 
przedsiębiorstwa wpisane do KRS stanowią uniwersum, czyli zbiór elementów. Po-
siadając informacje na temat bilansów księgowych poszczególnych podmiotów, 
możliwe jest wyodrębnienie ze zbioru wszystkich przedsiębiorstw – tych, które  
w danym roku odnotowały zysk lub stratę. Innymi słowy – z uniwersum można wy-
odrębnić zbiory klasyczne, kierując się pewnymi kryteriami. W przedstawionym 
przypadku kryterium są wykazane w bilansie za określony rok strata lub zysk przed-
siębiorstwa wpisanego do KRS. 

W kolejnym etapie możliwy jest podział podmiotów na takie, które osiągnęły 
zysk o pewnej wartości, na przykład od zera do miliona złotych, w innej grupie znaj-
dą się te, które osiągnęły zysk o wartości od miliona jeden złotych do dwóch milio-
nów złotych itd. Tym samym na zbiorze przedsiębiorstw osiągających zysk tworzy 
się podzbiory. W podobny sposób można utworzyć zbiory przedsiębiorstw zatrud-
niających pracowników, których liczba mieści się w określonym przedziale, na przy-
kład od jednego do pięćdziesięciu. Następnie, posługując się takimi kryteriami, jak 
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wielkość przychodu, zysku, liczba zatrudnionych, można ustalić, czy dane przedsię-
biorstwo należy do sektora MSP czy raczej jest dużą firmą.

Budowanie tego rodzaju zbiorów klasycznych ułatwia prowadzenie analizy i wy-
ciąganie wniosków dotyczących przedsiębiorstw. Jednak to podejście do badań zwią-
zane jest także z licznymi niedogodnościami. Przede wszystkim zaproponowany  
podział na zbiory małych, średnich i dużych przedsiębiorstw jest uzależniony od przy-
jętych kryteriów. Dwa podmioty różniące się przychodem o jeden złoty lub zatrudnie-
niem o jednego pracownika mogą zostać przypisane do dwóch różnych zbiorów. Do-
datkowo nie ma pewności, czy księgowość w przedsiębiorstwie jest prowadzona 
rzetelnie i czy dane przekazywane do KRS oraz Urzędu Skarbowego są zgodne z rze-
czywistością. Możliwa jest również sytuacja, w której przedsiębiorstwo nie wywiązu-
je się ze swojego zobowiązania do składania sprawozdawczości finansowej i nie ma 
możliwości określenia wartości zysku podmiotu, który nie zostanie sklasyfikowany  
w żadnym podzbiorze, chociaż nie ma wątpliwości, że w danym okresie istniał.

W przedstawionym przykładzie należy zwrócić uwagę na pewną istotną kwestię. 
Kierując się arbitralnie określonymi kryteriami ekonomicznymi, osiągnięto efekt 
przyporządkowania podmiotów do grup, którym nadano nazwy „naturalne”, czyli 
takie, które występują w języku potocznym – małe, średnie, duże. Innymi słowy, 
zaproponowane zostały pewne kategorie, jak na przykład zysk czy zatrudnienie, wy-
nikające z aktualnie obowiązujących przepisów prawnych, aby w dalszej kolejności 
posługiwać się takimi określeniami, jak mały, średni, duży, które są wysoce niepre-
cyzyjne i stosowane w języku potocznym.

Konieczność określenia w sposób jednoznaczny przynależności każdego z ele-
mentów uniwersum, czyli przedsiębiorstw figurujących w KRS, do danego zbioru 
klasycznego wymusza na ekonomistach niekiedy akceptację definiowania otoczenia 
gospodarczego w sposób, który nie odpowiada rzeczywistości, a jest jedynie jej nie-
dokładnym przybliżeniem. W przedstawionym przykładzie posłużono się elementa-
mi, które są stosunkowo łatwe do określenia. Zysk, przychód, wielkość zatrudnienia 
są badane przez ekonomistów od początku istnienia systemu księgowego i w związ-
ku z tym badania nad nimi nie sprawiają większych problemów. Jednak coraz czę-
ściej pojawiają się kategorie ekonomiczne, które nastręczają wielu problemów  
z określeniem ich wartości i tym samym z klasyfikacją do takiego, a nie innego zbio-
ru. Należą do nich na przykład kapitał intelektualny, umiędzynarodowienie przedsię-
biorstwa1, klimat inwestycyjny, tempo rozwoju, dobry partner w aliansie itd. Biorąc 
pod uwagę trudności w badaniu ich przy użyciu teorii zbiorów klasycznych, można 
stwierdzić, że nie nadaje się ona do opisu zjawisk o charakterze wieloznacznym  
i nieprecyzyjnym. 

Trudności w zastosowaniu teorii zbiorów klasycznych do badań ekonomicznych 
wynikają z faktu, że w ekonomi często korzysta się z języka naturalnego, który ope-
ruje pojęciami niedokładnymi i jakościowymi, takimi jak na przykład małe, średnie, 
duże, szybko, wolno itp. 

1  Kierując się logiką klasyczną, należy raczej mówić o „stopniu umiędzynarodowienia”.
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2. Definicja zbiorów rozmytych

W opisanym przykładzie przedstawiono pewne kryteria, na podstawie których deter-
minuje się przynależność przedsiębiorstwa do sektora MSP. Załóżmy, że na podsta-
wie jednego z nich – wielkości przychodu, respondenci mają sklasyfikować firmę 
jako małą, średnią lub dużą. Na pytanie: „jaką roczną wielkość przychodu powinno 
osiągnąć przedsiębiorstwo, aby zostało uznane za duże?”, udzielone zostaną z pew-
nością różne odpowiedzi. Będą one uzależnione m.in. od pozycji materialnej osoby 
udzielającej odpowiedzi – zapewne im bogatsza, tym będzie postulowała wyższą 
wartość przychodu, od miejsca zamieszkania – w Europie granica będzie wyższa niż 
w Afryce, w czasie prosperity będzie to więcej niż w czasie kryzysu itp. Tym samym 
określenie przedsiębiorstwa jako duże jest subiektywne i uzależnione od wielu czyn-
ników. Jednak zapewne każdy się zgodzi, że podmiot o przychodzie tysiąca złotych 
rocznie nie jest dużym przedsiębiorstwem, ale jest nim na pewno firma o przycho-
dzie miliarda złotych. W przypadku podmiotu o przychodzie dziesięciu milionów 
złotych część respondentów wahałaby się, czy uznać ją za dużą czy za małą. 

W teorii zbiorów klasycznych element należy do zbioru, jeśli spełnia pewne kry-
teria (wówczas w matematyce przypisuje się mu wartość 1) lub nie należy do zbioru 
(wartość 0). Natomiast w teorii zbiorów rozmytych każdy element należy do zbioru, 
ale w różnym stopniu. Odwołując się do wspomnianego przykładu, jeśli istnieje cał-
kowita pewność, że firma jest duża, wówczas przynależy ona do zbioru rozmytego 
dużych przedsiębiorstw w stopniu 1. Jeśli nie ma wątpliwości, że podmiot nie jest 
firmą dużą, wówczas należy on do zbioru rozmytego dużych przedsiębiorstw w stop-
niu 0. Jeśli nie ma pewności, czy przedsiębiorstwo jest duże czy nie, wówczas moż-
na stwierdzić, że należy ono do zbioru rozmytego dużych przedsiębiorstw, na przy-
kład w stopniu 0,78 lub 0,33 albo innym, opisanym liczbą od 0 do 1. 

Szczegółowym określeniem stopnia przynależności elementu do zbioru rozmy-
tego, a także działaniami na zbiorach rozmytych zajmuje się teoria zbiorów rozmy-
tych. Za prekursora współczesnej teorii zbiorów rozmytych można uznać Polaka, 
Jana Łukasiewicza, który w okresie międzywojennym zaproponował logikę wielo-
wartościową2. Jednak za twórcę ścisłej i precyzyjnej definicji matematycznej zbioru 
rozmytego należy uznać urodzonego w Azerbejdżanie profesora Uniwersytetu w 
Berkeley Lotfi Zadeha3. 

W ujęciu matematycznym zbiory rozmyte definiuje się w następujący sposób. 
Niech X będzie zbiorem (czyli uniwersum), natomiast μ: X → [0, 1] dowolną funkcją 
w zbiór liczb odcinka jednostkowego. Funkcja ta nazywa się funkcją przynależności 
i wyznacza zbiór rozmyty:

Xμ= f{(x, μ(x)) : x ∈ X}.

2  J. Łukasiewicz, Elementy logiki matematycznej, Komisja Wydawnicza Koła Matematyczno-Fi-
zycznego Słuchaczów Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa 1929.

3  L. Zadeh, Fuzzy sets, “Information and Control” 1965, nr 8.
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W przedstawionym przykładzie μ(x) = 0 dla przedsiębiorstw o przychodzie ty-
siąca złotych rocznie oraz μ(x) = 1 dla podmiotu o przychodzie miliarda złotych. 
Firmom o przychodach od tysiąca do miliarda złotych każdy z obserwatorów może 
przypisać wartości od 0 do 1. Innymi słowy, każdy człowiek może stworzyć własny 
zbiór rozmyty, co w oczywisty sposób utrudnia wprowadzenie w danym przykładzie 
uniwersalności i precyzji naukowej. Można ją osiągnąć m.in. metodami statystycz-
nymi, wybierając reprezentatywną grupę osób o liczności L i dla subiektywnej cechy 
P (np. P = przychód) elementów ustalonego uniwersum X, rozpatrując zbiory roz-
myte z funkcją:

( )( )statystyczna
L

L
χµ χ = ,

gdzie L(x) oznacza liczbę respondentów z grupy L-elementowej, którzy uważają, że x 
ma własność P. Przedstawiona funkcja przybierze taki kształt, jaki zostanie jej nada-
ny w wyniku procesu modelowania. Najpopularniejsze z metod modelowania to:

•• modelowanie z udziałem eksperta,
•• modele samonastrajające się na bazie danych pomiarowych,
•• model Mamdaniego,
•• model Takagi-Sugeno,
•• ankietowanie4.

Modelowanie wymaga wiedzy nie tylko matematycznej, ale również statystycz-
nej oraz eksperckiej w dziedzinie, której dotyczą badania na danych zbiorach rozmy-
tych. Dlatego badaniami z wykorzystaniem teorii zbiorów rozmytych powinny zaj-
mować się zespoły, w których skład wchodzą eksperci w danej dziedzinie (np. 
finansów, handlu zagranicznego, zarządzania ludźmi w organizacjach itd.) oraz eks-
perci w dziedzinie matematyki i statystyki, którzy są w stanie przedstawić określoną 
sytuację lub zjawisko za pomocą funkcji matematycznych oraz ustalić matematycz-
nie zależności pomiędzy określonymi zjawiskami, czyli prowadzić działania na 
zbiorach rozmytych. 

3. Działania na zbiorach rozmytych

Element zbioru rozmytego w danym uniwersum nie jest elementem tego uniwersum, 
ale pewnym elementem zaopatrzonym w dodatkową informację o jego stopniu przy-
należności do zbioru rozmytego. Cecha ta różni zbiory rozmyte od zbiorów klasycz-
nych, które można traktować jako szczególną formę zbioru rozmytego, w których  
x przyjmuje wartości 0 lub 1. Oznacza to, że znane prawa logiki klasycznej nie są  
w ogólności prawdziwe dla zbiorów rozmytych5.

4  K. Rykaczewski, Systemy rozmyte i ich zastosowania, maszynopis z 21.06.2006, s. 9-11.
5  W. Kosiński, P. Prokopowicz, Algebra liczb rozmytych, „Matematyka Stosowana” 2004, nr 5,  

s. 7; W. Ostasiewicz, Zastosowanie zbiorów rozmytych w ekonomii, PWN, Warszawa1986, s. 86.
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Dla zobrazowania działań na zbiorach rozmytych można posłużyć się następu-
jącym przykładem. Spośród zbioru wszystkich przedsiębiorstw poszukujemy 
przedsiębiorstw określanych potocznie jako „zamożne”. Konieczne jest wcześniej-
sze zdefiniowanie, jakie kryteria decydują o zamożności przedsiębiorstwa. Dla 
uproszczenia spośród wielu kryteriów wybrano dwie cechy: roczny zysk netto oraz 
roczne przychody. Należy więc utworzyć dwa zbiory rozmyte określone w uniwer-
sum X, składającym się ze wszystkich przedsiębiorstw, za pomocą dwóch funkcji 
przynależności: 

μzn: X → [0, 1], μp: X → [0, 1], 

gdzie: μzn oznacza stopień, w jakim subiektywny obserwator uważa, że zysk netto 
odnotowany przez daną firmę kwalifikuje ją jako przedsiębiorstwo zamożne;  
μp oznacza stopień, w jakim subiektywny obserwator uważa, że przychód odnotowa-
ny przez daną firmę kwalifikuje ją jako przedsiębiorstwo zamożne. 

Im bardziej wartość μzn(x) jest zbliżona do 0, w tym mniejszym stopniu uważa 
się to przedsiębiorstwo za zamożne, a im bliższa jest ona 1, tym bardziej uważa się 
je za zamożne. Podobna zależność obowiązuje dla μp(x). Nie jest jednak oczywiste, 
w jakim stopniu o uznaniu przedsiębiorstwa za zamożne decyduje jego zysk netto,  
a w jakim jego przychód. Zakładając, że zależność zamożności przedsiębiorstwa od 
jego zysku netto oraz przychodu oddaje iloczyn algebraiczny, zamożność μZ(x) moż-
na wyrazić wzorem: ( ) ( ( ) ( ));Z zn px x x x x Xµ µ µ= ⋅ ∈ .

Tym samym w wyniku przeprowadzenia działania na dwóch zbiorach rozmytych 
powstał trzeci zbiór rozmyty6. Funkcji tej można jednak zarzucić, że nie oddaje ona 
w prawidłowy sposób relacji pomiędzy zyskiem netto i przychodem a zamożnością 
przedsiębiorstwa. Jeżeli na przykład zysk netto jest na tyle niski, że zostanie mu przy-
pisana wartość 0, wówczas niezależnie od wartości swojego przychodu przedsiębior-
stwo zostanie uznane za zamożne w stopniu 0, czyli nie zostanie uznane za zamożne. 
Tymczasem istnieją firmy, które pomimo zerowego zysku netto lub nawet strat odno-
towywanych w pewnych okresach, uważane są za zamożne z powodu swoich wyso-
kich przychodów. Z tego powodu powinno się rozważyć przyjęcie innej funkcji, na 
przykład sumy zbiorów rozmytych. Należy jednak pamiętać, że suma dwóch zbiorów 
rozmytych nie może wynosić więcej niż 1 ani mniej niż 0, dlatego należy ją uzupełnić 
o średnie ważone. Jeśli dla uznania przedsiębiorstwa za zamożne mniejsze znaczenie 
ma przychód niż zysk netto, wówczas zamożność można opisać wzorem:

1 3( ) ( ) ( );
4 4Z p znx x x x Xµ µ µ= + ∈

lub też ogólniej:

1 2( ) ( ) ( );Z p znx x x x Xµ ω µ ω µ= + ∈ ,

6  S. Wierzchoń, Elementy teorii zbiorów rozmytych, Uniwersytet Gdański, Instytut Informatyki, 
rękopis z 9 kwietnia 2009.
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gdzie współczynnikom oznaczonym jako ω nadaje się wartości od 0 do 1, których 
suma wynosi 1. A więc, mając dwa zbiory rozmyte w uniwersum X zadane przy 
pomocy funkcji przynależności μ1, μ2: X → [0, 1], można określić nowy zbiór wy-
znaczony przez nową funkcję μ na podstawie różnych działań, np.:

(1) μ(x) = max (μ1(x), μ2(x)); x ∈ X
(2) μ(x) = min (μ1(x), μ2(x)); x ∈ X
(3) μ(x) = min (1, μ1(x) + μ2(x)); x ∈ X
(4) μ(x) = (μ1(x) + μ2(x) – μ1(x) ∙ μ2(x); x ∈ X
(5) μ(x) = μ1(x) ∙ μ2(x); x ∈ X.
Analogiczne formuły (choć bardziej skomplikowane) mogą być zdefiniowane 

dla kilku zbiorów rozmytych. Jako przykład może tu służyć iteracja powyższych 
operacji, np.:

(6) μ(x) = max (μ1(x), min(μ2(x), (μ3(x)); x ∈ X
(7) μ(x) = μ1(x) ∙ μ2(x) ∙ … ∙ μn(x); x ∈ X

lub uogólniona średnia ważona
(8) μ(x) = ω1μ1(x) + ω2μ2(x) + … + ωnμn(x); x ∈ X,

gdzie ωi są wagami – liczbami nieujemnymi, których suma wynosi 1.

4. Selekcja kandydata do aliansu 

Określenie „odpowiedni kandydat” jest nieprecyzyjne i wieloznaczne, jednak za-
zwyczaj takim określeniem posługują się przedsiębiorcy poszukujący partnera do 
aliansu. Kryteria doboru kandydatów są różne dla różnych aliansów i na różnym 
etapie ich istnienia, jednak stosunkowo często można spotkać się z opinią, że: 

„Odpowiednim kandydatem do aliansu jest zamożne przedsiębiorstwo, posiada-
jące liczne i stabilne kontakty z nabywcami, nowoczesne produkty, odpowiednie 
zdolności do współpracy i dobrą reputację”. Aby znaleźć matematyczną formułę dla 
przedstawionej definicji odpowiedniego kandydata (O), należy każdemu z wielo-
znacznych sformułowań przypisać matematyczny symbol:
•• Z – zamożność,
•• K – intensywność i stabilność kontaktów z partnerami gospodarczymi,
•• N – nowoczesność produktów,
•• W – zdolność do współpracy,
•• R – dobra reputacja.

Następnie każdemu z nich należy przypisać determinujące go kryteria, np. no-
woczesne produkty można zdefiniować poprzez:
•• N1 – rok zaprojektowania,
•• N2 – rok produkcji,
•• N3 – przynależność do określonej branży,
•• N4 – przynależność do określonej serii produktów,
•• N5 – wyprodukowanie w określonym państwie.

Każde ze sformułowań opisujących „odpowiedniego kandydata” otrzymuje za-
tem determinujące je zmienne, co przedstawia rys. 1.
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Rys. 1. Zmienne determinujące określenie „odpowiedni kandydat do aliansu”

Źródło: opracowanie własne.

Zmienne determinujące „odpowiedniego kandydata” można przedstawić za po-
mocą funkcji matematycznych (zob. rys. 2).

Rys. 2. Funkcje matematyczne determinujące określenie „odpowiedni kandydat do aliansu”

Źródło: opracowanie własne.

Tym samym wzór opisujący określenie „odpowiedni kandydat” przyjmuje postać:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )O Z Z K K N N W W R Rx x x x x xµ ω µ ω µ ω µ ω µ ω µ= + + + + ,

gdzie współczynnikom oznaczonym jako ω nadaje się wartości od 0 do 1, których 
suma wynosi 1. 

Dobór funkcji odwzorowującej wpływ wymienionych czynników na atrakcyj-
ność kandydata do aliansu leży w gestii matematyka. Jednak musi on zostać poin-
struowany przez eksperta w danej dziedzinie na temat współzależności pomiędzy 
czynnikami determinującymi zamożność lub stabilność relacji handlowych (np. fi-
nansów w określeniu zamożności przedsiębiorstwa, handlowca w dziedzinie inten-
sywności i stabilności kontaktów z partnerami gospodarczymi itp.). Ekspert w dzie-
dzinie aliansów decyduje o znaczeniu i współzależności poszczególnych kryteriów 
składających się na atrakcyjność kandydata do aliansu.

5. Podsumowanie

Teoria zbiorów rozmytych dostarcza instrumentów przydatnych do analizy zjawisk, 
których model matematyczny jest nieznany lub odtworzenie tego modelu jest nie-
opłacalne czy niemożliwe. Analiza ta opiera się na języku naturalnym, który jest 
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nieprecyzyjny i wieloznaczny. Rzeczywistość gospodarcza jest zazwyczaj skompli-
kowana, dlatego reprezentujące ją modele matematyczne również są skomplikowa-
ne, wymagające tworzenia zespołów interdyscyplinarnych i zbierania wielu infor-
macji w długim czasie. 

Badania nad zbiorami rozmytymi prowadzone były w początkowej fazie istnie-
nia tej teorii wyłącznie w dziedzinie nauk technicznych. W rezultacie praktyczne 
zastosowanie tej teorii miało miejsce po raz pierwszy w naukach technicznych  
i obecnie jest ona powszechnie wykorzystywana np. w kamerach wideo w celu sta-
bilizacji obrazu, w zarządzaniu energią w lodówkach, pralkach automatycznych,  
a także w redukcji wahań kontenerów przenoszonych przez suwnice bramowe. Moż-
na przypuszczać, iż teoria ta znajdzie zastosowanie również w naukach humani-
stycznych. Jest ona przydatna na przykład w szacowaniu wartości środków finanso-
wych koniecznych do realizacji inwestycji oraz określaniu wielkości obszaru 
ciążenia ładunków do portów.

Dużą zaletą zbiorów rozmytych jest możliwość oparcia badań naukowych na 
języku potocznym. Pozwala to uzyskać odpowiedzi od większej liczby responden-
tów oraz opublikować wyniki badań w sposób, który będzie zrozumiały nie tylko dla 
ekspertów w danej dziedzinie, ale również dla osób nieposługujących się specjali-
stycznym słownictwem. To z kolei przyczyni się do powstania większej liczby ze-
społów interdyscyplinarnych uwzględniających w badaniach ekonomicznych osią-
gnięcia z innych dziedzin: biologii, geografii itd. Pozytywny wpływ na badania nad 
zbiorami rozmytymi będzie miał również rozwój informatyki, dzięki któremu 
zwiększy się możliwość uwzględniania w analizie wielu kryteriów.
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THE USE OF FUZZY SETS IN THE SELECTION  
OF CANDIDATES TO AN ALLIANCE

Summary: Fuzzy sets are used in the analysis of ambiguous and imprecise phenomena, which 
often occur in the economic reality. This theory offers the possibility to use in the analysis 
terms specific to natural language in developing mathematical models imitating a certain 
phenomenon. The article proposes the use of fuzzy sets in the selection process to an alliance.

Keywords: fuzzy sets, alliances, selection of candidates.
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