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Wojciech Bijak

Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie

UBEZPIECZENIA NA ZYCIE
JAKO NIEJEDNORODNE LANCUCHY MARKOWA

Streszczenie: W pracy przedstawiono spdjna koncepcje wykorzystania niejednorodnych
tancuchéw Markowa do opisu umoéw ubezpieczenia na zycie. Rozpatrywane sa ubezpiecze-
nia na zycie z czasem mierzonym w sposob dyskretny. Przyjeto zatozenie, ze w przypadku
ubezpieczen wielu osob dalsze czasy trwania ich zycia sg niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi. W pracy zaprezentowano sposob wyznaczania sktadki netto i matematycznej rezerwy
netto. Specjalna uwaga zostata zwrocona na macierze wyptat, ktore okreslaja rodzaj produk-
tu ubezpieczeniowego. Wprowadzono réwniez dziatania algebraiczne na ubezpieczeniach,
prezentujac ich podstawowe wilasnosci przydatne w praktyce.

Stowa kluczowe: ubezpieczenia na zycie, ubezpieczenia na zycie wielu osob, niejednorodny
fancuch Markowa.

1. Wstep

W pracy uwaga zostata skoncentrowana na ubezpieczeniach na zycie jednej lub
wielu os6b. Tematyce tej poswigcona jest bogata literatura aktuarialna. W wigkszo-
$ci monografii na temat ubezpieczen na zycie mozna znalez¢ stosowne omowienie
tego rodzaju umow ubezpieczenia. W rachunkach aktuarialnych stosowane jest
zwykle podejscie wykorzystujace pojecie sum symetrycznych oraz operatorow
réznicowych (por. np. [Blaszczyszyn, Rolski 2004; Gerber 1997, Skatba 1999]).
W niniejszej pracy zostaly wykorzystane modele niejednorodnych tancuchéw Mar-
kowa do opisu umoéw ubezpieczenia na zycie wielu osob. Zastosowany aparat ma-
tematyczny pozwala w stosunkowo prosty sposob wyznacza¢ podstawowe charak-
terystyki ubezpieczen (sktadke netto, matematyczne rezerwy netto) oraz zdefinio-
wac szereg dziatan na ubezpieczeniach mogacych mie¢ duze znaczenie przy pro-
jektowaniu nowych rodzajow uméw o bardziej ztozonych strukturach oraz przy
analizie zyskownoséci konstruowanych produktow. Wykorzystaniu tancuchow
Markowa w ubezpieczeniach na zycie (w tym ubezpieczeniach wielu osob) po-
swieconych jest wiele prac. Warto w tym miejscu wspomnie¢ np. o pracach [Hoem
1969; Wolthuis 2003] dajacych pelen obraz zastosowan tancuchow Markowa w
kalkulacjach aktuarialnych w ubezpieczeniach na zycie.
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W najblizszym czasie mozna oczekiwa¢ wzrostu zainteresowan problematyka
ubezpieczen na zycie wielu 0osob w Polsce. Wigza¢ si¢ to bedzie z wypracowa-
niem i wdrozeniem systemu wyptat emerytur z drugiego filaru systemu emerytal-
nego, w ramach ktorego jedng z form emerytur bedg zapewne emerytury malzen-
skie. Innym potencjalnym obszarem wykorzystania ubezpieczen wielu osoéb sa
ubezpieczenia posagowe, w ktorych zobowigzanie do zaptaty sktadki mozna roz-
tozy¢ na grupe osob (np. rodzicow). Warto rowniez zwroci¢é uwage na fakt, ze
grupa o0sob jako grupa nie posiada ptci, co oznacza, ze ubezpieczen grupy osob
nie powinny dotyczy¢ przepisy zakazujace dyskryminacji ze wzglgedu na pte¢
przy oferowaniu ubezpieczen na zycie.

2. Ubezpieczenie na zycie

Zgodnie z przyjeta definicja w Kodeksie Cywilnym (DzU 1964.16.93, art. 829.
(335) § 1, p. 1) ubezpieczenie osobowe moze w szczegolnosci dotyczyé — przy
ubezpieczeniu na zycie — $mierci osoby ubezpieczonej lub dozycia przez nig ozna-
czonego wieku. Oznacza to, ze w przypadku ubezpieczen na zycie mozemy wy-
ro6zni¢ dwa stany elementarne (zdarzenia) zwigzane z ubezpieczonym: zycie i zgon.
W ogdélnym przypadku ubezpieczeniem moze by¢ objeta tacznie grupa osoéb (np.
matzenstwo, rodzina, zwigzek partnerski lub grupa zatrudnionych w jednym przed-
sigbiorstwie).

Swiadczenie ubezpieczyciela (art. 805. § 2. P, 2)) polega w szczegélnosci na
zaplacie przy ubezpieczeniu osobowym umoéwionej sumy pieni¢znej, renty lub
innego $wiadczenia w razie zajsScia przewidzianego w umowie wypadku w zyciu
osoby ubezpieczone;j.

Ubezpieczenie na zycie opisywac dalej bedziemy za pomocg pary

X, WD, n=012,..

gdzie: n — moment czasu mierzonego od poczatku ubezpieczenia w ustalonych
jednostkach; {X,,} — cigg zmiennych losowych, okreslajacy proces zycia osoby lub
grupy osob, {W;,} — proces wyptat zwigzanych ze stanami elementarnymi, w jakich
znajduja si¢ ubezpieczeni lub ich zmianami w ustalonym okresie.

W definicji ubezpieczenia dokonujemy oddzielania proceséw zwigzanych
z ubezpieczonym lub grupa ubezpieczonych od aspektéow finansowych dotycza-
cych wyplacanych $wiadczen, wskazujac, ze kazdy z tych procesow wymaga opi-
sania w inny sposob. Podobne podejscie, na gruncie wielostanowych ubezpieczen
osobowych, zastosowane zostato w pracy [Degbicka 2012]. O naturze produktu
ubezpieczeniowego decydowaé beda warunki, ktore musza zaj$¢, aby doszto do
wyplaty §wiadczenia w szczegdlnosci elementy ciggu {IW,}.



Ubezpieczenia na zycie jako niejednorodne tancuchy Markowa 11

3. Umowa ubezpieczenia na zycie

Umowa ubezpieczenia zostala zdefiniowana w art. 805 § 1 k.c. Przez umowe
ubezpieczenia ubezpieczyciel zobowiazuje si¢, w zakresie dziatalno$ci swego
przedsigbiorstwa, spetni¢ okreslone §wiadczenie w razie zaj$cia przewidzianego w
umowie wypadku, a ubezpieczajacy zobowiazuje si¢ zaplaci¢ sktadke.

Umowe ubezpieczenia w zwigzku z tym okreslamy jako trojke

X}, {W,},Py), n=0,12,..,

gdzie: P, — sktadka nalezna ubezpieczycielowi w momencie zawierania umowy
ubezpieczenia.

Strony umowy moga okresli¢ rézne formy ptacenia sktadki. Sktadka bedaca
zobowigzaniem ubezpieczajgcego lub grupy ubezpieczajacych moze przybraé for-
me¢ swego rodzaju umowy ubezpieczenia na zycie, np. renty. W zwigzku z tym
ogolnie zobowiazanie do zaptaty sktadki mozemy okresli¢ jako trojke

({Zm3, (P}, Po),

gdzie: {Z,,} — ciagg zmiennych losowych, okre$lajacy proces zycia ubezpieczajgce-
go lub grupy ubezpieczajacych (ptacacych sktadke); {B,} m =0,1,2,... — ciag
ptatnosci sktadki dokonywanych w ustalonych w umowie momentach przez ubez-
pieczonego lub grupe ubezpieczajacych. Zwykle pierwsza rata sktadki ptacona jest
W momencie zawierania umowy, tzn. w momencie 0.

Racjonalne dziatanie zaktadu ubezpieczen przy zawieraniu uméw ubezpieczen
na zycie i ich obstudze wymaga ustalania wtasciwych relacji miedzy ubezpiecze-
niem ({X,}, (W, },Py), n =0,1,2, ..., a sktadka P, (ogdlnie zobowigzaniem do za-
platy sktadki ({Z,,},{Pn}, Py)) W kazdym momencie trwania umowy ubezpiecze-
nia. W dalszej czesci pracy przyjeto, ze sktadka bedzie ustalana jako jednorazowa
sktadka netto.

4. Niejednorodny lancuch Markowa

Proces zycia osoby lub grupy osob {X,,} mozemy opisa¢ za pomocg niejednorod-
nego tancucha Markowa (por. np. [losifescu 1988])'. Zaktadamy wigc z gory, ze
rozktad zmiennej X,, zalezy jedynie od realizacji zmiennej w poprzednim momen-
cie n — 1 i nie zalezy od realizacji zmiennych X,,_,, X,,_3, ..., Xo.

Stany
Zat6zmy, Ze interesuje nas proces zycia grupy k osob, ktore w ustalonym momen-
cie, np. momencie zawierania umowy ubezpieczenia (momencie 0), wszystkie Zyja

1 W analogiczny spos6b mozemy modelowaé proces zycia {Z,,} ubezpieczajacego lub ubezpie-
czajacych (placacych sktadke).



12 Wojciech Bijak

i sa odpowiednio w wieku X1, Xy, ..., Xk.” Niech X = (X4, X5, ..., X) 0znacza wektor
wieku ubezpieczonych. Parametr k dalej bedziemy nazywa¢ wymiarem ubezpie-
czenia.

Powyzej okresliliSmy dwa stany elementarne (zdarzenia) zwigzane z ubezpie-
czonym: zycie i zgon. Pierwszy z nich utozsamia¢ begdziemy z osiagnigtym wie-
kiem i oznacza¢ begdziemy ogolnie dla i-tego ubezpieczonego przez y;, natomiast
drugi stan oznacza¢ be¢dziemy jako 0. Stan grupy osob w dowolnym momencie
n = 0 mozemy wigc opisa¢ za pomocg wektora k-elementowego ztozonego z liczb
naturalnych i zer.

Przestrzen standw rozpatrywanego lancucha jest zbiorem 2K-elementowym po-
staci

S= {(YD Y2, ""Yk)' (YII Y2, ...,0), (Y1' Y2, - Yk-2- Or Yk)' Ty (0' ...,O, Yk)v (0,0, ,0)}

Stany mozemy uporzadkowac i ponumerowac i dalej utozsamia¢ numer stanu
ze stanem. W tab.1 przedstawiono jeden z mozliwych sposobow uporzadkowania
standw, ktory pozwala po kolei wyrdzni¢ podzbiory standw o tej samej liczbie zer
(stan bez zer, stany z jednym zerem, dwoma zerami itd.) i w ramach tych podzbio-
row porzadek ze wzgledu na kolejnos¢ wystgpowania zer od ostatniej pozycji do
pierwszej. Dalej takie uporzgdkowanie stanéw nazywaé bedziemy znormalizowa-
nym.

Tabela 1. Numeracja stanow tancucha {X,,}

Stan Numer stanu
(Y1, Y2, - i) 1
(Y1' Y2, s Yk-1, 0) 2
(Y1, Y25 e V=2, 0, Y1) 3
Y1, Y25 - » Yk-2,0,0) k+2
(y1.¥2 - Yk-3,0,¥k-1,0) k+3
V1, Y2 - Yk-3,0,0,¥1) 2k+1
(0,0, ... Yk-1,0) 2k-2
0,0, ., 71 21
(05050707- '-70) Zk

Zrodto: opracowanie wlasne.

2 W pracy przyjeto standardowe zatozenia przyjmowane przy definiowaniu ubezpieczen na zycie
z czasem dyskretnym.
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W jednostce czasu mozliwe sg przej$cia miedzy stanami polegajace na zwigk-
szeniu wieku o jeden okres w przypadku przezycia kolejnego okresu przez osoby
ubezpieczone lub osiggnigcia stanu 0 w przypadku $mierci. Przejscie migdzy stanem
i oraz j nie jest mozliwe w okresie n, jezeli istnieje sktadowa wektora stanu j w mo-
mencie n rozna od zera, ktora dla momentu n — 1 roéwna si¢ 0. Na przyktad nie jest
mozliwe przejscie ze stanu 2 do stanu 3 (zob. tab. 1.). W momencie n osoby zyjace
sg o n lat starsze niz w momencie 0. Dla stanu 1, np. w momencie 0, mamy
Y1, V2, «» V) = (X1, X3, ..., Xk), natomiast w momencie n — (Vq1,V3, ..., Vk) =
(xqy +n,X, +1n,...,Xg +n).

Stan 2K jest stanem pochtaniajacym tancucha, co nie oznacza, ze osiagniecie go
musi automatycznie oznacza¢ wygasnigcie umowy ubezpieczenia. W dalszej czesci
pracy pokazane zostanie, w jaki sposob mozna wprowadzi¢ do ubezpieczen okresy
gwarantowanych wyptat.

Macierz prawdopodobienstw przejs$é¢

Macierze prawdopodobienstw przejs$¢ tancucha {X,,} w okresie n, tzn. miedzy mo-
mentem n — 1 a momentem n, oznaczmy przez II(n) = [T[ij (n)]. Przy przyjetym
porzadku standow i ich numeracji macierz II(n) jest macierza trojkatna gornag z
zerowymi elementami T;;(n) w przypadku gdy przejscie migdzy stanami i oraz j
nie jest mozliwe. Macierz II(n) jest wigc postaci:

[ (@) mp() Ma® - mu)]
oy (n) T23 (n) - Tyok (n)
M(n) = 0 0 mzz(n) -+ myk(n)}
0 0 o - 1

Przyjmijmy, ze znane sg prawdopodobienstwa py, (h =1,2,...,k) dla mo-
mentu n — 1 przezycia kolejnego okresu n (n = 1,2, ...) przez poszczeg6dlnych
ubezpieczonych oraz prawdopodobiefistwa zgonu qy, = 1 — py, . Prawdopodo-
bienstwa te moga by¢ ustalone na podstawie tablic trwania zycia lub odpowied-
nich modeli wymieralnos$ci. Przyjmijmy upraszczajgce zalozenie, ze poszcze-
g0Ini ubezpieczeni niezaleznie od siebie pozostajg w stanach elementarnych lub
je zmieniajg. Poczynione zatozenia pozwalajg okresli¢ elementy m;(n) macie-
rzy I(n) jako iloczyny prawdopodobiefistw przezycia kolejnego okresu n
(n =1,2,...) przez tych ubezpieczonych, ktérzy przy przejsciu ze stanu i do j
pozostaja w stanie elementarnym r6znym od 0 oraz prawdopodobienstw zgo-
noéw tych ubezpieczonych, ktoérym przy przejsciu ze stanu i do j zmienia si¢
stan elementarny z réznego od 0 na 0.
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Na przyktad
my(n) = Py, Py, "Py; """ Pyy
My, (n) = Py, " Py, "Py; """ Ayy
my3(n) = Py, *Py, """ Ay, " Pyy
M1 (D) = Py, " Py, """ Pyrp " Ay “Dyx
Ty,k(M) =y, *Ay,+n " " Ay, Ay " dyye
T2 () = Py, Py, """ Pyr_, "Pyr_s
Mok+1 (M) = Py, "Py, """ Pyr_y Ay

Tyk-1,k-1(N) = Py,
Tyk-1,k(N) = qy,
T[Zkzk(n) =1
Oznaczmy przez r’(n) = [r;(n),r,(n),...,rx(n),] transponowany wektor
prawdopodobienstw tego, ze uprawnieni do $wiadczen znajduja si¢ w stanie
i =1,2,..,2% w momencie n. Przyjmijmy dodatkowo, ze r*(0) = [1,0, ...,0,], co
oznacza, z&€ W momencie zawierania ubezpieczenia ubezpieczony lub cztonkowie

grupy ubezpieczonych zyja.
Przy przyjetych zalozeniach zachodzi nastgpujaca zalezno$¢ miedzy rozklada-
mi ubezpieczonych wedtug stanow w kolejnych momentach (n = 1,2, ...)

r’'(n) =rT(n - DM(n).
Rozktad wedhug stanéw rT(n), (n = 1,2, ...) zalezy od rozktadu r™(0)
r'(n) = r"(0) [T, ().

Swiadczenia

Okre$lmy proces wyptat {W,} jako ciag macierzy
W(n) = [Wii(n)]zkxzk’ n=12..)

o niezerowych elementach réwnych wysokosci $wiadczenia w momencie n w
przypadku gdy przejécie migdzy stanami i oraz j w okresie # jest mozliwe oraz gdy
umowa ubezpieczenia przewiduje jego wyplacenie. Swiadczenia wij(n) moga by¢
state, zmienne, zalezne od liczby zyjacych lub liczby zgonéw w okresie, ustalone
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deterministycznie lub losowe w zalezno$ci od charakteru umowy ubezpieczenia.
Struktura macierzy W(n) okre$la rodzaj ubezpieczenia na zycie.

Przyjmijmy, Ze macierze wyptat sa state W(n) = W o elementach rownych 0
lub 1.

Macierz wyptat W, o elementach wy; = 0,w;; = 1,...,w,,k = 1 i pozosta-
lych elementach rownych 0 okresla ubezpieczenie na zycie dla statusu wspolnego
zycia, tzn. ubezpieczenie, w ktorym wyptata $wiadczenia rownego 1 nastgpuje w
zwigzku z pierwszym zgonem ktoregokolwiek cztonka grupy ubezpieczonych.

Macierz wyptat W, o elementach w,,xk =1,w,k =1, oy Wigk_qypk = 1i
pozostatych elementach réwnych 0 okresla ubezpieczenie na zycie dla statusu
ostatniego zyjacego, tzn. ubezpieczenie, w ktorym wyplata swiadczenia rownego 1
nastgpuje w zwigzku ze zgonem ostatniego zyjacego cztonka grupy ubezpieczo-
nych.

Macierz wyptat Wy, o elementach wy; = 1,w;, = 1,...,w,,k = 1 i pozosta-
tych elementach rownych O okresla rente Zyciowa ptatng z dotu dla statusu wspolne-
go zycia, tzn. ubezpieczenie, w ktorym wyptata swiadczenia rentowego rownego 1
nastgpuje do momentu pierwszego zgonu ktoregokolwiek cztonka grupy ubezpie-
czonych.

Macierz wyptat Wy, o elementach wy; = 1, jezeli T (n) > 0, wyk,xk = 01 po-
zostalych elementach rownych 0 okresla rente zyciowa platng z dotu dla statusu
ostatniego zyjacego, tzn. ubezpieczenie, w ktorym wyplata swiadczenia rentowego
rownego 1 nastgpuje do momentu zgonu ostatniego zyjacego czlonka grupy ubez-
pieczonych.

W podobny sposéb mozna okresli¢ ubezpieczenia na zycie lub renty dla do-
wolnych symetrycznych 1 niesymetrycznych statusoéw oraz w zalezno$ci od postaci
ciagu {W},} ubezpieczenia odroczone (jezeli poczatkowe macierze zwigzane z okre-
sem odroczenia sg macierzami o zerowych elementach) Iub ubezpieczenia termi-
nowe (jezeli macierze, poczawszy od ustalonego momentu 7, s§ macierzami o ze-
rowych elementach). Warto zwréci¢ uwage na to, ze zaproponowane podejscie
pozwala definiowa¢ produkty o bardzo skomplikowanych strukturach, np. ubezpie-
czenie na zycie dla statusu wspolnego zycia dla okresow nieparzystych i dla statusu
ostatniego zyjacego dla okres6w parzystych

W,dlan=2m -1
Win) = {Wo dlan=2m

Wprowadzenie do macierzy W(n) wartoSci w,k,k(n) >0dla ng <n<ng
oznacza gwarantowanie wyplat w przedziale czasu < ng,ng > w przypadku zgonu
wszystkich ubezpieczonych.

Jezeli dla n = 1,2, ... macierze wyptat W(n) sg macierzami o réwnych nieze-
rowych elementach, wowczas istnieje mozliwo$¢ rozpatrywania grupy ubezpieczo-
nych tacznie jako jednego obiektu (statusu) i agregacji ubezpieczenia grupy osob
do ubezpieczenia statusu.

,m=1,2,..
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Tradycyjnie w oznaczeniach statusu wspolnego zycia stosuje si¢ jako indeks
dolny symboli aktuarialnych wiek wszystkich ubezpieczonych XX, ...Xy, nato-
miast w oznaczeniach statusu ostatniego zyjacego symbol X;X; ... Xk.

5. Skladka netto i matematyczna rezerwa netto
w ubezpieczeniach na zycie

Jednorazowa skladka netto w ubezpieczeniach na zycie

Niech m;(n) oznacza i-ty wiersz macierzy II(n) i odpowiednio w;(n) i-ty wiersz
macierzy W(n), i = 1,2, ..., 2. Oznaczmy przez (m;(n)|w;(n)) iloczyn skalarny
wektorow m;(n), wi(n), natomiast przez I(n) %, W(n) iloczyn wierszowy macie-
rzy zdefiniowany nastepujaco

(“1 (n) !W1 (n))
(1 () W () |

Wektor m;(n) okre$la warunkowy rozktad zmiennej X, pod warunkiem
X,,—, = i, natomiast wektor rT(n) jej rozktad bezwarunkowy. Wyznaczajac war-
tos$¢ oczekiwang p, (n) wyplat $wiadczen w momencie n w rozktadzie zmienne;j
X,, mozemy skorzysta¢ z wtasno$ci iteracyjnosci operatora wartosci oczekiwanej

m1(n) = By, _, [Ex,x,, WG], otrzymujac

I(n) +w W(n) =

m(n) = By, _, [Ex,ix,, W] = 17— D) 1 W(n)).

Suma zaktualizowanych na moment zawierania umowy ubezpieczenia wartosci
oczekiwanych wyptat w momentach n okresla jednorazowa sktadke netto. Przyj-
mijmy do aktualizacji oczekiwanych $wiadczen wyktadniczy model oprocentowa-
nia z techniczng stopg procentowa » odniesiong do ustalonej jednostki czasu przy
kapitalizacji odsetek co okres. Przy poczynionych zatozeniach otrzymujemy, ze
jednorazowa sktadka netto jest rowna’:

m@ o rT - D(I0) *y W)
P=Adw= Z(1+r)n‘z (L+7r)n '

Drugi moment zwykly u,(n) wyptat §wiadczen w momencie n w rozkltadzie
zmiennej X,, dla ubezpieczen na wypadek $mierci (tzn. takich, dla ktérych w ma-
cierzy W(n) na glownej przekatnej wystepuja jedynie elementy zerowe) mozemy
wyznaczy¢, wykorzystujgc iloczyn Hadamarda macierzy

> W przypadku, gdy bedzie potrzeba zaznaczenia, jaka grupa osb zostata ubezpieczona, w sto-
sowanych symbolach bedziemy umieszcza¢ indeks dolny x, np. I, (n), Wy (n), A,w .
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12 (n) = Ex,_, [Ex,px,, [W() o5 W] | =
= rT(n — D[M(n)  (W(n) o Wm))],

gdzie iloczyn Hadamarda macierzy (o tych samych wymiarach) jest okreslony
nastepujgco

W(n) oy W(n) = [wy;(n)wy; (n)]zk

x2k
Drugi moment wyptat ciggu drugich momentéw wyptat z ubezpieczen na wy-

padek $mierci zaktualizowanych na moment 0 jest rowny

O @ o= D) =y (W) og W)
2Axw = Z [— = z [(1 + r)n]z ’

n=1 n=1

Wariancja wyptat okre$lana dla momentu 0 jest rowna
Vaer = 2AxW - (AXW)Z-

Jezeli macierz wyptat Wy, (n) jest macierzg o elementach wj;(n) = a;(n) = 0,
gdy m;;(n) > 0 i pozostatych elementach réwnych 0, to jednorazowa sktadka netto
za t¢ rent¢ zyciowa dla statusu ostatniego zyjacego (w catej grupie lub wyréznio-
nych podgrupach) jest rowna

A rT(n— DOmw®n) = rTm)wn)
P = ) e 2 A

gdzie wT (n) = [ay(n), 0y (n), ..., ax(M)].
Rezerwa matematyczna netto

Warto$¢ rezerwy matematycznej netto po 4 latach trwania umowy ubezpieczenia
zalezy od stanu, w jakim znalazl si¢ tancuch. Przyjmijmy, Zze sktadka zostata opta-
cona jednorazowo w momencie zawierania umowy. Wowczas rezerwa matema-

tyczna przy zalozeniu, ze faficuch znalazt si¢ w stanie i (j,,Vxw), jest rtowna

[oe]

oG = D+ ) xy W(h+))
niVxw = Z (1 +7)]

b

=1

gdzie wektor rgi (0) = e jest wektorem wierszowym o wspotrzednych réwnych 0
z wyjatkiem wspodtrzednej i rownej 1.



18

Wojciech Bijak

Przyklad 1

Ubezpieczenie grupy 3 osob w wieku Xq,X,, x3. Dla stanu 1, np. w momencie 0,

mamy (y1,¥2,¥3) = (X1,Xy,X3). Przestrzen standéw jest zbiorem postaci

S= {(YL Y2, YB)' (YI' Y2, O)' (Y1' O' Y3)' (O' Y2, Y3); (Y1, 0'0): (01 Y2, O) (0,0, y3)l (01010)}

M1 (n) () mz(n) mu(n) ms(n) me(n) ms(n)  mig(n)]
0 T2 (n) 0 0 Tys(n)  me(n) 0 T,5(n)
0 0  mg(m) 0  ma(m) 0 myy(n) Tss(n)
On)=| 0 0 0 T 0 T my(n) Ts()|
0 0 0 0 Ts5(n) 0 0 Tisg(n)
0 0 0 0 0 T (1) 0 Tieg(n)
0 0 0 0 0 0 T77(0)  11,4(n)
0 0 0 0 0 0 0 1 |
Przyktadowe elementy macierzy II(n)
my1(n) = Py, " Py, " Py,: T12 (n) = Py, " Py, "Ays> ---> 17 (n) = Qy, " dy, " Pys:
T1g(n) = qy, * Ay, * Ays» ---» T2 () = Py, " Py,, --o» Tg(N) = qy, * qy,» -+
T77(n) = py, , T7g(n) = qy,, Tgg(n) = 1.
Macierz wyptat okre§lamy jako
Wh) =W=
wir(n) wip(m) wiz(n) wia(n) wis(m) wig(n) wiz(n)  wig(n)]
0 Wy (n) 0 0 wys(n)  wye(n) 0 wyg(n)
0 0 w33 (n) 0 wss(n) 0 w37 (n) w3g(n)
— 0 O 0 W4-4- (n) 0 W46 (n) W47 (n) W4-8 (n) .
0 0 0 0 wss(n) 0 0 wsg(n)
0 0 0 0 0 Wee(N) 0 Weg(n)
0 0 0 0 0 0 W77 (n) W-g (n)
0 0 0 0 0 0 0 0

Ubezpieczenie na wypadek $mierci (stata jednostkowa suma ubezpieczenia):
status wspodlnego zycia

W(h) =W=

0

cocoococo oo

1

S OO OO OO

1

S OO OO OO

1

S OO OO OO

S OO OO OO

S OO OO OO

S OO OO OO K

S O0OoO oo OO

status ostatni zyjacy

W) =W =

cocoococooco

0

0

S OO OO OO

0

S OO OO OO

0

S OO OO OO

(=l e N e N Mo Ne )

cocoocooo o
el efoNeloNolole)
e e e e e e
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Renta zyciowa ptatna z dotu (o statych jednostkowych ratach):

status wspolnego zycia status ostatni zyjacy
r1 1 1 1 1 1 1 17 r1 1 1 1 1 1 1 17
0 0 00O0O 0 0 O 01 0 0 1 1 0 1
0O 0 0 0 00O 0O 0 01 01 0 1 1
_ _10 0 0 0 00 0O _ 10 0 01 01 1 1
W =W=15 600000 oWY®W=W=l5 00010 0 1|
0O 0 0 00O 0O 0O 0 0 0 001 0 1
0O 0 0 0 00 0O 0O 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 o
Ubezpieczenie na dozycie ($wiadczenie zalezne od liczby Zyjacych):
status wspolnego zycia status ostatni zyjacy
3 0 0 0 0 0 0 Of 3 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0O0OO0O 0 0O 0 2 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 00 0O 0O 0 2 0 0 0 0 O
_ 10 0 0 0 00 0 O _ 10 0 0 2 0 0 0 O
W =W=15 600000 ofWY®W=W=15 060010 0 of
0O 0 0 00O 0O 0O 0O 0 00001 0O
0O 0 0 0 00O 0O 0O 0 0 00O 1 O
0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 o

Ubezpieczenie na wypadek $mierci y,, y3 po $mierci y; (wysoko$¢ wyplaty za-
lezna od liczby zgonéw):

status wspolnego zycia status ostatni zyjacy
0 0 O 0

W) =W = W) =W =

cocoococo oo

cocococococo

cococococoo

cocococococoo
cocococococoo
cococoor oo o
cococoor oo o
cococonoo O
cocococooco

cococococoocoo
cococococococo
cocococococoo
cococoocococoo
cococoococoocoo
cococoococococ o
ORRroONOO O

6. Dzialania na ubezpieczeniach

Zanim zaprezentowane zostang przyktadowe dziatania na ubezpieczeniach, wpro-
wadzone zostang pojecia umozliwiajace ustalenie rownosci lub rownowazno$ci
ubezpieczen.

Definicja 1. Dzialaniem elementarnym na ubezpieczeniu ({Xy,, }, {Wyn}) nazy-
wamy jednoczesng zamiang miejscami dwdch wierszy i dwoch kolumn o tych sa-
mych numerach w macierzach Iy (n) i W(n), n = 1,2, ...

Oznaczmy przez Tij(B) przeksztalcenie elementarne polegajace na zamianie

miejscami i-tego wiersza z j-tym wierszem macierzy B oraz i-tej kolumny z j-ta
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kolumng przeksztatconej uprzednio macierzy. Ciag przeksztalcen elementarnych
Tij;j, < (Tizjz (Tilj1 (B)))) oznacza¢ bedziemy symbolem T.

Rozpatrzmy dwa ubezpieczenia tego samego wymiaru k zawarte przez grupg osob
o wektorze wieku odpowiednio X; = (X11,X12, -, X1k) 1 X2 = (X21,X22, v, X2k)-

Definicja 2. Moéwimy, Ze ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({Xin}, {szn})' n=
0,1,2, ... wymiaru k sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag prze-
ksztalcen elementarnych T taki, Zze dla kazdegon = 1,2, ...

My, (n) = T (M, (m)) § Wy, (n) = T Wy, ().
Przyklad 2
Rozpatrzmy ubezpieczenia wymiaru 2 o macierzachdlan = 1,2, ...

(M) mipm) wizm) i)

M, (n) = 0 52 (n) 0 mh(n)
“ 0 0 T33(n) T'34(n)
0 0 0 1

wii(m) wp(m) wis(n) wii(n)

wom=| 0 W=zl 0 wz®
! O 0 W,33 (n) WI34(n)
0 0 0 1
oraz
1 0 0 0
| () 0 O
HXZ (n) - T[”31 (n) 0 1_[,,33 (n) 0
() MO0 n”u5(n) mh(n)
1 0 0 0
_ w'i(m) w'y(m) 0 O
WXZ (n) - W”31(n) 0 W”33(n) 0
w'ii(m) Wi w'z(mn) wis(n)
gdzie

T1(m) = (), () = 1), 3(n) =7"45(n), wia(n) = 1”41 (0),
! 1 ! 1 / n ! r
Ta(n) = M), mhs(n) = '), m'53(n) = '53(n), '34(n) = 51 (n)
i analogicznie dla macierzy wyplat. Wowczas przeksztatcenie elementarne dowo-
dzace rownosci ubezpieczen polega na jednoczesnej zamianie pierwszego wiersza
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z czwartym i pierwszej kolumny z czwartg w rozpatrywanych macierzach Iy, (n),
Wy, (n).

Definicja 3. Moéwimy, Ze ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({Xin}, {WXZn}),n =
0,1,2, ... wymiaru k obejmuja rownowazne grupy ubezpieczonych, gdy istnieje cigg
przeksztatcen elementarnych T taki, Ze dla kazdego n=12,.. Iy (n) =
T (sz (n)) i jezeli w macierzy Il (n) element 7;;(n) = 0, to w macierzy Wy (n)
element wj;(n) = 0 oraz w macierzy T (Wx2 (n)) element o wspotrzednych ij jest
rowny 0.

Definicja 4. Sumg ubezpieczen ({Xxln}, {I/I/;ln}), ({Xin}, {I/szn}):n =

0,1,2, ... wymiaru k obejmujacych rownowazne grupy ubezpieczonych nazywamy
ubezpieczenie ({Xxln}, {len +T(Wx2n)}), n=20,1,2,.., gdzie T oznacza ciag

przeksztalceni elementarnych taki, ze dla kazdego n=0,1,2,.. M, (n)=
T (1, ()
(Xind (Wain}) © ((Xxon ) (Whon}) = ((Kan} (Waym + T (Wan)}),
n=2012,...
Przyklad 3

Rozpatrzmy ubezpieczenia wymiaru 2 okreSlone w przyktadzie 2. Przyjmijmy,
ze obejmuja réwnowazne grupy ubezpieczonych. Oznacza to, ze Iy (n) =

Tia (an (n)) dlan =1,2,...oraz

wiam) wihm) wim) wy(n)

_ 0 w5, (n) 0 w''51(n)

T4 (W (n) ) = 22 21 .

14( XZ( )) 0 0 W”33(n) W”31(n)
0 0 0 1

Sumg tych ubezpieczen obejmujacych rownowazne grupy ubezpieczonych jest
ubezpieczenie o ciggu macierzy prawdopodobiefistwa przejscia I, (n) oraz ciagu
macierzy wyplat

Wy, (1) + Ty (Wy, () =
wii() +w' () wi(m) +win®m) wis(m) +wis() wiam) +wy(n)
0 W (n) + w5 () 0 W) +w'p (n) .
0 0 w3z () + w33(n)  wiz(n) + w3 (n)
0 0 0 1
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Oprécz dodawania ubezpieczen mozemy zdefiniowa¢ mnozenie przez dodatnig
liczbe. Dziatanie takie pozwala np. na zmian¢ jednostek wartosci, w jakich wyra-
zane sg $wiadczenia lub agregowac wiele identycznych umow do jednej umowy
o zmodyfikowanej macierzy wyplat.

Definicja 5. Zmultyplikowanym ubezpieczeniem ({Xx 1n}' {WX 1n}), n=2012..
wymiaru k nazywamy ubezpieczenie ({Xxln}, {“len})a n=0,1,2,.. gdzie
a>0.

Rozpatrzmy dwa ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({szn}r {Win}), n=
0,1,2, ... odpowiednio wymiaru k; i k, zawarte przez grupy osob o wektorach wieku
odpowiednio x; = (X11:X12:---:X1k1) 1 X, = (X21,X22, ...,xzkz), gdzie ciagi
zmiennych losowych {XX 1n}, {Xin} sg niejednorodnymi tancuchami Markowa o
ciggach macierzy prawdopodobienstw przejscia Il (n) = [nilj 1(n)], Iy, (n) =
[T[izjz (n)], n=1,2,.. o przestrzeniach stanéw odpowiednio Sy , Sy,. Okreslmy
przestrzen standw Sy x,) = {(yl,yz):yl €5:,¥2 € SXZ}. Przestrzen standéw
Sx,x,) zawiera 2k1tk2 elementow. Przyjmijmy, Ze przestrzenie standw Sy 1> Sx,
oraz S(x,x,) zostaly uporzadkowane zgodnie z porzadkiem znormalizowanym.
Przyjmijmy, ze stanowi o numerze i w przestrzeni S, x,) odpowiadajg stany o
numerach 1, i, odpowiednio z przestrzeni stanow Sy, Sy, , ktore si¢ na niego skia-
daja.

Definicja 6. Ztaczeniem ubezpieczen ({XX 1n}, {Wx 1n})’ ({szn}' {szn})'
n = 0,1,2, ... nazywamy ubezpieczenie ({X(X1x2)n}, {W(X1X2)n}), n=20,12,..

({Xxln}' {len})u({XxZn}' {Win}) = ({X(X1x2)n}' {W(x1x2)n})v n=012,..

gdzie (X1Xz) = (X1, -, Xqk o X21, ...,xzkz) oznacza wektor wieku ubezpieczonych
z obu grup, {X (x 1x2)n} cigg zmiennych losowych, okre$lajacy proces zycia grupy
kitk, 0sob bedacy niejednorodnym tancuchem Markowa o ciggu macierzy praw-
dopodobiefistw przejscia Iy x,)(n) = [nij (n)] = [“iljl(n)“izjz (n)], {W(x1x2)n} -
cigg macierzy wyptat Wy y.y(n) = [wi]- (n)] = [Iij (Wiljl(n) + wizjz(n))] Zwig-
zanych ze stanami elementarnymi, w jakich znajduja si¢ lub, ktére zmieniajg ubez-
pieczeni z grupy ki + k, osoéb, stany o numerach i, i oraz ji, j, sktadaja si¢ odpo-
lgdym; >0
0 gdy mj; = 0°

Niech symbol @ oznacza iloczyn Kroneckera macierzy Ayy; oraz B, ., zdefi-
niowany nastepujaco

wiednio na stany i oraz j, I;; = {
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allB b allB
A®B = H - : ]7

ale ale

gdzie macierz A @ B ma wymiary km X In.

Mozna pokazaé, ze istniejg takie ciagi przeksztatcen elementarnych T, T, od-
powiednio macierzy Iy, (n) ® Iy, (n) oraz My, (n) ® M (n),n=1,2,..., Ze

My () = Ty (Ty, (0) @ Ty, () =T (T, () @ My, ()

Przyklad 4

Rozpatrzmy dwa ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({szn}: {I/I/;Zn}), n=20,12,..
odpowiednio wymiaru k=1 i1 k,=1 zawarte przez grupy osob o wektorach
wieku odpowiednio x; = (x;) i X, = (X,), gdzie ciggi zmiennych losowych
{Xxln}, {szn} sa niejednorodnymi tancuchami Markowa o ciggach macierzy
prawdopodobiefistw  przejscia I, (n) = [p(})'1 qill , My, (n) = [p(})’z qiz],
n=12,.. o wymiarach 2x2 o przestrzeniach stanow odpowiednio Sy =
{(71), (0)}, Sk, = {(¥2), (0)}. Przestrzen stanow S, x,) zawiera 2° = 4 elementy.
Przestrzen stanOw S(xyx) jest zbiorem postaci Sxyxy) =
{(y1,¥2), (71,0),(0,y2), (0,0)}. Przestrzenie standw Sy , Sy, oraz S(y x,) zostaty
uporzagdkowane zgodnie z porzadkiem znormalizowanym. Stan o numerze 1
w przestrzeni Sy x,) sktada si¢ ze standw o numerach 1, 1 odpowiednio z prze-
strzeni stanow Sy , Sy, , stan o numerze 2 ze stanow o numerach 1, 2, stan 0 nume-
rze 3 ze stanow o numerach 2, 1 oraz stan o numerze 4 ze stand6w o numerach 2, 2.

Przyjmijmy, Ze macierze wyptat s3 state postaci Wy (n) = [8 (1)], W,,(n) =
[(2) (3) ,n=12,..
Zaczenie ubezpieczeh ({Xxln}, {len})U({XxZn}, {I/szn}) =

({X (x 1X2)n}, {W(X 1X2)n}), n = 0,1,2, ... jest lancuchem Markowa o macierzy praw-
dopodobienstw przejscia

[pyl Py, Py,qy, Ay,Py, Ay, qu]
0 Py, 0 Ay,
0 Py, Ay,
0 0 0 1

H(xlxz) (n) =
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Macierz wyptat dla ztaczenia ubezpieczen jest postaci

0+2 043 14+2 1431 2 3 3 4

| o 0 0 11 1o o o1
Wexy (W =1 g 0 2 3 17lo o 2 3|
0 0 0 0 00 0 0

Zauwazmy, ze

[pyz qyz] pYz qYZ]
pY1 0 1
M, (0) ® T, (n) = py .

p q
0 [ (})’2 ]}fz 2
[pylpyz Py, 4y, Ay, Py, qY1 qu
| 0 pyl 0 qY1 |’
0 0 Py, dy,
|- 0 0 0 1 J
- [pY1 Ay, [pY1 qY1]
M, (n) @ Iy, (n) = py? qyi py1 qy1 ]
0[ 0 1 ]
[pyz Py, Py,qy, Ay, Py, qu le‘l
= 0 Py, 0 y.
0 0 Py, Ay,
0 0 0 1

Macierz Iy (n) ® Iy, (n) jest réwna macierzy Iy x,)(n), natomiast w ma-
cierzy Iy, (n) ® Iy, (n) nalezy zamieni¢ miejscami drugi i trzeci wiersz oraz
druga i trzecig kolumng, aby uzyska¢ macierz Iy x,)(n).

Rozpatrzmy ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({Xin}, {WXZn}),n =0,12,..
wymiaru k£ obejmujgce rownowazne grupy ubezpieczonych. Niech T oznacza ciag
przeksztalcefi  elementarnych taki, ze dla kazdego n=12,.. I (n)=
T (an (n)), W, (n) = [wi]- (n)] Vy,(n) = [Vi]- (n)] = T(WXZ (n)). Jezeli dla kaz-
degon =1,2,.. oraz i,j = 1,2 ..., 2% zachodzi wij(n) = vj;(n), to dla tych ubez-
pieczen mozemy zdefiniowac ich roznice.

Definicja 7. Roznicg ubezpieczen ({Xxln}, {len}), ({szn}' {WXZn}),n =
0,1,2, ... wymiaru k obejmujacych rownowazne grupy ubezpieczonych nazywamy
ubezpieczenie ({Xxln}, {len —T(WXZn)}), n=20,1,2,.., gdzie T oznacza ciag
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przeksztalcen elementarnych taki, Ze dla kazdego n=0,12,.. My (n) =

T (1, (m)
((Xxnd (Wan}) © ((Xnd (W d) = (X (Wi = T (Wi n)3).

n=201.2...
Przyklad 5

Rozpatrzmy 2 ubezpieczenia grupy 3 oséb w wieku X4, X5, X3 0 statych w czasie
macierzach wyptat

0 1 1 1 2 2 2 37 0111111 2
0 000 1 10 2 0 000 0 0 01
0 00 01 01 2 0 000 0 0 01
W, = 0 0 000 1 1 2}y {00 000001
000 0O0O0OUOT11 27 fo0o0o0000 1
0 000 O 0 01 0 0 00O 0O O01
0 00 00 001 0 000 0 001
0 0 0 0 0 0 0 O 0 000 OO0 0O

Przyjmujemy, Ze przestrzen stanow jest uporzadkowana w sposob znormalizo-
wany. Ubezpieczenie o macierzy wyptat W, jest ztgczeniem indywidualnych ubez-
pieczen na wypadek $mierci oséb w wieku X4, X5, X3 na sumy rowne 1. Jest wigc
ubezpieczeniem na wypadek Smierci o wysoko$ci §wiadczenia zaleznej od liczby
zgonow w okresie. Ubezpieczenie o macierzy wyplat W, jest sumg ubezpieczen na
wypadek $mierci statusu wspolnego zycia i ostatniego zyjacego. Ubezpieczenie
bedace rdznicg tych ubezpieczen jest ubezpieczeniem na wypadek $mierci o ma-
cierz wyplat postaci

W,—-W, =

Ooccocococoo
cococoococococo
cococoococoococ o
cocoocoococoococo

S OO OO R P, -
S OO OrRr O
S OO ORrRr RO PR
S OO O R,RE, R

Rozpatrzmy ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({Xin}, {WXZn}),n =0,12,..
wymiaru k o znormalizowanym uporzadkowaniu przestrzeni stanéw. Przyjmijmy,
ze dla kazdegon = 1,2,... W(n) = Wy, (n) = W, (n).
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Definicja 8. Iloczynem ubezpieczen ({Xy 1n}, {W,}), ({szn}' W),
n = 0,1,2, ... wymiaru k nazywamy ubezpieczenie ({XXlQXZn}, {Wn}), n=0,1.2,..,

({Xxln}: {Wn}) © ({szn}: {Wn}) = ({Xxlezn}: {Wn})a n=20,1,2,..,

gdzie {Xx 1OX2n} cigg zmiennych losowych, okreslajacy proces zycia grupy X i X,
0s0b bedacy niejednorodnym tancuchem Markowa o ciggu macierzy prawdopodo-
bienstw przejscia Iy ok, (n) = My (n)I,(n),n = 1,2, ...

Latwo zauwazy¢, Ze iloczyn macierzy Iy ox,(n) jest macierza stochastyczng
trojkatng gérng.

Przyklad 6

Rozpatrzmy dwa ubezpieczenia statusu wspoOlnego zycia trzech 0sOb xX;X,X3
({XXlexgn}, {W,}) oraz statusu ostatniego zZyjacego z grupy dwoch oséb X;Xs
({an}, {(Wo}), n=0,12,... Ze wzgledu na to, ze grupy osob ubezpieczonych
traktujemy jako pojedyncze obiekty, to ubezpieczenia te sa odpowiednio wymiaru
k=1 i k,=1. Sg one zawarte przez grupy osob o wektorach wieku odpowiednio
X1 = (Xq,X2,X3) 1 X9 = (X4Xg) tacznie dla statusu wspdlnego zycia X;X,X3 oraz
dla statusu ostatniego zyjacego X;xs. Ciaggi zmiennych losowych {XX1X2X3n},
{an} sg niejednorodnymi tancuchami Markowa o ciggach macierzy prawdopo-

dobienstw przejscia My «,x,(0) = [py%’z}'3 qYli'Zh], My (n) =

[p? qyi’ys , n=12,.., gdzie y; =x; +n, i =1,2,3,4,5 oraz odpowiednio
Py.v,ys» Ay.v,ys | Pyays> dyys 0Znaczajg prawdopodobienstwa trwania i wygasnig-
cia statusu wspolnego zycia i ostatniego zyjacego. Przestrzenie standw sg zbiorami
dwuelementowymi postaci Sy x,x, = {¥1Y2¥3,0}, Sx;xz = (a)s, 0}. Przyjmijmy,
0 1
0 0
pieczen ({XX 1X2X3@mn}, {Wn}) jest ubezpieczenie na wypadek $mierci dla statusu
wspolnego zycia statusu wspolnego zycia trzech osob i statusu ostatniego zyjacego
w grupie dwoch o0sob o macierzy prawdopodobienstw przejscia

7e macierz wyplat jest stata postaci W(n) = [ ], n = 1,2,.... lloczynem ubez-

Py1y,y3Pyays  PyiyaysQyays T+ qy1yzy3]
b

s 0xps (1) = Ty (T (n) = [P0 :
n=12..

Przestrzen stanow jest zbiorem dwuelementowym postaci Sy y,x.zxz =
{y1Y2V3Vays, 0}, gdzie stan 0 oznacza stan wygasniecia statusu y;y,V3VsVs W
zwiazku z wygasnieciem ktoregokolwiek ze statusow y, ¥, V3, YaVs.
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7. Dzialania na ubezpieczeniach a jednorazowa skladka netto

Przyjmijmy, Ze ubezpieczenie ({Xxln}, {len + T(vazn)})a n=20,12,.., gdzie T
oznacza ciag przeksztalcen elementarnych taki, ze dla kazdego n = 1,2, ..
O, (n) =T (HXZ (n)) jest suma ubezpieczen ({XX 1n}, {len}),
({Xin}, {WXZn}),n =0,1,2, ... wymiaru k obejmujgcych réwnowazne grupy ubez-
pieczonych (por. definicja 4)

(Kxin ) (Wain}) @ (Kxon ) Whn}) = ((aan s (Whgm + T (W) ),
n=2012,..
Woweczas jednorazowa sktadka netto sumy ubezpieczen jest rowna sumie jednora-

zowych sktadek netto ubezpieczen sktadowych. Korzystajac z wlasnosci rozdziel-
nosci iloczynu skalarnego wektorow wzgledem dodawania wektorow, mamy

- T(n - 1) nxl (1’1) * le (1’1) +T sz (1’1)
P = Axl{WX1+T(WxZ) Z (Ml/ 4{_ r)n ( )}) =

n:

0 rT(n _ 1) <Hx1 (n) *r Wy (n) +T (Hx (l’l)) *y T (sz (n))>

=Z 1(1+r)“ : -

n=1

2 rT(n = 1) (Ty, (n) % Wy, ()
Z d+rn *

e =1 (T (Mg () 5 T (W, ()

+Z aA+n =

n=1

= AX1WX1 + szwxz .

W analogiczny sposob mozna pokaza¢, ze jednorazowa skladka netto dla roznicy

ubezpicczeft ({Xxun ), {(Whyn}) © (Ko} {(Whpn}) = ((Xans {Waeyn = T(Wipn)})
n =0,1,2, ..., (por. definicja 7) jest réwna roéznicy jednorazowych sktadek netto za
ubezpieczenia ({Xxln}, {len}), ({szn}» {WXZn}),n =0,1,2,.. wymiaru k£ obej-
mujacych réwnowazne grupy ubezpieczonych

P = Axl{le—T(WxZ)} = Ax,wy, ~ Axw,, -

Podobnie jednorazowa sktadka netto dla zmultyplikowanego ubezpieczenia
({Xxln}, {al/l/;ln}), n = 0,1,2, ..., wymiaru k nazywamy, gdzie &« > 0 (por. defini-
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cja 5) jest rowna iloczynowi jednorazowej skladki za ubezpieczenie
({(Xen} (Wan))s = 0,1,2, .... i liczby @

P = Axl{anl} = anlwxl-

Wtlasno$¢ addytywnosci sktadki netto mamy rowniez w przypadku ztgczenia
ubezpieczen. Jednorazowa sktadka netto za ubezpieczenie

(X caxonb (W) = ((Kn} (Waan DY ({(Xsan} (Wan}), 7 =012, be-
dace zlaczeniem ubezpieczen ({Xxln}, {len}), ({Xin}, {Win}), n=20,12,...
jest rowna sumie sktadek jednorazowych netto za te taczone ubezpieczenia

P = A(X1X2)W(x1x2) = AX1Wx1 + szwxz'

Réwnosé sktadek w tym przypadku wynika z wlasnos$ci rozdzielnosci iloczynu
skalarnego wektorow wzgledem dodawania oraz z faktu, ze macierze prawdopodo-
bienstw przejscia Iy (n), Iy, (n) sa macierzami stochastycznymi, to znaczy sumy
elementow w poszczegolnych wierszach sg rowne 1.
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NON-HOMOGENOUS MARKOV CHAIN MODELS
FOR LIFE INSURANCE

Summary: The paper presents a coherent concept of non-homogenous Markov chains
applied to describing life insurance contracts. Life insurance models based on the discrete-
time approach are considered. It is assumed that in case of the multiple life insurance the
random variables describing the future life time are independent. In the paper the method of
premium and reserve calculation are discussed. Special attention is paid to the benefit matrix
which defines different types of insurance contracts. The algebraic operations on insurance
contracts are also introduced, and their basic properties are demonstrated, together with their
practical applications.

Keywords: life insurance, multiple life insurance, non-homogenous Markov chain.



