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Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie

ANALIZA UBEZPIECZEN DLA WIELU OSOB
Z WYKORZYSTANIEM FUNKCJI COPULA

Streszczenie: W pracy przedstawiamy podejscie do analizy ubezpieczen dla wielu osob
oparte na niejednorodnych tancuchach Markowa z czasem dyskretnym. Formutlujemy model
probabilistyczny i opisujemy, jak obliczy¢ prawdopodobienstwa przejscia w przypadku, gdy
czasy dalszego trwania zycia ubezpieczonych nie s niezalezne, wykorzystujac do tego celu
funkcje copula. Pokazujemy, jak wyznaczy¢ jednorazowa skladke netto i matematyczng re-
zerwe sktadki. Ilustracje do rozwazan teoretycznych stanowi przyktad obliczeniowy, ktory
pokazuje, ze uchylenie zalozenia o niezalezno$ci moze mie¢ istotny wptyw na wysokosé
sktadki pobieranej przez ubezpieczyciela, a w szczego6lnosci moze prowadzi¢ do niedosza-
cowania ponoszonego ryzyka.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie dla wielu osob, niejednorodny tancuch Markowa, copula,
zaleznos$¢.

1. Wstep

Ubezpieczenia dla wielu osob stanowig rozszerzenie ubezpieczen indywidualnych
na wypadek, gdy umowa ubezpieczenia zawierana jest z grupg osob rozumiang
jako cato$¢. W tego rodzaju kontrakcie przeptywy finansowe (sktadki, wyptacone
swiadczenia i r6znego rodzaju koszty) zaleza od sposobu wymierania danej grupy.
Tradycyjne podej$cie do aktuarialnej analizy takich ubezpieczen oparte jest na
zatozeniu o niezalezno$ci dlugosci zycia poszczegdlnych ubezpieczonych [Denuit,
Cornet 1999]. Zatozenie to znacznie upraszcza obliczenia, jednakze w wielu przy-
padkach nie przystaje do rzeczywisto$ci, a w literaturze aktuarialnej mozna znalez¢
liczne argumenty za tym przemawiajgce. Na przyktad Denuit, Dhaene, Le Bailly de
Tilleghem i Teghem [2001] wskazuja, ze $mier¢ zony prowadzi do wzrostu $mier-
telnosci wsrod wdowcdéw, co okreslaja jako ,syndrom zlamanego serca”.
Z kolei Dhaene, Vanneste i Wolthuis [2000] zwracajg uwage, ze ubezpieczeni mo-
g3 by¢ w mniejszym lub wiekszym stopniu narazeni na te same czynniki ryzyka
(np. osoby, ktére razem mieszkaja lub pracujg). Wreszcie Norberg [1989] sugeruje,
ze do ubezpieczonej grupy moga przystepowac osoby w pewnym sensie podobne,
przez co nie mozna ich traktowac jako catkiem niezalezne jednostki.
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W niniejszej pracy prezentowane jest podejscie do analizy ubezpieczen dla
wielu 0séb oparte na niejednorodnych tancuchach Markowa z czasem dyskretnym.
Dopuszczamy przy tym mozliwos¢ wystepowania zaleznosci miedzy dlugos$cia
zycia ubezpieczonych, specyfikujac taczny rozktad tych wielkosci za pomoca
funkcji copula. Celem pracy jest zbadanie, w jaki sposob sktadka w umowie ubez-
pieczenia zalezy od przyjetej struktury zaleznosci.

2. Ubezpieczenie dla wielu osob
jako niejednorodny lancuch Markowa

W dalszym toku pracy bedziemy rozwaza¢ umowe ubezpieczenia na zycie zawarta
z grupg m osob w wieku x;,...,x,,. Zgodnie z przyjeta w literaturze notacjg przez
(x) bedziemy oznacza¢ osob¢ w wieku x. Dla kazdego z ubezpieczonych bedzie-
my wyrdéznia¢ dwa stany elementarne — zycie i zgon. Stan ubezpieczonej grupy
mozemy wtedy opisa¢ poprzez podanie stanéw elementarnych, w ktorych znajduja
si¢ jej cztonkowie. Prowadzi to do l-elementowej przestrzeni stanow S, gdzie
[ =2™. Jej elementy mozemy utozsamia¢ np. z ciggami o dtugosci m, w ktorych
na i-tym miejscu pojawia si¢ 1, gdy i-ta osoba zyje, i 0 w przeciwnym wypadku.
Zaktadamy przy tym, ze prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w okre§lonym stanie
w momencie n zalezy tylko od tego, w jakim stanie grupa znajdowata si¢ w mo-
mencie n — 1, nie zalezy natomiast od stanu grupy we wczesniejszych okresach.
Prowadzi to do probabilistycznego opisu procesu zycia grupy za pomoca tancucha
Markowa, ktéry definiujemy nastgpujaco:

Definicja 2.1. Cigg zmiennych losowych (X;,)n=o 0 warto$ciach w przeliczal-
nym zbiorze S (przestrzeni standw) nazywamy lancuchem Markowa wtedy 1 tyl-
ko wtedy, gdy dla kazdego n € N i kazdego ciagu sg, S, ..., S, € S zachodzi

]P(Xn = Sn|Xn—1 = Sp_1, X1 =51,Xp = SO) = ]P)(Xn = Snlxn—l = Sn—l)
Jeéll tylko [P(Xn—l = Spn—-1, ""Xl = SllXO = So) > 0.

Wystepujace w powyzszej definicji prawdopodobienstwa warunkowe nazy-
wamy prawdopodobiefistwami przej$cia i oznaczamy pg o (n). Macierz utwo-
rzong z tych prawdopodobienstw, B, = [ps s (MW]s, . s,es>» NAZywamy macierza
prawdopodobienstw przejscia w momencie n. Jesli macierz P, jest taka sama dla
kazdego n = 1,2,..., to fancuch Markowa nazywamy jednorodnym, w przeciwnym
razie mowimy o tancuchu niejednorodnym. W przypadku ubezpieczen na zycie
wlasciwszym narzedziem opisu wydajg si¢ niejednorodne tancuchy Markowa, po-
niewaz prawdopodobienstwa przejscia zalezg $cisle od umieralnosci, ktora z kolei
zmienia si¢ wraz z wiekiem. Oprdocz prawdopodobienstw przejs$cia interesujg nas
rowniez rozktady bezwarunkowe lancucha w momencie n, tzn. miara probabili-
styczna na S dana wzorem d, ; = P(X, =s)dlas€Sin=0,1,2,....
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Zauwazmy, ze proces stanu grupy ma specyficzng strukture — mozliwe sa tylko
niektore przejscia miedzy stanami, a w szczegdlnosci nie ma mozliwosci powrotu
do stanu raz opuszczonego. W zwigzku z tym proces (X, )y=o mozna okresli¢ jako
hierarchiczny tancuch Markowa [Wolthuis 2003]. Dla takiego lancucha mozna
przestrzen standéw uporzadkowac tak, aby macierze przejscia byly gornotrdjkatne,
z zerami ponizej gtdéwnej przekatnej, co upraszcza czg$¢ obliczen.

W dalszej czeéci pracy przedstawimy metod¢ wyznaczenia rozktadow bezwa-
runkowych i prawdopodobienstw przejscia w oparciu o funkcje copula. Bedziemy
przy tym zaklada¢, ze trwanie zycia ubezpieczonych jest opisane rozkladem cigg-
lym. Po pierwsze, gwarantuje to jednoznacznos$¢ funkcji copula opisujacej taczny
rozklad, a po drugie, pozwala zastgpowaé w odpowiednich wzorach nierdéwnosci
ostre nieostrymi i na odwrét.

Obok procesu opisujacego stan grupy drugim istotnym aspektem prezentowa-
nego modelu sg przeptywy pieni¢zne wynikajace z umowy ubezpieczenia, takie jak
optacane sktadki, wyptacane $§wiadczenia czy ponoszone koszty. Bedziemy zakta-
da¢, ze przeptywy te zwiazane sg z pobytem tancucha w danym stanie lub okreslo-
nymi przejsciami. W tym ujgciu mozemy patrze¢ na umowe ubezpieczenia jak na
tancuch Markowa z wyptatami [Decewicz 2011]. Swiadczenia wynikajace z umowy
bedziemy opisywaé przez ciag (Wy)me1 = (bn_1, Rp)me1, gdzie b, jest l-wy-
miarowym (wierszowym) wektorem $wiadczen wyplacanych w momencien w
zwigzku z pobytem tancucha w okreslonym stanie, natomiast R, jest macierza
wymiaru [ X | zawierajgca Swiadczenia odpowiadajgce przej$ciom migdzy stanami
zgodnie z macierza P,. Przyjmujemy, ze ubezpieczenie jest jednoznacznie wyzna-
czone przez ciag (Wy)m=1. W zaleznosci od postaci tego ciggu mozemy otrzymac
szerokg game kontraktow, w tym popularne w literaturze umowy odpowiadajace
statusowi wspolnego zycia oraz statusowi ostatniego przezywajacego, takze w
wersjach terminowych i odroczonych.

3. Funkcje copula w analizie zaleznoSci

Funkcje copula, nazywane réwniez funkcjami taczgcymi [Heilpern 2007], stanowig
wygodne narzedzie do konstrukcji wielowymiarowych rozktadow prawdopodo-
bienstwa. Sita tego podejscia polega na tym, ze specyfikacj¢ modelu tgcznego mo-
zemy rozpoczaé od wyboru rozktadéw brzegowych, a nastgpnie za pomoca odpo-
wiednio dobranej funkcji polaczy¢ je ze sobg w dystrybuante rozktadu wielowy-
miarowego. Jest to szczegdlnie uzyteczne w ubezpieczeniach na zycie, poniewaz
do modelowania czasu trwania zycia wykorzystuje si¢ czesto rozklady o dos¢ zto-
zonej postaci (jak np. modele Gompertza i Makehama), a takze modele nieparame-
tryczne oparte na tablicach trwania zycia.
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Rozpoczniemy od definicji funkcji copula [McNeil i in. 2005]:

Definicja 3.1. n-wymiarowa funkcja copula (w skrocie: copulg) nazywamy
dystrybuante¢ n-wymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa na [0,1]™ o jednostaj-
nych rozktadach brzegowych.

Z powyzszej definicji wynika, ze w szczegodlnosci dystrybuanty k-wymiaro-
wych rozktadow brzegowych (2 < k < n) sg k-wymiarowymi funkcjami copula.
Role copuli w modelowaniu wielowymiarowym przedstawia nast¢pujgce twierdze-
nie, bedace podstawowym wynikiem teorii funkcji copula [Nelsen 2006]:

Twierdzenie 3.1. (Sklar) Niech H bgdzie dystrybuantg tacznego rozktadu praw-
dopodobienstwa z rozktadami brzegowymi danymi dystrybuantami F;, i = 1, ..., n.
Istnieje wtedy funkcja copula C taka, ze dla kazdych (x4, ..., x;,) € R"

H(xy, ., %) = C(Fy(x1), ..., Fy(x3)).

Jesli funkcje F; s ciggle, to C jest wyznaczona jednoznacznie; w przeciwnym
wypadku jest okre$lona jednoznacznie na RanF; X ... X Rank,, gdzie RanF ozna-
cza zbior wartosci funkcji F. W drugg strong, jesli C jest funkcjg copula oraz F; sa
dystrybuantami, to funkcja H zdefiniowana powyzszym wzorem jest dystrybuantg
n-wymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa z rozktadami brzegowymi danymi
funkcjami Fy, ..., F,.

Twierdzenie Sklara wskazuje, ze dystrybuante wielowymiarowego rozktadu
prawdopodobienstwa mozna roztozy¢ na dystrybuanty rozkladéw brzegowych oraz
funkcje copula C, ktorg mozemy interpretowaé jako strukture zaleznos$ci migdzy
wspotrzednymi wektora losowego. Z punktu widzenia zastosowan w statystyce
szczegblnie wazna jest druga czes¢ twierdzenia Sklara, ktora mowi, ze za pomoca
funkcji copula mozemy skonstruowaé wielowymiarowy rozktad prawdopodobien-
stwa o dowolnych rozktadach brzegowych. W dalszej czesci pracy wykorzystamy
te wlasno$¢ do zbadania, jak uchylenie zalozenia o niezalezno$ci dlugosci zycia
ubezpieczonych wptywa na sktadke netto. W tym celu bedziemy analizowa¢ rézne
struktury zalezno$ci przy ustalonych rozktadach dtugosci zycia ubezpieczonych.

Podamy teraz najwazniejsze przyktady funkcji copula:

1. Niezalezno$¢

n
I(xq, .o, xp) = nxi.
i=1
Jest to funkcja copula odpowiadajaca sytuacji, gdy poszczegolne wspdtrzedne
wektora losowego sa wzajemnie niezalezne.
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2. Ograniczenia Frécheta—Hoeffdinga

Mozna pokazac, ze dla dowolnej funkcji copula spelnione sg nieréwnosci
W(xq, oy Xp) < C(xq, ey X)) < M(Xq, o, X))

gdzie M(xq, ..., x,) = min {xy, ..., x,} oraz W(xy, ...,x,) = max {Qo x; —n+
1,0} Funkcja M nazywana jest gornym ograniczeniem Frécheta—Hoeffdinga i sama
jest n-wymiarowg funkcja copula. Natomiast funkcja W jest copula tylko dlan = 2.

3. Archimedesowe funkcje copula

Archimedesowg funkcjg copula nazywamy funkcje postaci [Nelsen 2006]:

C(uy, .., un) = @ @) + ... +9(uy)),

gdzie ¢:[0,1] — [0, o0] jest ciagla, Scisle malejaca funkcja taka, ze ¢ (0) = oo oraz
®(1) = 0, a takze zachodzi (—=1)*(¢ ™)™ (t) > 0 dlakazdegot > 0ik = 0,1,2, ...,
gdzie f® oznacza k-t pochodna funkcji f. Funkcje ¢ nazywamy generatorem
(addytywnym) funkcji copula, a o funkcji ¢! spehiajacej podany warunek mo-
wimy, ze jest catkowicie monotoniczna. Archimedesowe funkcje copula sg rela-
tywnie proste z punktu widzenia obliczen i symulacji.

Warto réwniez wspomnie¢ o zwigzkach funkcji copula z miarami zaleznoSci.
Okazuje sig¢, ze popularne miary, takie jak t-Kendalla i p-Spearmana, zaleza wytacz-
nie od funkcji copula odpowiadajacej analizowanej parze zmiennych losowych. Wy-
Tacznie od funkcji copula zalezy rowniez wspdtczynnik zaleznosci w gornym ogonie
rozktadu zdefiniowany wzorem Ay = lim,_,- P(Y > F, " (w)|X > Fy ™ *(u)) oraz
wspotczynnik zaleznosci w dolnym ogonie rozkladu dany wzoremAp =
lim,_o+ P(Y < F, ' (w)|X < Fy~'(w)) [Embrechts, Lindskog, McNeil 2001].
Dlatego tez mozna probowac uzalezni¢ wybor copuli do analizy na podstawie specy-
fiki struktury zaleznosci przez nig reprezentowanej — np. do opisu grupy mtodych
mezczyzn mozemy cheie¢ wykorzystaé copule reprezentujacg zalezno$¢ w dolnym
ogonie, natomiast dla grupy osob starszych (np. przy produktach emerytalnych) wy-
korzysta¢ funkcje copula uwzgledniajacg zaleznos¢ w gornym ogonie.

W dalszej czgsci pracy wykorzystamy dwuwymiarowg funkcje copula Clayto-

_1
na dang wzorem C(u,v) = max {(u‘9 +v70— 1) /9,0} dla 0 < 8 < o oraz

copule Gumbela dang wzorem C(u,v) = exp (—((—Inu)? + (=1In 17)9)1/9) dla
1 < 0 < oo. Funkcje te nalezag do rodziny Archimedesowych funkcji copula i dla
nich istnieje prosty zwigzek migdzy wartoscig parametru oraz wspolczynnikiem
7-Kendalla odpowiadajgcym reprezentowanej przez nie strukturze zalezno$ci — dla

copuli Claytona zachodzi 7. = natomiast dla copuli Gumbela mamy

e
9(:+2’

05-1
TG = 9

. Pozwala to na uzyskanie poréwnywalnych wynikow poprzez wyzna-
G
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czanie interesujacych nas wielkosSci dla ustalonych wartosci wspotczynnika 7. Co-
pula Claytona reprezentuje zaleznos¢ w dolnym ogonie rozktadu, natomiast copula
Gumbela — w gormym.

4. Wykorzystanie funkcji copula do obliczania prawdopodobienstw przejScia

W tej czeSci pracy pokazemy, jak mozna wykorzysta¢ funkcje copula do obliczenia
prawdopodobienstw przejscia rozwazanego tancucha Markowa i wyznaczenia roz-
ktadéw bezwarunkowych. Przyjmujemy przy tym zatozenie, ze zalezno§¢ wprowa-
dzamy migdzy dlugoscia zycia ubezpieczonych liczong od momentu zawarcia
umowy ubezpieczenia, modelowang za pomocg zmiennych losowych T (x;), ...
T (x,,) okreslonych na pewnej przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P). Odpowiada
to oczekiwaniu, ze pewna forma zalezno$ci powstaje dopiero w momencie zawar-
cia tej umowy, np. w ubezpieczeniu pracowniczym. Jednakze nic nie stoi na prze-
szkodzie, zeby rozwazaé takze modele, w ktorych zalezno$¢ wprowadzamy migdzy
zmiennymi Ty,... T, czyli catkowita dtugoscia zycia poszczegodlnych ubezpieczo-
nych (co moze by¢ bardziej realistyczne np. w ubezpieczeniu posagowym). W tym
przypadku rozktad taczny dtugosci dalszego zycia ubezpieczonych bedzie wyzna-
czany jako rozktad warunkowy pod warunkiem dozycia grupy do momentu zawar-
cia umowy ubezpieczenia.

Rozklady bezwarunkowe

Do wyznaczenia rozktadu bezwarunkowego tancucha (X,,) w chwili n =0,1, ...
potrzebne nam sg wartosci prawdopodobienstw d, ¢ = P(X,, = s), gdzie s € S.
Zdarzenia postaci {X,, = s} stanowig cze$¢ wspolna zdarzen postaci {T(xj) <n}
lub {T(xj) > n}. Przy zalozeniu niezalezno$ci zmiennych T (x), ... T(x,,) mogli-
bySmy obliczy¢ d,, s jako iloczyn prawdopodobienstw odpowiednich zdarzen na
podstawie tylko rozktadow brzegowych. Jesli uchylimy to zatozenie, rachunki staja
si¢ bardziej skomplikowane i konieczne jest przedstawienie rozwazanego zdarzenia
za pomocg zbiorow bedacych iloczynem zdarzen postaci {T(xj) < n}. Mozemy
wtedy dla I = {iy, ..., i} € {1, ..., n} obliczy¢ prawdopodobienstwo takich zdarzen
jako warto$¢ dystrybuanty k-wymiarowego rozktadu brzegowego na mocy zalez-
nosci

P(T(xi,) < tiy, -, T(x3,) < ti,) = Ciyy iy (Fi1 (ti,), ---'Fik(fik))'

gdzie C;, ;, jest k-wymiarowa funkcja copula odpowiadajaca rozktadowi brzego-
wemu wektora (T(xl-l), ...,T(xik)), wyznaczong z warunku Cil,m,ik(xil, ...,xik) =
= limy, - C(Xq, ..., xp) dlai € I.

Pokazemy teraz, jak mozna uzyskaé reprezentacj¢ zdarzen {X,, = s}, o ktorej
mowa w poprzednim akapicie. Dla ustalonego stanu s € S okre§lmy indeksy o0sob,
ktore zyja w tym stanie (oznaczajac zbior tych indeksdéw przez P) oraz indeksy
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pozostatych 0sob (zbior Q). Mozemy wtedy zapisa¢ zdarzenie {X, = s} jako
Niep{T (x;) = n} N N;eofT (x;) < n}. Przez A oznaczmy zbior postaci N 4;, gdzie
zbiory A; nalezg do klasy zbioréw bedacych przeciwobrazami potprostych lub
odcinkow przy zmiennej losowej T (x;). Zbiory tej postaci bedziemy nazywacé ilo-
czynowymi. Dla takiego zbioru A zdefiniujmy operator A; wzorem

A(A) = (A3 N cNAimy NA NN Ag)\
(A1 N, Aim  NAJN A NN Ay),

gdzie A} oznacza dopehienie zbioru 4;. Jesli A = A;, to kladziemy A;(A) = Q \ 4].
Ponadto, jesli B jest w postaci B = A; \ A,, gdzie A; sg zbiorami iloczyno-
wymi, to definiujemy A;(B) = (Ai(cfll)) \ (Ai(cﬂz)). Wreszcie zdefiniujmy
Aiegiy,.iy(A) =4 (...Aiz (Ail(cfl))). Operacje t¢ nalezy rozumie¢ w ten spo-
sob, ze za pomocg operatora A; przeksztalcamy kolejno zbiory iloczynowe poja-
wiajgce si¢ w reprezentacji zbioru A — po pierwszym przeksztatceniu mamy rézni-
c¢ dwoch takich zbiordéw, po drugim — czterech itd. Warto podkresli¢, ze nie prze-
ksztatlcamy samego zbioru, a tylko jego reprezentacje. Jesli teraz wezmiemy
A = {Xy =5} = NieplT(x;) = n} N N;eofT(x;) < n}, to przy powyzszych ozna-
czeniach zachodzi

Xy = 53 = Aiep (A).

Zauwazmy, ze za pomoca operatora A; przedstawiamy zbior iloczynowy jako
ro6znice dwoch zbiorow iloczynowych, z ktorych drugi jest podzbiorem pierwsze-
go. W zwigzku z tym dla B = A, \ A, mamy P(B) = P(A;) — IP(A,). Ponie-
waz uzyskaliSmy juz reprezentacje zbioru {X,, = s} poprzez réznice zbioréw bedg-
cych iloczynami zdarzen postaci {T(xj) < n}, mozemy obliczy¢ prawdopodobien-
stwo d,, ¢, obliczajac prawdopodobienstwa tych iloczynow za pomocg funkcji co-
pula i zastepujac rdznice zbioréw roznicami prawdopodobienstw.

Prawdopodobienstwa przej$cia

Chcemy teraz wyznaczy¢ prawdopodobienstwa p; s (n). Z definicji prawdopo-
P(Xn=5nXn-1=Sn-1)
P(Xn-1=Sn-1)
dopodobienstw w mianowniku odpowiadajg rozktadom bezwarunkowym, ktore juz
potrafimy wyznaczy¢. Aby obliczy¢ prawdopodobienstwa wystepujace w liczniku,
zauwazamy, ze zdarzenia postaci {X, = s;, X,_1 = 5;} mozna zapisac jako czg$¢
wspolng zdarzen postaci {T(xj) <n-—1}, {T(xj) >njlub{n—-1< T(xj) < n}.
Te ostatnie mozemy z kolei przedstawi¢ za pomocg zdarzen postaci {T(xj) <n-1}
lub {T(xj) < n} i obliczy¢ ich prawdopodobienstwa korzystajac ponownie z twier-

dzenia Sklara.

dobienstwa warunkowego mamy ps 5 (n) = . Warto$ci praw-
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Ustalmy wigc stany s, oraz s,_; oraz tak jak wcze$niej oznaczmy przez
P zbiér indeksow o0sob, dla ktérych {T'(x;) = n}, przez Q zbiér indekséw, ktérym
odpowiadaja zdarzenia {T(xj) <n-— 1}, oraz przez R zbior indeksow, dla ktorych
n—1< T(xj) <n. Dla j€eR izbioru postaci A=A;N..NA;_;N
{k -1< T(xj) < k} N Ajyq N ...N Ag rozszerzmy definicjg operatora A; wzorem

A(A) = (A NN Ay n{T(x;) <nfNAj NN dg)\
\ (A1 N A N{T(x;) <n— 13N Aj1q N ..NAy).

Dla indeksow ze zbioru P definicja operatora A pozostaje bez zmian,
w szczegolnosci nie zmienia si¢ jego definicja dla zdarzen w postaci rdznicy ilo-
czynéw zbioréw iloczynowych. Zauwazmy, ze wyznaczajac Aj(A) dla kolejnych
Jj € R, sprowadzamy ostatecznie zbidr A do postaci, jakg operowaliSmy przy obli-
czaniu rozkltadow bezwarunkowych. Przy przyjetych oznaczeniach, biorac
A = {Xp =5, Xn_1 = 55} = Niep{T(x;) 20} N Nyeg {T(x) <n—1}n
Nierin — 1 < T(x;) < n}, mozemy wigc zapisa¢

{Xn = su,Xn-1 = 5j} = Diep(Bier(AD)).

Dalej postepujemy analogicznie jak przy rozktadach bezwarunkowych — obli-
czamy prawdopodobienstwa zdarzen wystepujacych w reprezentacji zbioru
{Xn = s, Xn_1 = s;} za pomocg funkcji copula, a nastgpnie zastgpujemy roznice
zbiorow réznicami prawdopodobienstw.

Zilustrujemy opisywane postgpowanie przyktadem.

Przyklad

Rozwazmy przypadek m = 2. Oznaczmy ubezpieczonych przez (x) i (y) oraz
niech F; i F,, beda $cisle rosngcymi dystrybuantami rozktadéw zmiennych T (x) i
T (y) odpowiednio. Przez (Xj) oznaczmy proces zycia pary ((x), (¥)) i przyjmij-
my X, = (11). Niech C bedzie funkcja copula odpowiadajacg tacznemu rozktado-
wi wektora (T'(x), T(y)). W tym przypadku przestrzen standéw jest czteroelemen-
towa — S = {sq,5,, 53,5} = {(11),(10),(01),(00)}. Pokazemy, jak obliczy¢
Ds,.s, (K.

Z definicii psy 5, (k) = P(Xy = 51X g = 5,) = Ttz
liczymy P(Xy_; = s;).Mamy A = {X}_1 =51} ={T(x) =2 k—1,T(y) = k — 1}.
Zgodnie zprzyjetymi oznaczeniami P ={1,2} i Q@ =0. Mamy A,(A) =
{T)2k—1\{Tx)=2k—1,Tly) <k—-1}=A; \ A,. Dalej, A;(A;\

Az) = D1 (A) \ D1 (Az) = (A\{T) <k —IH\{TO) <k -1}\{T(x) <
k—1,T(y) < k —1}). Przedstawilismy zatem wyjsciowe zdarzenie za pomocg

. Najpierw ob-
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operacji na zdarzeniach, ktorych prawdopodobienstwo mozna obliczy¢ za pomocag
funkcji copula. Mamy wigc

P(Xy—1 =51) = P((A\{T(x) <k -1\ {TQ) <k —1}\
\{T(x) <k-1,T(y) <k-1})) = (PQ) - P{TKx) <k—-1})
—~(PATO) <k —1D-P{T(x) <k —-1,T(y) <k-1})) =
=(1-F(k-1)- (Fy(k —1) = Figyy(k — 1,k — 1)) =
=1-Fy(k=1) = Fy(k = 1) + C (E(k — 1), Fy, (k - 1)).

Wezmy teraz A = {X = s, Xx_1 = s1}. Zapisujac A w terminach zmiennych
T(x) i T(y), mamy A ={T(x) =k T(y)<k,Tx)=2k—-1,Tly)=k—-1}=
={T(x) =2 k,k—1<T(y) <k}. Wtym przypadku P = {1}, Q =0 i R = {2}.
Mamy zatem

Dier(A) = 8(A) ={T(x) 2 k,T(Y) <kI\{T() 2k, T(y) <k -1} =A; \ A,

Teraz Ap,e, (Bier(A)) = B1(Ar \ Az) = Ay (A) \ Ay (A;). Wynika stad,

26 {Xy = 82, Xpe—1 = 51} = (T <IIN{T() <k, T(y) <kHD\{AT() <k -
13\ {T(x) < k,T(y) < k — 1}). Ponownie przedstawiliSmy wyjsciowy zbior za
pomocg zdarzen, ktorych prawdopodobienistwo wyraza si¢ przez odpowiednie dys-
trybuanty. Obliczamy stad

P(Xj = 52, X1 = 51) = (P(T(Y) < k) = P(T(x) <k, T) < k) -
—(P(T() <k—-1)-P(T(x) <k, T(y) <k-1)) =
= B, (k) = C (Fe(k), E, (k) — Fy (k = 1) + +C (F.(Kk), Ey, (k — 1)) .

Fy () = C(Fye (k) Fy () ) =Fy (k= 1)+C (Fye (), Fy (k—1) )
1-Fy(k=1)=Fy (k=1)+C(Fy (k—1),F, (k—1))

Ostatecznie py, 5, (k) =

Dla pozostatych przej$¢ migdzy stanami postgpujemy analogicznie. Tak jak
wspominali$my, przy przyjetych zalozeniach odnosnie do standéw elementarnych
(zycie/zgon) czeg$¢ przej$¢ bedzie niemozliwa i ich prawdopodobienstwo bedzie
rowne 0.
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5. Skladka netto i rezerwa skladki

5.1. Skladka netto

Znajac probabilistyczng charakterystyke procesu wymierania ubezpieczonej grupy,
jesteSmy w stanie wyceni¢ umowe ubezpieczenia. Bedziemy si¢ opiera¢ na zasa-
dzie rownowaznosci, tzn. wartos¢ aktuarialna przysztych sktadek musi by¢ rowna
wartosci aktuarialnej przysztych $wiadczen. Jednorazowa skltadke netto mozemy
obliczy¢ jako warto$¢ oczekiwang zdyskontowanych przysztych §wiadczen wedtug
wzoru

JSN = z < dy, b > DF(0, k) + z dy_y - (Pe o Ry) - - DF(0, k),
k=0 k=1

gdzie <, > oznacza standardowy iloczyn skalarny wektorow, DF (0, k) jest czynni-
kiem dyskontujgcym przeptywy pienig¢zne z chwili k do chwili 0 (typowo zakta-

damy, ze DF(0,k) = (1+1r)k

lumnowym [-wymiarowym wektorem ztozonym z jedynek, a o oznacza iloczyn
Hadamarda macierzy, tj. dzialanie na macierzach tego samego wymiaru n; X
n, okreslone wzorem P o R = [p;; * Tjjl1<isn, 1<j<n,-

Sktadka netto moze by¢ rowniez ptacona w formie renty zyciowej. Zatézmy, ze
sktadka jest placona na poczatku odpowiedniego okresu (np. miesigca lub kwarta-
hu), a pierwsza platnos$¢ nastgpuje w momencie zawierania umowy. Oznaczmy
przez (my)x=o (Wektorowy) ciag sktadek, przy czym n,(cs) oznacza sktadke ptacona
w momencie k, gdy tancuch znajduje si¢ w stanie s. Z zasady rownowaznosci wy-
nika, ze ciag (1) = musi spetnia¢ zalezno$é

= v¥ dla technicznej stopy procentowej 7), ¢ jest ko-

JSN = 2 < dy, 1, > DF(0, k).
k=0

Warto zwréci¢ uwagg, ze stan osob ptacacych sktadke mozna modelowac od-
dzielnym tancuchem Markowa, niemniej jednak mozna wiaczy¢ te osoby do pod-
stawowego tancucha, nawet jesli nie sg one ubezpieczonymi. Pozwala to uwzgled-
ni¢ ewentualne zalezno$ci miedzy zyciem ubezpieczonych i ubezpieczajacych.

5.2. Matematyczna rezerwa skladki netto

Matematyczng rezerwe skladki netto definiujemy analogicznie jak w przypadku
ubezpieczen indywidualnych jako réznicg migdzy wartos$cia oczekiwang zdyskon-
towanych przysztych $wiadczen 1 wartoscig oczekiwang zdyskontowanych przy-
sztych sktadek. W przypadku ubezpieczenia modelowanego jako tancuch Markowa
wielko$¢ tej rezerwy bedzie zaleze¢ od stanu, w ktérym znalazt si¢ tancuch. Ozna-
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czajac przez V) warto$é rezerwy na poczatku okresu k, jesli tancuch znajduje
si¢ w tym momencie w stanie s, mozemy napisac

WV =ebf + Z esPy ... Piri—1bier vt + eg(P o Ry v
=1

+Z(espk v Prti—1) (Pryp © Ry e v+t — ey,

=1
o)

- Z esPy .. Pryi—1 T V'
=1
gdzie e; oznacza s-ty (wierszowy) wersor w R!. Powyzszy wzor moze jednak nie
by¢ szczegolnie praktyczny w obliczeniach komputerowych, zwlaszcza w wielu
wymiarach, ze wzgledu na wielokrotne mnozenie macierzy. Mozna jednak poka-
zac, ze zachodzi rekurencyjna zaleznos¢

WV + esm = eship + DF(k, ke + 1) - (Z Por(k + DjeaV " + e5(Pe o Rk)t),
TES
bedaca uogodlnieniem znanej formuly rekurencyjnej dla rezerwy matematycznej

netto w ubezpieczeniach indywidualnych.

6. Wyniki analizy

W tym rozdziale przedstawimy przyktad numeryczny stanowiacy praktyczne za-
stosowanie wczesniejszych rozwazan. Interesowaé nas bedzie, jak uchylenie zato-
zenia o niezaleznosci trwania zycia ubezpieczonych wptywa na wysokos¢ jednora-
zowej sktadki netto (JSN).

Rozwazymy przypadek m = 2. Przyjmiemy dtugos¢ okresu rowng miesigc, a
jako rozktady brzegowe wykorzystamy rozktady z tablic trwania zycia publikowa-
nych przez Gtowny Urzad Statystyczny, uzupetnione o zalozenie jednostajnej
umieralnosci w ciggu roku (UDD — Uniform Distribution of Deaths). Bedziemy
rozwaza¢ ubezpieczenia w wersji dla 30-letniego m¢zczyzny i1 25-letniej kobiety
(wariant 30/25) oraz dla 65-letniego mgzczyzny i 60-letniej kobiety (wariant
65/60). Bedziemy bada¢ zalezno$¢ migdzy JSN i t-Kendalla, opierajac si¢ na opi-
sywanych wczesniej copulach Claytona i Gumbela.

Rozpoczniemy od popularnych w literaturze ubezpieczen na wypadek §mierci —
ubezpieczenia dla statusu wspolnego zycia (joint life status) i statusu ostatniego
zyjacego (lastsurvivor status). Jesli zatozymy wysoko$¢ §wiadczenia réwng 1, to
ubezpieczeniom tym odpowiadajg nastgpujace macierze wyplat:

01 1 1 0 0 0 1

0 0 0 O 0 0 0 1
Rl(n) = Rl = 0 0 0 O RZ(n) - RZ - 00 0 1)

0 0 0 O 0 0 0 O
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gdzie Ry odnosi si¢ do statusu wspdlnego zycia, a R, do statusu ostatniego zyjace-
go. Jednorazowe skladki netto za te ubezpieczenia przy zatozeniu niezaleznosci
oraz dla copuli Claytona i Gumbela w zaleznosci od t-Kendalla przedstawia tab. 1.
Dla wickszej przejrzystosci przyjeto wysokos¢ §wiadczenia roéwng 1000. Uzyskane
wyniki wskazuja, ze JSN w ubezpieczeniu dla statusu wspdlnego zycia jest maleja-
cg funkcja wspotczynnika 7-Kendalla, natomiast JSN dla statusu ostatniego Zyja-
cego — rosnaca.

Tabela 1. Jednorazowe sktadki netto dla rozwazanych ubezpieczen na wypadek $mierci

Produkt Status wspolnego zycia Status ostatniego zyjacego
Wariant 30/25 65/60 30/25 65/60
Niezaleznosé 105,3035746 650,9169006 3,04240901 330,7431523

T Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel
0,05 103,271 | 104,764 | 646,613 | 646,379 | 5,075 | 3,582 | 335,047 | 335,282
0,1 100,990 | 104,153 | 642,222 | 641,936 | 7,356 4,193 | 339,438 | 339,724
0,15 98,642 | 103,466 | 637,825 | 637,604 | 9,704 | 4,880 | 343,835 | 344,056
0,2 96,380 | 102,700 | 633,494 | 633,398 | 11,966 | 5,646 | 348,166 | 348,262
0,25 94,328 | 101,850 | 629,294 | 629,334 | 14,018 | 6,496 | 352,366 | 352,326
0,3 92,570 | 100,916 | 625,282 | 625,433 | 15,776 | 7,430 | 356,378 | 356,227
0,35 91,151 | 99,897 | 621,511 | 621,716 | 17,195 8,449 | 360,149 | 359,944
0,4 90,080 | 98,794 | 618,023 | 618,209 | 18,266 | 9,552 | 363,637 | 363,451
0,45 89,331 | 97,615 | 614,852 | 614,938 | 19,015 | 10,731 | 366,808 | 366,722
0,5 88,854 | 96,369 | 612,017 | 611,929 | 19,492 | 11,977 | 369,644 | 369,731
0,55 88,581 | 95,073 | 609,521 | 609,213 | 19,765 | 13,273 | 372,139 | 372,447
0,6 88,446 | 93,753 | 607,351 | 606,817 | 19,900 | 14,593 | 374,309 | 374,843
0,65 88,390 | 92,445 | 605,480 | 604,769 | 19,956 | 15,901 | 376,180 | 376,891
0,7 88,372 | 91,204 | 603,873 | 603,092 | 19,974 | 17,142 | 377,787 | 378,568
0,75 88,368 | 90,100 | 602,506 | 601,803 | 19,978 | 18,246 | 379,154 | 379,857
0,8 88,368 | 89,222 | 601,390 | 600,908 | 19,978 | 19,124 | 380,270 | 380,752
0,85 88,368 | 88,651 | 600,592 | 600,389 | 19,978 | 19,695 | 381,068 | 381,271
0,9 88,368 | 88,408 | 600,204 | 600,179 | 19,978 | 19,938 | 381,456 | 381,481
0,95 88,368 | 88,368 | 600,143 | 600,144 | 19,978 | 19,978 | 381,517 | 381,516

Zroédlo: opracowanie wlasne.

Wzgledna zmiana JSN w poréwnaniu z zalozeniem o niezaleznosci dla statusu
wspolnego zycia dla roznych wartosci wspodtczynnika t przedstawiona jest na rys. 1.

Widzimy, ze dla wariantu 30/25 reakcja JSN na zmiang sily zaleznoS$ci jest
wieksza niz w wariancie 65/60 1 sigga nawet —16%. Jednak w obu przypadkach
wprowadzenie zalezno$ci powoduje spadek JSN, co oznacza, ze kalkulujgc sktadke
z zatozeniem o niezaleznosci, ubezpieczyciel zachowuje pewien dodatkowy mar-
gines bezpieczenstwa. Analogiczny wykres dla statusu ostatniego zyjacego przed-
stawia rys. 2.
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Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wzgledne réznice w sktadce dla statusu ostatniego zyjacego

Zroédto: opracowanie wlasne.

W przypadku statusu ostatniego zyjacego wnioski sg przeciwne — wprowadze-
nie zalezno$ci powoduje wzrost JSN. W wariancie 65/60 wzrost ten si¢ga ok. 16%,
a w wariancie 30/25 jest bardzo spektakularny i siega kilkuset procent. W tym
przypadku obliczanie sktadki w oparciu o zatozenie o niezaleznosci prowadzi do
niedoszacowania ryzyka, co moze negatywnie odbi¢ si¢ na wyniku technicznym
ubezpieczyciela.

Wspdlng cechg obu powyzszych analiz jest to, ze dla mtodszych ubezpieczo-
nych ro6znica w sktadce jest zauwazalnie wigksza dla copuli Claytona. Z kolei dla
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starszych ubezpieczonych roéznice sg niewielkie. Moze to wynika¢ z faktu, ze copu-
la Claytona reprezentuje silniejszg zalezno§¢ w dolnym ogonie rozktadu, a w wa-
riancie 30/25 indywidualne prawdopodobienstwa zgonu sg mate, wigc efekt ten
moze si¢ ujawni¢. Z kolei dla osob starszych prawdopodobienstwa zgonu sg wick-
sze 1 tego efektu nie obserwujemy, poniewaz wspotczynniki zaleznosci w ogonach
definiujemy jako granice odpowiednich prawdopodobienstw i w tym przypadku
nie zblizamy si¢ do tych granic.

Zajmiemy si¢ teraz ubezpieczeniami rentowymi. Rozwazymy 10-letnig i
30-letnig rente zyciowa odpowiadajaca statusowi wspdlnego zycia. Rente taka
mozemy reprezentowac ciggiem wektorow b, = (1,0,0,0) dlak =0,1,2,...N — 1,
gdzie N jest liczbg platnosci renty. Wyniki obliczen przedstawia tab. 2.

Tabela 2. Jednorazowe sktadki netto dla rozwazanych ubezpieczen rentowych

Produkt Status wspdlnego zycia —renta (T = 10 lat) | Status wspdlnego zycia — renta (T = 30 lat)
Wariant 30/25 65/60 30/25 65/60
Niezalezno$¢ 100,7663201 84,73227787 214,0375394 120,3644224
T Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel | Clayton | Gumbel
0,05 100,7750 | 100,7670 | 85,1127 | 84,8526 | 214,2174 | 214,0742 | 121,7330 | 121,3630
0,1 100,7924 | 100,7679 | 85,5248 | 84,9859 |214,4458 |214,1172 | 123,1225 | 122,3694
0,15 100,8150 | 100,7691 | 85,9463 |85,1326 |214,6950 |214,1674 | 124,5039 | 123,3801
0,2 100,8383 | 100,7708 | 86,3578 | 85,2934 | 214,9394 | 214,2255 | 125,8511 | 124,3915
0,25 100,8589 | 100,7729 | 86,7433 | 85,4684 |215,1595 |214,2923 | 127,1403 | 125,3987
0,3 100,8753 | 100,7757 | 87,0900 | 85,6579 |215,3433 | 214,3686 | 128,3500 | 126,3962
0,35 100,8872 | 100,7793 | 87,3886 | 85,8617 |215,4862 | 214,4550 | 129,4607 | 127,3774
0,4 100,8951 | 100,7839 | 87,6333 |86,0793 |215,5892 |214,5522 | 130,4560 | 128,3342
0,45 100,9000 | 100,7897 | 87,8226 | 86,3095 | 215,6576 | 214,6603 | 131,3229 | 129,2575
0,5 100,9027 | 100,7968 | 87,9589 |86,5506 |215,6989 |214,7792 | 132,0532 | 130,1362
0,55 100,9041 | 100,8055 | 88,0487 | 86,8000 |215,7212 |214,9084 | 132,6447 | 130,9576
0,6 100,9047 | 100,8160 | 88,1016 |87,0535 |215,7316 | 215,0462 | 133,1022 | 131,7074
0,65 100,9049 | 100,8284 | 88,1285 |87,3051 |215,7357 |215,1898 | 133,4373 | 132,3696
0,7 100,9049 | 100,8427 | 88,1395 | 87,5463 | 215,7369 | 215,3343 | 133,6672 | 132,9279
0,75 100,9049 | 100,8585 | 88,1429 | 87,7651 |215,7371 | 215,4722 | 133,8126 | 133,3671
0,8 100,9049 | 100,8749 | 88,1435 |87,9459 |215,7371 |215,5925 | 133,8944 | 133,6769
0,85 100,9049 | 100,8902 | 88,1435 | 88,0714 | 215,7371 | 215,6812 | 133,9318 | 133,8578
0,9 100,9049 | 100,9011 | 88,1435 |88,1316 |215,7371 |215,7272 | 133,9426 | 133,9309
0,95 100,9049 | 100,9048 | 88,1435 |88,1434 |215,7371 | 215,7370 | 133,9436 | 133,9434

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Widzimy, ze we wszystkich wariantach wprowadzenie zalezno$ci powoduje
wzrost warto$ci aktuarialnej rozwazanych rent. Wzgledng zmiane¢ dla obydwu rent
przedstawiaja rys. 3 1 4.
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Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Wzgledne roznice w sktadce dla 30-letniej renty dla statusu wspdlnego zycia

Zroédto: opracowanie wlasne.

We wszystkich rozwazanych przypadkach JSN dla renty odpowiadajacej statu-

sowi wspodlnego zycia

jest rosnaca funkcja wspotczynnika t, a ponadto silniejsza

reakcj¢ obserwujemy dla wariantu 30/25, przy czym jest ona mniejsza niz w przy-
padku ubezpieczen na wypadek §mierci. Tak jak wczesniej sktadka szybciej rosnie
dla copuli Claytona. Poniewaz renta jest warta tym wiecej, im dtuzej jest ptacona,

spodziewaliby$Smy si¢

wyrazniejszego efektu dla funkcji copula reprezentujacej

zaleznos¢ w gornym ogonie, czyli copuli Gumbela. Jednakze w tym przypadku
prawdopodobienstwa zgonu sa przypuszczalnie zbyt mate, aby efekt ten mogt si¢
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ujawni¢. Niemniej jednak widzimy, ze w ubezpieczeniach ze skladka regularng
struktura zalezno$ci moze wplywaé na wysoko$¢ sktadki zaré6wno poprzez JSN,
jak 1 warto$¢ renty jednostkowej. Oddziatywania te moga si¢ przy tym wzajemnie
znosi¢ badz wzmacnia¢, w zwigzku z czym ostateczny wynik moze jeszcze bar-
dziej r6zni¢ si¢ od wyniku uzyskanego na podstawie zatozenia o niezaleznosci.

7. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawili$my podejscie do analizy ubezpieczen dla wielu
0sOb oparte na niejednorodnych tancuchach Markowa. ZaprezentowaliSmy pod-
stawowe informacje o funkcjach copula i pokazalismy, jak moga by¢ one wykorzy-
stane do obliczenia prawdopodobienstw przejscia w przypadku, gdy czasy dalszego
trwania zycia ubezpieczonych nie sa niezalezne. Rozwazania zakonczyliSmy
przedstawieniem wynikéw obliczen 1 wskazaniem, ze struktura zalezno$ci moze
mie¢ istotny wptyw na obliczong sktadke, a w szczegdlnos$ci nieuzasadnione przy-
jecie zatozenia o niezalezno$ci moze prowadzi¢ do niedoszacowania rzeczywistego
ryzyka zwigzanego z umowg ubezpieczenia.
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ANALYSIS OF MULTIPLE LIFE INSURANCE USING COPULAS

Summary: In our paper we present an approach to the analysis of multiple life insurance
based on discrete-time heterogeneous Markov chains. We formulate the probabilistic model
and we show how to calculate transition probabilities in the case when remaining lifetimes
of the insured are not independent. To this end we use copulas. Furthermore, we present
formulas for net single premium and net premium reserve. We conclude with a numeric ex-
ample which shows that the introduction of dependence structure may affect the premium
charged by the insurer and in particular it may lead to the underestimation of incurred risk.

Keywords: multiple life insurance, Markov chain, copula, dependence.



