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ROZKLAD WYPLATY W UBEZPIECZENIU NA ZYCIE
Z FUNDUSZEM KAPITALOWYM
A RYZYKO FINANSOWE

Streszczenie: W Polsce coraz wigksza popularnoscia ciesza si¢ ubezpieczenia na zycie pota-
czone z funduszem inwestycyjnym, czyli tzw. ubezpieczenia z funduszem kapitalowym
(UFK). Ta kombinacja sprawia, ze pojawia si¢ problem, jak prawidtowo dokonaé¢ wyceny,
uwzgledniajac oba ryzyka: ubezpieczeniowe i finansowe. Istotnym elementem UFK jest to, ze
to wtasnie ubezpieczony podejmuje decyzj¢, w jakie aktywa inwestowac sktadke i jaka jej
cze$¢ przeznaczy¢ na inwestycje. Stanowilo to przestanke do przeprowadzenia analizy roz-
ktadu wartosci portfela i nadwyzki, jaka wyptaca ubezpieczyciel ponad sume gwarantowang.
Aby wskazaé¢ sposob ich kontrolowania, zbadano, czy przyjeta przez ubezpieczonego strate-
gia dotyczaca awersji do ryzyka i wysokosci premii inwestycyjnej determinuje zmiany roz-
ktadu warto$ci portfela ubezpieczeniowego.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie unit-linked, opcja europejska, warto$¢ ubezpieczenia, meto-
da Monte Carlo.

1. Istota ubezpieczenia z funduszem kapitalowym UFK

Idea ubezpieczenia typu UFK wigze si¢ z jego oszczednosciowo-inwestycyjnym
charakterem. W uproszczeniu pozwala ono inwestowaé czes¢ wptacanych sktadek
w oferowane przez towarzystwa ubezpieczeniowe fundusze o réznym poziomie ry-
zyka i czerpac z tego zyski. Ubezpieczenie z funduszem kapitatowym UFK przyna-
lezy do grupy tzw. ubezpieczen Universal Life, czyli ,,na cale zycie”, réznigc si¢
jednak zasadniczo od tzw. klasycznych ubezpieczen zyciowych. Lacza one bowiem
element ubezpieczenia i element oszczedzania w sposob niezwykle elastyczny, two-
rzac wiele mozliwo$ci w zakresie dysponowania zaoszczedzonym kapitatem.

W przeciwienstwie do klasycznego ubezpieczenia na zycie, w ktérym koszt
ubezpieczenia (wyrazony w optacanej sktadce) jest jednakowy przez caly okres
ubezpieczenia 1 nie wynika z wielkosci ryzyka w danym roku, ale z usrednionego
ryzyka catego okresu ubezpieczenia, w ubezpieczeniach UFK koszt ten zalezy od
wieku ubezpieczonego i zmienia si¢ w zaleznosci od wptat, oprocentowania, kosz-
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tow administracyjnych i obciazenia zwigzanego z ryzykiem $mierci, wypadku itp.
Istotng cechg ubezpieczenia na zycie z funduszem kapitatowym, okre§lanego mia-
nem unit-linked, jest powigzanie go z wydzielonym funduszem lub funduszami,
w ktore inwestowane sg srodki pochodzace ze sktadek, przy czym klienci sami do-
konuja wyboru funduszu. W zwiazku z tym to wlasnie ubezpieczony ponosi ryzyko
inwestycyjne, a tym samym ponosi odpowiedzialno$¢ za ewentualne negatywne
skutki swoich decyzji.

W Polsce kontrakty tego typu umozliwiajg ubezpieczonemu gromadzenie
oszczednosci w indywidualnie utworzonym przez niego portfelu inwestycyjnym,
sktadajacym sie z ré6znych funduszy inwestycyjnych prowadzonych przez niezalez-
ne od ubezpieczyciela zewnetrzne towarzystwa funduszy inwestycyjnych. Istotne
jest rowniez to, ze poniewaz polisy UFK majg otwarta strukture i sg transparentne,
daja mozliwos$¢ ubezpieczonym dostosowywania na biezaco sktadu portfela w za-
lezno$ci od zmieniajacej si¢ sytuacji rynkowe;j. Jest to bardzo istotny element w sy-
tuacji niestabilnej gospodarki rynkowe;j.

2. Portfel inwestycyjny i wyplata
w ubezpieczeniu z funduszem kapitalowym

Ze wzgledu na charakter ochronno-oszczgdno$ciowy ubezpieczenia UFK zaktad
ubezpieczen zobowiazuje si¢ do wyplaty Swiadczenia zarowno w przypadku $mierci
w okresie trwania ubezpieczenia, jak rowniez w terminie zapadalnosci, czyli dozycia
ubezpieczonego do konca trwania ubezpieczenia. W przeciwienstwie do tradycyj-
nych ubezpieczen na zycie w ubezpieczeniach UFK losowy jest nie tylko moment
wyplaty, ale takze wielko§¢ wyptacanego $swiadczenia zalezna od warto$ci portfela
ubezpieczeniowego. Pojawia si¢ zatem konieczno$¢ uwzgledniania przy wycenie
i kalkulacjach zwigzanych z UFK nie tylko ryzyka ubezpieczeniowego (np. ryzyka
$mierci), ale rowniez ryzyka finansowego portfela zwigzanego z tym ubezpiecze-
niem. Wyptata z UFK jest wigc odpowiednig funkcja zakumulowanej inwestycji,
czyli warto$ci portfela ubezpieczeniowego:

B, = f(FVt) >
gdzie: FV, — warto$¢ portfela ubezpieczeniowego (referencyjnego) w chwili 7.

Najczesciej w praktyce ubezpieczen UFK funkcja /' ma jedng za nastepujacych
postaci [Moller 2007]:

f(FV,)=FV, lub f(FV,)=max{G,,FV,},
gdzie: G, — suma gwarantowana zalezna od optacanej sktadki ubezpieczeniowe;.

W pierwszym przypadku wyptata zalezy jedynie od wartos$ci portfela referencyj-
nego, natomiast w przypadku drugim ubezpieczyciel gwarantuje minimalng sume
ubezpieczenia. Wowczas bowiem ubezpieczyciel wyptaca ubezpieczonemu w mo-
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mencie zaj$cia zdarzenia objetego umowa wigkszg z wartosci, tzn. minimalnej gwa-
rantowanej sumy ubezpieczenia (traktowana czgsto jako cze$¢ ochronna) oraz war-
tosci rynkowej portfela ubezpieczeniowego. Zgodnie z taka konstrukcja
ubezpieczenia wyptata z tytutu UFK jest rowna:

B, =G, +max{0,FV, -G |.

Zatem warto$¢ portfela otrzymujemy poprzez zainwestowanie czesci sktadki
ubezpieczeniowej ptaconej w momentach 7, i=0,1,2,...,n—1, az do momentu wy-
gasnigcia polisy ¢, =T . Inwestowana w momencie 7, czgS¢ sktadki oznaczona jest
I1.1 nazywa si¢ premig inwestycyjng. Struktura ubezpieczenia UFK sprawia, Ze
ubezpieczony narazony jest nie tylko na ryzyko wystapienia zdarzenia objg¢tego
umowa, ale dodatkowo na ryzyko finansowe. Dlatego tez powinien on kontrolowaé
to dodatkowe ryzyko wynikajace z czgsci sktadki, ktora buduje wartos¢ portfela in-
westycyjnego. Wysoki jej poziom prowadzi do zwigkszenia wartos$ci portfela inwe-
stycyjnego, a ubezpieczony otrzymuje rekompensate wynikajaca z nadwyzki po-
wstalej z warto$ci portfela inwestycyjnego. Tak wigc ubezpieczony, inwestujac w
wybrane aktywa (fundusze inwestycyjne lub akcje) z ceng okreslong jako proces S, ,
buduje warto$¢ portfela referencyjnego. Bilans wartosci w chwili 7, (tzn. na koniec
roku i) wyraza si¢ wzorem:

St- - St- L
FV = FV, T A SR |
i iy i i
warto$é portfela w chwilit;_ li1 zmiany na rachunku
wi—tym roku

zyski z inwestycji wi—tym roku
Zatem warto$¢ portfela jest suma wartosci portfela w okresie poprzedzajagcym po-
wiekszong o zyski z inwestycji oraz zmiany na rachunku. Ubezpieczony w kazdej

1
chwili ¢ za kwote I, zakupuje odpowiednio TI, '(St,. ) jednostek aktywow.
j-1
W chwili L portfel sktada si¢ z ZS; 1Hl. jednostek, a kazda z nich ma wartos¢ S, .

i=1
Zatem warto$¢ portfela referencyjnego w chwili L Wynosi:

=S,
Vv, = T,
i ; St i
Réwnowaznie w momencie wygasnigcia polisy warto$¢ portfela jest rowna:
n—1
Sy
= ZS_Hi:
i=1 9t

co oznacza, ze zdyskontowana (wzgledem S) wartos¢ portfela jest rowna zdyskonto-
wanej wartosci wszystkich inwestycji. W zwigzku z tym warto$¢ portfela referencyj-
nego w dowolnej chwili # okresla wzor:
min{ilt; >t}—1 S
FV, = —.T1,.
i S®)




Rozktad wyptaty w ubezpieczeniu na zycie z funduszem kapitatowym a ryzyko finansowe 81

Zatem wyptate w momencie wygasni¢cia ubezpieczenia mozna okresli¢ naste-
pujaco:

n-1 *
max {FV;,Gy } = Gy +max{0,FV; — Gy} = Gy, +[ZS—THi —GHJ .
i=0
Stad pierwszy wniosek, ze kontrakt typu UFK moze by¢ interpretowany jako
tradycyjne ubezpieczenie z sumg ubezpieczenia Gy, z potencjalng nadwyzka zalezng
od ceny aktywow. Uwzgledniajac zmiang warto$ci pienigdza w czasie, mamy war-
to$¢ rynkowa w chwili ¢ wyptaconego §wiadczenia rowna:

oD (S )
V(BT,t)—U(t) GH+U(1)(Z =L, GHJ.

Jest to funkcja wyptlaty europejskiej opcji kupna o terminie wygasniecia 7 oraz
cenie wykonania rownej sumie gwarantowanej [Ballotta 2006]. Ze wzgledu na to, ze
wyptata moze nastgpi¢ z tytutu zaj$cia zdarzenia objgtego umowa réwniez w okresie

jej trwania, np. [t ol ) , analogiczny wzor przybierze postac:

v e[S,
V(Bt/,t)— e Gn+0(t) [Z . G}

Tym razem jest to funkcja wyplaty amerykanskiej opcji kupna z ceng wykonania
roOwna sumie gwarantowanej, ktora moze by¢ wykonana w dowolnym momencie do
chwili 7. Zatem wyptata z tytutu ubezpieczenia UFK jest suma dwoch sktadnikow:
— zaktualizowanej sumy gwarantowanej,

— opcji kupna z ceng wykonania G

W zwiazku z powyzszym osoba ubezpieczona moze oczekiwaé nadwyzki nad
gwarantowang sume ubezpieczenia tylko wtedy, gdy opcja kupna jest w cenie (,,in
the money”), co oznacza, ze warto$¢ portfela ubezpieczeniowego przewyzsza war-
to$¢ gwarantowana. Poprawna wycena opcji pozwoli nie tylko na osiggnigcie prze-
wagi konkurencyjnej, ale rowniez na skuteczne zarzadzanie ryzykiem. Dokonujac
wyceny, nalezy uwzgledni¢ nie tylko cen¢ rynkowa, ale rowniez ryzyko zwigzane z
przedmiotem ubezpieczenia. W przypadku ubezpieczenia na zycie i dozycie jest to
ryzyko umieralnosci. Przy zatozeniu niezaleznosci obu tych ryzyk wyceny wyplaty
na koniec trwania ubezpieczenia dokonuje si¢ w nastepujacy sposob:

n—1 *
E[V BT,l‘] U(T) |: (I )|IK>T]j| UET; (Zi—THi—GnJ |I[KX>T]

u(?) i=0

= 111 -G
T—tpx+t ()g( ) Tt X+t (to) ZSti i I1

i=0

o(T) o) (&S J |
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Gdy nalezy wyceni¢ wyplatg z tytulu $mierci ubezpieczonego w okresie

[t ol ) , uwzglednia si¢ odpowiednio prawdopodobienstwo $mierci rowne

vt Prve " 11, G, . Jeszcze pelniejsza informacje uzyskamy, analizujac nie tylko

mozllwq w1efkosc Wyp%aty z ubezpieczenia UFK, ale réwniez prawdopodobienstwo,

z jaka moze ona wystapi¢, czyli rozktad wyptaty w ubezpieczeniu UFK oraz nad-
wyzki nad sum¢ gwarantowang.

2.1. Metoda Monte Carlo

Zatem w przypadku wyceny kontraktow ubezpieczeniowych UFK i ustalenia wiel-
kosci wyptaty istotna staje si¢ kwestia poprawnej wyceny instrumentu finansowego,
jakim jest opcja. W zalezno$ci od wariantu ubezpieczenia jest to odpowiednio euro-
pejska lub amerykanska opcja kupna [Glasserman 2004]. Opcja europejska moze
by¢ wykonana jedynie w momencie wygasni¢cia T, natomiast opcja amerykanska w
dowolnym czasie, dlatego tez w pracy skoncentrowano si¢ na metodach symulacyj-
nych i wykorzystano metode Monte Carlo (MC) do wyznaczania ich ceny. W kla-
sycznym podejsciu, czyli modelu Blacka—Scholesa, cena opcji europejskiej wyraza
si¢ analitycznym wzorem, natomiast wycena opcji amerykanskiej nie jest juz taka
prosta, dlatego tez ostatecznie uzyto metody MC.

W metodzie tej rozktad warto$ci instrumentu bazowego w dniu wygasnigcia
opcji jest zdeterminowany przez pewien proces stochastyczny. W pracy przyjeto
najprostszy model ewolucji cen, jakim jest geometryczny ruch Browna, zatem ceng
Jjednostki funduszu akcji S, opisuje si¢ geometrycznym ruchem Browna, z odpowied-
nim wspolczynnikiem dryfu, co mozna zrobi¢, korzystajac ze schematu Eulera [ We-
ron 1998]. Przy zastosowaniu takiego aparatu matematycznego otrzymuje si¢ wzor
symulujacy przyszta wartos¢ instrumentu bazowego (cen¢ opcji):

2
S, =S, eprr - %)(zk —t, ) FoNt, —t, g,’f} ,

gdzie ¢} to niezalezne warto$ci wygenerowane z rozktadu normalnego, » to wolna
od ryzyka stopa procentowa, natomiast o okresla zmienno$¢ cen instrumentu. Pro-
ces cen akcji symulujemy w skonczonej liczbie punktow czasu: ¢, . Przyjmujemy
tez, ze funkcja wyplaty zalezy tylko od cen akcji w tych punktach. Dla pojedynczej
trajektorii cen akcji zdyskontowana cena dowolnej opcji wynosi:

o(T)

Cc. =7
*o(ty)

(8058, ssS,)

natomiast dla N trajektorii:

C, = “(T){ Zf(sa,’ LS.

v(t,)
Zatem cen¢ opcji mozna wyznaczyc, symuluJ ac zdyskontowang warto$¢ profilu
wyplaty, a nastgpnie $rednig po wszystkich realizacjach.
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2.2. Przyklad ubezpieczenia UFK

Jako przyktad przeanalizowano kontrakt terminowy UFK na Zycie, zgodnie z kto-
rym jesli ubezpieczony umrze w momencie ¢, € ® / {to} , ubezpieczyciel wyptaci mu
gwarantowang sum¢ ubezpieczenia plus nadwyzke wynikajaca z zaktualizowanej
warto$ci wyplaty. Zatem jego wyplata w momencie ¢t wyraza si¢ wzorem:

o(t, o(t, ots, Y
V(Bmf)=QGn _,_Q Hz b q
! v(?) v(?) pri

Przyjeto, ze ubezpieczony placi sktadki statej wysokosci w momentacht, e T,
gdzie T={0=1,<..<t, =T} izkazdej z nich cz¢s¢ inwestycyjna jest réwnaIl, co
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Rys. 1. Rozktad wartosci portfela ubezpieczenia UFK w z okresem n = 10 i zmienna premia inwestycyjna

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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stanowi odpowiedni procent catkowitej sktadki brutto. Ponadto uwzgledniono kapi-
talizacje ciagla zgodna ze scenariuszem:

& — o !In(1.06)
v(t,)
Natomiast do wyznaczenia prawdopodobienstwa przezycia i $mierci wykorzy-
stano tablice umieralnosci oparte na prawie Makehama, zgodnie z ktérym:

1. =1000401,71-0,99949255" - 0,99959845"1021509°

Wykorzystujac metode MC, wyznaczono warto$¢ wyptaty dla ubezpieczenia
UFK (z portfelem ubezpieczeniowym opartym na indeksie WIG 20) z kapitalizacja
zgodng z przyjetym scenariuszem przy liczbie iteracji rownej 10*. Zbadano wigc
rozktad warto$ci portfela referencyjnego dla 10- 1 20-letniego kontraktu UFK w za-
leznosci od wysokosci premii inwestycyjnej, czyli czgsci inwestowanej sktadki. Wy-
niki z terminem wykonania 7 = n przedstawiono na rys. 11 2.
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Rys. 2. Rozktad wartosci portfela ubezpieczenia UFK w z okresem » = 20 i zmienng premia
inwestycyjna
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Powyzsze histogramy wskazuja, ze procent inwestowanej sktadki, czyli premia
inwestycyjna, w istotny sposob determinuje warto$¢ portfela ubezpieczeniowego.
Zaroéwno w 10-, jak 1 20-letnim ubezpieczeniu UFK $rednia warto$¢ portfela wzrosta
trzykrotnie, natomiast asymetria rozkladu jest coraz mniejsza. Kurtoza we wszyst-
kich przypadkach przyjmuje warto$¢ dodatnig, co oznacza, ze rozktad jest bardziej
smukty niz normalny, niemniej jednak warto$¢ ta wraz ze wzrostem premii inwesty-
cyjnej maleje. Przedstawione wyniki wskazuja, ze w przypadku ubezpieczen na zy-
cie z funduszem kapitalowym zdecydowanie wigkszego znaczenia nabiera okres
ubezpieczenia wptywajacy na wartos$¢ portfela. W zwigzku z tym o ubezpieczeniach
tego typu nalezy mysle¢ w perspektywie dlugoterminowej. Wtasnosci te potwier-
dzaja wykresy pudetkowe przedstawione na rys. 3.
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Rys. 3. Wykresy pudetkowe rozktadu wartos$ci portfela ubezpieczenia UFK z okresem n = 10 1 20

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Istotne jest jednak to, ze niezaleznie od okresu trwania ubezpieczenia UFK naj-
wickszy odsetek stanowi warto$¢ portfela nieprzekraczajagca sumy gwarantowane;.
A zatem w sytuacji, gdy ubezpieczyciel gwarantuje wyptate ustalonej sumy ubezpie-
czenia, ubezpieczony powinien by¢ zainteresowany ksztaltowaniem si¢ nadwyzki,
jaka wyptaci mu ubezpieczyciel ponad sume¢ gwarantowang. Nadwyzka ta, jak wy-
kazano, to warto$¢ opcji kupna z cena wykonania Gy, ktorej ubezpieczony moze
oczekiwac, gdy opcja ta jest w cenie. Korzystajac z przedstawionego wzoru, zbada-
no rozktad nadwyzki wynikajacej z wartosci portfela inwestycyjnego w terminie
wykonania T.

Otrzymane wyniki wskazuja jednoznacznie na skrajng asymetryczno$¢ rozkltadu
nadwyzki z ubezpieczenia UFK i konieczno$¢ zastosowania odpowiedniej strategii in-
westycyjnej gwarantujacej wyplate. Na podstawie powyzszych wynikéw mozna
stwierdzi¢, ze ubezpieczony moze kontrolowa¢ nadwyzke, a tym samym wysokos¢
wyplaty z tytutu ubezpieczenia unit-linked, dobierajac odpowiednia strategie awersji
do ryzyka, ustalajac czeSci skladki budujacej warto$¢ portfela inwestycyjnego
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Rys. 4. Rozktad nadwyzki w ubezpieczeniu UFK z sumg gwarantowang 1000 j.p. z okresem n = 20
i terminem wykonania 7' = n

Zrodto: opracowanie wiasne.

10-letnie UFK 20-letnie UFK

3500 . 8000
3000 7000
i
H 6000
2500 '
. i
: i 5000 .
2000 N :
' i
B 4000 . i
i '
]
1500 : !
: 3000 H
!
1000 ' :
' 2000 .
i H
s00 1000 .
i
o — o
wi_portfela_10_20 w1 _portfela 1040 wl_portfela_10_60 w1_portfela_10_80 w2_portfela_20_20  w2_portfela_20_40 w2_portfela_20_60 w2_portfela_20_80

Rys. 5. Rozktad nadwyzki w ubezpieczeniu UFK w z okresem n = 10 i 20 w zalezno$ci od awersji
do ryzyka (premia inwestycyjna na poziomie 20%, 40%, 60% i 80%)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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w zalezno$ci od swoich oczekiwan. Wplyw strategii awersji do ryzyka na rozktad nad-
wyzki zarowno w 10-, jak i w 20-letnim ubezpieczeniu UFK przedstawiono na rys. 5.

Niezaleznie od przyjetej strategii nadwyzka nad suma gwarantowang pojawia si¢
dopiero w potowie trwania okresu ubezpieczenia, a procent inwestowanej czesci
sktadki wptywa na jej dynamike. Przeprowadzona analiza rozktadu wartosci portfe-
la i nadwyzki, jaka wyptaca ubezpieczyciel ponad sume gwarantowana, jednoznacz-
nie potwierdza, jak istotnym elementem ubezpieczen UFK jest $wiadomo$¢ osob
ubezpieczajacych si¢. To ubezpieczony, dobierajac odpowiednig strategi¢ do okresu
trwania ubezpieczenia, moze kontrolowac¢ wartos¢ portfela, a tym samym wyplaca-
ng nadwyzke finansowa.
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DISTRIBUTION OF THE PAYMENTS IN THE UNIT-LINKED LIFE
INSURANCE AND FINANCIAL RISK

Summary: Insurance which connects the protective nature and savings is the development of
traditional life insurance. Life insurance linked to investment funds (unit-linked) so-called
UFK is getting more and more popular in Poland. Contracts of this type are a combination of
two products: insurance and investments. These are combined with an investment of insurance
premium of investment funds in selected financial institutions. However, this combination
creates a problem: correct valuation of UFK contract with both insurance and financial risks.
An important element of this insurance is that the insured shall decide which assets to invest
and what part of the premium to spend on investments. This was the premise for the proposition
of the correct valuation of the unit-linked insurance portfolio and determination of the
distribution of its value, and thus an indication of how the insured can control the value of the
portfolio and insurance payment. Therefore it was analized if the strategy adopted by the
insured, and referring to risk aversion and the level of investment premium determines the
changes in the distribution of the insurance portfolio.

Keywords: unit-linked insurance, European option, valuation of insurance, Monte Carlo me-
thods.



