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DWUSTOPNIOWE MODELOWANIE SKEADKI
ZA UBEZPIECZENIE KOMUNIKACYJNE OC

Streszczenie: Przedmiotem referatu jest zagadnienie dwustopniowego modelowania sktadki
czystej za ubezpieczenie komunikacyjne OC — osobno modeluje si¢ czgséci sktadki zwigzane
ze szkodami umiarkowanymi oraz ekstremalnymi. W modelu zgloszone szkody sa dzielone
na dwie mniej heterogeniczne grupy, co przektada si¢ na poprawe doktadnosci oceny ryzyka
znacznie obcigzajacego finansowy wynik zaktadu ubezpieczen. Empiryczng czgé¢ pracy sta-
nowi badanie portfela jednego z zaktadow ubezpieczen dziatajacych na polskim rynku, obej-
mujace ponad 500 tys. polis. Referat w duzej mierze opiera si¢ na pracy magisterskiej napisa-
nej w Instytucie Ekonometrii SGH pod kierunkiem naukowym prof. dr hab. Marii Podgorskie;j.

Stowa kluczowe: modelowanie sktadki, GLM, modele zmiennych licznikowych, metoda
Excesses Over Threshold.

1. Wstep

Przedmiotem artykutu jest zagadnienie dwustopniowego modelowania sktadki czy-
stej za ubezpieczenie komunikacyjne OC — osobno modeluje si¢ czes¢ sktadki zwia-
zang ze szkodami umiarkowanymi oraz ekstremalnymi. Inspiracj¢ do podjecia tema-
tu pracy stanowit model szkod ekstremalnych, zaproponowany w monografii
[Denuit i in. 2007], w ktérym zgloszone szkody dzielone sa na dwie mniej heteroge-
niczne grupy, co przektada si¢ na poprawe doktadno$ci oceny ryzyka znacznie ob-
cigzajacego finansowy wynik zaktadu ubezpieczen. Empiryczng czgs$¢ pracy stano-
wi badanie portfela jednego z zaktadow ubezpieczen dziatajacych na polskim rynku,
obejmujace ponad 500 tys. polis.

Na poczatku pracy przedstawione sg dane statystyczne wykorzystane w badaniu
oraz charakterystyka obserwowanej czestosci 1 wysokosci szkod. W dalszej kolejno-
$ci omawiane sg podstawy teorii zdarzen ekstremalnych, szczegdlnie metoda Exces-
ses Over Threshold (EOT) i uogoélniony rozktad Pareto. Zaprezentowane sg rowniez
wyniki zastosowania teorii na danych empirycznych, m.in. do wyboru progu oddzie-
lajacego dwie grupy szkod i dopasowanie uogoélnionego rozktadu Pareto. Nastepnie
przedstawiony jest finalny model czgstosci szkod umiarkowanych oraz model wyso-
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kosci szkdd umiarkowanych. W ostatniej czg$ci pracy podsumowane sg wnioski ply-
nace z analiz wraz z pordwnaniem wynikow z wynikami zawartymi w monografii
[Denuit i in. 2007].

W analitycznej cze$ci artykutu wykorzystane sa trzy pakiety statystyczno-eko-
nometryczne: R 2.14, Stata 11 i GenStat 12 oraz arkusz kalkulacyjny MS Excel
2007. Program R najlepiej ze wskazanych stuzy wizualizacji danych na réznych
etapach analizy ze wzgledu na dostepno$¢ m.in. takich narzedzi, jak programowalne
histogramy, wykresy kwantylowe czy rozbudowane wykresy reszt w ramach analizy
dopasowania modelu. Stata najszybciej szacuje ztozone modele regresji na duzych
zbiorach danych. GenStat z kolei wykorzystany jest w analizie szkdd ekstremalnych,
poniewaz zawiera oprogramowang metode EOT wraz z testami zgodno$ci.

2. Opis portfela polis i szkod

Dane wykorzystane w modelowaniu sktadki czystej stanowig zbior 516 695 polis
zawartych przez osoby fizyczne od 1 stycznia 2008 r. do 31 grudnia 2008 r., z kto-
rych zgloszono tacznie 24 698 szkdd. Szkody miaty miejsce w latach 2008-2009, ale
dotycza tylko wspomnianego portfela polis. Nie ma informacji o szkodach z 2008 r.
z polis zawartych w 2007 1. ani informacji o szkodach z 2009 r. z polis zawartych w
2009 roku. Odpowiada to metodzie roku polisowego, ktora w odrdznieniu od meto-
dy roku kalendarzowego i metody roku wypadku zapewnia doktadne dopasowanie
kosztow 1 okresu ekspozycji na ryzyko (McClenahan w: [Teugels, Sundt 2004]).
Proces likwidacji duzych szkod moze trwac latami, dlatego metoda roku polisowego
wymaga oszacowania ,,ostatecznej” wysokosci szkod. W tym celu wykorzystuje si¢
przewaznie historyczne wzorce rozwoju wysokosci szkody i np. metod¢ tancucho-
wa. Prezentowane dane przedstawiaja jednak stan szkdd na koniec marca 2012 roku.
Rezerwy na szkody zgloszone z analizowanego portfela (RBNS) byty wtedy zero-
we. Rezerwy na szkody zaszle, ale nie zgtoszone (IBNR) nie sg uwzglednione. Ta-
bela 1 prezentuje podstawowe charakterystyki empirycznego rozktadu wysokosci
szkod wyjsciowego portfela.

Statystyki zawarte w tab. 1 ukazuja duze zréznicowanie wysokosci szkod. Sred-
nia szkoda jest dziewigédziesigciokrotnie wigksza od najmniejszej szkody i ponad
sto czterdziesci razy mniejsza od szkody najwickszej. Co wigcej, gorny kwartyl roz-
ktadu jest mniejszy od $redniej, czyli ponad 75% szkod jej nie przekracza. Silng
prawostronng asymetri¢ rozkladu potwierdza niska warto§¢ mediany, stanowiacej
jedynie 43,7% S$redniej, oraz wysoka dodatnia warto$¢ wspolczynnika skosnosci.
Wymienione wlasnosci wraz z bardzo wysoka kurtoza swiadczg o znacznej rdéznicy
migdzy analizowanym rozkladem empirycznym a rozktadem normalnym, postulo-
wanym w klasycznym modelu liniowym, co implikuje wykorzystanie w dalszej ana-
lizie modeli rezygnujacych z tego zatozenia.
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Tabela 1. Podstawowe charakterystyki rozktadu wysokosci szkod

Minimum 60 zt
Maximum 775 890,88 zt
Srednia szkoda 5438,47 zt
Odch. stand. 16 556,43 zt
Dolny kwartyl 1245,35 zt
Mediana 2 378,09 zt
Gorny kwartyl 4 838,31 zt
90. percentyl 10 299,65 zt
95. percentyl 17 560,48 zt
99. percentyl 54 810,01 zt
Sko$no$¢ 22,72
Kurtoza 800,99

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rozktadem z cigzkim ogonem nazywa si¢ taki rozktad, ktérego ogon ma wigk-
sza mas¢ prawdopodobienstwa, niz wynikatoby to z rozktadu wyktadniczego [Ber-
lain i in. 2004]. Rysunek 1 przedstawia wykres typu ,.kwanty-kwantyl” dla rozktadu
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Rys. 1. Wykres kwantylowy — rozktad wyktadniczy

Zrédto: opracowanie whasne (R).
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wyktadniczego. Na osi pionowej umieszczone sa kwantyle analizowanego rozktadu
wysokosci szkody, a na drugiej osi kwantyle porownywanego rozktadu wyktadni-
czego, ktorego parametry oszacowano MNW na podstawie proby. Badana zmienna
zdecydowanie odbiega od zadanego rozktadu teoretycznego, poniewaz wykres nie
pokrywa si¢ z przerywang prosta, ktora symbolizuje rowno$¢ kwantyli empirycz-
nych i teoretycznych. Powyzej 20 000 zt kwantyle empiryczne zaczynaja rosnac
szybciej od teoretycznych. Przykladowo, maksymalnej obserwowanej warto$ci
szkody odpowiada z rozktadu wyktadniczego wartos$¢ jedynie 60 000 zi. Wypukle
odchylenia wykresu empirycznych kwantyli wysokosci szkody od prostej wskazuja
zatem na rozktad o cigzkim ogonie.
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Rys. 2. Rozktad liczby szkod

Zrédo: opracowanie whasne (R).

Rysunek 2 pokazuje strukture portfela ze wzgledu na liczbg szkod. Zdecydowa-
na wiekszos¢ klientow jest bezszkodowa. Czgstos¢ szkod mierzona jako stosunek
liczby szkod do annualizowanej ekspozycji na ryzyko wynosi 4,78%. W gronie
klientow szkodowych 94,4% stanowig klienci, ktérzy zgtosili doktadnie jedng szko-
de. Tylko z jednej na 10 000 polis zgloszono cztery i wigcej szkod. W dalszej anali-
zie punktem wyjscia do modelowania czgstosci bedzie model Poissona, w ktorym
postulowana jest rownos¢ $redniej i wariancji. Srednia empiryczna czestosé szkod
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wynosi, jak juz wspomniano, 4,78%. Natomiast jej wariancja jest rowna 5,3%, co
sygnalizuje, ze warto siggna¢ po modele uwzgledniajace wicksze rozproszenie licz-
by szkod niz w modelu Poissona.

W analizowanej bazie danych dla kazdej polisy dostepna jest informacja o licz-
bie zgtoszonych szkod, wysokosci kazdej z nich oraz annualizowanej ekspozycji na
ryzyko. Ponadto zawarte sa dane o umowie ubezpieczenia, kliencie i pojezdzie, kto-
re przekladaja si¢ na nastgpujaca list¢ zmiennych:

— AGREEMENT TYPE - przyjmuje wartosci tariff (tylko umowa OC) i package

(klient wykupit pakiet ubezpieczen),

— RENEWAL - 0 dla nowych klientow, 1 dla klientéw odnawiajgcych umowe,

— PREMIUM_ SPLIT - 0 dla ptacacych sktadke w catosci, 1 dla dzielacych ptat-
nose,

— SEX P —pte¢ ubezpieczonego, | — me¢zczyzna, 0 — kobieta,

— KIND_OF_DIST - typ miejsca rejestracji auta — country, suburban, urban,

— VOIVODESHIP — wojewddztwo,

— CLIENT_AGE — wiek klienta,

— CAR_MAKE — marka auta,

— ENGINE —rodzaj silnika (benzyna/diesel),

— POWER — moc silnika w KM,

— CAPACITY - pojemnos¢ silnika w cm?,

— CAR_AGE — wiek samochodu, 0 dla aut wyprodukowanych w roku poczatku
polisy,

— CO-OWNER — 1 —jesli jest wspotwlasciciel, 0 w przypadku braku.

Niektore zmienne w zbiorze sa binarne (np. pte¢) lub nominalne o wigkszej licz-
bie kategorii (np. wojewddztwo), ale sg i takie, ktore przyjmujg wartosci ze znacznie
liczniejszego zbioru. Sg to: wiek klienta, moc silnika, pojemnos$¢ i wiek samochodu,
ktorych warto$ci zostaty pogrupowane w przedziaty. Dyskretyzacja zmiennych nie
jest opisywana w tym artykule. Jej wyniki sg wykorzystane w dalszym modelowa-
niu.

3. Zastosowanie teorii wartosci ekstremalnych
i modele szkod umiarkowanych

3.1. Wybrane aspekty teorii zdarzen ekstremalnych

Duze szkody zdecydowanie wptywaja na wynik finansowy zaktadu ubezpieczen.
Przyczyna, dla ktorej uzasadnione sg oddzielne analizy szkdd duzych (ekstremal-
nych) oraz pozostalych — umownie zwanych matymi lub umiarkowanymi — jest fakt,
ze jeden standardowy model dla wszystkich szk6d moze nie zapewni¢ wystarczajaco
dobrego dopasowania rozkladu teoretycznego do danych. Gltéwnym celem takiej
analizy jest okreslenie odpowiedniego progu oddzielajacego obydwa rodzaje szkod.
Problem ten mozna rozwigzac, korzystajac z teorii zdarzen (wartosci) ekstremalnych
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(Extreme Value Theory, EVT) i uogdlnionego rozktadu Pareto (Generalized Pareto
Distribiution, GPD), ktérych zastosowanie mozna znalez¢ w pracy [Cebrian, Denu-
it, Lambert 2003]. Przedstawione tu rozwigzania teoretyczne pochodza z monografii
[Denuit i in. 2007]. Szczegdtowy opis teorii zdarzen ekstremalnych mozna znalez¢
w pracy [Berlain i in. 2004].

Calkowita wartos¢ szkod i-tego ubezpieczonego, i = 1,2,...,n, w ubezpieczeniu

OC moze by¢ przedstawiona jako
Nm NG
Si = 2peq Cir + XLy Diks (1
gdzie: N" jest liczba malych szkod zgloszonych przez i-tego ubezpieczonego,
C, jest wysokoscig k-tej malej szkody zgloszonej przez i-tego ubezpieczonego,
N jest liczbg duzych szkoéd zgtoszonych przez i-tego ubezpieczonego, D, jest wy-
sokoscia k-tej duzej szkody zgloszonej przez i-tego ubezpieczonego.

W analitycznej czesci pracy kazda z przedstawionych tu wielkosci jest traktowa-
na jako zmienna losowa i osobno modelowana. Zaklada si¢, ze wszystkie cztery
zmienne sg wzajemnie niezalezne. O zmiennych S, i = 1,2,...,n, zaklada si¢, ze sg
niezalezne i maja taki sam rozktad ze wspdlng $rednig 1. Zgodnie z prawem wielkich
liczb

P(S™ = timpoiyl, si=p) = 1
dlatego sktadka czysta jest modelowana jako oczekiwana warto$¢ szkod
Nm N&
E[S;] = E [Z;;l Cik] + E [Z;;l Dik] = E[N/"] X E[Cix] + E[N] X E[Dy]. (2)

Model szkod ekstremalnych zastosowany w niniejszej pracy jest okreslany
w literaturze jako metoda EOT (Excesses Over Threshold). Jej istota polega na
tym, ze majac dany cigg zmiennych losowych iid. {X},
X —ulX; > uy,_, ,, czyli nadwyzki przekraczajace pewien prog u, przy czym za-
ktada si¢ rozklad Poissona dla liczby nadwyzek.

Niech F, oznacza nieznang, wspélng dystrybuant¢ rozkladu zmiennych

analizuje si¢ ciag

=l.n

[X—ulX, > u], dlai=1,2,..,n. Zatem F przedstawia warunkowy rozktad nadwy-
zek szkod pod warunkiem, ze szkody przekraczajg prog u. Dla rozktadu F z odpo-
wiednio duzym progiem u dobre dopasowanie zapewnia (uzasadnienie jest podane
w (3)) dwuparametrowy rozkiad Pareto (GPD) o dystrybuancie G ("), zwany
uogolnionym rozktadem Pareto. Ta dwuparametrowa rodzina rozktadéw jest defi-
niowana jako
x
GE.B(") = GE (E>, ,B >0,

1-(1+&)Y¥dlaé#0

. _
gdzie G¢(x) {1 —exp(—x) dlaé =0,
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dlax>0gdy £>0 oraz x € [0, - 1] gdy & <0, przy czym parametr ¢ nazywa si¢
indeksem Pareto. ¢

Dla odpowiedniej funkcji f(u) 1 ustalonego ¢, oszacowanych na podstawie da-
nych, przyblizenie

Fy(x) = Geg(x) dlax > 0 3)

jest dobre dla duzego u. Powyzsza aproksymacj¢ uzasadnia si¢ formutg zwang twier-
dzeniem Pickandsa—Balkemy—de Haana:

limy, e Supx20|Fu(x) - GE,B(u) (x)| =0

Z (3) wynika, ze ciag {X,—u|X, > u},_, A moze by¢ traktowany jak probka losowa
z uogolnionego rozktadu Pareto, jesli u jest wystarczajaco duze. Odpowiadajac na
pytanie, co oznacza ,,wystarczajgco wysoki prog”, nalezy wzig¢ pod uwage dwa
czynniki:

— zbyt mata warto$¢ u oznacza, ze rozktad GPD zostanie odrzucony przez testy
dopasowania, a oszacowania beda obcigzone; obcigzenie moze by¢ znaczne, po-
niewaz wraz z obnizaniem progu przybywa sporo obserwacji (szkéd umiarko-
wanych jest zdecydowanie wigcej niz ekstremalnych),

—  zbyt duza warto$¢ u skutkuje mata probg nadwyzek ponad proég, co przektada sig
na mala precyzj¢ oszacowan.

Biorac pod uwagg te dwa czynniki, nalezy wybra¢ najmniejsza warto$¢ progu u,
dla ktorej GPD jest akceptowalnym przyblizeniem ogona rozktadu szkod.

W analitycznej czgséci artykutu do wyboru wysokosci progu stuzg testy zgodno-
sci, Andersona—Darlinga, Craméra—von Misesa 1 Watsona, badajace dopasowanie
rozktadu teoretycznego (w tym przypadku rozktadu GPD) do danych. Wyjsciowym
testem jest test Craméra—von Misesa, a pozostale dwa testy sg jego modyfikacjami
(przypisuja wieksza wage roznicom w ogonach rozktadu). Brak podstaw do odrzu-
cenia hipotezy o zgodnosci rozkladow teoretycznego i empirycznego przez wszyst-
kie trzy testy stanowi mocng przestanke do wyboru rozktadu GPD. Istnieje tez kilka
metod graficznych, ktore poprzez analize wykresu prowadza do wyboru wysokosci
progu. Jedna z nich, ktora jest zastosowana jako analiza wstepna wzgledem testow,
jest badanie zachowania empirycznej sredniej nadwyzki szkody ponad wartos¢ u.
Srednig nadwyzke szkody definiuje si¢ nastepujaco

+00
e(w) =EX—ulX>u]= f (1 — Fu(x))dx.
0

Mozna wykaza¢, ze dla zmiennej losowej X o rozktadzie G, ,(x) $rednia nad-

wyzka szkody jest liniowa funkcja progu u i ma postac

N 2 4
e(u)—1_5+1_€u (4)
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jesli f+ ué> 0. Z kolei empiryczng funkcj¢ $redniej nadwyzki szkody mozna osza-
cowa¢ w oparciu o obserwacje {x,, ..., x, } jako

in>u Xi _ in>u(xi - u)

#{x;: x; >u}_u_ #{x;x; > u} ®)

é(u) =
czyli jako sume nadwyzek ponad prog u podzielong przez liczbe obserwacji wigk-
szych od u. Warto$¢ progu, powyzej ktorego empiryczna funkcja nadwyzki jest w
przyblizeniu liniowa, moze zosta¢ wykorzystana do podziatu szkdd na mate i duze.
Co wigcej, gdy na przedziale wysokosci szkod [u, +o0) dopasuje si¢ linie¢ prostg do
e, (u), to korzystajac ze wspotczynnika kierunkowego i wyrazu wolnego oraz zalez-
nosci (4), mozna wstepnie oszacowac parametry rozktadu GPD, &1 S.

Po okresleniu wysokosci progu mozna przystapi¢ do modelowania wysokos$ci
szkdd ekstremalnych z wykorzystaniem GPD. Liczebnos$¢ proby duzych szkod jest
z reguty niewielka, co nie pozwala na modelowanie $redniej szkody ekstremalnej z
wykorzystaniem zmiennych objasniajacych. Logarytm funkcji wiarygodnosci, ktora
nalezy maksymalizowac w celu otrzymania ocen parametréw przy zalozonym progu
1, ma postac

_ e _qa L S
InL (¢, £) = ~Inf - #xx, > 1} = (L+ ) Z 1n(1+ HE u)).

Mata proba ekstremalnych szkéd moze mie¢ odzwierciedlenie w niskiej wiary-
godnosci oszacowan. Denuit i1 in. [2007] wskazuja, ze w praktyce firma ubezpiecze-
niowa powinna zebra¢ informacje o ekstremalnych szkodach z wszystkich lat i prze-
prowadzi¢ ich szczegotowa analize. Wysokosci szkod w takim przypadku powinny
zosta¢ skorygowane m.in. z powodu inflacji. Dla ubezpieczycieli dysponujacych
matym lub $rednim portfelem z pomoca moze przyjs¢ reasekurator dysponujacy
znacznie szersza wiedza o szkodach ekstremalnych.

Oszacowania .f i ﬁ stuza wyznaczeniu ED,, czyli wartosci oczekiwanej zglo-
szonej szkody ekstremalnej, z wykorzystaniem nastepujacej wlasnosci GPD dla
E<1:

ilx;i>u

B

EX =u+1= (6)

Liczba szkod ekstremalnych zgloszonych przez i-tego ubezpieczonego, N,
moze by¢ modelowana z wykorzystaniem rozktadu Poissona (N ~ Poi(1"“)).
Jest to zgodne z faktem, ze szkody ekstremalne zdarzaja si¢ catkowicie losowo.
W modelu regresji Poissona objasniajacym oczekiwang czesto$¢ duzych szkéd moz-
na wprowadzi¢ zmienne objasniajace za pomoca wyktadniczej funkcji taczace;j. Jed-
nak mata proba polis z duzymi szkodami pozwala z reguty jedynie na oszacowanie
regresji wylacznie ze stala. Korzystajac z faktu, ze w wigkszosci przypadkdéw ubez-
pieczony zgtasza 0 lub 1 ekstremalng szkodg, model regresji Poissona mozna zasta-

pi¢ regresja logistyczng lub probitowa. W takim przypadku modelowana bytaby



124 Daniel Sobiecki

zmienna binarna zamiast zmiennej licznikowej. Obydwa modele zostang uwzgled-
nione w czgsci analitycznej pracy.

W modelowaniu wysokosci szkéd umiarkowanych wykorzystane s3 modele kla-
sy GLM: regresja odwrotna gaussowska, gamma i log-normalna. W modelowaniu
czestosci tychze szkdd zastosowane sg modele zmiennych licznikowych — regresja
Poissona, ujemna dwumianowa i modele z podwyzszong liczbg zer. Teoria stojaca
za tymi modelami nie begdzie przyblizana w tym artykule. Mozna jg pozna¢ m.in.
w pracach: [Anderson i in. 2007; Faraway 2006]. Natomiast opis teorii modeli
zmiennych licznikowych mozna znalez¢ w [Long, Freese 2001].

3.2. Zastosowanie dwustopniowego modelowania szkod
3.2.1. Wyznaczenie progu i modele szkod ekstremalnych

Prog u, powyzej ktorego szkoda jest klasyfikowana jako ekstremalna i ktory potrzeb-
ny jest do dopasowania uogolnionego rozktadu Pareto, nalezy wyznaczy¢ na podsta-
wie testow zgodnosci jako najmniejszy prog, przy ktorym nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy o zgodnosci rozktadu empirycznego z teoretycznym. Przed formalnym
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srednia nadwyzka

50000
l

0
I

I I l I I I
0 100000 200000 300000 400000 500000

prog - u

Rys. 3. Empiryczna nadwyzka szkody (w zt)

Zrédto: opracowanie whasne (R).
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postepowaniem statystycznym warto jednak skorzystac¢ z jednej z graficznych metod
okreslenia progu. Wybrana zostata metoda empirycznej $redniej nadwyzki szkody
ponad prog u.

Rysunek 3 przedstawia przebieg empirycznej sredniej nadwyzki szkody ponad
prog u dla rozpatrywanego portfela. Zakres zmiennos$ci progu zostat ustalony od 0
do 500 000 z1 i jest mniejszy od zakresu zmiennosci wysoko$ci szkody w portfelu.
Wynika to z faktu, ze estymatory empirycznej $redniej nadwyzki szkody daza do 0,
gdy wysoko$¢ progu zbliza si¢ do prawego ogona rozktadu wysokosci szkody, po-
niewaz coraz mniejsza liczba obserwacji przekracza prog (zob. wzor (5)). Zgodnie
ze wzorem (4) dla zmiennej losowej X o rozktadzie GPD z dystrybuanta G ,(x)
srednia nadwyzka szkody jest liniowa funkcjg progu u. Mozna przyjac, ze zachowa-
nie empirycznej $redniej nadwyzki szkody jest ,,zachwiane” na koncu przedzialu
zmienno$ci ze wzgledu na wspomniang matg liczbe obserwacji. Analiza wykresu
pozwala przypuscic, ze prog u wynosi ok. 100 000 zi, poniewaz dla u wigkszych od
tej wielkosci przebieg wykresu $redniej nadwyzki moze by¢ przyblizony prosts.

Tabela 2 przedstawia wartosci statystyk testowych dla progu « = 75 000 zt. Ze-
stawienie informacji z tab. 2 i 3 pokazuje, ze dla wszystkich stosowanych testow
zgodnosci nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o zgodnosci rozktadu szkod eks-
tremalnych z uogélnionym rozktadem Pareto przy poziomie istotnosci wynoszacym
5%. Wyjsciowa wysokoscia progu byto 100 000 zt pochodzace z analizy empirycz-
nej $redniej nadwyzki szkody. Pdzniej prog byt systematycznie obnizany z krokiem
5 000 zt 1 przy kazdej iteracji porownywane byly wartoSci statystyk testowych
z warto$ciami krytycznymi testow zgodnosci. Prog 75 000 zt byt najnizszym, dla
ktorego wszystkie trzy testy wskazywaly na brak podstaw do odrzucenia hipotezy
przy poziomie istotnosci w wysokosci 5%. Dla progu 70 000 zt wszystkie testy
wskazuja na istotno$¢ réznic migdzy empirycznym rozktadem szkod ekstremalnych
a teoretycznym rozktadem GPD przy poziomie istotnosci 5%.

Tabela 2. Wartosci statystyk testowych dla progu u =75 000 zt

Anderson-Darling 0.5920
Cramer-von Mises 0.0868
Watson 0.0762

Zrédto: opracowanie wiasne (GenStat).

Tabela 3. Wartosci krytyczne testow zgodnosci z rozktadem GPD
przy poziomie istotnosci 5%

Anderson-Darling 0.787
Cramer-von Mises 0.126
Watson 0.116

Zrodto: opracowanie wiasne (GenStat).
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Tabela 4 przedstawia oszacowania MNW parametrow rozktadu GPD wraz z ble-
dami standardowymi dla progu u wynoszacego 75 000 zt. Bledy sa relatywnie
niskie, a parametry r6znig si¢ istotnie od zera (wskazujg na to testy ilorazu wiary-
godnosci).

Tabela 4. Oszacowania parametrow rozktadu GPD
(prog u =175 000 zt)

Oszacowanie Blad stand.
S 35222 7739
¢ 0.6312 0.1986

Zrédto: opracowanie wiasne (GenStat).

Prog okreslajacy szkody ekstremalne zostal okreslony na 75 000 zi, dlatego
mozna juz podzieli¢ analizowany portfel na dwie czesci. Od tego miejsca caty port-
fel jest nazywany portfelem A, cze$¢ ze szkodami umiarkowanymi — portfelem B
oraz ekstremalnymi — portfelem C. Portfel B jest bardziej homogeniczny od wyjscio-
wego portfela A, zatem jest lepszy do modelowania. Wskazujg na to miary rozpro-
szenia, np. odchylenie standardowe zmalato az o 56%. Nadal mamy do czynienia
z rozktadem silnie prawostronnie sko$nym, ale wspdtczynnik skos$nosci i kurtoza sa
w portfelu B o rzad wielkosci mniejsze niz w portfelu A.

W portfelu szkod ekstremalnych znalazto si¢ 136 szkod zgtoszonych ze 134 po-
lis ubezpieczenia OC (z dwoch polis zgloszono po dwie szkody przekraczajace prog
75 000 zt). Rozktad wysokos$ci szkdd ekstremalnych tez jest rozktadem prawostron-
nie sko$nym — wspotczynnik sko$nosci wynosi 3, a mediana jest mniejsza od $red-
niej.

Probka 136 szkod ze 134 polis jest rozmiaru, ktory teoretycznie pozwala na
uwzglednienie zmiennych objasniajacych w modelach czestosci 1 wysoko$ci szkod
ekstremalnych. Jednak empiryczna czgstos¢ szkdd ekstremalnych wynosi jedynie
ok. 0,2%o, dlatego tez oba modele beda zawieraty tylko wyraz wolny. Odpowiada to
zatozeniu, ze szkody ekstremalne sg losowe i prawdopodobienstwo ich zgloszenia
jest jednakowe dla kazdego klienta zaktadu ubezpieczen (niezalezno$¢ od wartosci
charakterystyk). Oczekiwany koszt duzej szkody w takiej sytuacji wyraza si¢ wzo-
rem (6). Po podstawieniu wysokosci wybranego progu i oszacowan parametrow
otrzymujemy 170 507,05 zi. Empiryczna $rednia szkoda ekstremalna wynosi
154 226,4 zt. Jak widaé, oszacowanie wielkoSci oczekiwanej szkody ekstremalnej
na podstawie uogdlnionego rozktadu Pareto jest tylko o ok. 10% wyzsze niz ocena
prostego estymatora probkowego.

Zgodnie z teorig przedstawiong w podpunkcie 3.1 czestos¢ szkod ekstremalnych
modelowana jest z wykorzystaniem regresji Poissona z wyktadnicza funkcja taczaca
iregresji logistycznej. W obydwu modelach nie sg uwzglednione zmienne objasnia-
jace, co powoduje ich redukcje do wyrazu wolnego. Oszacowanie MNW tego para-



Dwustopniowe modelowanie sktadki za ubezpieczenie komunikacyjne OC 127

metru w modelu regresji Poissona wynosi —8,198865, co odpowiada oszacowaniu
czestosci szkod ekstremalnych na poziomie 0,275%o. Natomiast dla regresji logi-
stycznej mamy odpowiednio oszacowanie wyrazu wolnego wynoszace —8,337721
i czgstosci 0,2393%o. Oceny czestosci uzyskane na podstawie dwoch modeli sg
wzglednie bliskie sobie. W dalszym modelowaniu wykorzystana zostanie wyzsza
warto$¢ czestosci z regresji Poissona. Odpowiada to ostrozniejszemu podejsciu do
ryzyka szkod ekstremalnych.

3.2.2. Modele czestosci i wysokosci szkod umiarkowanych

Model czgstosci szkod umiarkowanych w wigkszym stopniu réznicuje taryfe skta-
dek niz model wysokosci szkoéd umiarkowanych, poniewaz w procesie estymacji
bierze udziat wigksza liczba obserwacji (portfel polis jest zdecydowanie wigkszy niz
portfel szkod), a co za tym idzie — mozna uwzgledni¢ wigcej zmiennych objasniaja-
cych. W artykule przedstawiona jest jedynie postac ostateczna obu modeli, ktora jest
wynikiem wykorzystania nastgpujacych metod: analizy wariancji, testow statystycz-
nych Walda istotno$ci parametrow, usuwania zmiennych nieistotnych, grupowania
poziomow zmiennych istotnych, testu ilorazu wiarygodnosci na wystepowanie
zjawiska wiekszej wariancji od $redniej czestosci szkod, diagnostyki reszt modeli
i kryteriow informacyjnych.

Tabela 5 przedstawia ostateczny model regresji ujemnej dwumianowej dla cze-
stosci szkdod umiarkowanych. Po zamianie poziomdéw bazowych i grupowaniu
zmiennych prawie wszystkie parametry modelu istotnie r6znig si¢ od zera na pozio-
mie istotnosci 5%. Tylko dla dwoch zmiennych, CLIENT AGES i CAR._ MAKE
T6 (nazwa zmiennej ulegla zmianie ze wzgledu na grupowanie), empiryczny po-
ziom istotnosci parametrow nieznacznie przekracza wartos¢ 5%, dlatego tez
pozostajag one w modelu. W przeciwnym wypadku trzeba by zastosowaé kolejne
grupowanie poziomow zmiennych. Ze wzgledu na brak istotnosci odrzucone zostaty
dwie zmienne: informacja o rodzaju silnika (benzyna/diesel) i wspotwlasnosci.

Model regresji ujemnej dwumianowej jest uogdlnieniem modelu regresji Poisso-
na ze wzgledu na wigkszg wariancj¢ zmiennej objasnianej od jej wartosci oczekiwa-
nej. Za zwigkszong wariancj¢ odpowiada parametr o, ktérego oszacowanie znajduje
si¢ na dole tab. 5. Sg tam tez wyniki testu ilorazu wiarygodnosci, ktére wskazujg na
odrzucenie hipotezy na rzecz hipotezy alternatywnej mowiacej o tym, ze model re-
gresji uyjemnej dwumianowe;j jest istotnie lepszy od modelu Poissona.

W analizie uwzgledniony byt rowniez model uogolniajacy regresj¢ ujemna dwu-
mianowg ze wzgledu na podwyzszong liczbe zer — model ZINB. Jednak to rozsze-
rzenie zostalo odrzucone na podstawie testoOw statystycznych.

Tabela 6 przedstawia oszacowania parametréw w finalnym modelu regresji log-
-normalnej dla wysokosci szkdd umiarkowanych. Wszystkie parametry modelu roz-
nig si¢ istotnie od zera na poziomie istotnosci 5%. Siedem zmiennych okazalo sig¢
statystycznie istotnych, czyli zgodnie z oczekiwaniami mniej niz w przypadku mo-
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Tabela 5. Finalny model czgstosci szkod umiarkowanych

CLAIM_COUNT Coef. Std. Err. Z P>z
AGREEMENT1 1538298 0213251 7.21 0.000
RENEWAL —.1608341 .0142224 —11.31 0.000
PREMIUM SP~T 1345873 .0140454 9.58 0.000
SEX P —.1456018 .0155727 -9.35 0.000
DIST2 1566432 .0191835 8.17 0.000
DIST3 4396419 .0168992 26.02 0.000
VOIVOD T2 1977572 .0309643 6.39 0.000
VOIVOD T3 2267418 .0329011 6.89 0.000
VOIVOD T4 1596667 .0505637 3.16 0.002
VOIVOD T5 2282233 .023994 9.51 0.000
VOIVOD T6 .1344502 .0251377 5.35 0.000
VOIVOD T7 1390526 0269153 5.17 0.000
VOIVOD T8 1949061 .0432378 4.51 0.000
VOIVOD T9 .2090536 0236638 8.83 0.000
VOIVOD TI10 .1401496 .0325256 431 0.000
VOIVOD Tl1 1787906 .0273626 6.53 0.000
VOIVOD TI12 2210352 .039978 5.53 0.000
CLIENT AGEI1 6777378 0566882 11.96 0.000
CLIENT_ AGE2 2802856 .0446484 6.28 0.000
CLIENT AGE4 .0896001 .0149025 6.01 0.000
CLIENT_AGES5 —.0394704 .0207713 -1.90 0.000
CLIENT AGE6 .3046504 .0590219 5.16 0.057
CAR MAKE TI1 1111246 .0358501 3.10 0.000
CAR_MAKE T3 1832418 .0502333 3.65 0.002
CAR MAKE T4 —.036952 .0170072 -2.17 0.000
CAR_MAKE_T5 —.1496184 0561436 —2.66 0.030
CAR MAKE T6 .0370995 .0202021 1.84 0.008
CAR_MAKE T7 —.1636988 .0709212 -2.31 0.066
CAR MAKE T8 —.0869471 .0347072 -2.51 0.021
POWERI .1443166 .029456 4.90 0.012
POWER3 106138 .0168868 6.29 0.000
CAPACITY1 2429226 .0979119 2.48 0.000
CAPACITY3 206874 .0354346 5.84 0.013
CAR_AGEI —.1157609 .0337253 -3.43 0.000
CAR_AGE3 —. 1114261 .0251344 —4.43 0.001
_cons —3.552875 .0384164 —92.48 0.000
EXPOSURE (exposure)

/Inalpha 428295 0426728
alpha 1.534639 .0654874
Likelihood-ratio test for alpha=0:

Chibar2(01) = 1101.87 Prob>chibar2 = 0.000

Zrédlo: opracowanie wlasne (Stata).
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delu czgstosci. Dwie zmienne wymagaty grupowania poziomoéw — wojewodztwo
rejestracji i wiek klienta. Ten model jest najoszczedniejszy z analizowanej triady pod
wzgledem liczby parametréw — ma ich czternascie plus wyraz wolny.

Tabela 6. Model finalny regresji log-normalnej dla wysokosci szkod umiarkowanych

CLAIM_AMOU~2 Coef. Std. Err. z P>lZ]
RENEWAL 062093 01443 430 0.000
PREMIUM_SP~T 0258806 0141351 1.83 0.067
SEX P 0708229 0158054 448 0.000
DIST! 0776252 0166441 4.66 0.000
DIST2 0991543 0178226 5.56 0.000
VOIVO_LN2 —.1271037 0326122 -3.90 0.000
VOIVO_LN3 1547945 0441871 -3.50 0.000
VOIVO LN4 —1217673 0363701 335 0.001
VOIVO_LN5 —154111 0325238 —4.74 0.000
VOIVO_LNG6 —.1282316 0402726 -3.18 0.001
CLIENT AG~N2 1429092 045355 3.15 0.002
CLIENT AG~N3 0441489 0143877 3.07 0.002
POWER2 —.1002078 0280456 -3.57 0.000
POWER3 1094879 0258425 —4.24 0.000
CO-OWNER 0448327 0182034 —2.46 0.014
_cons 7.892407 0294167 268.30 0.000

Zrédto: opracowanie wlasne (Stata).

Zarowno kryteria informacyjne, jak i diagnostyka reszt modelu wskazujg na wy-
boér modelu regresji log-normalnej jako modelu najlepiej opisujacego ksztattowanie
si¢ wysokosci szkod umiarkowanych w portfelu B.

4. Skladka czysta i dalsza analiza

Do modelowania czestosci szkod umiarkowanych wybrano regresje ujemng dwu-
mianowa, a do modelowania wysokosci tych szkdd wykorzystano regresje log-nor-
malng. Natomiast dla szkod ekstremalnych mamy odpowiednio regresje Poissona
i uogodlniony rozktad Pareto. W przypadku wyboru rozktadu log-normalnego do mo-
delowania wysokosci szkéd umiarkowanych i regresji ujemnej dwumianowej do
modelowania ich czestosci wartos¢ sktadki czystej za szkody umiarkowane mozna
dla i-tego klienta obliczy¢ z wykorzystaniem wzoru

E[SC, Cac] = BN X E[Cie] =

2 (7)
= wiexp (B57 + B + S)a (B + By + )
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Jesli zastosowac regresje Poissona do modelowania czestosci szkod ekstremal-
nych i rozktad GPD do modelowania ich wysokosci, to sktadka czysta za szkody
ekstremalne wynosi dla kazdego klienta

B[54, Du| = EING] x BIDy] = o exp(s7) (u + L) ®)

Jesli pominie si¢ duze szkody, sktadka czysta dla klasy referencyjnej wyniesie
zgodnie ze wzorem (7)

1.0382
2

exp( S+ By + %2) = exp (—3,55 +79+

) = 132,78 zt, (9)

gdzie o jest wariancja rozktadu log-normalnego (oszacowang w R z wykorzystaniem
pakietu GAMLSS). Wielko$¢ ta mowi o tym, jaka sktadke czysta zaptaci klient, ktdre-
go charakterystyki przyjmuja wartosci bazowe w analizowanych modelach, co odpo-
wiada jednostkowym (100%) mnoznikom sktadki bazowej w ostatniej kolumnie tab. 6.
Ze wzgledu na dwie zmienne: rodzaj miejsca rejestracji i moc silnika, dla ktorych
poziom referencyjny jest rozny w modelu cze¢stosci 1 modelu wysokosci szkod, przez
co mnoznik wpltywu catkowitego dla zadnego poziomu tych zmiennych nie jest réwny
100%, wielkos¢ sktadki czystej wyznaczona w punkcie (9) nie ma interpretacji.

Skorzystajmy ze wzoru (7), by obliczy¢ sktadke czysta za szkody umiarkowane
dla przyktadowego klienta. Jego charakterystyki to: mezczyzna, 24 lata, z obszaru
podmiejskiego w wojewodztwie mazowieckim, samochdd marki Toyota z 2004 r.,
o mocy 75 KM i pojemnosci 1200 cm?®. Klient wykupuje samo ubezpieczenie OC po
raz trzeci w analizowanej firmie (odnawia umowe), ptaci sktadke w dwoch ratach,
a auto nie ma wspotwiasciciela. Ubezpieczenie wykupione jest na roczny okres ochro-
ny, dlatego ekspozycja na ryzyko wynosi @, = 1. Sktadka czysta za szkody umiarkowa-
ne wynosi

132.78 z1 X 100% (korekta za wykup samego 0OC)
X 79.93% (korekta za odnowienie)
X 114.41% (korekta za dwie raty)
X 92.85% (korekta za pted)
X 129.27% (korekta za obszar podmiejski)
X 114.92% (korekta za wojewdédztwo mazowieckie)
X 153.08% (korekta za wiek z przedziatu 24 — 27)
% 103.78% (korekta za marke pojazdu — Toyota)
%X 99.52% (korekta za moc silnika z przedziatu 67 — 124 KM)
122.98% (korekta za pojemnosé silnika z przedziatu 901 — 2500 cm?)
X 100% (korekta za wiek auta z przedziaiu 1 — 16)
X 100% (korekta za brak wspditwlasciciela)
= 325.66 zl.
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Do tak obliczonej sktadki czystej nalezy dodac¢ jednakowg dla wszystkich klien-
tow sktadke za szkody ekstremalne, ktdra zgodnie ze wzorem (8) wynosi

E[N&] x E[Dy,] = 0.0275% x 170 507.05 = 46.89 zt.
i ik

Zatem sktadka dla omawianego przyktadowego klienta wynosi 372.55 z1.

Tabela 7 przedstawia wybrane wyniki modelowania czg¢stosci i wysokosci szkod
umiarkowanych. Trzecia i czwarta kolumna zawieraja odpowiednio exp( ﬁjf’e”)
i exp(B;"") obliczone dla kazdego poziomu wszystkich zmiennych. £acznie wyko-
rzystano dwanascie z wyjsciowych trzynastu zmiennych. Tylko informacja o rodza-
ju silnika (benzyna/diesel) okazata si¢ nieistotna w wyjasnianiu zar6wno czestosci,
jak 1 wysokosci szkod umiarkowanych.

Z tab. 7 mozna odczyta¢ migdzy innymi, ze w analizowanym portfelu me¢zczyzn
charakteryzuje nizsza czegstos¢ szkod niz kobiety, natomiast szkody powodowane
przez mezezyzn sa wyzsze. Klienci odnowieniowi charakteryzuja si¢ szkodowoscia
(potaczony wptyw czestosci i wysokosci szkod) o 20% nizsza od nowych klientow
w portfelu. W miescie czgstos¢ szkod jest zdecydowanie wyzsza niz na wsi, ale sa to

Tabela 7. Wybrane mnozniki sktadki bazowe;j

Zmienna Poziom Czestose Wysoko$¢ | Wplyw calkowity
Podziat ptatnosci platno$¢ jednorazowa 100% 100% 100,00%
platnos$¢ ratalna 114,41% 102,62% 117,41%
Ple¢ kobieta 100% 100% 100,00%
mezczyzna 86,45% 107,34% 92,79%
Rodzaj miejscowosci | wie$ 100% 108,07% 108,07%
teren podmiejski 116,96% 110,42% 129,15%
miasto 155,22% 100% 155,22%
Moc silnika (w KM) | 66- 100% 90,46% 90,46%
67-124 111,20% 89,63% 99,67%
125+ 115,52% 100% 115,52%
Pojemnos¢ silnika 900- 100% 100% 100,00%
(w em?) 901-2500 122,98% 100% 122,98%
2500+ 127,50% 100% 127,50%
Wiek samochodu 0 89,07% 100% 89,07%
1-16 100% 100% 100,00%
17+ 89,46% 100% 89,46%
Wspotwlasnosé jeden wiasciciel 100% 100% 100,00%
wspotwiasnosé 100% 95,62% 95,62%
Typ umowy umowa pakietowa 116,63% 100% 116,63%
umowa OC 100% 100% 100,00%
Odnowienie nowy klient 100% 100% 100,00%
odnowienie umowy 85,14% 93,98% 80,02%

Zrodto: opracowanie wiasne.
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szkody o mniejszej wysokosci. Szkodowos$¢ rosnie wraz ze wzrostem takich para-
metrow samochodu, jak pojemno$¢ czy moc silnika. Auta nowe i w wieku powyz-
szej szesnastu lat cechujg si¢ czestoScig nizszg od tych z przedziatu 1-16 lat o ponad
10%.

5. Whnioski

W pracy tej przedstawiona jest pierwsza w Polsce i, o ile autorowi wiadomo, druga
na $§wiecie empiryczna analiza sktadki przy uwzglednieniu dekompozycji portfela
na szkody ekstremalne i umiarkowane z wykorzystaniem nowej metody EOT i roz-
ktadu GPD. W monografii [Denuit i in. 2007] analiza przeprowadzona jest na mniej-
szym zbiorze danych jednego z belgijskich ubezpieczycieli — ok. 18 tys. szkdd zgto-
szonych ze 160 tys. polis, przy 8 zmiennych objasniajacych, w tej pracy zas jest
odpowiednio ok. 24 tys. szkdd zgloszonych z ponad 500 tys. polis i 12 istotnych
zmiennych objasniajagcych. W obydwu pracach zostata wybrana regresja ujemna
dwumianowa do modelowania czestosci szkdd umiarkowanych i regresja log-nor-
malna jako model wysokosci szkéd umiarkowanych. Jednak w tej pracy pod uwage
jest wzietych wigcej modeli i doktadniejsza jest procedura wyboru modelu dzigki
uwzglednieniu analizy reszt i kryteriow informacyjnych. W monografii [Denuit i in.
2007] czgstos¢ szkod ekstremalnych jest oszacowana na poziomie 0,117%o przy pro-
gu 100 tys. euro i maksymalnej szkodzie w wysokos$ci ok. 2 mln euro. W tej analizie
czgstose szkod ekstremalnych wynosi 0,275%o przy progu 75 tys. zt i szkodzie mak-
symalnej w wysokosci ok. 775 tys. zt.

Niektore wnioski sg wspdlne dla obu analiz. Przyktadowo, czestos¢ szkod osob
ptacacych sktadke ratalnie jest wyzsza od czgstosci szkod osob optacajacych ja jed-
norazowo. Na wsi jest nizsza czesto$¢ szkod niz w miescie, ale sg to szkody o wyz-
szej wartosci. Obie analizy wskazuja na to, ze czgstos¢ szkdd rosnie wraz ze wzro-
stem mocy silnika. Jednak w niniejszym badaniu moc silnika ma wptyw takze na
wysokosc¢ szkdd, a u Denuit i in.[2007] jest on nieistotny. Wyniki sa zgodne takze we
wskazaniu na to, ze kobiety charakteryzuja si¢ wyzsza czgstoscig szkod od mez-
czyzn. Jednak belgijska analiza wskazuje brak wptywu plci klienta na wysokos¢
szkod, a wedlug wynikow tej pracy kobiety odpowiadaja za szkody o nizszej wyso-
kosci.

Czgs$¢ wnioskow plynacych z porownywanych analiz si¢ nie pokrywa. W mono-
grafii [Denuit i in. 2007] czestos¢ szkod wsrdd osob wykupujacych jedynie ubezpie-
czenie OC jest wyzsza od czgstosci szkod tych, ktorzy wykupuja pakiet, a w anali-
zowanym tutaj przypadku jest odwrotnie. W przypadku polskiego portfela wiek
ubezpieczanego samochodu nie ma wplywu na wysokos¢ szkdd, a w przypadku bel-
gijskim jak najbardziej. Co wiecej, tam czestos$¢ szkod maleje wraz ze starzeniem sig
klientow, a tu zalezno$¢ ma przebieg niemonotoniczny.

Przeprowadzona analiza pozwala wnioskowac¢ o wplywie wielu zmiennych na
ksztattowanie si¢ czgstosci i wysokosci szkdd. Jedna z nich jest pojemnosc silnika.
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Czestos¢ szkod rosnie wraz z jej wzrostem. Z kolei klienci odnawiajacy umowy w
analizowanym zaktadzie ubezpieczen majg zarowno nizsza cz¢stosc, jak i wysokosé
szkdd w porownaniu z osobami ubezpieczajacymi si¢ po raz pierwszy. Analiza ze
wzgledu na marke pojazdu i wojewodztwo prowadzi do wniosku, ze najwyzsza
szkodowoscig charakteryzuja si¢ auta marki BMW w wojewodztwie t16dzkim, a naj-
nizszg auta marki Hyundai w wojewddztwie opolskim.

W wyniku analizy ustalone zostaty:

1) wysokos$¢ sktadki bazowej za szkody umiarkowane, ktora wynosi 132,78 zt,

2) wysokos¢ sktadki za szkody ekstremalne, ktora dla kazdego klienta wynosi
46,89 zt,

3) mnozniki stuzace kalkulacji sktadek dla poszczegolnych grup klientow.

Jesli podzieli si¢ portfel na grupy wedtug wartosci zmiennych ratingowych, to w
analizowanym portfelu najwicksza z nich liczy 401 obserwacji i ma nastgpujace
charakterystyki: mezczyzna, w wieku od 28 do 44 lat, z obszaru wiejskiego w woje-
wodztwie podkarpackim, samochod marki Opel w wieku od 1 roku do 16 lat, o mocy
od 67 do 124 KM i pojemnosci w przedziale 901-2500 cm?, wykup tylko ubezpie-
czenia OC, nowy klient, sktadka ptacona jednorazowo, jeden wiasciciel. Sktadka
netto z uwzglednieniem narzutu na szkody ekstremalne wynosi dla takiej kombinacji
cech 180,13 zt. Dla poréwnania najnizsza sktadka czysta w badanym portfelu dla
polisy zawartej na rok wynosi 118 zt, a najwyzsza 997 zt. Przykladowe charaktery-
styki klienta z najnizszg sktadka to: mgzczyzna, w wieku od 58 do 75 lat, z obszaru
wiejskiego w wojewodztwie opolskim, samochod marki Fiat w wieku 17 lat lub
starszy, 0o mocy do 66 KM i pojemnosci do 900 cm?, wykup tylko ubezpieczenia OC,
odnowienie umowy, sktadka ptatna jednorazowo, brak wspotwiasciciela. Z kolei
klient z najwyzsza sktadka w analizowanym portfelu ma nast¢pujace cechy: kobieta,
w wieku do 23 lat, z miasta w wojewddztwie kujawsko-pomorskim, samochdd mar-
ki Alfa Romeo w wieku od 1 roku do 16 lat, 0 mocy powyzej 125 KM i pojemnosci
w przedziale 901-2500 cm?, wykup pakietu ubezpieczen, nowy klient, ptatnosc¢
sktadki roztozona na raty, jeden wtasciciel.

Nie tylko modele czgstosci i wysokosci szkod dostarczaja waznych wnioskow,
ale takze wstepna analiza danych zawiera cickawe spostrzezenia. Przed podzialem
szkod na dwie grupy $rednia szkoda byla wyzsza od trzeciego kwartyla rozktadu
wysokosci szkéd. O wysokim zroznicowaniu odszkodowan $wiadczy rowniez
wspotczynnik skosnos$ci wynoszacy az 22 i kurtoza rowna 800. Jesli chodzi o roz-
ktad liczby szkod, to uwage zwraca fakt wystepowania polis, z ktérych zgloszono
wiecej niz cztery szkody rocznie. Ponadto sg w portfelu dwie polisy, z ktorych zgto-
szono po dwie szkody ekstremalne (powyzej 75 000 zt) w badanym roku.

Dotychczasowe rozwazania doprowadzity do nastepujacych wnioskow ogol-
nych dotyczacych zastosowanych metod:

a) wysoko$¢ szkdd jest objasniana przez mniejszg liczbg czynnikow niz czestos$é
szkod,
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b) modele z podwyzszong liczbg zer w analizowanym przypadku nie poprawiajg
dopasowania regresji Poissona i regresji ujemnej dwumianowej w procesie modelo-
wania czgstosci szkod,

c¢) poprawa doktadnosci klasyfikacji polegajaca na zwigkszaniu liczby grup jest
ograniczona wzgledami praktycznymi (koszty pozyskania dodatkowej informac;ji,
jej weryfikowalnos¢) i istotnoscig zmiennych,

d) uogoélnione modele liniowe i modele zmiennych licznikowych stanowig sze-
rokg klase¢ modeli z podbudowg statystyczng, ktdra pozwala wycigga¢ wazne dla
praktyki ubezpieczeniowej wnioski o kalkulacji sktadek,

e) teoria wartosci ekstremalnych przedstawia szereg metod, dzigki ktorym moz-
na modelowa¢ zdarzenia rzadkie, ale znacznie wptywajace na finansowy wynik za-
ktadow ubezpieczen.
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TWO-STAGE PREMIUM MODELLING IN MTPL

Summary: The subject of this paper is a two-stage modelling of pure premium in MTPL. The
parts of premium associated with moderate and extreme claims are modeled separately. In this
approach reported claims are divided into two less heterogeneous groups and the model
improves the assessment of risk, which poses a significant financial burden for an insurance
company. The empirical part of the work presents the study of the portfolio of Polish non-life
insurance company, with more than 500,000 policyholders. The paper is largely based on a
master’s thesis written at the Institute of Econometrics, Warsaw School of Economics under
the direction of Prof. Maria Podgorska.

Keywords: premium modelling, GLM, count data models, Excesses Over Threshold method,
generalized Pareto distribution.



