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Streszczenie: W obecnej praktyce biznesowej zaktady ubezpieczen majatkowych dla portfe-
li, w ktorych wystepuje duza liczba polis (np. komunikacyjne, ubezpieczenie nieruchomo-
$ci), wykorzystujg w taryfikacji a priori dwa modele regresyjne: model czestosci szkdd (cla-
ims fregiency) oraz model wartosci szkody (claims severity). Najczesciej stosowane sg mo-
dele GLM oraz regresja negatywno-dwumianowa w przypadku nadmiernej dyspersji liczby
szkod. Alternatywa dla dwumodelowej taryfikacji jest modelowanie wykorzystujace jedynie
jeden model regresyjny, w ktérym zmienng objasniang jest taczna warto$¢ szkod dla poje-
dynczej polisy przy zatozonym zlozonym rozkladzie Poissona (compound Poisson). Taka
taryfikacja wymaga zatem analizowania jedynie jednej grupy czynnikow ryzyka, pomija np.
modelowanie liczby szkdd. Ponadto pozwala na uwzglednianie nadmiernej liczby warto$ci
zerowych, co jest bardziej zawite w przypadku taryfikacji dwumodelowej. Celem niniejsze-
go artykutu jest zaproponowanie modelu regresyjnego w jednomodelowej taryfikacji
uwzgledniajacego specyfike danych w portfelu ubezpieczeniowym, tj. zatozenie niezalezno-
$ci polis w portfelu nie jest spetnione.

Stowa kluczowe: jednomodelowa taryfikacja, ubezpieczenia majatkowe, sktadka czysta,
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1. Wstep

W obecnej praktyce biznesowej zaktady ubezpieczen majagtkowych dla portfeli, w
ktérych wystepuje duza liczba polis (np. komunikacyjne, ubezpieczenie nieruchomo-
$ci), wykorzystujg w taryfikacji a priori dwa modele regresyjne: model czegstosci
szkdd (claim frequency model) oraz model wartosci pojedynczej szkody (claim seve-
rity model), wykorzystujac informacje o liczbie szkdd oraz wartosci szkod dla po-
szczegblnych polis [Dimakos, Di Rattalma 2002; Wolny-Dominiak 2011; Antonio,
Valdez 2012]. Oba modele pozwalajg na estymacje warto$ci sktadki ryzyka (pure
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risk premium) dla pojedynczego ryzyka rozumianej jako warto$¢ oczekiwana tacznej
wartosci szkod dla pojedynczego ryzyka. W modelach tych zmiennymi objasniaja-
cymi sg wielokategorialne czynniki ryzyka ustalane osobno dla liczby szkdd oraz
warto$ci pojedynczej szkody. NajczeSciej stosowane sa modele GLM, tj. GLM-
-Poisson oraz GLM-gamma, ew. regresja negatywno-dwumianowa w przypadku
nadmiernej dyspers;ji dla liczby szkod. Do estymacji parametrow modeli stosuje si¢
metode najwickszej wiarygodnosci. Jako iz maksymalizacja funkcji wiarygodnosci
nie moze by¢ przeprowadzona analitycznie (brak rozwigzania analitycznego dla
rownan skoringowych), niezbgdne jest stosowanie algorytméw numerycznych.
W pracy korzystamy z szybkiego algorytmu iteracyjnego IWSL [McCullagh, Wed-
derburn 1972].

Alternatywa dla dwumodelowe;j taryfikacji jest modelowanie wykorzystujace je-
dynie jeden model regresyjny, w ktorym zmienng objasniang jest faczna wartos¢
szkod dla pojedynczej polisy przy zatozonym ztozonym rozktadzie Poissona (com-
pound Poisson) [Jergensen, Paes De Souza 1994]. Jednomodelowa taryfikacja
a priori jest alternatywa dla popularnej taryfikacji dwumodelowej glownie w sytua-
cji, gdy zaklad ubezpieczen dysponuje jedynie informacjami o tacznej wartosci
szkdd dla indywidualnych polis, a nie zna liczby szkoéd N;. Wymaga ona analizowa-
nia jedynie jednej grupy czynnikow ryzyka, ponadto uzyskujemy jeden btad modelu,
a nie dwa jak w przypadku taryfikacji dwumodelowej. Jednak problemem w podej-
sciu jednomodelowym jest fakt, iz funkcji gestosci ztozonego rozktadu Poissona nie
mozna zapisaé w postaci analitycznej. Wiadomo jednak powszechnie, iz jest on
szczegdlnym przypadkiem rozktadu Tweedie dla pe(l, 2). Mimo iz rozklady
Tweedie rowniez nie majg swojej analitycznej postaci, jednak nalezg do dyspersyjnej
rodziny rozktadow, co pozwala na stosowanie algorytmu IWSL. Wadg tego podej-
$cia jest jednak konieczno$¢ estymacji dodatkowego parametru p. Algorytm zapro-
ponowany w pracy [Dunn, Smyth 2008] dla duzych zbioréw danych, a takimi sa
portfele masowe, dziala bardzo wolno, co powoduje nieefektywnos¢ jego stosowania
w praktyce.

Celem niniejszego artykutu jest zaproponowanie modelu regresyjnego w jedno-
modelowej taryfikacji, ktory uwzglednia specyfike danych w portfelu ubezpiecze-
niowym w aspekcie niezalezno$ci ryzyk. W tym przypadku niezaleznos¢ ta rozumia-
na jest jako niezalezno$¢ zmiennych losowych reprezentujacych laczng wartosé
szkod dla pojedynczego ryzyka. W pierwszej czesci artykutu przedstawiono podsta-
wy teoretyczne zwigzane z modelowaniem oraz estymacja w jednomodelowe;j taryfi-
kacji. Druga cze$¢ zawiera proponowany model klasy HGLM bedacy rozszerzeniem
modelu GLM o efekty losowe. Artykul konczy przyktad empiryczny, ktory ma na
celu zobrazowanie proponowanych modeli w procesie estymacji parametréw tych
modeli. W obliczeniach wykorzystano program R.
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2. Jednomodelowa taryfikacja a priori

Rozwazmy portfel n polis w portfelach ubezpieczen majatkowych o duzej liczbie
polis. Kazdej polisie’ odpowiada pewna zmienna losowa o okreslonym rozktadzie,

dalej oznaczana przez S;, i=1 .., n. Oznaczmy przez N, liczbe szkod dla i -tej
polisy w portfelu, natomiast przez Y, , k =1,..., N, odpowiadajaca jej warto$¢ poje-
dynczej szkody?. Wtedy zmienna S, ma postac:

S =Yg+ +Yy,

i okresla taczng wartos¢ szkod wygenerowang przez i-t3 polise. Tak zdefiniowana
zmienna, przy zatozeniach:

1) N, ~ Pois(4,),

2) Yy, Yiy, maja takie same rozktady pochodzace z dyspersyjnej rodziny roz-
kladow wyktadniczych z  parametrami  (z;,4, p)  speliajace warunek
Var (Y, ) = du” (podrodzina Tweedie rozktadow),

3) Yiz,r Yiy, saniezalezne oraz niezalezne od N;,

rozktada si¢ zgodnie ze ztozonym rozktadem Poissona (0zn. CPois). W tym przy-
padku dwa pierwsze momenty rozktadu CPois majg nastepujaca postac:

E[Si] = E[E[Si | Ni]] = E[Yi]E[Ni],
Var(S;) = E*[Y, Var(N;) + E[N; Var(Y,).

Sktadka ryzyka (pure risk premium) dla pojedynczego ryzyka definiowana jest
jako:

@)

z, =E[S;], i=1,...,n. (2

W celu uzyskania konkretnej wartosci sktadki ryzyka w masowych portfelach
polis zaktady ubezpieczen powszechnie stosuja odpowiednie modele statystyczne, w

ktorych warto$¢ sktadki ryzyka jest estymowang wartoscig 7; na podstawie infor-

macji zawartych w portfelu (probie statystycznej). Jako iz charakterystyczng cecha
portfela polis jest jego niejednorodnos$¢, powodujaca generowanie réznych wartosci
szkéd dla polisy, stosowane sg najczesciej modele regresyjne klasy GLM. Portfel
roznicujg czynniki ryzyka charakteryzujace ogolnie osobe ubezpieczajaca sie,
przedmiot ubezpieczenia oraz zmienng przestrzenng (w sensie geograficznym).

! W kontekscie ubezpieczeniowym polisa wraz z odpowiadajacymi jej zmiennymi losowymi na-
zywana jest ryzykiem, natomiast portfel polis — portfelem ryzyk.
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Przyjmijmy w rozwazanym portfelu zalozenie niezalezno$ci zmiennych
S-S, . Wtedy model ma postac:

{si ~ CPois(1;, ¢, p) 3
= E ep(B'x) X

gdzie B=(B,, Byrr B)" jest wektorem efektow statych, X; jest i-tym wierszem

macierzy modelu X, natomiast E; oznacza ekspozycj¢ na ryzyko i jest to najczgscie;
czas trwania polisy. Wektor parametrow modelu ma zatem postac
(Bys Brres Ber Py#) . Korzystajac z tego, iz B' jest wektorem statych, wartosé
sktadki ryzyka dla i -tej polisy wynosi:

7 =E epP'x). “)

W estymacji parametrow modelu (3) zastosowanie znajduje metoda najwigkszej
wiarygodno$ci. W pracy [Jergensen, Paes De Souza 1994] autorzy wykazali, iz zto-
zony rozktad Poissona z przyjetym rozkltadem gamma elementéw sumy jest specy-
ficznym przypadkiem rozktadu Tweedie, w ktorym 1< p < 2. Dzigki temu, mimo ze
ten przypadek ztozonego rozktadu Poissona nie ma swojej analitycznej postaci funkcji
gestoseid, znana jest jego posta¢ funkcji wariancji V (z;). Pozwala to zatem na nume-
ryczne wyznaczenie estymatoréw parametrow modelu z wykorzystaniem klasyczne-
go algorytmu IWSL bez potrzeby znajomosci postaci funkcji wiarygodnosci.

3. Model z efektami stalymi i losowymi klasy HGLM

Zauwazmy, iz zalozenie niezaleznosci zmiennych S,,...,S, nie zawsze jest spetnio-

ne w portfelu ryzyka, a spetniona jest jedynie niezalezno$¢ warunkowa. Analizujac
ubezpieczenie domu, nalezy pamigtac, ze w momencie, kiedy w jednym domu wy-
buchnie pozar, to pozar moze wybuchna¢ rowniez w domu stojagcym obok, natomiast
nie wybuchnie w domu stojacym w duzej odleglosci [Otto 2013]. Fakt ten mozna
uwzgledni¢, przechodzac od modelu GLM do modelu GLM z efektami losowymi

(Uj,...,U )", uzyskujac model mieszany, gdzie U;, i =1,...,K sa niezaleznymi

realizacjami zmiennej losowej U . Oznacza to podziat portfela na klastry spetniajace
warunek: polisy nalezace do tego samego klastra sg zalezne, natomiast dwie polisy z
dwoch roznych klastrow sa niezalezne. Zatem speniony jest warunek:

cov(S;, S, |U) =0, j,k=1..,n, (5)

ij

gdzie S;, S, oznaczaja laczng warto$¢ szkod dla j-tej oraz k-tej polisy nalezacych

ij
do i-tego klastra, natomiast n; oznacza liczebno$¢ i-tego klastra. W przypadku gdy
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zatozymy, iz niezalezne efekty losowe U; przyjmujg rozklad z dyspersyjnej rodziny
wyktadniczej (ozn. EDM — Exponential Dispersion Model [Jorgensen 1987]) z par-
ametrami 4, @, , uzyskujemy model klasy HGLM [Lee, Nelder 1996]. Posta¢ mo-

delu jest nastepujaca:
Sij U ~ CPois (1,4, p)
ui - EDM(/uu’¢u) ' (6)
H; (u)= Eij eXp(BTXij +V(U)T Zij)

gdzie v(u) = (In(u,),...,In(u,))" . Wektor parametrow modelu wynosi wtedy
(B, Brreoo B &y 14y, 8,)" . Wartosé sktadki ryzyka dla i-tej polisy moze w tym
przypadku by¢ przyjmowana dwojako:

#;(u) = E[S; [U]=E; exp(B"x; +Vv(u)" z;)
#; = E[S;1=E[E[S; |U1] = E; exp(B"x; ) E[v(U)" ;] = (7
= E; exp(B"x; ) 4.
Estymacja parametrow modelu (6) nie jest juz taka oczywista jak w przypadku

modelu (3). Wynika to z faktu, iz znane sg postaci rozktadow dla rozktadu warunko-
Wego zmiennej Sij |U (Tweedie z parametrem 1< p < 2) oraz efektow losowych

u,,...,Uy , natomiast nie jest znana posta¢ rozkladu brzegowego zmiennej Sij.
W takiej sytuacji mozna wykorzysta¢ funkcje rozszerzonej wiarygodnosci bedaca de
facto rozszerzeniem funkcji quasi-wiarygodnosci [Bjernstad 1996]. W pracy korzy-
stamy z pewnego przypadku funkcji rozszerzonej wiarygodnosci zwanej funkcija
hierarchicznej wiarygodnosci i oznaczanej przez H () *:

H(Bo: Bros Brs s 1,443 85) =HH Fg (S5 (UG, 4 (U). 8

i=l j=1

Do wyznaczenia wartosci maksymalnych funkcji log-H(.) zastosowanie znajduje
algorytm iteracyjny H-IWSL (hierarchiczny IWSL) [Lee, Nelder 1996]. Algorytm
ten zawiera swojg implementacje w programie R w pakiecie {hglm} [Ronnegard i in.
2010].

® Opis przeksztalcenia v(.) por. [Lee i in. 2006 s. 102], Example 4.3.
* Warunkiem tego, aby funkcja rozszerzonej wiarygodnosci byta funkcja hierarchicznej wiary-
godnoéci, zob. [Lee i in. 2006, s. 175-176].
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4. Przyklad obliczeniowy

W celu zobrazowania dziatania modelu HGLM w jednomodelowej taryfikacji anali-
zujemy portfel 664 polis. Zostal on zaczerpniety z pracy [Ohlsson i Johansson 2010]
i zawarty w pakiecie programu R o0 nazwie {insuranceData} [Wolny-Dominiak,
Trzesiok 2014]. Czynniki ryzyka zarejestrowane w portfelu przedstawia tab. 1.

Tabela 1. Opis czynnikow ryzyka w portfelu

Nazwa czynnika ryzyka Opis zmienngj Kategorie zmiennej

Kategorie A-G

Wiek.k Wiek kierowcy (ajstarszy)

Wspolezynnik: moc silnika dzielona przez

Klasa.MC Kategorie A-G

wage pojazdu + 75(kg)
Wiek.poj Wiek pojazdu Kategorie A-C
Region Region uzytkowania pojazdu Kategorie A-G

Zrodto: obliczenia wlasne.

Przyjmujemy, iz portfel pogrupowany jest na klastry ze wzgledu na czynnik Re-
gion, ktory najczesciej generuje zaleznosci w portfelu (o tzw. area effect por. [Di-
makos, Di Rattalma 2002; Zadto 2014]). Zatem w modelu mamy U, ,...,U, efektow
losowych. Przyjmujac klasycznie rozklad normalny dla zmiennej geograficznej

(wtedy @, = &%), nalezy zauwazyé, ze postaé modelu jest nastepujaca:
S;i |U ~ CPois(x;, ¢, p)
u ~N(0,0?)
w; () = E;; exp[ B, + B Wiek k; +B,Klasa.MC;; +p,Wiek. poj; +’
+V(REgion;)]

(9)

gdzie i=1...,7, j=1..,n, N +..+n, =664. Ze wzgledu na to, ze kazdy
czynnik w modelu jest zmienng wielokategorialna, kazdy wektor parametrow B,
posiada tyle wspotrzednych, ile jest kategorii danego czynnika, np.
B, = (Bin: Bigr Pic)' . Tabela 2 przedstawia uzyskane szacunki parametrow

modelu (9), ktére mozna dalej wykorzysta¢ do wyznaczenia wartosci sktadki dla
pojedynczego ryzyka. Dodatkowo tab. 2 zawiera oszacowania parametrow w modelu

GLM, bez efektow losowych U; .
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Tabela 2. Szacunkowe wartosci parametroéw modeli GLM oraz HGLM

GLM HGLM
op(f) | s | ep(p) | se
Wyraz wolny B 24625 0,4708 27 493 0,3562
Wiek.kierB ﬂlB 0,9633 0,3853 0,9685 0,2801
Wiek.kierC ,Blc 0,9431 0,3854 0,9457 0,2813
Wiek.kierD ﬁlD 0,9303 0,4131 0,8931 0,3004
Wiek.kierk ﬂlE 0,4006 0,3824 0,4040 0,2769
Wiek kierF ﬂlF 0,5016 0,4084 0,5549 0,2962
Wiek.kierG ﬂlG 0,4003 0,6071 0,3903 0,4394
Klasa.MCB ﬂzs 0,4521 0,4166 0,4100 0,3012
Klasa.MCC ﬁZc 0,5809 0,3535 0,5111 0,2560
Klasa.MCD ﬂzo 0,9561 0,3822 0,7949 0,2765
Klasa.MCE /325 0,5378 0,3571 0,4766 0,2585
Klasa.MCF ﬂz,: 0,8178 0,3518 0,7408 0,2551
KlasaMCG | fg 1,5738 0,9754 1,7220 0,7071
Wiek.pojB [5’33 0,5864 0,2601 0,5626 0,1880
Wiek.pojC ﬁsc 0,2436 0,2206 0,2395 0,1596

Zrodto: obliczenia wlasne.

Rozktad tacznej wartosci szkod ma dodatkowe parametry @, p, ktorych szacunki

A

w naszym przypadku wynosza ¢? = 2,47 oraz p=199. Z kolei parametr rozktadu

efektow losowych & = 0,0429. Zauwazmy, iz generalnie model HGLM generuje
mniejsze btedy dla parametréw w stosunku do modelu GLM. Najwigkszy blad wy-
stepuje dla parametru [, , €O jest spowodowane tym, iz w portfelu wystepuje tylko
jedna polisa o takiej kategorii zmiennej Klasa.MCG.

5. Zakonczenie

Wprowadzenie do modelu GLM efektow losowych uwzgledniajacych zaleznosci
w portfelu nie jest nowo$cig w omawianej tematyce. W pracy [Nelder, Verrall 1997]
autorzy przedstawiali poszczegolne modele wiarygodnosci jako szczegdlne przypad-
ki modelu HGLM, gdzie efektami losowymi sg czynniki nieobserwowalne charakte-
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rystyczne dla indywidualnych ryzyk (np. cechy charakteru osoby ubezpieczajacej
si¢). Z kolei w pracy [Dimakos, Di Rattalma 2002] autorzy proponowali model z
losowymi efektami przestrzennymi, ktorego parametry szacowali w ujgciu bayesow-
skim. W proponowanym w pracy modelu HGLM zaleznosci wystepujace w portfelu
ryzyk dotycza pewnych zjawisk, ktore charakteryzuja dana grupe ryzyk (klaster). To
znaczy, ze polisy w klastrze dzielg jeden wspolny efekt losowy, w odroznieniu np. od
efektow indywidualnych. Jest to zatem podejscie zblizone do tego zaproponowanego
w pracy [Dimakos, Di Rattalma 2002]. Jednak w odréznieniu od podejscia bayesow-
skiego stosujemy podejscie klasyczne, bazujace ma metodzie najwigkszej wiarygod-
nosci. Wydaje si¢ ono bardziej intuicyjne dla praktykow na co dzien stosujacych
modele GLM.
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SINGLE-MODEL A PRIORI RATEMAKING
IN SHORT TERM NON-LIFE INSURANCE

Summary: The goal of this paper is to propose the regression model usefull in a priori
ratemaking in short term non-life insurance. In the model the aggregat claim amount for in-
dividual risk following is estimated. It is asumed that this random variable following the
compound Poisson distribution being a special case of Tweedie. We notice that the inde-
pendent assumtion in the portfolio of risks is violated. That is why we adopt the mixed mod-
el with fixed and random effects in place of the model with fixed effects only. In the first
part of the paper the theoretical model is presented while in the second part practical appli-
cation is analised. All calculations in the case study are made in R software.

Keywords: single-model ratemaking, non-life insurance, pure risk premium, Tweedie,
compound Poisson.





