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EFEKT HISTEREZY —
WYCENA OPCJI I IMPLIKOWANA ZMIENNOSC

Streszczenie: W pracy zaprezentowano jeden z proceséw stochastycznych nalezacy do no-
wej klasy procesow histeretycznych. Atrakcyjng wlasnoscia wprowadzonej klasy procesow
jest fakt, iz histeretyczna modyfikacja standardowego procesu (w zaprezentowanej posta-
ci) nie wprowadza dodatkowego czynnika losowego. W omowionym przypadku wydaje sig,
ze rodzina powierzchni implikowanej zmiennosci jest na tyle bogata, ze mozliwe bedzie jej
praktyczne wykorzystanie.

Stowa kluczowe: instrumenty pochodne, wycena, histereza, implikowana zmienno$¢.

DOI: 10.15611/pn.2014.371.06

1. Wstep

Badania empiryczne prowadzone przed Czarnym Poniedziatkiem 19 pazdziernika
1987 r. nie wykazywaly istotnych odstepstw zalozen teoretycznych modelu Blac-
ka—Scholesa (stata wartos¢ implikowanej zmiennos$ci) [Black, Scholes 1973] od re-
aliow rynkowych. Poczawszy od tej daty, obserwowana jest zaleznos¢ implikowanej
zmienno$ci zarowno od ceny wykonania, jak i czasu do wykonania. Wydarzenia
te zapoczatkowaly nowy kierunek badan: modelowanie implikowanej zmiennosci.
Zdaniem autora mamy tutaj do czynienia z sytuacja paradoksalng: modelowana jest
wielko$¢, ktora wynika z blednego zatozenia. Nalezy bowiem pamigtac, iz impliko-
wana zmiennos$¢ (rozumiana jako rozwigzanie rownania: cena teoretyczna obliczona
z modelu Blacka—Scholesa = cena empiryczna) jest niczym innym, jak niewtasciwa
wartoscig, ktora po podstawieniu do nieadekwatnego modelu da w rezultacie po-
prawna ceng. Oznacza to, ze modelowana jest wielkos¢ wywodzacg si¢ z btednego
zatozenia stalej warto$ci zmiennosci o. Bardziej poprawne bytoby potozenie nacisku
na zgodno$¢ cen teoretycznych i empirycznych, a nie na odwzorowanie empiryczne;j
powierzchni implikowanej zmienno$ci. Wtasno$¢ odwzorowywania powierzchni
implikowanej zmienno$ci powinna by¢ jedynie (o ile w ogole) skutkiem ubocznym
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przeprowadzonego rozumowania skutkujacego realistycznym modelem wyceny.
W dziedzinie badan implikowanej zmienno$ci wyr6zni¢ mozna cztery glowne nurty:
modele lokalnej zmienno$ci, modele stochastycznej zmiennosci, modele skokowo-
-dyfuzyjne [Ekstrand 2011; Zhu 2010], oraz parametryczne badz nieparametryczne
modele powierzchni implikowanej zmiennosci [Homescu 2011]. Ostatnia z nich, po-
mimo potencjatu objasniajacego, ma charakter stricte symptomatyczny.

Jednakze mimo przedstawionej wyzej logicznej luki implikowana zmiennosé
posiada ugruntowang pozycje¢ w praktyce i nauce. Biorac pod uwagg powyzsze, au-
tor pracy zaprezentuje nowa klase modeli dynamiki cen instrumentéw bazowych
oparta na mechanizmie histerezy. Wykaze takze, iz zaproponowany model posiada
bogata rodzing powierzchni implikowanej zmiennos$ci i tym samym potencjal apli-
kacyjny (sic).

2. Model dynamiki cen akcji — efekt histerezy

Klasycznym modelem ewolucji cen instrumentéw bazowych jest geometryczny
ruch Browna [Hull 2009]:

dS, = uS,dt + o S,dw,, (1)

gdzie: S, — cena akcji w chwili #; ¢ — wspotezynnik dryfu (analogon intensywnosci
oprocentowania w kapitalizacji ciaglej); o — zmiennos$¢; W,— proces Wienera.

Mozna wykazac, ze w przypadku gdy cena instrumentu bazowego ewoluuje
zgodnie z réwnaniem (1), powierzchnia implikowanej zmiennosci powinna by¢ pta-
ska. Jak juz wspomniano wyzej (patrz tez: [Hull 2009]) badania empiryczne wskazu-
ja na istotng zalezno$¢ implikowanej zmiennosci od ceny wykonania i czasu do daty
wykonania (efekt u§miechu zmiennosci).

W literaturze przedmiotu wystgpuje wiele modeli odzwierciedlajacych efekt
usmiechu zmiennos$ci [Hull, White 1987; Heath, Platen 2002; Merton 1976, Fengler
2012]. Jak zostanie to pokazane w dalszej czg$ci, zaproponowany przez autora mo-
del dynamiki cen, mimo ze mozna go zaliczy¢ do rodziny modeli przetacznikowych
[Mao, Yuan 2006], zachowuje wtasnos¢ zupetnosci rynku.

Rozwazony w dalszej czgsci pracy model opiera si¢ na efekcie histerezy. Rysu-
nek 1. przedstawia schemat przetaczania pomiedzy stanami ,,1” 1,,2”, w ktorych cena
jest geometrycznym ruchem Browna. Przejscie ze stanu ,,1” do stanu ,,2” nastapi
z prawdopodobienstwem 1, jezeli tylko cena akcji bedzie rowna §,, (indeks ,,12”
oznacza, ze w danym punkcie nastgpi przejscie ze stanu ,,1”” do stanu ,,2”; znaczenie
indeksu ,,21” jest analogiczne). Natomiast jezeli uktad jest w stanie ,,2”, przejécie do
stanu ,,1” nastapi z prawdopodobienstwem 1, gdy cena akcji bedzie rowna S, . Warto
podkresli¢, ze uktad nie moze by¢ w stanie ,,1” z ceng akcji wigkszg lub rowng S ..
Analogicznie, uktad nie moze by¢ w stanie ,,2” z ceng akcji mniejszg lub rowna S,
(w kazdym ze stanoéw realizacje procesu cen sg ciagle z prawdopodobienstwem 1).
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stan

cena

Rys. 1. Efekt histerezy

Zrédto: opracowanie wilasne.

Roéwnanie ewolucji ceny ma w tym przypadku postac:
ds, = [/"1 +g, (/"2 —H )} S,dt + [0_1 +g, (0_2 — 0 )]Sde; ) (2)

gdzie: i €{1,2} —stany rynku; 4, — dryf w i-tym stanie; O; — zmienno$¢ i-tym sta-
nie; &, =0 jezeli ukfad jest w stanie ,,17; &, =1 jezeli uktad jest w stanie
’,2,’.

Rownanie stochastyczne (2) musimy uzupeti¢ o warunek poczatkowy (So,é' 0 ),
gdzie S, jest aktualng ceng akcji a &, aktualnym stanem uktadu. Latwo mozna za-
uwazy¢, ze proces cen akcji nie jest procesem Markowa, natomiast dwuwymiarowy
proces (Sl NS ) jest procesem Markowa. Wydawac¢ by si¢ mogto, ze rynek w rozpa-
trywanym modelu nie jest zupetny, poniewaz moment czasu, w ktorym nast¢puje
zmiana stanu, jest losowy (rozpatrywane w literaturze modele przetacznikowe skut-
kuja niezupetoscia rynku). Jednakze zaprezentowany model nie wprowadza dodat-
kowego procesu przeskoku pomiedzy stanami. Zmiany stanu sg catkowicie determi-
nowane ceng akcji S, : zmiana stanu nastapi z prawdopodobiefistwem jeden, jezeli
tylko spelnione sg odpowiednie warunki (patrz wyzej) i z prawdopodobienstwem
zero w pozostatych przypadkach. Zaproponowany przez autora model mozna trak-
towac¢ jako graniczny przypadek klasycznego modelu przetacznikowego (Markov
switching models) z niejednorodng w przestrzeni cen intensywnoscig zmiany stanu:

Ay (S) = },Lr?wﬁ qszsu (3)



68 Tadeusz Czernik

Ay (S) = il,ig}wi'lxsn . 4)

Dla kazdej skonczonej wartosci A' model rynku jest niezupelny. Przypadek
graniczny (A'—> +00) opisuje histeretyczny mechanizm przetaczania i skutkuje
zupelnoscia rynku. Podobnie w przypadku przetgcznikowego procesu Markowa
z jednorodng intensywnos$cig przejscia, graniczny przypadek 4,,,4,, = +00 opi-
suje mieszaning geometrycznych ruchéw Browna oraz skutkuje zupetnoscia rynku.

Warto rowniez zauwazy¢, ze w przypadku gdy S, =S5, =S§"' otrzymujemy
model o nieciggtej zmiennosci:

dy S<S'
o(S)= %1 8 ; (5)
o, gdy §>S§'

gdzie S' jest punktem nieciggto$ci (moze by¢ takze punktem nieciggtosci wspot-
czynnika dryfu). W punkcie S' mozemy zalozy¢, ze zmiennos¢ jest lewo- lub pra-
wostronnie ciggta. W powyzszym przypadku (5) zaproponowany model nalezy zali-
czy¢ do modeli z lokalng zmiennos$cia. Ponadto, dobierajac odpowiednio parametry
rownania (2), mozna otrzymac proces losowy powracajacy do sredniej. Whasnos¢ ta
sprawia, iz zaproponowany model stanowi atrakcyjng alternatywe dla klasycznych
modeli struktury terminowej stop procentowych [Andersen, Piterbarg 2010]. Nalezy
rowniez podkresli¢, ze model z histereza stanowi uogdlnienie modeli z rodziny typu
Threshold.

Dyskusji wymaga rowniez kwestia istnienia i jednoznacznosci rozwigzania row-
nania (2). Proces bedacy rozwigzaniem rownania (2) jest geometrycznym ruchem
Browna do momentu osiagniecia punktu zmiany stanu (moment zatrzymania, stop-
ping time). Nastepnie proces startuje w nowym stanie z ceng rowng cenie, dla ktorej
nastgpita zmiana stanu, i ponownie jest geometrycznym ruchem Browna do kolejne-
g0 momentu zatrzymania, itd. Stad mozna wywnioskowac, ze rownanie (2) posiada
silne 1 jednoznaczne rozwigzanie (uporzadkowany cigg rozwigzan).

Analogicznych rozwazan nie mozna zastosowa¢ w odniesieniu do réwnania
z nieciggla zmiennoscia (5). W modelu tym przelaczanie miedzy stanami (stopping
times) wystepuja z nieskonczong czestoscig. Ponadto klasyczne twierdzenia o istnie-
niu i jednoznacznosci rozwigzan stochastycznych rownan rézniczkowych [Oksendal
2010] nie majg tu zastosowania, gdyz wspotczynniki rownania nie sg lipschitzow-
skie. W pracy [Krylov 1969] wykazano, ze jezeli wspotczynniki rGwnania sg ograni-
czone 1 wspotczynnik zmiennosci jest wickszy od zera, to rownanie posiada jedynie
stabe rozwigzanie.

3. Wycena opcji — implikowana zmienno$¢

Problem wyceny instrumentéw pochodnych na histeretycznych rynkach nie byt do
tej pory rozwazany w literaturze przedmiotu. W rozwigzaniu zagadnienia wyceny
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wykorzystamy wtasno$¢ zupetnosci rynku. W tym przypadku (czynimy standardo-
we zalozenie o istnieniu instrumentu pozbawionego ryzyka o stopie oprocentowa-
nia ) istnieje jedyna martyngatowa miara, dla ktorej cena opcji dana jest wzorem
(ograniczamy si¢ do wyceny waniliowych opcji europejskich):

V=e"E" [Payoﬂ(St,K)] , (6)

gdzie: V'—warto$¢ opcji; ¢ — czas do wykonania; K — cena wykonania; Payoff (S, ,K ) -
wyplata z opcji; £ — symbol wartosci oczekiwanej w $wiecie neutralnym wo-
bec ryzyka (w celu obliczenia warto$ci oczekiwanej stosujemy miar¢ martyn-
galowq).

Nalezy podkresli¢, ze stochastyczne rownanie rézniczkowe (2) posiada nieek-
splozywne rozwigzanie. Stad wynika poprawno$¢ wzoru (6) na wycene instrumentu
pochodnego [Lewis 2000; Sin 1998].

Zastosowang we wzorze (6) miar¢ martyngatowa (jadro wyceny) mozemy otrzy-
ma¢, rozwigzujac odpowiedni uktad czgstkowych rownan rozniczkowych. Zagad-
nienie to nie byto rozpatrywane do tej pory w literaturze. Innym podejéciem jest
zastosowanie metod numerycznego rozwigzywania rownania:

dS, =rSdt+[ o, +¢,(0,~0,)]S,aw, (7)

gdzie: r — stopa oprocentowania instrumentu wolnego od ryzyka; W, — proces Wie-
nera wzgledem miary neutralnej wobec ryzyka.

Kolejnym podejsciem jest uogolnienie rownania Blacka—Scholesa. Problem
uogoblnienia rownania Blacka—Scholesa oraz wyprowadzenie i rozwigzanie odpo-
wiedniego uktadu rownan na jadro wyceny bedzie stanowilo tematyke dalszych ba-
dan autora. W pracy zastosowano jedynie symulacyjne techniki wyceny opcji.

W celu oszacowania rozwigzania rownania (7) zastosowano algorytm Eulera—
Maruyamy [Platen, Bruti-Liberati 2010]. Ponadto zastosowano jedng z technik re-
dukcji wariancji (metode zmiennej kontrolnej) [Kroese et al. 2011]:

_ e & )
Vem =TZ[Payoﬁ(Sﬁ,K)+a(Sﬁ —Soet)]_ (8)
-1
Wspotezynnik a dobrano w taki sposob, aby wariancja estymatora ceny opcji 12

byta minimalna:
cov (Payoﬁ ,S, )

a= D(s)) . ©)

Poniewaz nie dysponujemy warto$ciami teoretycznymi kowariancji wyplaty
z opcji i ceny akcji oraz wariancji ceny akcji w dniu wykonania opcji, zastapiono je
warto§ciami oszacowanymi na podstawie wstepnej proby. W zalezno$ci od wartosci
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parametréw modelu odchylenie standardowe estymatora zostato zredukowano od
kilku do kilkunastu razy. W przeprowadzonych symulacjach zatozono nastepujace
parametry modelu:

S, = 1 — poczatkowa cena akcji (w tym przypadku ceng wykonania mozna rozu-
mie¢ jako moneyness K/ S,),

r=0.1 — stopa wolna od ryzyka,

At = T/4000 — dtugo$¢ odcinka czasu dyskretyzacji stochastycznego rownania
rézniczkowego (7); T jest czasem do wykonania opcji.

W pracy nie przedstawiono rezultatdéw wyceny, gdyz gtdwnym celem pracy jest
modelowanie powierzchni implikowanej zmiennosci. Ponadto ograniczono si¢ do
implikowanej zmiennosci obliczanej na podstawie oszacowanej symulacyjnie ceny
europejskiej opcji kupna.

Implikowana zmienno$¢ jest rozwigzaniem rownania:

VBS = I/sym (10)

A

gdzie: V, — otrzymane drogg symulacji oszacowanie ceny opcji call,

sym
Vs =N(d,)S, —Ke"N(d,) — teoretyczna cena opcji call w modelu Blac-
ka—Scholesa,

N (x) — dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego,

S 1,
Inf —|+|r+_-0,, |t
. (KN 2 j

1 O-imp \/; ’
dz = dl _O-imp\/;'

Ponadto, stosujac aproksymacj¢ delta [Casella, Berger 2001], oszacowano blad
estymatora implikowanej zmiennosci (oszacowanie nie uwzglednia btedéw nume-
rycznych zastosowanej procedury do rozwigzywania rownania (10); w znaczacej
liczbie przypadkow bledy te sg znacznie mniejsze od bledow statystycznych):

S _ S
S, = = (11)
imp aVBS Vega .
oo |,
gdzie: S - blad oszacowania implikowanej zmiennosci; S »  — blad oszacowa-
imj sym

nia ceny opcji call.

W mianowniku powyzszego wyrazenia nie wystepuje symbol warto$ci bez-
wzglednej, gdyz Vega opcji call jest dodatnia.
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4. Dyskusja wynikow

Z uwagi na ograniczong objetos$¢ pracy zaprezentowane zostang wyniki jedynie dla
wybranych kombinacji zbioru parametrow. Ceny opcji szacowane byty na podstawie
400 000 wygenerowanych realizacji.

Rysunek 2. przedstawia krzywe implikowanej zmiennos$ci w zalezno$ci zarowno
od ceny wykonania, jak i od stanu poczatkowego. Ponadto naniesiono uproszczone
przedziatowe oszacowanie ceny opcji 0, £ Sofmp , jednak z uwagi na niewielkie
wartosci btedu So-m trzy linie: oszacowanie punktowe oraz granice przedziatlu sg
praktycznie nierozroznialne.

a) IMPLIKOWANA ZMIENNOSC 7=0.09 b) IMPLIKOWANA ZMIENNOSC 7=0.95

S,,=0.8,S,,=1.2 S,,=0.8,5,,=1.2

stan poczatkowy: "1"

0.87 0.4r stan poczatkowy: "2"
stan poczatkowy: "1"

0.6 stan poczatkowy: "2" 03}
0.4f

0.2r
0.2¢

04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 04 06 038 1 12 14 1.6
cena wykonania cena wykonania
Rys. 2. Przyktady krzywej implikowanej zmiennosci. W czgsci ,,a” zmienno$¢ w stanach ,,1”1,,2”

wynosita odpowiednio 0.2 i 0.8. W przypadku ,,b”: 0.11 0.4

Zrodto: opracowanie wiasne.

Z rysunku 2. wynika, ze krzywa implikowanej zmienno$ci nie jest ptaska — jest
niemonotoniczng funkcjg ceny wykonania. Ponadto réznica pomigdzy stanami ,,1”
i,2” jest bardzo wyrazna. Jedynie w przypadku opcji in-the-money rdznica ta ulega
zatarciu. Ksztatt krzywych implikowanej zmiennosci przypomina liter¢ U (efekt ten
bylby lepiej widoczny w przypadku cen wykonania wyrazonych w skali logaryt-
micznej). Podobne krzywe implikowanej zmienno$ci sg obserwowane na rynkach
instrumentéw pochodnych.

Rysunek 3. przedstawia zalezno$¢ implikowanej od czasu do wykonania. Podob-
nie jak wyzej naniesiono granice oszacowania przedziatowego. Z rysunku 3. wynika,
ze rodzina krzywych implikowanej zmiennosci odtwarzanych przez zaproponowany
model jest bogata. Obserwujemy dodatnia, ujemna, jak rowniez niemonotoniczng
zalezno$¢ implikowanej zmiennosci od czasu do wykonania.

Rysunek 4. przedstawia dwuwymiarowg zalezno$¢ (powierzchni¢ implikowane;j
zmiennos$ci) implikowanej zmiennosci od ceny wykonania i czasu do wykonania.
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a) IMPLIKOWANA ZMIENNOSC K= 0.96

S,=08,5,=1.2

Iy —— stan poczatkowy: "1"
— stan poczatkowy: "2"
0.8
0.6f
0.4¢
0.2 . . . .
0.05 0.45 0.85 1.25 1.65

czas

b) IMPLIKOWANA ZMIENNOSC K = 0.8

0.4r

0.3f

0.2

0.1

0
0

S,,=038,S,=1.2

——stan poczatkowy: "1"
— stan poczatkowy: "2"

N ——

05 045 085 125 165

czas

Rys. 3 . Przyklady krzywej implikowanej zmiennosci. W czgsci ,,a” zmienno$¢ w stanach ,,1”1,,2”
wynosita odpowiednio 0.2 1 0.8. W przypadku ,,b”: 0.110.4

Zrodto: opracowanie wiasne.

Zmiennos¢ w stanach "1" 1 "2" wynosi odpowiednio 0.110.4.
Stan poczatkowy: "1".

T 0.05 0.8
K

Rys. 4. Powierzchnia implikowanej zmiennosci

Zrodto: opracowanie wiasne.

1.2
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Obserwujac ksztatt poziomic, mozemy zauwazyé¢, ze ksztatt powierzchni im-
plikowanej zmiennosci jest dos¢ skomplikowany. W pewnym zakresie czasu do
wykonania ksztatt krzywej implikowanej zmiennosci przypomina liter¢ U z jednym
minimum, w innym z dwoma minimami lokalnymi (patrz tez rys. 2b). W przypadku
bardzo krotkich czaséw do wykonania wydaje sig, ze implikowana zmiennos$¢ jest
malejacg funkcja ceny wykonania. Poniewaz w krotkim horyzoncie czasu prawdo-
podobienstwo przekroczenia ceny wykonania wigkszej od 1.2 jest mato prawdopo-
dobne, nalezy ostroznie podchodzi¢ do interpretacji wyniku. Zasadne bytoby zwigk-
szenie liczby generowanych realizacji lub/i zastosowanie technik redukcji wariancji
dla przypadku zdarzen rzadkich (rare event) [Bucklew 2004]. Podobnie w pewnych
zakresach ceny wykonania krzywa implikowanej zmienno$ci moze by¢ malejaca,
rosnaca 1 niemonotoniczng funkcja czasu do wykonania. Z uwagi na ograniczong
objetos¢ nie prezentujemy innych ksztaltow powierzchni implikowanej zmiennosci.

Z powyzszego wynika, ze rodzina powierzchni implikowanej zmiennos$ci ge-
nerowana przez zaproponowany model jest na tyle bogata, ze potencjalnie moze
pozwoli¢ na praktyczne zastosowanie nowej klasy proceséw stochastycznych w mo-
delowaniu instrumentéw pochodnych.

5. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano jeden z proceséw stochastycznych nalezacy do nowej kla-
sy procesow histeretycznych. Atrakcyjng wlasnoscia wprowadzonej klasy procesow
jest fakt, iz histeretyczna modyfikacja standardowego procesu (w zaprezentowane;j
postaci) nie wprowadza dodatkowego czynnika losowego. W omdwionym przypad-
ku wydaje sig, ze rodzina powierzchni implikowanej zmiennos$ci jest na tyle boga-
ta, ze mozliwe bedzie jej praktyczne wykorzystanie. Wymaga to jednak dalszych
badan. Nalezy takze podkresli¢, ze procesy z histeretyczna modyfikacja moga by¢
rowniez wykorzystane w procesie zarzadzania ryzykiem (analiza portfelowa, struk-
turalne modele ryzyka kredytowego etc.).
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HYSTERETIC-LIKE EFFECT — DERIVATIVE PRICING
AND IMPLIED VOLATILITY

Summary: The paper presents one of the stochastic processes belonging to a new class of
hysteretic-like processes. An attractive property of the class of processes introduced is that the
hysteretic modification of the standard process does not introduce additional random factor.
This results in the market completeness. It also allows to mimic a wealthy family of implied
volatility surfaces.

Keywords: derivative instruments, pricing, hysteresis, implied volatility.



