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MODYFIKACJA GEOMETRYCZNEGO 
RUCHU BROWNA OPARTA NA CZASIE 
PRZEBYWANIA. WYCENA INSTRUMENTÓW 
POCHODNYCH, IMPLIKOWANA ZMIENNOŚĆ – 
BADANIA SYMULACYJNE 

Streszczenie: W pracy zaprezentowano nowy model ewolucji cen akcji. Wykorzystuje on 
funkcjonały geometrycznego ruchu Browna oparte na okienkowym czasie przebywania. 
Model ten zachowuje zupełność rynku oraz wprowadza zależność ceny derywatu i tym sa-
mym implikowanej zmienności od historycznych cen akcji. Ponadto pozwala na odtworze-
nie bogatej rodziny powierzchni implikowanej zmienności. 
Słowa kluczowe: instrumenty pochodne, wycena, implikowana zmienność, procesy stocha-
styczne. 
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1. Wstęp 

Problematyka wyceny instrumentów pochodnych należy do dynamicznie rozwijają-
cego się działu zajmującego się rynkami kapitałowymi. Przełomowe prace Blacka  
i Scholesa [1973] oraz Mertona [1973] wytyczyły kierunek badań w następnych 
dziesięcioleciach. Jedno z głównych założeń pierwszych modeli wyceny to stała 
wartość zmienności σ w geometrycznym ruchu Browna. Do roku 1987 nie obser-
wowano istotnego odstępstwa od powyższego założenia, jednak począwszy od gwał-
townych spadków 19 października 1987 (Czarny Poniedziałek) uśmiech zmienności 
(volatilitysmile) stał się wyraźnie widoczny.  

Wspomniane wyżej wydarzenia zapoczątkowały intensywne badania nad mode-
lami wyceny, których pożądaną cechą jest odwzorowanie powierzchni implikowanej 
zmienności. Poniższa praca przedstawia opartą na czasie przebywania modyfikację 
geometrycznego ruchu Browna, generującą nietrywialny kształt powierzchni impli-
kowanej zmienności. Zaprezentowane rozważania mają charakter teoretyczny, a 
wprowadzone w symulacjach parametry zostały przyjęte w sposób arbitralny w celu 



76 Tadeusz Czernik, Daniel Iskra 

wyeksponowania własności powierzchni implikowanej zmienności. Problematyka 
kalibracji zaproponowanego modelu nie stanowi celu opracowania. 

2. Model Blacka–Scholesa–Mertona 

Problematyka wyceny instrumentów jest obecna w literaturze przedmiotu już od 
przeszło stu lat. Pierwsza praca poświęcona stochastycznemu modelowaniu cen akcji 
oraz wycenie opcji pochodzi z roku 1900 [Bachelier 1900]; jej autor modelował ceny 
akcji za pomocą arytmetycznego ruchu Browna. Black i Scholes [1973] i Merton 
[1973] w swych pracach modelowali ceny akcji przy użyciu geometrycznego ruchu 
Browna (wszystkie rozważane w pracy stochastyczne równania różniczkowe będą 
rozumiane w sensie Ito) [Oksendal 2010]: 

 t t t tdS S dt S dWµ σ= + , (1) 

gdzie: tS – cena akcji w chwili t ; µ – współczynnik dryfu (analogon intensywności 

oprocentowania w kapitalizacji ciągłej);σ – zmienność; tW – proces Wienera. 

Autorzy modelu BSM (Blacka–Scholesa–Mertona) korzystając z liniowej zależ-
ności infinitezymalnych przyrostów ceny akcji i instrumentu pochodnego, skon-
struowali portfel pozbawiony ryzyka. Naturalną konsekwencją istnienia portfela 
pozbawionego ryzyka oraz założenia braku arbitrażu jest formuła wyceny europej-
skiego derywatu [Hull 2009]: 

 
2

2 2
2

1 0
2

V V VS rS rV
t S S

σ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂
, (2) 

gdzie V  jest ceną instrumentu pochodnego. 

Spośród wielu założeń modelu BSM warto wymienić założenie consts =  (do-
puszcza się także deterministyczną zależność zmienności od czasu [Wilmott 2006]). 
Gdyby powyższe założenie było spełnione, rozwiązanie równania: 

 ( )BSM imp empV Vσ = , (3) 

gdzie: BSMV – cena teoretyczna (rozwiązanie równania (2)); empV – rynkowa cena in-

strumentu pochodnego; impσ – implikowana zmienność, 

ze względu na zmienność (zmienność implikowana) powinno być niezależne od ceny 
wykonania opcji oraz od czasu do wykonania. O ile do roku 1987 (Czarny Ponie-
działek) rynek nie wykazywał istotnych odstępstw od powyższej własności, to po 
roku 1987 sytuacja zmieniła się diametralnie [Hull 2009]. Obecnie obserwuje się 
zależność implikowanej zmienności zarówno od ceny wykonania i czasu do wyko-
nania, jak również rodzaju instrumentu pochodnego.  
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W literaturze przedmiotu funkcjonują cztery główne nurty modelowania zjawi-
ska uśmiechu zmienności: 
• modele stochastycznej zmienności [Hull, White 1987], 
• modele lokalnej zmienności [Heath, Platen 2002], 
• modele dyfuzyjno-skokowe [Merton 1976], 
• parametryczne i nieparametryczne modele implikowanej zmienności [Fengler 

2012]. 
W poniższej pracy zmienność jest zależna od historycznych cen akcji. Oryginal-

nym wkładem autorów jest wprowadzenie przełączania pomiędzy stanami, które 
determinowane jest wartością odsetka czasu przebywania ceny akcji w wybranym 
obszarze i odcinku czasu. 

3. Czas przebywania 

Czas przebywania (occupationtime) ( )tOT A  procesu tX  w obszarze tA  definiowa-
ny jest następująco [Darling, Kac 1957; Czernik 2013; Bayraktar, Young 2010]: 

 
0

( ) 1 ( ) ,
s

t

t A sOT A X ds= ∫  (4) 

gdzie:  
1

1 ( )
0t

t t
A t

t t

X A
X

X A
∈

=  ∉
– funkcja charakterystyczna zbioru; tA – obszar, dla 

którego wyznaczamy czas przebywania procesu tX ;  kształt obszaru może 
być niezmienny lub zależeć od czasu (deterministycznie lub losowo). 

Odsetek czasu przebywania (relative occupation time) definiujemy jako stosunek 
czasu przebywania do długości odcinka czasu: 

 
0

( ) 1
( ) 1 ( ) .

s

t
t

t A s

OT A
ROT A X ds

t t
= = ∫  (5) 

Warto podkreślić, że o ile czas przebywania jest niemalejącym procesem loso-
wym, to odsetek czasu przebywania jest niemonotonicznym procesem losowym o 
wartości początkowej zależnej od tego, czy początkowa wartość procesu należy do 
obszaru tA : 

 0

0 0

0
( )

1
o

t

X A
ROT A

X A
∉

=
∈





. (6) 

W poniższej pracy wykorzystano okienkowy odsetek czasu przebywania (win-
dowed relative occupation time): 
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 [ ]( ) 1
( ) 1 ( ) 0,1 ,

s

t
t

t A s
t

WOT A
WROT A X ds

tt t −

= ∈= ∫  (7) 

gdzie τ  jest długością okna czasowego. 

Stochastyczne równanie różniczkowe, którego rozwiązaniem jest okienkowy od-
setek czasu przebywania, jest nieautonomicznym równaniem z opóźnionym współ-
czynnikiem: 

 [ ] ( ) ( )( )1
( ) 1 1 .

t tt A t A td WROT A X X dt
t tt − −−=  (8) 

Z postaci równania (8) wynika, że okienkowy odsetek czasu przebywania (rów-
nież okienkowy czas przebywania) nie jest proces Markowa. Ponadto warunek po-
czątkowy dla równania (8) musi zawierać historię procesu tX w przedziale [ ], 0τ− .  
 

 

Rys. 1. Przykładowa realizacja procesu tX  oraz jego wybranych funkcjonałów w obszarze 

[ )0.1,tA ∈ ∞  

Źródło: opracowanie własne. 

Rysunek 1 przedstawia przykładowe realizacje procesu tX , odsetka czasu prze-

bywania tROT  (naliczanie odsetka rozpoczęto od momentu 0.2t = − ) oraz okienko-
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wego odsetka czasu przebywania tWROT  z długością okienka 0.2τ =  i ustalonej 

historii procesu [ ]{ }: 0.2,0 .tX t∈ −  Obszar tA  jest przedziałem [ )0.1,+∞ . 

4. Model ewolucji ceny akcji 

Klasycznym modelem ceny akcji tS  jest proces zwany w literaturze geometrycznym 
ruchem Browna. Proces ten jest rozwiązaniem stochastycznego równania różniczko-
wego: 

 ,t t t tdS S dt S dWµ σ= +  (9) 

gdzie: µ  – dryf; σ  – zmienność; tW  – proces Wienera. 

Niestety, geometryczny ruch Browna nie jest realistycznym modelem co naj-
mniej z dwóch powodów: empiryczne rozkłady logarytmicznej stopy zwrotu nie 
pochodzą z rozkładu normalnego oraz teoretyczne ceny derywatów przewidują pła-
ską powierzchnię implikowanej zmienności. W literaturze funkcjonuje wiele alterna-
tywnych modeli ewolucji cen akcji, które w lepszy lub gorszy sposób modelują po-
wierzchnię implikowanej zmienności. 

Zaproponowany przez autorów model ewolucji można zaliczyć do modeli prze-
łącznikowych, jednak spośród innych modeli z tej grupy wyróżnia go własność zu-
pełności rynku: 

 ( )[ ] ( )[ ]0 1 0 0 1 0 ,t t t t t tdS S dt S dWµ ζ µ µ σ ζ σ σ+ − + + −=  (10) 

gdzie: { }0,1i∈ – stany rynku; ,iµ  iσ – odpowiednio dryf i zmienność, 
( )
( )

0

1
,t

t
t

WROT A w
WROT A w

ζ
≤

=
>



  

w – ustalona wartość okienkowego odsetka czasu przebywania. 

W powyższym modelu stan rynku przełącza się między stanami „0” i „1”.  
W każdym ze stanów ceny są geometrycznym ruchem Browna (do kolejnego mo-
mentu przełączenia). Przełączenie następuje, gdy wartość okienkowego odsetka cza-
su przebywania przekroczy (spadnie poniżej) określonej wartości w . Innymi słowy, 
jeżeli proces ceny akcji „zbyt” długo (krótko) przebywa w określonym obszarze, 
następuje przełączenie stochastycznej ewolucji. Własność ta pozwala np. na uzyska-
nie procesu powracającego do średniej. 

Rysunek 2 przedstawia przykładową realizację procesu tX  oraz okienkowego 
odsetka czasu przebywania. Obszar naliczania okienkowego odsetka czasu przebywa-
nia jest przedziałem [ )0.2,+∞ , natomiast poziom przełączania 0.8w =  (prawa pio-
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nowa oś). Jasnym kolorem oznaczono tę część realizacji procesu losowego tX  dla 
której rynek był w stanie „0”. Ciemniejszy kolor oznacza, że rynek jest w stanie „1”.  

 

Rys. 2. Przykładowy wykres przejścia między stanami dla okienkowego odsetka czasu przebywania 
0.8 w obszarze At ∈ [0.2, ∞) oraz oknie czasowym 0.2τ =  

Źródło: opracowanie własne. 
 
Należy podkreślić, że co prawda moment przełączenia jest losowy, to zapropo-

nowana dynamika nie wprowadza dodatkowego czynnika (procesu) losowego. Prze-
łączenie jest w pełni determinowane przez aktualną wartość okienkowego odsetka 
czasu przebywania, który z kolei jest funkcjonałem ceny akcji (historycznych cen 
akcji). Na tej podstawie możemy stwierdzić, że własność zupełności rynku jest za-
chowana. 

5. Wycena opcji oraz implikowana zmienność 

Problem analitycznego wyznaczenia ceny opcji europejskiej jest w tym przypadku 
trudny, gdyż równanie wyceny będzie równaniem różniczkowo-całkowym (proces 
ceny akcji jest procesem z pamięcią). Z tego powodu w celu znalezienia ceny euro-
pejskiej opcji call na akcję, której cena ewoluuje zgodnie z równaniem (10), zastosu-
jemy podejście symulacyjne. Ewolucja ceny akcji w świecie neutralnym wobec ry-
zyka dana jest wzorem:  
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 ( )[ ] *
0 1 0 ,t t t t tdS rS dt S dWσ ζ σ σ= + + −  (11) 

gdzie: r – stopa oprocentowania instrumentu wolnego od ryzyka; *
tW – proces Wie-

nera względem miary neutralnej wobec ryzyka. 

Równanie (11) nie jest równaniem autonomicznym. Należy je uzupełnić o rów- 
nanie: 
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oraz równanie 
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Cena opcji o wypłacie ( ),tPayoff S K  dana jest wzorem: 

 ( )[ ]* , ,rt
tV e E Payoff S K−=  (14) 

gdzie *E  oznacza wartość oczekiwaną względem miary neutralnej wobec ryzyka. 

Ponieważ analityczna postać miary neutralnej wobec ryzyka nie jest znana, cenę 
daną wzorem (14) oszacowano za pomocą symulacji Monte Carlo. W celu zwiększe-
nia dokładności oszacowania zastosowano jedną z technik redukcji wariancji – me-
todę zmiennej kontrolnej: 

 ( ) ( )0
1

1ˆ , .
N

rt rt
ti ti

i

V e Payoff S K a S S e
N

−

=

= + −  ∑  (15) 

Współczynnik a  dobrano w taki sposób, aby wariancja estymatora ceny była 
minimalna [Kroese et al. 2011]: 

 
( )

( )2

cov ,
.t

t

Payoff S
a

D S
= −  (16) 

Ponieważ nie dysponujemy wartościami teoretycznymi kowariancji wypłaty  
z opcji i ceny akcji oraz wariancji ceny akcji w dniu wykonania opcji, zastąpimy je 
wartościami oszacowanymi na podstawie próby. W przeprowadzonych symulacjach 
otrzymano redukcję odchylenia standardowego ceny opcji na poziomie od 1 do kil-
kunastu razy (w zależności od parametrów modelu: zmienności w stanach „0”  
i „1”, ceny wykonania, daty wykonania oraz historycznych cen akcji).  
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W celu egzemplifikacji własności powierzchni implikowanej zmienności wyge-
nerowanej przez zaproponowany model przyjęto następujące wartości parametrów 
modelu: 

0 1S = – początkowa cena akcji (w tym przypadku cenę wykonania można rozu-

mieć jako moneyness 0/K S ); 

0 0.4σ = – zmienność w stanie „0”; 

1 0.2σ = – zmienność w stanie „1”; 
0.1r = – stopa wolna od ryzyka; 

* / 4000t T∆ = – długość odcinka czasu dyskretyzacji stochastycznego równania 
różniczkowego (11); w celu jego rozwiązania zastosowano algorytm Eulera; T  jest 
czasem do wykonania opcji; 

0.25τ = – rozpiętość okna czasowego w kalkulacji WROT; obszar naliczania 
czasu przebywania oraz poziom przełączania ewolucji są różne w różnych symula-
cjach i zostały wyspecyfikowane pod rysunkami. 

Ceny wykonania (alternatywnie moneyness) mieściły się w przedziale od 0.4 do 
1.6, natomiast czas do wykonania opcji w przedziale od 0.2 do 1.8 jednostki czasu 
(np. roku; należy pamiętać, o tym że parametry r  oraz iσ  są adekwatne do jednost-
ki czasu). Ponadto w przeprowadzonych symulacjach wygenerowano historyczną 
realizację ceny akcji w taki sposób, aby okienkowy odsetek czasu przebywania w 
obszarze wynosił 0.3. Kształt obszaru opisano szczegółowo w wybranych rysunkach. 
W pracy nie przedstawiono rezultatów wyceny, gdyż głównym jej celem jest mode-
lowanie powierzchni implikowanej zmienności.  

W celu otrzymania implikowanej zmienności rozwiązano numerycznie równanie: 

 ,BS symV V=  (17) 

gdzie: symV – otrzymane drogą symulacji oszacowanie ceny opcji call; 

( ) ( )1 0 2
rt

BSV N d S Ke N d−= − – teoretyczna cena opcji call w modelu Blac-

ka–Scholesa; ( )N x – dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego, 
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Ponadto oszacowano błąd estymacji implikowanej zmienności. W tym celu  
zastosowano aproksymację delta [Casella, Berger 2001] (oszacowanie nie uwzględ-
nia błędów numerycznych zastosowanej procedury do rozwiązywania równania (17);  
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w znaczącej liczby przypadków błędy te są znacznie mniejsze od błędów staty- 
stycznych): 

 ,sym

imp

imp

V

BS

S
S

Vs

ss

≈
∂
∂

 (18) 

gdzie: 
imp

Sσ – błąd oszacowania implikowanej zmienności;
symVS – błąd oszacowania 

ceny opcji call. 

6. Dyskusja wyników 

Rysunek 3 przedstawia dwie historyczne realizacje. Każda z wygenerowanych histo-
rycznych realizacji posiada okienkowy odsetek czasu przebywania w obszarze 
[ )1,+∞  równy 0.3 oraz wartość 0 1S = . Na kolejnym subrysunku widzimy dwa wy-
kresy implikowanej zmienności – każdy dla odpowiedniej realizacji historycznej. 
Ponadto naniesiono uproszczone (naiwne) przedziały ufności (oszacowana impliko-
wana zmienność ±  błąd jej oszacowania).  

Jak widać, implikowana zmienność zależy nie tylko od ceny wykonania (krzywa 
implikowanej zmienności nie jest płaska), ale także od kształtu historycznej realizacji. 
Kształty krzywych odzwierciedlają typowe cechy krzywych implikowanych zmien-
ności: implikowana zmienność jest większa dla opcji głęboko ITM (in the money) 
oraz głęboko OTM (out of the money). Na pozostałych dwóch podrysunkach zapre-
zentowano wykresy błędu oszacowania implikowanej zmienności oraz jego stosunek 
do implikowanej zmienności. Można zauważyć, że błąd oszacowania jest największy 
w przypadku opcji głęboko ITM. Efekt ten można wytłumaczyć faktem, iż w przy-
padku głęboko ITM prawdopodobieństwo zerowej wypłaty z opcji jest bardzo małe. 
W symulacjach występuje niewiele przypadków zerowych wypłat (rare event).  
W niektórych przypadkach równanie (17) nie posiadało rozwiązania (przypadki opcji 
głęboko ITM). Przyczyna tego efektu jest identyczna jak wspomniana wyżej. W celu 
dokładniejszego oszacowania ceny opcji (i tym samym implikowanej zmienności) 
można zwiększyć liczbę wygenerowanych realizacji lub zastosować techniki redukcji 
wariancji typowe dla zagadnień typu rare event (zdarzenia rzadkie) [Bucklew 2004]. 
Dodatkową przyczyną mogą być błędy numeryczne (dystrybuanta rozkładu normal-
nego jest aproksymowana przez oprogramowanie komputerowe). 

Ponadto można przypuszczać, że podobne zachowanie błędu oszacowania wy-
stąpi także w przypadku opcji głęboko OTM. Na rysunku nie jest to widoczne (w 
rzeczywistości rozważane opcje nie są w takim samym nasileniu OTM, jak w ITM). 
Należy pamiętać, że zakres potencjalnych cen wykonania (także cen akcji) nie jest 
symetryczny względem wartości 1 (ceny są dodatnie). Bardziej adekwatną skalą cen 
wykonania byłaby skala logarytmiczna. 
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Rys. 3. Przykładowe realizacje historyczne, implikowane zmienności oraz ich błędy w przypadku 
wyznaczania odsetka czasu przebywania w obszarze At ∈[1, ∞), poziom przełączania w = 0.3 

Źródło: opracowanie własne. 
 

Rysunek 4 przedstawia powierzchnię implikowanej zmienności dla dynamiki z po-
ziomem przełączania 0.1w = , początkowej wartości okienkowego odsetka czasu 
przebywania 0.3, obszarem naliczania odsetka [ )0.7,+∞  oraz wybraną realizacją hi-
storyczną. Jak widać, kształt powierzchni implikowanej zmienności nie jest trywialny.  

Podobnie na rysunku 5 widzimy nietrywialną zależność implikowanej zmien-
ności od zmiennych (K, T). W pewnych zakresach parametrów  (K, T) implikowa-
na zmienność jest niemonotoniczną funkcją zarówno ceny wykonania, jak i czasu 
do wykonania. 

Warto zauważyć, że zaprezentowane powierzchnie nie są kompletne w rozwa-
żanym obszarze (0.4,1.6) × (0.2,1.8). Braki występują w okolicy krótkich czasów do 
wykonania i opcji głęboko ITM. Braki te oznaczają, że równanie (17) nie posiadało 
rozwiązania. Przyczyną tego jest efekt omówiony wcześniej, ponadto dochodzi kwe-
stia krótkiego czasu do wykonania (bardzo małe prawdopodobieństwo zerowej wy-
płaty z opcji). 
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Rys. 4. Powierzchnia implikowanej zmienności w przypadku wyznaczania odsetka czasu 
przebywania w obszarze At ∈ [0.7, ∞), poziom przełączania w = 0.1. „Historyczne” realizacje 
do czasu t = 0 wygenerowano z odsetkiem czasu przebywania w oknie równym 0,3 

Źródło: opracowanie własne. 
 

 

Rys. 5. Powierzchnia implikowanej zmienności w przypadku wyznaczania odsetka czasu 
przebywania w obszarze At ∈ [0.7, ∞), poziom przełączania w = 0.1. „Historyczne” realizacje 
do czasu t = 0 wygenerowano z odsetkiem czasu przebywania w oknie równym 0,3 

Źródło: opracowanie własne. 
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Z uwagi na ograniczoną objętość pracy pominięto przypadki innych kształtów 
powierzchni implikowanej zmienności. Niemniej jednak należy podkreślić, że bogata 
rodzina powierzchni implikowanej zmienności oraz jej zależność od historycznych 
notowań stanowi atrakcyjną alternatywę do spotykanych w literaturze modeli. 

7. Podsumowanie 

W pracy zaprezentowano nowy model ewolucji cen akcji. Wykorzystuje on funkcjo-
nały geometrycznego ruchu Browna oparte na okienkowym czasie przebywania. 
Model ten zachowuje zupełność rynku oraz wprowadza zależność ceny derywatu 
i tym samym implikowanej zmienności od historycznych cen akcji. Z przeprowa-
dzonych symulacji wynika, że pozwala on na odtworzenie bogatej rodziny po-
wierzchni implikowanej zmienności i tym samym potencjalnie może być zastosowa-
ny w praktyce inwestycyjnej. Dalszych analiz wymaga przeprowadzenie empirycz-
nych badań z wykorzystaniem rynkowych cen akcji oraz opcji (kalibracja modelu). 
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MODIFIED GEOMETRIC BROWNIAN MOTION – 
OCCUPATION TIME APPROACH. DERIVATIVE 
PRICING, IMPLIED VOLATILITY – SIMULATIONS 

Summary: The paper presents a new model for the evolution of stock prices. The proposed 
model uses geometric Brownian motion functionals based on windowed relative occupation 
time. The model preserves market completeness and introduces a dependency of derivative 
prices and thus implied volatility from historical stock prices. It also allows to reproduce  
a rich family of implied volatility surfaces. 

Keywords: derivative instruments, pricing, implied volatility, stochastic processes. 

 


