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MODYFIKACJA GEOMETRYCZNEGO
RUCHU BROWNA OPARTA NA CZASIE
PRZEBYWANIA. WYCENA INSTRUMENTOW
POCHODNYCH, IMPLIKOWANA ZMIENNOSC —
BADANIA SYMULACYJNE

Streszczenie: W pracy zaprezentowano nowy model ewolucji cen akcji. Wykorzystuje on
funkcjonaty geometrycznego ruchu Browna oparte na okienkowym czasie przebywania.
Model ten zachowuje zupetnos¢ rynku oraz wprowadza zaleznos$¢ ceny derywatu i tym sa-
mym implikowanej zmiennos$ci od historycznych cen akcji. Ponadto pozwala na odtworze-

nie bogatej rodziny powierzchni implikowanej zmiennosci.

Stowa kluczowe: instrumenty pochodne, wycena, implikowana zmienno$¢, procesy stocha-
styczne.
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1. Wstep

Problematyka wyceny instrumentoéw pochodnych nalezy do dynamicznie rozwijaja-
cego si¢ dziatu zajmujacego si¢ rynkami kapitatlowymi. Przetlomowe prace Blacka
i Scholesa [1973] oraz Mertona [1973] wytyczyly kierunek badan w nastgpnych
dziesiecioleciach. Jedno z glownych zalozen pierwszych modeli wyceny to stata
warto§¢ zmienno$ci o w geometrycznym ruchu Browna. Do roku 1987 nie obser-
wowano istotnego odstepstwa od powyzszego zatozenia, jednak poczawszy od gwal-
townych spadkéw 19 pazdziernika 1987 (Czarny Poniedzialek) usmiech zmiennosci
(volatilitysmile) stal si¢ wyraznie widoczny.

Wspomniane wyzej wydarzenia zapoczatkowaty intensywne badania nad mode-
lami wyceny, ktorych pozadang cechg jest odwzorowanie powierzchni implikowane;j
zmienno$ci. Ponizsza praca przedstawia opartg na czasie przebywania modyfikacje
geometrycznego ruchu Browna, generujaca nietrywialny ksztatt powierzchni impli-
kowanej zmienno$ci. Zaprezentowane rozwazania majg charakter teoretyczny, a
wprowadzone w symulacjach parametry zostaty przyjete w sposob arbitralny w celu
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wyeksponowania wlasno$ci powierzchni implikowanej zmienno$ci. Problematyka
kalibracji zaproponowanego modelu nie stanowi celu opracowania.

2. Model Blacka—Scholesa—Mertona

Problematyka wyceny instrumentéw jest obecna w literaturze przedmiotu juz od
przeszio stu lat. Pierwsza praca poswigcona stochastycznemu modelowaniu cen akcji
oraz wycenie opcji pochodzi z roku 1900 [Bachelier 1900]; jej autor modelowat ceny
akcji za pomocg arytmetycznego ruchu Browna. Black i Scholes [1973] i Merton
[1973] w swych pracach modelowali ceny akcji przy uzyciu geometrycznego ruchu
Browna (wszystkie rozwazane w pracy stochastyczne rownania rézniczkowe beda
rozumiane w sensie Ito) [Oksendal 2010]:

ds, = uSdt+oSdw, (1)

gdzie: S, — cena akcji w chwili 7; u— wspotczynnik dryfu (analogon intensywnosci

oprocentowania w kapitalizacji ciagle]); o — zmienno$¢; W, — proces Wienera.

Autorzy modelu BSM (Blacka—Scholesa—Mertona) korzystajac z liniowej zalez-
nosci infinitezymalnych przyrostow ceny akcji i instrumentu pochodnego, skon-
struowali portfel pozbawiony ryzyka. Naturalng konsekwencja istnienia portfela
pozbawionego ryzyka oraz zatozenia braku arbitrazu jest formuta wyceny europej-
skiego derywatu [Hull 2009]:

2
a—V+lO'2SzaIZ+rSa—V—rV=O, (2)
ot 2 oS oS

gdzie V' jest ceng instrumentu pochodnego.

Sposrod wielu zatozen modelu BSM warto wymieni¢ zatozenie o = const (do-
puszcza si¢ takze deterministyczng zalezno$¢ zmiennosci od czasu [Wilmott 2006]).
Gdyby powyzsze zatozenie bylo spetione, rozwiazanie rownania:

Vs (O-imp ) = Vemp > (3)

gdzie: V,, — cena teoretyczna (rozwiazanie rownania (2)); V,, — rynkowa cena in-

strumentu pochodnego; o, — implikowana zmiennosc,
imp

ze wzgledu na zmiennos$¢ (zmienno$¢ implikowana) powinno by¢ niezalezne od ceny
wykonania opcji oraz od czasu do wykonania. O ile do roku 1987 (Czarny Ponie-
dziatek) rynek nie wykazywat istotnych odstepstw od powyzszej wlasnosci, to po
roku 1987 sytuacja zmienita si¢ diametralnie [Hull 2009]. Obecnie obserwuje si¢
zalezno$¢ implikowanej zmienno$ci zarowno od ceny wykonania i czasu do wyko-
nania, jak rowniez rodzaju instrumentu pochodnego.
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W literaturze przedmiotu funkcjonujg cztery gtdéwne nurty modelowania zjawi-

ska usmiechu zmiennosci:

e modele stochastycznej zmienno$ci [Hull, White 1987],

e modele lokalnej zmiennosci [Heath, Platen 2002],

e modele dyfuzyjno-skokowe [Merton 1976],

e parametryczne i nieparametryczne modele implikowanej zmiennosci [Fengler

2012].

W ponizszej pracy zmienno$¢ jest zalezna od historycznych cen akeji. Oryginal-
nym wkladem autoréw jest wprowadzenie przetgczania pomig¢dzy stanami, ktore
determinowane jest wartos$cig odsetka czasu przebywania ceny akcji w wybranym
obszarze i odcinku czasu.

3. Czas przebywania

Czas przebywania (occupationtime) OT (A) procesu X, w obszarze A, definiowa-
ny jest nastepujaco [Darling, Kac 1957; Czernik 2013; Bayraktar, Young 2010]:

OT(4) = le\ (X,)ds, (4)

1 X, e4

0 X, ¢4,

ktorego wyznaczamy czas przebywania procesu X, ; ksztalt obszaru moze

gdzie: 1, (X)) ={ — funkcja charakterystyczna zbioru; 4, — obszar, dla

by¢ niezmienny lub zaleze¢ od czasu (deterministycznie lub losowo).

Odsetek czasu przebywania (relative occupation time) definiujemy jako stosunek
czasu przebywania do dtugosci odcinka czasu:

OT(4) 1
ROT,(4) =2 =
t

==[1, (x,)ds. (5)
ty
Warto podkresli¢, ze o ile czas przebywania jest niemalejacym procesem loso-
wym, to odsetek czasu przebywania jest niemonotonicznym procesem losowym o
wartosci poczatkowej zaleznej od tego, czy poczatkowa warto$¢ procesu nalezy do
obszaru 4, :

{0 X, ¢4,
ROT (4) = (6)

1 X,ed,

W ponizszej pracy wykorzystano okienkowy odsetek czasu przebywania (win-
dowed relative occupation time):
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WOT, (A
WROT, (A) = YOT(A) _ 1
T

T

j.lﬁ(xs)ds e[0,1], 7

t-7
gdzie z jest dlugoscia okna czasowego.

Stochastyczne réwnanie rozniczkowe, ktorego rozwigzaniem jest okienkowy od-
setek czasu przebywania, jest nieautonomicznym réwnaniem z opoznionym wspot-
czynnikiem:

d[WROT, (W] ==(1, (X)) -1, (X,..))dt ®)

Z postaci rownania (8) wynika, ze okienkowy odsetek czasu przebywania (row-
niez okienkowy czas przebywania) nie jest proces Markowa. Ponadto warunek po-

czatkowy dla rownania (8) musi zawiera¢ histori¢ procesu X, w przedziale [—r, O] .

proces X, = = " ROT g,y WROT,

1-0.2,t)

(@)

-0,2

o
1=

0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
-0,2

Rys. 1. Przyktadowa realizacja procesu X, oraz jego wybranych funkcjonatow w obszarze

A €[0.1,)

Zrédto: opracowanie wilasne.

Rysunek 1 przedstawia przykladowe realizacje procesu X, , odsetka czasu prze-
bywania ROT, (naliczanie odsetka rozpoczgto od momentu t = —0.2) oraz okienko-
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wego odsetka czasu przebywania WROT, z dlugo$cia okienka 7 =0.2 i ustalonej
historii procesu {Xt ite [—0-2,0]}. Obszar A, jest przedziatem [0.1,+0).

4. Model ewolucji ceny akcji

Klasycznym modelem ceny akcji S, jest proces zwany w literaturze geometrycznym

ruchem Browna. Proces ten jest rozwigzaniem stochastycznego rownania rézniczko-
wego:

ds, = uSdt+oSdw, )
gdzie: y —dryf; o —zmienno$¢; W, — proces Wienera.

Niestety, geometryczny ruch Browna nie jest realistycznym modelem co naj-
mniej z dwoch powodow: empiryczne rozklady logarytmicznej stopy zwrotu nie
pochodzg z rozktadu normalnego oraz teoretyczne ceny derywatow przewiduja pla-
ska powierzchni¢ implikowanej zmiennosci. W literaturze funkcjonuje wiele alterna-
tywnych modeli ewolucji cen akcji, ktére w lepszy lub gorszy sposéb modeluja po-
wierzchni¢ implikowanej zmiennoSci.

Zaproponowany przez autoréw model ewolucji mozna zaliczy¢ do modeli prze-
tacznikowych, jednak sposrod innych modeli z tej grupy wyrdznia go wiasnos¢ zu-
pelosci rynku:

dSt =[/JO + é/, (ﬂ] —Hy )]Stdt—"_[o-o +§z (Gl —0, )]SrdVVn (10)

., O Co . s
M O odpowiednio dryfi zmienno$¢,

gdzie: i€ {0’ 1} — stany rynku;
0 WROT (A)<w
|1 wrOT (4)>w’

w — ustalona warto$¢ okienkowego odsetka czasu przebywania.

W powyzszym modelu stan rynku przetgcza si¢ miedzy stanami ,,0” i ,,17.
W kazdym ze stanéw ceny sg geometrycznym ruchem Browna (do kolejnego mo-
mentu przetaczenia). Przetaczenie nastepuje, gdy warto§é okienkowego odsetka cza-
su przebywania przekroczy (spadnie ponizej) okreslonej wartosci w . Innymi stowy,
jezeli proces ceny akcji ,,zbyt” dhugo (krotko) przebywa w okreslonym obszarze,
nastepuje przetaczenie stochastycznej ewolucji. Whasnos¢ ta pozwala np. na uzyska-
nie procesu powracajacego do $redniej.

Rysunek 2 przedstawia przykladowa realizacje procesu X, oraz okienkowego
odsetka czasu przebywania. Obszar naliczania okienkowego odsetka czasu przebywa-

nia jest przedziatem [0.2, +oo) , hatomiast poziom przetaczania w = 0.8 (prawa pio-
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nowa o§). Jasnym kolorem oznaczono t¢ czes¢ realizacji procesu losowego X, dla
ktorej rynek byt w stanie ,,0”. Ciemniejszy kolor oznacza, Ze rynek jest w stanie ,,1”".

proces X, WROT,

[£-0.2,)

cena S
ROT

czas t

Rys. 2. Przyktadowy wykres przej$cia migdzy stanami dla okienkowego odsetka czasu przebywania
0.8 w obszarze 4, € [0.2, ®) oraz oknie czasowym 7 = 0.2

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Nalezy podkresli¢, ze co prawda moment przetgczenia jest losowy, to zapropo-
nowana dynamika nie wprowadza dodatkowego czynnika (procesu) losowego. Prze-
laczenie jest w pelni determinowane przez aktualng warto$¢ okienkowego odsetka
czasu przebywania, ktory z kolei jest funkcjonatem ceny akcji (historycznych cen
akcji). Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze wlasno$¢ zupetnosci rynku jest za-
chowana.

5. Wycena opcji oraz implikowana zmiennos¢

Problem analitycznego wyznaczenia ceny opcji europejskiej jest w tym przypadku
trudny, gdyz rownanie wyceny bedzie rownaniem rozniczkowo-catkowym (proces
ceny akcji jest procesem z pamigcig). Z tego powodu w celu znalezienia ceny euro-
pejskiej opcji call na akcje, ktérej cena ewoluuje zgodnie z rownaniem (10), zastosu-
jemy podejscie symulacyjne. Ewolucja ceny akcji w $wiecie neutralnym wobec ry-
zyka dana jest wzorem:
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ds, =rSdt+[o, +¢, (0, 0,)|S.dW,, (11)
gdzie: » — stopa oprocentowania instrumentu wolnego od ryzyka; Wt* — proces Wie-
nera wzgledem miary neutralnej wobec ryzyka.

Réwnanie (11) nie jest rdwnaniem autonomicznym. Nalezy je uzupetni¢ o row-
nanie:

0 WROT (A)<w
.= (12)
1 WROT (4)>w
oraz rbwnanie
1 t
WROT,(4)=— [ 1, (S, )dx. (13)
T -7 '
Cena opcji o wyplacie Payoff (S,,K) dana jest wzorem:
V=e¢"E [Payoff (S,.K)]. (14)

gdzie E oznacza warto$¢ oczekiwana wzgledem miary neutralnej wobec ryzyka.

Poniewaz analityczna posta¢ miary neutralnej wobec ryzyka nie jest znana, cen¢
dang wzorem (14) oszacowano za pomoca symulacji Monte Carlo. W celu zwigksze-
nia doktadnos$ci oszacowania zastosowano jedng z technik redukcji wariancji — me-
tode zmiennej kontrolnej:

I}ze”%g[Payoﬁf(Sﬁ,K)-i-a(Sﬁ—Soe”)} (15)

Wspodtczynnik ¢ dobrano w taki sposob, aby wariancja estymatora ceny byla
minimalna [Kroese et al. 2011]:

. cov(Payoﬁ", St)
- D(s)

(16)

Poniewaz nie dysponujemy warto$ciami teoretycznymi kowariancji wyplaty
z opcji i ceny akcji oraz wariancji ceny akcji w dniu wykonania opcji, zastgpimy je
wartosciami oszacowanymi na podstawie proby. W przeprowadzonych symulacjach
otrzymano redukcje odchylenia standardowego ceny opcji na poziomie od 1 do kil-
kunastu razy (w zalezno$ci od parametréw modelu: zmienno$ci w stanach ,,0”
i,,1”, ceny wykonania, daty wykonania oraz historycznych cen akcji).
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W celu egzemplifikacji wlasnosci powierzchni implikowanej zmienno$ci wyge-
nerowanej przez zaproponowany model przyjeto nastepujagce warto$ci parametrow
modelu:

S, =1—poczatkowa cena akcji (w tym przypadku cen¢ wykonania mozna rozu-
mie¢ jako moneyness K / S, );

o, = 0.4—zmiennos¢ w stanie ,,0”’;

o, = 0.2 - zmienno$¢ w stanie ,,17;

7 =0.1- stopa wolna od ryzyka;

At =T /4000— dhugos¢ odcinka czasu dyskretyzacji stochastycznego réwnania
rézniczkowego (11); w celu jego rozwigzania zastosowano algorytm Eulera; T jest
czasem do wykonania opcji;

7 =0.25— rozpigtos¢ okna czasowego w kalkulacji WROT; obszar naliczania
czasu przebywania oraz poziom przetaczania ewolucji sg r6zne w réznych symula-
cjach i zostaly wyspecyfikowane pod rysunkami.

Ceny wykonania (alternatywnie moneyness) miescily si¢ w przedziale od 0.4 do
1.6, natomiast czas do wykonania opcji w przedziale od 0.2 do 1.8 jednostki czasu

(np. roku; nalezy pamigta¢, o tym ze parametry » oraz o; s3 adekwatne do jednost-

ki czasu). Ponadto w przeprowadzonych symulacjach wygenerowano historyczng
realizacje ceny akcji w taki sposob, aby okienkowy odsetek czasu przebywania w
obszarze wynosit 0.3. Ksztalt obszaru opisano szczegétowo w wybranych rysunkach.
W pracy nie przedstawiono rezultatdéw wyceny, gdyz gtownym jej celem jest mode-
lowanie powierzchni implikowanej zmiennosci.

W celu otrzymania implikowanej zmienno$ci rozwigzano numerycznie rownanie:

VBS = I/:'yrr1’ (17)
gdzie: ¥V — otrzymane droga symulacji oszacowanie ceny opcji call

v

BS

=N(d,)S,—Ke "N(d,)— teoretyczna cena opcji call w modelu Blac-
ka—Scholesa; N (x) — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego,

&)y
In| — [+ r+—o,. |t
d = K 2

1 o, \/; >

d,=d-o, .

imp

Ponadto oszacowano biad estymacji implikowanej zmiennosci. W tym celu
zastosowano aproksymacj¢ delta [Casella, Berger 2001] (oszacowanie nie uwzgled-
nia btedow numerycznych zastosowanej procedury do rozwigzywania rownania (17);
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w znaczacej liczby przypadkéw bledy te sg znacznie mniejsze od bledoéw staty-
stycznych):

SV
S, m—=—, 18
5 (18)

BS

a o OCimp

gdzie: S, — blad oszacowania implikowanej zmiennosci; S, — btad oszacowania
imp sym

ceny opcji call.

6. Dyskusja wynikow

Rysunek 3 przedstawia dwie historyczne realizacje. Kazda z wygenerowanych histo-
rycznych realizacji posiada okienkowy odsetek czasu przebywania w obszarze

[1, +oo) rowny 0.3 oraz warto$¢ S, =1. Na kolejnym subrysunku widzimy dwa wy-

kresy implikowanej zmiennosci — kazdy dla odpowiedniej realizacji historyczne;.
Ponadto naniesiono uproszczone (naiwne) przedziaty ufnosci (oszacowana impliko-
wana zmienno$¢ * btad jej oszacowania).

Jak wida¢, implikowana zmienno$¢ zalezy nie tylko od ceny wykonania (krzywa
implikowanej zmiennosci nie jest ptaska), ale takze od ksztattu historycznej realizacji.
Ksztatty krzywych odzwierciedlajg typowe cechy krzywych implikowanych zmien-
nosci: implikowana zmienno$¢ jest wigksza dla opcji gleboko ITM (in the money)
oraz gleboko OTM (out of the money). Na pozostatych dwoch podrysunkach zapre-
zentowano wykresy btedu oszacowania implikowanej zmiennosci oraz jego stosunek
do implikowanej zmienno$ci. Mozna zauwazy¢, ze blad oszacowania jest najwickszy
w przypadku opcji gleboko ITM. Efekt ten mozna wythumaczy¢ faktem, iz w przy-
padku gleboko ITM prawdopodobienstwo zerowej wyplaty z opcji jest bardzo mate.
W symulacjach wystepuje niewiele przypadkow zerowych wyplat (rare event).
W niektorych przypadkach rownanie (17) nie posiadato rozwigzania (przypadki opcji
gleboko ITM). Przyczyna tego efektu jest identyczna jak wspomniana wyzej. W celu
doktadniejszego oszacowania ceny opcji (i tym samym implikowanej zmiennosci)
mozna zwigkszy¢ liczbe wygenerowanych realizacji lub zastosowa¢ techniki redukeji
wariancji typowe dla zagadnien typu rare event (zdarzenia rzadkie) [Bucklew 2004].
Dodatkowa przyczyna moga by¢ bledy numeryczne (dystrybuanta rozktadu normal-
nego jest aproksymowana przez oprogramowanie komputerowe).

Ponadto mozna przypuszczac, ze podobne zachowanie blgdu oszacowania wy-
stapi takze w przypadku opcji gleboko OTM. Na rysunku nie jest to widoczne (w
rzeczywisto$ci rozwazane opcje nie sag w takim samym nasileniu OTM, jak w ITM).
Nalezy pamietaé, ze zakres potencjalnych cen wykonania (takze cen akcji) nie jest
symetryczny wzgledem wartosci 1 (ceny sg dodatnie). Bardziej adekwatng skala cen
wykonania bytaby skala logarytmiczna.
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Przykiadowe "historyczne" realizacje Implikowana zmiennoéé¢ (7=0.3)
1.1 0.4
1.055
0.35
T o T _
i 03
0.95¢ |
09 0.25
0'%.25 —0:2 -0-15 -0:1 -0~65 0 0%.4 0:6 0:8 l 1.‘2 114 116
czas t cena wykonania
Btlad/Implikowana zmiennos¢ (7=0.3) Blad implikowanej zmiennosci (7=0.3)
0.05 0.02
0.04
0.015
0.03
0.01
0.02
0.01 0.005
ba 06 08 1 12 14 16 04 06 08 1 12 14 16

cena wykonania cena wykonania

Rys. 3. Przyktadowe realizacje historyczne, implikowane zmiennosci oraz ich btgdy w przypadku
wyznaczania odsetka czasu przebywania w obszarze 4, €[1, «), poziom przetaczania w = 0.3

Zroédto: opracowanie wlasne.

Rysunek 4 przedstawia powierzchni¢ implikowanej zmiennosci dla dynamiki z po-
ziomem przetgczania w=0.1, poczatkowej wartosci okienkowego odsetka czasu
przebywania 0.3, obszarem naliczania odsetka [0.7, +oo) oraz wybrang realizacjg hi-
storyczng. Jak widaé, ksztatt powierzchni implikowanej zmienno$ci nie jest trywialny.

Podobnie na rysunku 5 widzimy nietrywialng zalezno$¢ implikowanej zmien-
nosci od zmiennych (K, 7). W pewnych zakresach parametrow (K, 7) implikowa-
na zmienno$¢ jest niemonotoniczng funkcjg zardwno ceny wykonania, jak i czasu
do wykonania.

Warto zauwazy¢, ze zaprezentowane powierzchnie nie sg kompletne w rozwa-
zanym obszarze (0.4,1.6) x (0.2,1.8). Braki wystepuja w okolicy krotkich czaséw do
wykonania i opcji glgboko ITM. Braki te oznaczaja, ze rdwnanie (17) nie posiadato
rozwigzania. Przyczyna tego jest efekt omowiony wczesniej, ponadto dochodzi kwe-
stia krotkiego czasu do wykonania (bardzo mate prawdopodobienstwo zerowej wy-
platy z opcji).
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A=[0.7, ), przetaczanie dynamik dla WROT= 0.1

0.6

02 o4 K

Rys. 4. Powierzchnia implikowanej zmiennosci w przypadku wyznaczania odsetka czasu
przebywania w obszarze 4, € [0.7, ©), poziom przetaczania w = 0.1. ,Historyczne” realizacje
do czasu ¢ = 0 wygenerowano z odsetkiem czasu przebywania w oknie rownym 0,3

Zrodlo: opracowanie wlasne.

A=[1, <), przelaczanie dynamik dla WROT= 0.1

Rys. 5. Powierzchnia implikowanej zmiennosci w przypadku wyznaczania odsetka czasu
przebywania w obszarze 4, € [0.7, ©), poziom przetaczania w = 0.1. ,Historyczne” realizacje
do czasu ¢t = 0 wygenerowano z odsetkiem czasu przebywania w oknie rownym 0,3

Zrodlo: opracowanie wlasne.



86 Tadeusz Czernik, Daniel Iskra

Z uwagi na ograniczong objeto$¢ pracy pominigto przypadki innych ksztattow
powierzchni implikowanej zmiennosci. Niemniej jednak nalezy podkresli¢, ze bogata
rodzina powierzchni implikowanej zmiennosci oraz jej zalezno$¢ od historycznych
notowan stanowi atrakcyjng alternatywe do spotykanych w literaturze modeli.

7. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano nowy model ewolucji cen akcji. Wykorzystuje on funkcjo-
naty geometrycznego ruchu Browna oparte na okienkowym czasie przebywania.
Model ten zachowuje zupelnos¢ rynku oraz wprowadza zalezno$¢ ceny derywatu
i tym samym implikowanej zmiennos$ci od historycznych cen akcji. Z przeprowa-
dzonych symulacji wynika, Zze pozwala on na odtworzenie bogatej rodziny po-
wierzchni implikowanej zmienno$ci i tym samym potencjalnie moze by¢ zastosowa-
ny w praktyce inwestycyjnej. Dalszych analiz wymaga przeprowadzenie empirycz-
nych badan z wykorzystaniem rynkowych cen akcji oraz opcji (kalibracja modelu).
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MODIFIED GEOMETRIC BROWNIAN MOTION -
OCCUPATION TIME APPROACH. DERIVATIVE
PRICING, IMPLIED VOLATILITY - SIMULATIONS

Summary: The paper presents a new model for the evolution of stock prices. The proposed
model uses geometric Brownian motion functionals based on windowed relative occupation
time. The model preserves market completeness and introduces a dependency of derivative
prices and thus implied volatility from historical stock prices. It also allows to reproduce
a rich family of implied volatility surfaces.

Keywords: derivative instruments, pricing, implied volatility, stochastic processes.



