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OCENA TRAFNOSCI PROGNOZ ZMIENNOSCI
INDEKSU WIG20 KONSTRUOWANYCH

NA PODSTAWIE WYBRANYCH MODELI
KLASY GARCH ORAZ RYNKOWEJ
ZMIENNOSCI IMPLIKOWANEJ

Streszczenie: Artykul przedstawia wyniki analizy poréwnawczej trafno$ci prognoz opar-
tych na wybranych postaciach modeli typu GARCH oraz na implikowanym odchyleniu
standardowym opcji na WIG20. Uzyskane rezultaty empiryczne nie wskazaty na jedno-
znaczng przewage ktoregokolwiek z zaprezentowanych podejs¢é. Wyniki roznily si¢ w za-
leznosci od badanego okresu i horyzontu prognozy. Oznacza to, ze podejscie polegajace na
zastosowaniu implikowanego odchylenia standardowego ma pewna warto$¢ i problem ten
powinien by¢ przedmiotem dalszych badan.

Stowa kluczowe: traftho$¢ prognozy, zmienno$¢ implikowana, modele GARCH.

DOI: 10.15611/pn.2014.371.29

1. Wstep

Najbardziej zaawansowane podejscie zwigzane z szacowaniem zmiennosci polega na
dopasowaniu parametrycznych modeli statystycznych (np. GARCH, SV) do szeregu
zaobserwowanych stop zwrotow. W innym podejSciu przyjmuje si¢, ze dobrym
oszacowaniem zmiennosSci jest tzw. zmienno$¢ implikowana. Rynkowa zmiennos$¢
implikowana jest zmiennoscig instrumentu podstawowego wyliczang na podstawie
rynkowej ceny opcji przy zastosowaniu modelu Blacka—Scholesa—Mertona. Zgodnie
z zalozeniami tego modelu zmienno$¢ jest stata (zob. [Natenberg 1994; Alexander
2008]). Zmiennos$¢ implikowana jest postrzegana jako oczekiwanie rynkowe przy-
szlej zmiennosci, a zatem stanowi oparta na rynku prognoze zmiennosci. Powszech-
nie uwaza si¢, ze zmiennos¢ ta zawiera bogata informacje o przyszlej zmiennosci.
Wiele wynikow badan wskazuje, ze opcyjne implikowane odchylenie standardowe
daje ,,pierwszorzedng” trafno$¢ prognoz w zakresie roznych instrumentow.
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Celem opracowania jest zaprezentowanie oceny poréwnawczej trafnosci prognoz
konstruowanych na podstawie wybranych modeli zmiennosci klasy GARCH oraz na
rynkowej zmienno$ci implikowanej w odniesieniu do rynku polskiego. Przedmiotem
analizy byta zmienno$¢ indeksu gietdowego WIG20, prognozowana za pomocg wy-
branych postaci modeli GARCH i APARCH oraz na podstawie implikowanego od-
chylenia standardowego bedacych w obrocie gietdowym opcji na WIG20. Analize
trafno$ci prognoz zmiennos$ci indeksu WIG20 przeprowadzono dla okresu obejmuja-
cego opcje na WIG20 wygasajace w marcu i czerwcu 2013 r. Do szacowania modeli
klasy GARCH zastosowano dane od 3.10.1994 r.

Uzyskane rezultaty empiryczne nie wskazaty na jednoznaczng przewagg ktore-
gokolwiek z zaprezentowanych podej$é. Wyniki r6znity si¢ w zaleznosci od badane-
go okresu i horyzontu prognozy. Oznacza to, ze podejscie polegajace na zastosowa-
niu implikowanego odchylenia standardowego ma pewna wartos¢ i problem ten po-
winien by¢ przedmiotem dalszych badan.

Praca sklada si¢ z dwoch zasadniczych czgéci oraz wstgpu i zakonczenia.
W pierwszej czesci zaprezentowano zastosowane modele klasy GARCH wraz z wy-
nikami ich estymacji i kryteriami porownawczymi. W drugiej natomiast przedsta-
wiono procedurg i wyniki szczegétowych obliczen dotyczacych trafnosci prognoz
oraz wnioski wynikajace z poréwnania analizowanych podejs¢.

2. Zastosowane modele klasy GARCH

Na podstawie przeprowadzonych wczesniej badan (zob. [Wegrzyn 2013]) w oparciu
o wyniki estymacji i kryteria informacyjne (zob. tab. 1) do analizy trafno$ci prognoz
wybrano okreslone postaci modeli GARCH i APARCH. Ogoélnie model
GARCH(p,q) (generalized autoregressive conditional heteroscedasticity) — uogol-
niony model autoregresyjnej heteroskedastycznos$ci warunkowej — opisywany jest
réwnaniami:

&

t :Gtzt’

2 2 2 2 2
o, :a+ﬂ181—1 +“'+ﬂpngp +70,. +"'+7qo-t—qﬂ

gdzie: a >0, ;> 0, y; > 0, & oznacza innowacj¢ stopy zwrotu z instrumentu finanso-
wego, okreslang jako ciag niezaleznych i o tym samym rozktadzie (iid, independent
and identically distributed) zmiennych losowych z, ze $rednig zero i wariancjg jeden,
pomnozonych przez odchylenie standardowe o; (szerzej: [Doman, Doman 2009, s. 76
i n.]). Warunki natozone na parametry o, f; i y; gwarantujg dodatnio§¢ wariancji wa-
runkowej, moga jednak zosta¢ ztagodzone (zob. [Nelson, Cao 1992; He, Terésvirta
1999]). Model ten zostal po raz pierwszy zaproponowany przez T. Bollersleva
[1986] i S.J. Taylora [1986].

Z kolei Z. Ding, C.W.J. Granger i R. Engle [1993] zaproponowali model
APARCH (4symmetric Power ARCH) o postaci:
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q P
n
n_ n
of =a+3 f(le. |- me.) + 2700,
i=1 j=1

gdzien>0,-1 <y, <1.

W modelu tym istnieje mozliwo$¢ dopasowania wyktadnika # réznego od 2 oraz
uwzglednienia asymetrii poprzez wspotczynniki asymetrii ;. Przy # = 2 1 ;.= 0 mo-
del ten sprowadza si¢ do standardowego modelu GARCH.

Model APARCH(p,q) zaproponowany przez J. Davidsona [2011] i zastosowany
w tym badaniu ma nieco inng postac:

o’ =a+Zq:ﬂi(1+,u1(gH <0))e, +Zp:7j0,'7,j ,
=

i=1
gdzie n >0, 1(6H < O) =1dlaeg, <0, w innym wypadku 1(5H < 0) =0.

Parametr y jest to tzw. parametr ,,dzwigni” (asymetrii), ktory powoduje, ze do-
datnie i ujemne innowacje wptywajg inaczej na warunkowg wariancje. Jesli parametr
>0, to innowacja ma wigkszy udzial w wariancji, gdy ¢,; < 0 niz w innym wypad-
ku. Asymetria w reakcji na informacje jest potencjalnie przydatna, poniewaz warian-
cja moze wowczas reagowac szybciej na spadki na rynku niz na odpowiednie wzro-
sty.

Wyniki estymacji i kryteria poréwnawcze dla r6znych postaci modeli oraz roz-
nych rzedow opo6znien w modelach GARCH i APARCH wskazaty na najlepsze do-
pasowanie w przypadku modelu AR(1)-APARCH(1,1) z rozktadem bledu 7-Studenta
oraz AR(1)-GARCH(1,1) z takim samym rozktadem (szerzej na ten temat: [Wegrzyn
2013]); (zob. tab. 1). Kryteria wyboru modelu: logarytm wartosci funkcji wiarygod-
nosci (logarytm wiarygodnosci) LL, kryterium Schwarza BIC (Bayesian Information
Criterion), kryterium Hannana-Quinna HQC (Hannan-Quinn Criterion), kryterium
informacyjne Akaike A/C (Akaike Information Criterion) zostalty w tym wypadku
okreslone w sposOb zaproponowany przez J. Davidsona [2011]. Wigksza wartos¢
kryterium oznacza, ze model jest lepiej dopasowany.

Wyniki podane w tabeli 1. dowodza, ze w przypadku modeli ze skosnym rozkta-
dem ¢ Studenta parametr sko$nos$ci okazal si¢ nieistotny statystycznie. Kryteria in-
formacyjne we wszystkich przypadkach sg do siebie zblizone, jednak okreslaja mo-
del AR(1)-APARCH(1,1) z rozktadem #Studenta jako najlepiej dopasowany.
W kazdym przypadku statystyka Ljunga-Boxa wskazuje na wyeliminowanie autoko-
relacji oraz na brak wyeliminowania efektu ARCH.

Ogolnie zatem na szczego6lng uwage zastuguja modele AR(1)-APARCH(1,1)
z rozkladem ¢-Studenta oraz AR(1)-GARCH(1,1) z rozkladem ¢-Studenta. Kryteria
informacyjne w ich przypadkach sg bardzo zblizone (kryterium Schwarza dla pierw-
szego z nich wynosi: —8660.65, dla drugiego: -8661.55), natomiast w modelu AR(1)-
-APARCH(1,1) estymacji podlegaja o 2 parametry wiecej. Fakt ten moze sktania¢ do
wyboru prostszego modelu AR(1)-GARCH(1,1). Wybdr taki bylby zgodny z wyni-
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kami badan spotykanymi w literaturze (zob. [Doman, Doman 2009, s. 98-103; Osie-
walski et al. 2004, s. 17-39]).

Tabela 1. Wyniki estymacji i kryteria porownawcze modeli AR(1)-GARCH(1,1)

z rozktadem #-Studenta i sko$nym #-Studenta oraz AR(1)-APARCH(1,1) z rozktadem ¢-Studenta

i sko$nym ¢ Studenta dla szeregu stop zwrotow indeksu WIG20

Parametr AR(D)- AR(D)- AR(D)- AR(D)-
Y GARCH(1,1) GARCH(1,1) | APARCH(1,1) | APARCH(1,1)
Rozklad biedu t-Studenta t-Studenta skos$ny ¢-Studenta t-Studenta skos$ny
Liczba stopni
swobody d.EA(1/2) 2.97536 2.97333 3.01108 3.00908
Logarytm 0.01074 0.0197
skosnosci (In(ksi)) {0.579} {0.317}
AR 0.04129 0.04189 0.04188 0.04264
4 {0.006} {0.006} {0.006} {0,005}
Ja 0.63735 0.63742 0.63157 0.63107
APARCH 0.76842 0.78656
(asymetria) {0.003} {0.003}
APARCH 7 1.61197 1.59999
5 0.07524 0.07555 0.05921 0.05944
! {0,000} {0,000} {0,000} {0,000}
0.91599 0.91563 0.91702 0.91633
& {0,000} (0,000) {0,000} {0,000}
Logarytm -8640.5 ~8640.36 -8631.19 ~8630.72
wiarygodnosci
Kryterium -8661.55 ~8665.61 -8660.65 ~8664.39
Schwarza
Kryterium -8651.15 ~8653.14 -8646.1 ~8647.76
Hannana-Quinna
Kryterium Akaike —8645.5 —8646.36 —8638.19 ~8638.72
Ljsljig;t]};;ia 7.3093 7.1919 7.0651 6.9168
(autokorclacia) {0397} {0.409} {0.422} {0.438}
Ljssigjtgl;i . 24.6365 242693 20.6603 20.1217
(cfekt ARCH) {0.002} {0.002} {0.008} {0.01}

{} —warto$¢ p

Zrédto: obliczenia wiasne na podstawie programu komputerowego Time Series Modelling v.4.31.
3. Wyniki poréwnania trafnos$ci prognoz

Aby ostatecznie zdecydowac, ktory ze wskazanych modeli lepiej sprawdza si¢ w
prognozowaniu zmiennosci indeksu WIG20, w pierwszej kolejnosci dokonano po-
réwnania trafnosci prognoz tych modeli. Do oceny trafno$ci zastosowano nastgpuja-
ce btedy prognoz [Doman, Doman 2009, s. 94-95]:

— Dbtad $redni (mean error, ME) o postaci:
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1 N

ME :N;(yﬁri _J;T+i)’

— $redni btad bezwzgledny (mean absolute error, MAE):

b

1 & A
MAE:WZUT” ~Vrai

— pierwiastek bledu $redniokwadratowego (root mean square error, RMSE):

N

1 N
RMSE Z\/WZ(.}}TH _yT+i)2 )

i=1

— skorygowany $redni bezwzgledny btad procentowy (adjusted mean absolute
percentage error, AMAPE):

1 N

AMAPE =—"

i=1

Vrei = Vrsi
~ D
yT+i +yT+i

gdzie: y,,, — wielko$¢ zaobserwowana (kwadrat dziennej stopy zwrotu), V., — pro-
gnoza.

Poréwnanie bledow prognoz o zréznicowanym horyzoncie wskazalo wyraznie
na model AR(1)-GARCH(1,1) z rozkladem ¢-Studenta, jako model o lepszej jakosci
prognoz. Na rysunku 1. zaprezentowano ksztattowanie si¢ btgdéw prognoz w zalez-
nosci od horyzontu prognozy. Na jego podstawie mozna zauwazyc¢, ze przy horyzon-
cie prognozy do 20 w kazdym wypadku btedy modelu GARCH byly mniejsze od
btedow modelu APARCH. Przy dluzszym horyzoncie prognoz roéznice btedow sta-
waly si¢ coraz wigksze na niekorzys¢ modelu APARCH.

Do dalszych poréwnan jakoSci prognoz wybrano zatem model AR(1)-
GARCH(1,1) z rozktadem ¢-Studenta. Aby poréwnaé prognozy z tego modelu z
prognozami opartymi na implikowanym odchyleniu standardowym (implied stan-
dard deviation, 1SD) opcji na indeks WIG20, za kazdym razem wybierano opcje
,najblizsza ceny” (nearest-the-money, NTM), tzn. opcj¢ z cena wykonania najblizsza
aktualnemu poziomowi instrumentu podstawowego (indeksu WIG20). W kazdym
tez przypadku horyzont prognozy konczyl si¢ wraz z terminem wykonania opcji.
W odniesieniu do opcji wygasajagcych w marcu 2013 r. analizg trafhosci prognoz
zmiennosci przeprowadzono dla okresu 27.12.2012-5.03.2013 r., natomiast
w wypadku opcji wygasajacych w czerwcu 2013 r. dla okresu 18.03.-21.06. 2013 r.
W ten sposob do analizy zastosowano opcje o najwigkszej ptynnosci.

W celu poréwnania btedéw prognoz opartych na modelu GARCH oraz na impli-
kowanym odchyleniu standardowym (ISD) na rysunkach 2-5 zaprezentowano ksztat-
towanie si¢ poziomow btedéw prognoz w zaleznosci od horyzontu prognoz. Wyniki
te dotycza opcji marcowych, a wigc okresu 27.12.2012-15.03.2013 r. Na ich pod-
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Rys. 1. Btedy prognoz dla modeli GARCH i APARCH

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Porownanie $rednich btedow bezwzglednych (MAE) — opcje marcowe

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Porownanie btedow srednich (ME) — opcje marcowe

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Poréwnanie pierwiastkoéw btgdow Sredniokwadratowych (RMSE) — opcje marcowe

Zroédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Porownanie skorygowanych $rednich bezwzglednych btedéw procentowych (AMAPE) —
opcje marcowe

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 6. Poréwnanie $rednich btedéw bezwzglednych (MAE) — opcje czerwcowe

Zroédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 7. Porownanie btedow srednich (ME) — opcje czerwcowe

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 8. Poréwnanie pierwiastkow btedow sredniokwadratowych (RMSE) — opcje czerwcowe

Zroédlo: opracowanie wlasne.
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Rys. 9. Porownanie skorygowanych $rednich bezwzglednych btedéw procentowych (AMAPE) —
opcje czerwcowe

Zrodlo: opracowanie wlasne.

stawie mozna zauwazy¢, ze przy wigkszym horyzoncie prognoz (>12) mniejsze ble-
dy prognoz wykazuje zastosowanie ISD opcji NTM. Przy krotszym horyzoncie pro-
gnoz mniejsze btedy prognoz wykazuje natomiast zastosowanie modelu GARCH.

Prawidlowo$¢ ta nie zostata jednak potwierdzona wynikami analizy dla opcji
czerwcowych (18.03-21.06. 2013). Ksztattowanie si¢ btgdéw prognoz w zaleznosci
od horyzontu przedstawiono w tym wypadku na rysunkach 6-9. Na ich podstawie
mozna stwierdzi¢, ze bledy MAE i AMAPE okazaty si¢ ogdlnie mniejsze przy zasto-
sowaniu ISD, natomiast bledy ME i RAMSE — mniejsze przy zastosowaniu ISD dla
krotkiego horyzontu (1-5). Dla krotkiego horyzontu tym razem zastosowanie ISD
okazato si¢ zatem lepszym rozwigzaniem.

Ogolnie trudno bytoby wiec dopatrywaé sie jednoznacznych prawidtowosci
w ksztaltowaniu si¢ btedow prognoz, chociaz nalezy stwierdzi¢, ze w wielu przypad-
kach zastosowanie ISD okazato si¢ lepszym rozwigzaniem. Wskazuje to na pewng
warto$¢ tego podejscia, ktorego duza zaleta jest prostota.

Warto zwroci¢ uwage, ze zmienno$¢ implikowana mimo czesto niejednoznacz-
nych lub sprzecznych wynikéw badan jest traktowana jako ,,pierwszorzedne” podej-
scie w zakresie prognozowania zmienno$ci. Szczegotowego przegladu wynikow
badan w zakresie prognozowania zmienno$ci dokonali S. Poon i C.-W.J. Granger
[2003]. Przeanalizowali oni metodologie i empiryczne wyniki z ponad 90 opraco-
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wan, ktére dotyczyly badan mocy prognostycznej réznych modeli zmienno$ci.
Znaczna cz¢$¢ badan dotyczyta indeksow rynku akcji, zwlaszcza indeksow S&P100
oraz S&P500. J. Fleming, B. Ostdieck i R.E. Whaley [1995], B.J. Christensen
i N.R. Prabhala [1998], J. Fleming [1998], B. Blair, S.-H. Poon i S.J. Taylor [2001],
E.U. Hol i S.J. Koopman [2001] oraz A. Szakmary, E. Ors, J.K. Kim i W.D. David-
son [2002] faworyzowali w nich zmienno$¢ implikowang. Niemal we wszystkich
tych badaniach wyciggano wnioski, Zze zmienno$¢ implikowana zawiera przydatne
informacje o przyszitej zmiennosci. Z drugiej strony np. L. Canina i S. Figlewski
[1993] badali indeks S&P100 i nie stwierdzili korelacji pomigdzy zmiennoscig im-
plikowang a przyszta zmiennoscig.

Z kolei HH.W. Bluhm i J. Yu [2000] oraz E.U. Hol i S.J. Koopman [2001] uzna-
li, ze prognozy dla indeksu akcyjnego oparte na zmiennosci implikowane;j sg tratniej-
sze od prognoz opartych na SV, a C.L. Dunis, J. Laws i S. Chauvin [2000], por6wnu-
jac SV 1 GARCH z prognozami opartymi na zmienno$ci implikowanej dla kursow
walutowych, stwierdzili, ze potgczone prognozy sa najlepsze. C.G. Lamoureux
i W.D. Lastrapes [1993] badali natomiast opcje na akcje 10 spotek nieptacacych
dywidendy i w swoim rankingu umiescili ISD jako najlepsza prognoze. G.A. Vasilel-
lis 1 N. Meade [1996] réwniez skupili si¢ na akcjach pojedynczych spotek i stwier-
dzili, ze kombinacja zmienno$ci implikowanej i GARCH dziata najlepie;j.

Biorac pod uwage olbrzymig r6znorodno$¢ modeli zmiennosci (zob. np. [Osin-
ska 2006; Doman, Doman 2009; Fiszeder 2009; Bauwens et al. 2012]), a takze moz-
liwo$¢ stosowania roznych kombinacji podej$¢ i metod prognozowania jednoznaczne
okreslenie metody najtraftniejszej wydaje si¢ zadaniem bardzo trudnym, o ile w ogole
mozliwym.

Na gruncie polskim obszerne badania empiryczne w zakresie prognozowania
zmienno$ci przeprowadzit P. Fiszeder [2009, s. 143-210]. Dotyczyly one m.in.
zmienno$ci indeksu WIG20 w latach 2001-2006. Autor dokonat oceny trafnosSci
prognoz zmiennosci (na jedng oraz pig¢ sesji) konstruowanych na podstawie 17 spe-
cyfikacji modelu GARCH oraz 10 innych metod, w tym opartych na zmiennosci
implikowanej. Parametry zastosowanych modeli bytly estymowane na podstawie
danych dziennych, natomiast do oceny trafnosci prognoz przyjeto sumy kwadratow
5-minutowych stop zwrotu. Najlepiej w rankingach tratho$ci prognoz wypadt model
GARCH szacowany na podstawie przeskalowanego prawdziwego zakresu zmiany,
wyliczanego na podstawie dziennych cen minimalnych, maksymalnych oraz cen
zamknigcia. Bardzo stabo w rankingach wypadty natomiast prognozy konstruowane
na podstawie zmienno$ci implikowanych. Autor zwrécit jednak uwage, ze mogto to
by¢ wynikiem réznic pomigdzy horyzontem prognozy a okresem wazno$ci opcji
[Fiszeder 2009, s. 185]. W kontekscie tych badan warto zauwazy¢, ze w niniejszym
opracowaniu horyzont prognozy odpowiada $cisle okresowi do wykonania opcji
1 wynosi od jednej do kilkudziesieciu sesji.
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4. Podsumowanie

Celem opracowania bylo dokonanie oceny porownawczej trafnosci prognoz opartych
na wybranych modelach typu GARCH oraz na ISD. Ocena ta niec moze by¢ jednak
jednoznaczna ze wzgledu na duze zroznicowanie wynikow obliczen. Roznig si¢ one
w zaleznosci od badanego okresu, a takze w zaleznosci od horyzontu prognozy, jak i
zastosowanego bledu prognozy. Przeanalizowanie wigkszej liczby przypadkow
szczegolnie dla krotkich horyzontéw prognozy mogloby daé lepszy obraz sytuacji w
tym wzgledzie, chociaz niekoniecznie pozwoli¢ na okreslenie jakiejkolwiek prawi-
dlowosci. Nalezy zwrdci¢ przy tym takze uwage, ze poziomy indeksu WIG20 tuz
przed terminem wykonania opcji zmieniajg si¢ czesto w nietypowy sposob, co zosta-
fo uwidocznione na rysunkach w postaci nagtych skokow poziomow btedow pro-
gnoz. Niektorzy postuluja nawet wyeliminowanie tego okresu z analizy.

Na wyniki poréwnan znaczacy wplyw moze mie¢ takze zastosowanie innego es-
tymatora zmiennos$ci zrealizowanej, np. opartego na zwrotach $roddziennych, jak
réwniez zastosowanie ISD opcji ATM lub innych oszacowan ISD. Problemy te po-
winny by¢ przedmiotem dalszych badan.
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ASSESSMENT OF THE FORECASTS ACCURACY

OF THE WIG20 INDEX VOLATILITY CONSTRUCTED

ON THE BASIS OF SELECTED MODELS OF THE GARCH CLASS
AND MARKET IMPLIED VOLATILITY

Summary: This article presents the results of a comparative analysis of the accuracy of
forecasts based on the chosen forms of the GARCH-type models and on the implied stand-
ard deviation of the option on WIG20. The obtained empirical results did not indicate the
explicit advantage of any of the presented approaches. The results differed depending on the
examined period and the horizon of the forecast. It means that the approach consisting in
applying the implied standard deviation has certain value and this problem should be an ob-
ject of further research.

Keywords: accuracy of forecasts, implied volatility, GARCH models.



