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STRESZCZENIE

Wzajemne oddzialywania pola predkosci i wirowosci powoduja, ze wirowos¢ w prze-
plywie ma tendencje do koncentracji i ukladania sie w spdjne (koherentne) struktury
przypominajace rurki. Dwa podstawowe procesy jakim poddawane sa te struktury to
oddzialywanie ze sztywna Sciang oraz oddzialywanie w innymi strukturami. W wyniku
tego drugiego procesu moze doj$é¢ do zjawiska zmiany topologii linii wirowych inaczej
nazywanym takze rekonekcja struktur wirowych. Jest ono bardzo powszechne w przyro-
dzie aczkolwiek nie jest szeroko opisane w literaturze. Uwaza sig, ze ma ono decydujace
znaczenie na ewolucje plynu.

W niniejszej pracy do badan numerycznych ewolucji i interakcji struktur wirowych
zostala wybrana tréjwymiarowa metoda czastek wirowych. W metodzie tej uzywane sg
czastki przenoszace informacje o polu wirowosci. W uzywanym algorytmie sa one ini-
cjalizowane zgodnie z poczatkowym (zadanym) polem wirowosci na strukturalnej siatce
numerycznej rozpietej na obszarze obliczeniowym. Na podstawie znajomosci pola wiro-
wosci mozna wyznaczy¢ pole predkosci rozwiazujac réwnania Poissona na tzw. potencjat
wektorowy. Do symulacji przeptywu lepkiego zostatl wykorzystany algorytm dekompozy-
cji lepkosciowej. Polega on na rozbiciu kazdego kroku czasowego metody na dwa podkroki.
W pierwszym rozwiazywane jest zagadnienie przeplywu nielepkiego, w ktérym na pod-
stawie twierdzenia Helmholtza czastki niosace informacje o wirowosci unoszone sg przez
przeplyw tak samo jak czastki materialne. Nastepnie informacja o wirowosci jest interpo-
lowana z powrotem na wezly siatki numerycznej. W drugim podkroku symulowany jest
wplyw lepkoSci poprzez rozwiazanie rownania dyfuzji na siatce numeryczne;j.

Rozwiazywanie réwnan ruchu cieczy dla zagadnien tréjwymiarowych, niezaleznie od
uzytej metody, wiaze sie z dlugimi czasami obliczen. Przyrost mocy obliczeniowej kom-
puteréw, zwiazany ze zwiekszeniem czestotliwosci zegara taktujacego prace procesora,
w ostatnich latach zdecydowanie si¢ zmniejszyl. Dlatego w niniejszej pracy do przy-
spieszenia obliczen zostaly wykorzystane obliczenia réwnolegte na kartach graficznych.
Metoda czastek wirowych doskonale nadaje si¢ do wykorzystania w obliczeniach réwno-
legltych. Najbardziej czasochtonna czesé — ruch czastek i interpolacja wirowosci na wezty
— ma charakter lokalny i jest niezalezna od pozostatych czastek. Dzieki temu mozliwe
jest proste mapowanie jednej czastki na jeden proces réwnolegly a tym samym efektyw-
ne przyspieszenie obliczenn. W celu zwigkszenia dostepnej pamieci RAM a tym samym
mozliwosci stosowania gestszych siatek numerycznych i liczby czastek wirowych wyko-
rzystane zostala opracowana implementacja metody czastek wirowych wykorzystujaca do
obliczen wiele kart graficznych. Zastosowano programowanie hybrydowe MPI-OpenMP.
Pozwolito to na przeniesienie obliczen na klastry obliczeniowe i wykorzystanie dowolnej
dostepnej w systemie liczby kart graficznych niezaleznie od konfiguracji sprzetowej. Dzieki
temu mozna bylo polaczy¢ przyspieszenie obliczen (dla jednej karty graficznej uzyskano
ok. 50-krotne skrécenie czasu obliczeniowego wzgledem pojedynczego rdzenia procesora)
oraz duzy obszar obliczeniowy (dzieki polaczeniu pamieci RAM kilku kart).

W pracy zostalo zbadane zagadnienie rekonekcji struktur wirowych. Opisany zostal
przebieg tego zjawiska w zaleznosci od réznych geometrii poczatkowych rurek wirowych.
Zbadany zostatl wplyw liczby Reynoldsa na przebieg tego procesu. Przedstawione zostato
zjawisko czolowego zderzenia dwdch pierscieni wirowych.






ABSTRACT

Mutual interactions of the velocity and the vorticity fields cause the vorticity to
concentrate in coherent structures resembling tubes (hence called vortex tubes). Those
structures undergo two basic processes: interaction with a solid wall and interaction with
other structures. During that second process a phenomena called as a reconnection of
the vortex lines may occur. It is very common in the nature but is still not well explained
in the literature. It is believed that it plays important role in the fluid motion.

In this thesis a three-dimensional vortex particle method was used to study the
evolution of vortex structures. In this method particles that carry information about
vorticity field are used. In the algorithm used the particles are initiated according to the
initial distribution of vorticity field on a numerical grid. The velocity field is calculated
from the so called vector potential obtained from the solution of the the Poisson equation.
To simulate the viscous flow the so called viscous splitting algorithm was used. It involves
splitting each time step into two substeps. In first the incompressible fluid flow equation
is solved. In the second substep the viscous effects are modelled by the solution of the
diffusion equation. In the algorithm used particles are remeshed onto the nodes of the
numerical grid in every time step.

Solving the three-dimensional fluid flow equations is a time-consuming process inde-
pendently on the method used. In the recent years the computational power of a single
core of a processor has stopped rising. This is the reason why multiprocessor architectu-
res have to be used to shorten the computational times. Surprisingly, graphics processing
units (GPUs), built mainly for video games, can be used for scientific calculations. Vor-
tex particle method suits very well for parallel computations. Its most time-consuming
part - movement of the particles and interpolation of the vorticity to the numerical grid
nodes has a local character and is independent on other particles/nodes. Due to this
fact a single particle/node computations may be mapped onto a single computational
thread and thus calculations may be run in parallel. In order to increase the amount of
the available RAM memory and thus the use of denser meshes a multiGPU version of
the VIC method was implemented. For the communication between the cards a hybrid
MPI-OpenMP programming was used. This allowed for the implementation of the VIC
method to be executed on clusters of computers with different configurations of nodes
and number of GPUs. The parallel implementation of the VIC method allowed for nearly
50 times faster computations comparing to a single core.

In the thesis a reconection of the vortex tubes phenomena was investigated. A detailed
description of this process was given depending on a different initial configuration of the
vortex tubes. An influence of the Reynolds number on the occurrence of the reconnection
process was investigated. A head-on collision of two vortex rings was presented.
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RozDzIiAL 1

WPROWADZENIE

1.1. Wprowadzenie — przedmiot rozprawy

Badanie dynamiki wirowosci jest jedna z podstawowych metod do objasnienia i
kontrolowania ruchu ptynéw. W przeplywach rzeczywistych pola predkosci i wiro-
wosci wzajemnie na siebie oddziatuja, powodujac koncentracje wirowosci w pew-
nych obszarach i tworzenie przez nia sp6jnych (koherentnych) struktur. Struktury
te z racji swojego ksztaltu nazywane sg rurkami lub pierscieniami wirowymi. To
one decyduja o ksztalcie i charakterze przeptywu. Obrazy rzeczywistych przepty-
wow turbulentnego uzyskane w czasie eksperymentéw pokazuja, ze sktada sie on
z wielu malych struktur wirowych oddziatujacych ze soba.

Pierscienie wirowe sg dobrze znanymi i popularnymi obiektami w mechani-
ce ptynéw. Badaczy przyciagaja réznorodne zjawiska w ktérych uczestnicza te
struktury takie, jak gra wiréw czy rekonekcja oraz ich zdolno$é do utrzymywania
sie w przeplywie. Powstawanie pierécieni wirowych mozna zaobserwowa¢ w wielu
cksperymentach zwiazanych z warstwa przyscienna czy oplywem cial. Swietnie
nadaja sie do prostych symulacji majacych na celu zbadanie poszczegdlnych zja-
wisk sktadajacych sie na bardziej skomplikowane przeplywy. Nawet proste geome-
trie poczatkowe struktur wirowych moga w czasie ewolucji prowadzi¢ do bardzo
skomplikowanego pola predkoéci.

W pracy zostal podjety temat zbadania wzajemnych interakcji struktur wi-
rowych.

Badania struktur wirowych doczekaly sie bogatej literatury. Duza grupa pu-
blikacji zostata po$wiecona pierScieniom wirowym i ich zachowaniu. Najczescie]j
podejmowane tematy to predkosci przemieszczania sie pierscienia [102, 24, 91], je-
go stabilno$é [104] oraz wzajemne oddzialywanie pierscieni, takie jak np. tzw. gra
wiréw [106]. Podjete zostaly takze préby numerycznego modelowania tego zjawi-
ska. Przyktadowe badania zwiazane z predkoscia przemieszczania si¢ pierscienia
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wirowego mozna znalezé w [39], a jedna z pierwszych udanych préb odtworzenia
zjawiska gry wiréw w [94].

Duzo wysitku zostalo wlozone w préby zrozumienia tzw. zjawiska rekonek-
cji struktur wirowych. Zjawisko to odpowiada za zmiane topologii linii wirowych
w przeplywie (rozumianej jako przeciecia sie ich patrzac z pewnego ustalonego
kierunku). Pierwsze préby zrozumienia tego zjawiska zostaly opisane w [93]. W
badaniach wystepuje wiele konfiguracji poczatkowych, jak na przyktad: dwie an-
tyréwnolegte rurki wirowe [40, 75, 37, 44, 72, 25, 36, 100, 99], dwie prostopadle
rurki wirowe [107, 11], dwa pierScienie wirowe [108, 45] oraz inne [42, 78, 46].

Bogactwo literatury pokazuje, ze jest to popularne zagadnienie. Mimo du-
zego wysitku badawczego zjawisko to nie jest do konfica zrozumiane, a jego po-
wszechnos¢ w przeptywach naturalnych mobilizuje do dalszej pracy zwiazanej z
lepszym poznaniem mechanizméw nim rzadzacych. Dodatkowsg motywacja moze
byé fakt, ze uwaza sie, ze rekonekcje struktur wirowych moga by¢ podstawowym
mechanizmem w tworzeniu sie przeplywéw turbulentnych. Bardzo proste geome-
trie poczatkowe struktur wirowych po pewnym czasie ewolucji, w ktérym miato
miejsce kilka takich zjawisk moga prowadzi¢ do powstawania przeptywu o widmie
charakterystycznym dla przeplywu turbulentnego [41].

Szczegblnie ciekawy jest eksperyment zwiazany z rekonekcja struktur wiro-
wych przedstawiony w pracy [69]. Przedstawione jest zderzenie czolowe dwoch
pierscieni w wyniku ktérego zostala otrzymana seria mniejszych pierécieni. Eks-
peryment ten wzbudzil ogromne zainteresowanie i poruszenie w $rodowisku zwig-
zanym z mechanika plynéw. Autorowi do momentu pisania tej pracy (ponad 20
lat od publikacji) nie jest znana udana préba numerycznego powtdrzenia tego
eksperymentu. Taka proba zostala podjeta w niniejszej pracy.

Gléownym zrédltem wiedzy na temat interakeji pomiedzy strukturami wirowy-
mi jest wizualizacja przeptywu. Niestety w przeplywie lepkim markery uzywane
do wizualizacji (takiej jak np. barwnik) nie przemieszczaja sie zgodnie z polem
wirowo$ci. Budzi to watpliwosci czy metoda ta jest w stanie poprawnie odtworzy¢
wszystkie cechy przeplywu, szczegdlnie przy dlugich czasach badania [74, 45]. W
ostatnich latach czesto wykorzystywane sa w badaniach metody optyczne takie
jak PIV czy LDA. Sa to jednak wtérne metody wyznaczania pola wirowo$ci obar-
czone bledem zaréwno pomiarowym, jak i wykorzystywanej metody rézniczkowa-
nia. Na tym tle symulacje numeryczne wydaja sie by¢ odpowiednim podejsciem
do badania wzajemnych oddzialywan pomiedzy strukturami wirowymi. Biorgc to
pod uwage, szczegdlne miejsce zajmuja metody czastek wirowych. W metodach
tych elementami obliczeniowymi sa czastki niosace informacje o wirowosci. Dzieki
badaniu ewolucji tych czastek w przeplywie mozliwe jest odtworzenie zachowania
sie pola wirowoéci, a co za tym idzie rowniez pola predkosci. Wyrdzniane sg dwie
gléwne grupy metod wirowych:

e metody bezposrednie, w ktorych predkosé czastki obliczana jest na podsta-
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wie prawa Biota—Savarta poprzez sumowanie wkladéw (indukcji) wszyst-
kich pozostalych czastek w przeptywie na predko$é danej czastki,

e metody laczace w sobie podejscia Eulerowskie i Lagrangowskie, takie jak
metoda ” Wir-w—komoérce” (ang. Vortex—in—Cell, VIC), w ktérych pole pred-
kosci jest wyznaczane poprzez rozwigzanie réwnania Poissona na potencjal
wektorowy na siatce numerycznej.

Metody wirowe zastosowane do symulacji przepltywow niedcisliwych maja trzy
podstawowe cechy. Po pierwsze, réwnania Naviera-Stokesa lub Eulera sg przed-
stawione w sformulowaniu wirowym (w zmiennych wirowosé-predkosé) i przez to
dyskretyzacja jest dokonywana na polu wirowosci zamiast na polu predkoéci. Po
drugie, do obliczen wprowadza si¢ Lagrangowskie czastki wirowe unoszone przez
przeplyw. I po trzecie, wykorzystujac definicje wirowosci w postaci w = V X u,
pole predkosci u wyznacza sie z rozkltadu wirowosci. Jest to tak zwane prawo
Biota-Savarta, dzieki ktéremu mozliwe jest wyznaczenie pola predkosci tylko po-
przez $ledzenie elementéw wirowych.

Przedstawione rozwigzanie ma swoje wady i zalety. Opisywanie przeptywu po-
przez wirowosé jest pozadane gléwnie ze wzgledu na jej zwarty obraz, szczegdlnie
w skomplikowanych i niestacjonarnych przeplywach. Spdjne obszary wirowosci
przemieszczajace sie w postaci struktur wirowych sa skoncentrowane przewaznie
w malym obszarze maja decydujacy wplyw na obraz pola predkosci w calym
przeplywie. Dzigki temu mozliwe jest stosowanie mniejszych obszaréw oblicze-
niowych, a co za tym idzie skrécenie czasu obliczeniowego. Druga zaleta jest brak
pola cisnienia w otrzymanych réwnaniach. Wyznaczane jest ono tylko w przy-
padku, kiedy obliczane sa sily w przeptywie.

Metody wirowe w obecnej postaci zrodzily sie w latach 70 poprzedniego stu-
lecia. Zaangazowani w ten proces byli m.in. A. Chorin [15] i A. Leonard [65, 20].
Duze zainteresowanie w latach 80 skupilo sie na aspektach matematycznych me-
tody czastek wirowych, takich jak zbieznosé [7, 8, 16]. W pdiniejszych latach
rozwijane byly gléwnie metody doktadnego odwzorowania wplywu lepkosci oraz
warunkéw brzegowych na sciankach sztywnych oraz zmniejszenie kosztu oblicze-
niowego tak, aby metody te mogly byé¢ stosowane do symulacji z duza doktad-
noécia przepltywow z wysoka liczba Reynoldsa. Obszerna recenzje rozwoju metod
wirowych i ich zastosowan mozna znalezé w [83, 100]. Szczegdlnie wazna pozycja
dla tej dziedziny jest ksiazka poswiecona wylacznie temu tematowi [17]. Zawiera
ona wiele praktycznych uwag oraz implementacji metody.

Bezposrednie metody wirowe maja, z teoretycznego punktu widzenia, wie-
le zalet. Wywodza sie bezposrednio z réwnan Naviera-Stokesa, sa bezsiatkowe i
pozwalaja na dokladne spelnienie warunku w nieskonczonosci (dalekiego pola).
Pomimo szybkiego rozwoju metody wirowe nie weszty do gléwnego nurtu CFD.
Czesto uwazane sa one za mato doktadne préby modelowania przeptywow nie-
stacjonarnych o duzej ztozonoéci, takich z jakimi nie radza sobie standardowe
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metody CFD. Caztery gléwne przyczyny stanely na drodze metod wirowych do
zaistnienia w gtéwnym nurcie CFD:

i) zlozono$é obliczeniowa procesu wyznaczania predkosci z uzyciem prawa
Biota-Savarta, analogicznie do zagadnienia n-cial, jest rzedu drugiego

(O(N?),

ii) problemy z dodawaniem wplywu efektéw lepkich do sformutowania Lagran-
gowskiego, dyfuzja wydaje sie by¢ tatwiej liczona w metodach uzywajacych
siatki obliczeniowej,

iii) koncentracja czastek w czasie ewolucji powodujaca blad zwiazany z utrata
doktadnosci dyskretyzacji,

iv) wprowadzenie do obliczen czesto arbitralnych wielkosci takich jak np. pro-

mien obciecia.

Czas obliczeniowy zwiazany z wyznaczeniem pola predkosci mozna skrocié
na co najmniej dwa sposoby. Pierwszym jest zastosowanie Metody Wielopolowej
(ang. Fast Multipole Method) [30], ktéra wywodzi sie z rozwiazywania zagadnien
astronomicznych. Drugim jest tzw. metoda Wir-w-komérce [16, 17, 18], ktéra do
obliczen wykorzystuje pomocnicza siatke obliczeniowa. Zastosowanie tej metody
moze skrécié¢ czas obliczen nawet 1000-krotnie [18], jednak wprowadza ona blad
zwiazany z interpolacja warto$ci wirowosci z czastek na siatke. Duzy wysitek w
ostatnich latach zostal wlozony w badania nad symulacja lepkosci. Doprowadzito
to do powstania wielu schematéw numerycznych, takich jak Metoda Przypadko-
wego Bladzenia [15] czy PSE (ang. Particle Strength Exchange). Bledy zwiazane
z zaburzeniem rozktadu czastek zostaly zniwelowane poprzez zastosowanie tzw.
”remeshingu”, ktory po pewnej liczbie krokéw czasowych tworzy nowy rozktad
czastek wykorzystujac do tego pomocnicza siatke kartezjanska i jadra interpo-
lacyjne wysokich rzedéw. Pozwala to na symulacje dlugich czaséw przeplywow
jednak budzi kontrowersje wprowadzajac siatke do metod bezsiatkowych oraz
pewien btad interpolacji.

W niniejszej pracy do badan numerycznych zostala wybrana tréjwymiarowa
metoda czastek wirowych typu ” Wir-w-komérce”. W metodzie tej uzywane czast-
ki przenoszace informacje o polu wirowosci sg inicjalizowane zgodnie z poczatko-
wym (zadanym) polem wirowosci na strukturalnej siatce numerycznej rozpietej
na obszarze obliczeniowym. Na podstawie znajomosci pola wirowosci pole pred-
kosci wyznaczane jest poprzez rozwiazanie réwnan Poissona na tzw. potencjat
wektorowy na siatce numerycznej. Do symulacji przeptywu lepkiego korzysta sie
z algorytm dekompozycji lepkoéciowej. Polega on na rozbiciu kazdego kroku cza-
sowego metody na dwa podkroki. W pierwszym rozwiazywane jest zagadnienie
przeptywu nielepkiego, w ktérym na podstawie twierdzenia Helmholtza czastki
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niosace informacje o wirowosci unoszone sg przez przeptyw tak samo jak czast-
ki materialne. Nastepnie informacja o wirowosci jest interpolowana z powrotem
na wezly siatki numerycznej. W drugim podkroku symuluje si¢ wplyw lepko-
$ci poprzez rozwiazanie réwnania dyfuzji na siatce numerycznej. Aby zapobiec
skupianiu sie czastek w obszarach o duzym gradiencie predkoéci stosowany jest
yremeshing” w kazdym kroku czasowym. Jednak liczba krokéw czasowych po
ktérych dokonuje sie ,remeshingu” jest do$¢ arbitralna. Przedstawione podej-
Scie pozwala na skrdocenie czasu obliczeniowego zwiazanego z wyznaczeniem pola
predkosci, unikniecie interpolacji nowych wartosci wirowosci z powrotem na stare
polozenia czastek oraz dokladne rozwiazanie réwnania dyfuzji.

Rozwiazywanie réwnan ruchu cieczy dla zagadnien tréjwymiarowych, nieza-
leznie od uzytej metody, wiaze sie z dlugimi czasami obliczen. Przyrost mocy
obliczeniowej komputeréw, zwigzany ze zwiekszeniem czestotliwosci zegara tak-
tujacego prace procesora w ostatnich latach zdecydowanie si¢ zmniejszyt. Dla-
tego aby przyspieszy¢ obliczenia nalezy stosowaé¢ wieloprocesorowe srodowiska
obliczeniowe i odpowiednie dla nich algorytmy. Niespodziewanie okazalo sig, ze
budowane do gier komputerowych karty graficzne, posiadajace niekiedy kilkaset
procesoréw strumieniowych, mozna wykorzysta¢ do obliczenn naukowych.

Srodowisko wieloprocesorowe kart graficznych zostalo wybrane, poniewaz do-
brze pasowaly charakterystykami do rozwigzywanego zadania. Najdluzszy czas w
wersji sekwencyjnej programu do obliczen metoda czastek wirowych typu ”Wir
w komoércee” zajmowalo przesuniecie (translacja) czastek oraz dystrybucja wiro-
wosci z czastek na wezly siatki. Obydwa te zadania sa niezalezne i moga by¢
wykonywane réwnolegle dla wszystkich czastek. Karty graficzne sa budowane
w architekturze SIMD (ang. Single Instruction Multiple Data). Oznacza to, ze
wszystkie procesory strumieniowe musza wykonywac ta sama operacje w tym sa-
mym czasie (wiele strumieni danych jest przetwarzanych przez jeden strumien
rozkazéw). Rzeczywisty opis dzialania karty graficznej odbiega od tego modelu,
ale jest on wystarczajacy na potrzeby tego wprowadzenia.

W pracy do obliczen wykorzystane zostaly karty graficzne firmy NVIDIA.
Spowodowane byto to udostepnieniem przez producenta jezyka programowania
”C for CUDA”, bedacego rozszerzeniem popularnego jezyka C. Pozwala on na
proste rozpoczecie programowania na kartach graficznych, jak rowniez efektywne
wykorzystanie ich potencjatu obliczeniowego. Mozliwe jest wykorzystanie czesci
juz istniejacego kodu napisanego w jezyku C. Na nowo muszg zostaé¢ przepisa-
ne wylacznie operacje wykonywane na karcie graficznej i zarzadzanie transferami
pamieci. W pierwszym etapie powstawania kodu dostepna byta jedynie dokumen-
tacja producenta oprogramowania i kart [3]. W kolejnych latach zaczela pojawiaé
sie coraz wieksza literatura z tego zakresu [47, 89].

Architektura karty graficznej doskonale nadaje sie do zréwnoleglenia operacji
rachunkowych zwiazanych z pojedyncza czastka wirowa. W metodzie VIC wyste-
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puja jednak takze operacje zwiazane z rozwiazywaniem uktadu réwnan liniowych.
Algorytmy wykorzystywane w wersji programu realizujacego metode czastek wi-
rowych dzialajacej na procesorze, jak np. metoda szybkiego rozwiazywania réw-
nania Poissona (ang. Fast Poisson Solver) [95] maja strukture sekwencyjna i nie
da sie ich efektywnie zréwnolegli¢. Dlatego w pracy zostaly zaimplementowane
dwie metody rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych: metoda wielosiatkowa
(ang. Multigrid method) i metoda gradientéw sprzezonych (ang. conjugate gra-
dient method).

W przeciwienstwie do metody FPS [95], ktéra jest metoda dokladna, opisane
ponizej metody sa metodami iteracyjnymi [12]. Oznacza to, ze rozwiazanie otrzy-
mywane jest w procesie wyliczania kolejnych, coraz lepszych, przyblizen. Jakos¢
przyblizenia jest mierzona jako réznica pomiedzy prawg a lewa strona réwnania z
nowym rozwiazaniem. Proces iteracji zatrzymywany jest po osiagnieciu zalozonej
doktadnosci lub po zadanej liczbie iteracji.

W obecnej pracy do rozwiazania réwnania Poissona wykorzystana zostala
metoda wielosiatkowa. Wykorzystuje ona wlasciwo$é¢ grupy metody do rozwia-
zywania ukladéw réwnan liniowych ogdélnie nazywanych metodami wygtadzaja-
cymi (ang. smoothers). Naleza do niej takie metody jak metoda Jacobiego czy
metoda Gaussa-Seidla. Charakteryzuja sie one tym, ze szybko (w kilku itera-
cjach) wygaszane sg skladowe bledu o wysokiej czestotliwosci. Niwelacja wolno-
zmiennych sktadowych zabiera duzo wiecej iteracji. Rozrzedzenie siatki sprawia,
ze pewne wysokie czestotliwosci stana sie nieosiggalne, a cze$¢ do tej pory ni-
skich czestotliwosci stanie sig, relatywnie, wysokimi. Wykonujac obliczenia na
grupie coraz rzadszych siatek mozliwe jest duzo efektywniejsza redukcja wszyst-
kich czestotliwosci sktadowych btedu. Metoda ta doczekata sie bogatej literatury
[103, 82, 97, 13, 98, 12]. Szczegdlny nacisk jest kladziony na dobér interpolacji
przy przechodzeniu pomiedzy siatkami [56], jak i schematy zapewniajace wyzszy
rzad [80, 31, 101], czy pozwalajace stosowaé nier6wnomierna siatke [23]. Wysoka
wydajnos¢ metody wielosiatkowej spowodowala, ze powstata jej wersja do wy-
korzystania z dowolnymi macierzami. W metodzie tej, nazywanej algebraiczng
metoda wielosiatkowa (ang. Algebraic Multigrid method), do nizszych pozioméw
wybierane sg pewne wiersze macierzy na podstawie liczby i wielko$ci wystepuja-
cych w nich wspoélezynnikéw [13, 98, 32, 9].

Wykorzystanie prostych metod iteracyjnych, takich jak metoda Jacobiego czy
Gaussa-Seidla oraz wysoka wydajnos¢ sprawity, ze metoda wielosiatkowa stata sie
dobrym kandydatem do wykorzystania w obliczeniach réwnolegtych na kartach
graficznych. Obliczenia w metodzie Jacobiego sa niezalezne dla kazdego wezta
siatki i w prosty sposéb mozna je zrownolegli¢. Trudniejsze jest wykorzystanie
metody Gaussa-Seidla. Tutaj wprowadza sie tzw. kolorowanie wezléw [98, 32]
i wykonuje obliczenia w kilku podkrokach. Dla siatek strukturalnych powstaje
wtedy tzw. czerwono-czarna metoda Gaussa-Seidla (ang. Red-Black Gauss-Seidel
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method). W ciagu ostatnich lat powstalo i zostalo opisanych w literaturze wiele
implementacji metody wielosiatkowej zaréwno na jednej [28, 10], jak i wielu kar-
tach graficznych [27] oraz w wersji AMG [9]. Wykorzystywana w obecnej pracy
implementacja cechuje sie tym, ze jest stworzona wytacznie do rozwigzywania
rownania Poissona. Dzieki wykorzystaniu informacji o siatce zamiast tworzenia
pelnej macierzy uktadu réwnan obliczenia prowadzone sa bardziej efektywnie.

Metoda gradientéw sprzezonych wykorzystuje fakt, ze rozwigzanie uktadu
rownan algebraicznych liniowych dla dodatnio okreslonej macierzy jest jedno-
cze$nie minimum formy kwadratowe] tego réwnania [92]. Metoda ta z wieloma
réznymi warunkowaniami wstepnymi (ang. preconditioner) jest z powodzeniem
wykorzystywana w réznych zastosowaniach i réwniez doczekala sie wielu imple-
mentacji na karcie graficznej [10].

Minusem prowadzenia obliczen na karcie graficznej jest mala ilo$¢ dostep-
nej pamieci RAM. Przykladowo dla wykorzystywanej w pracy karty NVIDIA
GTX 480 byto to 1.5GB. Pozwalato to przeprowadzi¢ symulacje na siatce nume-
rycznej o rozmiarze 128 x 128 x 128 weztéw. Jest to wielkos¢ wystarczajaca do
badania wielu zagadnien inzynierskich, niestety jest to zbyt mata liczba do obli-
czen niektérych interesujacych zjawisk. Wyjsciem z tej sytuacji bylo stworzenie
implementacji metody czastek wirowych wykorzystujacej do obliczen wiele kart
graficznych. Do komunikacji pomiedzy kartami zostata wykorzystana biblioteka
MPI oraz OpenMP. Pozwolilo to na przeniesienie obliczen na klastry obliczeniowe
i wykorzystanie dowolnej dostepnej w systemie liczby kart graficznych niezaleznie
od konfiguracji sprzetowej. Dzigki temu mozliwe byly symulacje numeryczne w
wykorzystaniem 256 x 256 x 256 (klaster zakladowy) i 512 x 512 x 512 (klaster
PL-GRID) wezléw. Sa to juz zadowalajace gestosci siatki numerycznej.

Dla implementacji metody czastek wirowych na pojedynczej karcie graficznej
(NVIDIA GeForce GTX 480) otrzymano niemal 50 krotne przyspieszenie czasu
obliczen wzgledem pojedynczego rdzenia procesora (Intel i7 960). Dla metody
wykorzystujacej wiele kart graficznych do obliczen otrzymano ok. 90% efektyw-
noé¢ skalowania stabego przy wykorzystaniu 8 GPU. Szczegoly tej implementacji
opisane sg w dalszej czesci niniejszej pracy.






RozZDZIAL 2

CEL, TEZY I ZAKRES PRACY

Cel pracy

1. Celem pracy jest opracowanie i implementacja metody czastek wirowych
typu "Wir w komorce” do rozwigzywania niescisliwych, tréjwymiarowych
przepltywow plynéw lepkich wykorzystujacej obliczenia réwnolegte, pozwa-
lajacej na badanie ewolucji oraz wzajemnych oddzialywan struktur wiro-
wych.

2. Celem pracy jest budowa $rodowiska obliczeniowego opartego o ogdlnie do-
stepne karty graficzne.

Tezy pracy

e Metoda czastek wirowych umozliwia modelowanie ewolucji wirowosci po-
zwala na symulacje rzeczywistych zjawisk hydrodynamicznych i bardzo do-
brze nadaje sie do zastosowania w obliczeniach réwnoleglych.

e Mozliwe jest zbudowanie srodowiska do obliczen rownolegtych z ogdlnodo-

stepnych kart graficznych pozwalajace znaczaco przyspieszy¢ obliczenia.

Zakres pracy

Zakres pracy obejmowal:

e Sformutowanie rownan ruchu ptynu w ujeciu wirowosci i predkosci dla nie-

lepkiego i lepkiego przeplywu tréjwymiarowego.

9
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Przygotowanie i przetestowanie algorytmu numerycznego metody wirowej
typu ” Wir w koméree” w oparciu o sformutowane réwnania na pojedynczym
procesorze (CPU) a nastepnie na kartach graficznych.

Sprawdzenie poprawno$ci metody poprzez odtworzenie dynamiki pojedyn-
czego pierScienia oraz porownanie jego predkosci translacji z formulg ana-
lityczna.

Opracowanie implementacji metody ”Wir w komérce” wykorzystujacej do
obliczen wiele kart graficznych. Zastosowanie hybrydowego MPI-OpenMP
do komunikacji pomiedzy kartami graficznymi. Napisanie i przetestowanie
programéw rozwiazujacych réwnanie Poissona metoda wielosiatkows oraz
rownanie dyfuzji metoda gradientéw sprzezonych. Wyznaczenie otrzyma-
nego przyspieszenia oraz skalowania.

Sprawdzenie poprawno$ci implementacji.

Odtworzenie zjawisk rekonekcji struktur wirowych, tzw. ”Gry wiréw” oraz
zjawiska czolowego zderzenia pierscieni wirowych w przeplywie lepkim w
réznych konfiguracjach - poréwnanie wynikéw z literaturg. Badania wymie-
nionych zjawisk na gestszych siatkach. Prowadzenie obliczen na superkom-
puterach zgromadzonych w programie PL-Grid.



RozDzI1AL 3

METODA CZASTEK WIROWYCH

3.1. Sformulowanie réwnan Naviera-Stokesa w ujeciu wiro-
wosci

Niech u(x,t) bedzie polem predkosci lepkiego, niescisliwego plynu a p(x,t) jego

polem ci$nienia. Réwnania ruchu ptynu niedcisliwego w tréjwymiarowej przestrze-

ni D opisuje uktad réwnan wyrazajacy prawa zachowania pedu i masy [6, 17, 84]:
Ju

({)t+(u~V)u:—l1)Vp+vAu+f, (3.1)

V-u=0, (3.2)

gdzie p jest gestoscia ptynu (przyjeto, ze p = const.) a v — kinematycznym wspol-
czynnikiem lepkoéci.

W dalszych rozwazaniach zalozono, ze sity masowe sa réwne zero (f(x,t) = 0).
Réwnania ruchu nalezy uzupelni¢ o warunek poczatkowy ul;—9 = up(x) oraz
warunek brzegowy uls = u(xs,t), gdzie S - powierzchnia ograniczajaca obszar
D. Po zastosowaniu podanych uproszczen réwnania (3.1) i (3.2) mozna zapisaé

w postaci:
ou 1
e + (u-V)u= —;Vp + vAu, (3.3)
V-u=0, (3.4)
uli=o = up(x), uls=nu(xs,?). (3.5)

Dla przypadku przeplywu plynu nielepkiego (v = 0) podane réwnania uprasz-
czaja sie dalej do réwnan Eulera:

ou 1
Gt Vu=—vp (3.6)

11
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V-u=0. (3.7)

Dalej zostanie wykorzystana nastepujaca tozsamos$é wektorowa:

1
VR (Vx4 (v =V (57, (33)
prawdziwa dla kazdego wektora v. Wstawiajac ja do réwnania (3.3) oraz definiu-
jac wektor wirowosci jako

w=Vxu, (3.9)

otrzymamy:

2
%—1: +wxu=-V <;p—|— l;) + vAu. (3.10)

Nastepnie biorac rotacje réwnania (3.10) otrzymujemy réwnanie ewolucji wi-
rowosci w postaci

%: +V X (wxu) =rvAw. (3.11)

Wykorzystujac zaleznos$é (prawdziwa dla dowolnych wektoréw b i ¢)
Vx(bxc)=(V-c)b+(c-V)b—(V-b)c—(b-V)c, (3.12)

oraz, ze V- w = 0 a plyn jest niescisliwy V - u = 0 mozemy zapisa¢ rownanie
(3.11) w postaci

%: +(u-Vw=(w-V)u+riw. (3.13)
Dla ptynu nielepkiego réwnanie to bedzie mialo postaé
D
ﬁ = (w V)u, (3.14)

gdzie D(-)/Dt = 0(-)/0t + (u- V)(-) oznacza pochodna substancjalna.

3.2. Twierdzenie Helmholtza

Twierdzenie 3.1. Wirowe twierdzenia Helmholtza
Dla ruchu wirowego pltynu nielepkiego i niescisliwego danego réwnaniem (3.14)
mozna udowodni¢ nastepujgce twierdzenia oryginalnie podane przez Helmholtza

[71]:
(1) Intensywno$é rurki wirowej jest stala wzdluz rurki.
(II) Linie wirowe unoszone sq tak jak linie materialne.

(I111) Intensywnos$é rurki wirowej nie zmienia sie¢ w czasie.
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W metodach czastek wirowych wykorzystywany jest fakt, ze dla ptynu nie-
lepkiego i niescidliwego linie wirowe unoszone sa tak, jak linie materialne. Jest to
trescia drugiego prawa Helmholtza (twierdzenie 3.1). Linia materialna bedziemy
nazywad linie laczaca dwie czastki ptynu znajdujace sie dostatecznie blisko siebie.
Ewolucja elementu dl = (dly, dly, dl3) tej linii okreslona jest réwnaniem

%Cf — (dl- V)u (3.15)
Z réwnan (3.14) i (3.15) widaé, ze jezeli wybrany element plynu zawieral
na poczatku fragment linii wirowej (linia styczna w kazdym swoim punkcie do
pola wirowosci) to niezaleznie od jego przemieszczenia i deformacji w trakcie
przeplywu fragment linii wirowej bedzie zawsze skladal sie z tych samych czastek
plynu. Zatem czastki wirowe beda przemieszczaly sie tak jak czastki materialne
[105], zgodnie z chwilowym polem predkosci. Ruch czastek wirowych mozna zatem
opisaé¢ poprzez nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych:

xp

i u(x,,t), x(0,a) = a, (3.16)

gdzie a = (aq, ag, a3) oznacza wspolrzedne czastki materialnej nazywane zmienny-
mi Lagrange’a. Rozwiazanie ukladu réwnan (3.16) okresla odwzorowania ®(-,t) :
R3 — R3; q — ®(a,t) = x € R3, ktére jest wzajemnie jednoznaczne. Z zalozenia
niedcisliwoéci ruchu ptynu wynika, ze det(V,®(a,t)) = 1.

3.3. Czastki wirowe

Dla przypadkéw dwuwymiarowych prawa strona réwnania (3.14) jest réwna zero
(brak rozciagania linii wirowych) i réwnanie ruchu przeksztalca sie do prostej
postaci % = 0, gdzie % oznacza pochodng substancjalna. Wynika z niego, ze
wirowosé unoszona przez ptyn nie ulega zmianie.

Ciagte pole wirowosci zastepowane jest dyskretnym rozkladem czastek wiro-
wych ktorym przypisane sa porcje wirowoéci, ktére beda nazywane intensywno-
Scig czastki. Dla trzech wymiaréw wirowos¢ posiada trzy sktadowe. Wprowadzona
do obliczen czastka jest wektorem o trzech sktadowych a wiec, sa one okreslone
przez wektor polozenia x, oraz wektor intensywnosci . Inicjalizacja czastek
moze odbywaé sie w rézny sposéb. W metodzie typu ,Wir w koméree” wyko-
rzystywana jest w tym celu pomocnicza siatka numeryczna o stalym kroku h
we wszystkich kierunkach. Zdyskretyzowane pole wirowosci wyraza sie jako suma

wirowosci czastek wirowych w nastepujacy sposob [17, 64]

N

w(x,t) ~ wh(x,t) = Zap(x,t)é(x —xp(t)), (3.17)
i=1
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gdzie a, oznacza czastke wektorowa a;, = (a1, ap@),ap(g)) w polozeniu x, =
(Tp(1)s Tp(2), Tp(z))- Intensywnosé czastki mozna wyznaczy¢ z pola wirowosci w
nastepujacy sposob:

o) (%) = / w1, @3, 73) dx ~ hwi(xy), (3.18)
v,

gdzie V), jest objetoscig komorki z indeksem p.

3.4. Wyznaczanie pola predkosci

Majac na uwadze fakt, ze V-u = 0 oraz, ze dywergencja rotacji z dowolnego pola
wektorowego jest réwna 0 V - (V x A) = 0, mozna zalozy¢, ze [33, 34]:

u=VxA. (3.19)

Wykorzystujac definicje wektora wirowosci i podstawiajac do niej réwnanie
(3.19) otrzymujemy:

w=Vxu=VxVxA=V(V-A)-AA, (3.20)

gdzie wektor A nazywany jest potencjalem wektorowym.
Nizej przytoczone zostanie twierdzenie gwarantujace istnienia potencjatu wek-
torowego A w ograniczonym obszarze [26].

Twierdzenie 3.2. Niech obszar przeplywu bedzie oznaczony przez V i niech
bedzie reqularny lub nieskonczony. Niech S bedzie brzegiem V (fs = Zf\il sz)
Sredni strumieri przez kazdy z brzegdw musi byé réwny zeru
(fsin-uda =0,i= 1,...,N).

Zatozenia

o Niechy® = f(y',y?) bedzie standardowq reprezentacjq reqularnego elementu
powierzchni S. Zdefiniujmy “$cianke” jako region S taki, Ze trzecia pochod-
na f(y1,y2) spelnia warunek Héldera.

o S musi sie skladac ze skonczonej liczby “Scianek”, a kazda z nich musi byé
otoczona przez skonczong liczbe reqularnych tukow.

e Niech predkosé u ma ciggle pochodne drugiego rzedu w'V , ciggle jednostron-
ne pochodne normalne do S na S i ciggle pierwsze pochodne w stosunku do
wspotrzednych S.

o Przeplyw jest niescisliwy V -u = 0. JeZeli obszar jest nieskoniczony, u musi
by¢ reqularne w nieskoriczonosci.
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Jezeli wektor u spelnia powyzisze zaloZenia w obszarze V' to istnieje potencjal
wektorowy A taki, Ze:

u=VxA 1 V-A=0.

Dowéd twierdzenia 3.2 mozna znalezé w pracy [26]
Stosujac twierdzenie 3.2 do réwnania (3.20) otrzymujemy

w=—AA. (3.21)

Rozpatrzmy niesci$liwe pole predkosci u(x) okreslone przez zwarte (ograniczo-
ne i ciggle) pole wirowosci w(x), dla ktérego wirowosé znika poza ograniczonym
obszarem D:

w(x) {;ﬁ 0 dlaxeD, (3.22)

=0 dlax¢D.

W obszarze nieograniczonym rozwiazanie réwnania (3.21) mozna przedstawié
w postaci:

1 ""'(3 7t) 3

gdzie y oznacza wektor wodzacy dla calkowania (przy ustalonym t) po obszarze
D.

Predko$é mozna zatem wyznaczy¢ biorac rotacje potencjatu wektorowego:

1
ux ) = Vx A= vx [ L0 g (3.24)
A D |x—yl

Wykorzystujac tozsamosé

V x (;) —ax (|XX|3> : (3.25)

gdzie a jest stalym wektorem, otrzymujemy

u(x,t) = 7% /D (X_g()_xy“"g(y ) oy (3.26)

Wzér ten pozwala na wyznaczenie pola predkosci u kiedy znane jest pole
wirowosci w. Zalezno$é ta nazywana jest prawem Biota-Savarta i pierwotnie byta
podana dla wyznaczenie pola magnetycznego na podstawie znajomosci statego
pradu elektrycznego.

Dla |x| — oo oraz |x —y| ~ |x| predko$¢ dazy do zera, u — 0, co mozna
pokazaé nastepujaco [38]:

u(x) = —Lmlx‘gx < ([ dty +0(x) ) = 0(lx ). (3.27)
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Prawo Biota-Savarta moze postuzy¢ do wyznaczenia predkosci indukowane;j
przez ni¢ wirowa. Niciag wirowa bedziemy nazywali pewng idealizacje rurki wiro-
wej, ktérej przekrdj poprzeczny dazy do zera i jednocze$nie strumien wirowosci
dazy do nieskonczonoéci tak, aby w granicy otrzymacé skonczong warto$é¢ cyrku-
lacji I'.

Pole predkosci indukowane przez ni¢ wirowa otrzymujemy wprost ze wzoru
(3.26) stosujac podstawienie:

wdv =TIds, (3.28)
gdzie ds jest elementem dlugosci tuku nici wirowej. Po podstawieniu otrzymamy
wzOr: r ( ) xd

x—y)xds
t)=—— [ ————. 3.29
aGet) =~ | oF (3.29)

Wzor (3.29) jest podstawowym wzorem uzywanym do obliczania pola pred-
kosci w bezposrednich metodach wirowych [17].
Rozwiazanie réwnania (3.21) w obszarze nieograniczonym przyjmuje postac:

A@@:_/G@_gp@wmu (3.30)
D

Funkcja Greena dla réwnania Poissona (przy zalozeniach, ze w nieskonczono-
§ci w — 01u— 0) ma postaé

) (3.31)

~dnr

1 , .,
Gr)={?" In(r) dla dwéch wymiaréw,
dla trzech wymiaréw,

gdzie r = |r| = |x — y|.

Roéwnania (3.30) sa podstawowymi formultami dla bezposrednich metod cza-
stek wirowych [70]. W obliczeniach ta metoda nalezy zastosowaé regularyzacje
usuwajac osobliwosé jadra G [83, 73, 70]. Wada bezposrednich metod wirowych
jest to, ze sa one bardzo kosztowne obliczeniowo. Ze wzgledu na globalny cha-
rakter oddzialywan czastek wirowych (kazda czastka ma wplyw na predkos$é in-
dukowana na wszystkich pozostalych czastkach) obliczenie predkosci w jednym
punkcie przestrzeni wymaga O(N) operacji (gdzie N oznacza liczbe czastek). Po-
woduje to, Ze ztozonoéé obliczeniowa tego zagadnienia wynosi O(N?). Ta sytuacja
jest analogiczna do problemu obliczania sit grawitacyjnych oddziatlujacych na N
mas, ktéry znany jest pod nazwa ,N-body problem”.

Problem ten znalazl dwa powszechnie stosowane rozwigzania. Pierwszym jest
wykorzystanie algorytméw znanych z astrofizyki takich jak np. Szybkie Meto-
dy Wielopolowe (ang. FMM - Fast Multipole Method) [30]. Metody te pozwo-
lity na obnizenie ztozonosci obliczeniowej zagadnienia wyznaczania predkosci do
O(Nlog N), a nawet O(N). Drugim sposobem jest zastosowanie metody siatko-
wo — czastkowej tzn. wprowadzenie pomocniczej siatki numerycznej i rozwiazy-
waniem na niej rownania Poissona. Tak jest to robione m.in. w metodzie ,,Wir
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w komoérce”. Szybkie bezposrednie algorytmy rozwiazywania réwnania Poissona
mozna wykorzystaé¢ dla obszaréw prostokatnych i réwnan dla ktérych mozna za-
stosowaé metode rozdzielonych zmiennych. Koszt obliczen jest proporcjonalny do
O(N log(N)), gdzie N oznacza liczbe oczek siatki numerycznej. Takie podejscie
pozwala nawet na ~ 1000-krotne przyspieszenie obliczen (przy liczbie czastek
n ~ 10°) wzgledem metod bezposrednich [18].

3.5. Niezmienniki ruchu

Dla niescisliwego i nielepkiego plynu, ktérego réwnania ruchu maja postaé (3.14),
(3.7) mozemy zdefiniowaé¢ wielkosci, ktore beda mialy stala wartosé przez caly
czas trwania ruchu. Wielko$ci te nazywane sa niezmiennikami ruchu [38]. Sa one

istotne przy testowaniu programu obliczeniowego.

3.5.1. Calkowita wirowos¢é

Wartos¢ catkowitej wirowosci w przeplywie tréjwymiarowym w obszarze D mozna
przedstawi¢ nastepujaco

/wdv. (3.32)

D

Wzoér ten mozna przeksztalci¢ do postaci

/wi dv = /V (ziw)dv = /xiw -nds. (3.33)
D

D S

gdzie S jest brzegiem obszaru D z wektorem normalnym n. Wartoéé tej calki
jest zero jezeli na calym brzegu w -n = 0. Przy spelnieniu tego warunku wartosé
calkowitej wirowosci pozostaje niezmienna

/wi dv = 0. (3.34)
D

3.5.2. Calkowita cyrkulacja

Dla przeplywéw dwuwymiarowych cyrkulacja wyraza sie wzorem
r= /wds. (3.35)
S

Zmiane catkowitej cyrkulacji w czasie wyraza zalezno$é:

dr Dw
e J Dr dv = /(w -Vu) do. (3.36)
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Stala warto$¢ T' dla przeplywéw dwuwymiarowych (w = [0,0,w]) wynika
wprost z réwnania transportu wirowosci (3.14). W tym wypadku czlon (w - V)u
jest zawsze rowna zeru.

Biorac pochodna cyrkulacji po brzegu S i wykorzystujac przeksztalcenie [71]

dx=F-d¢ lub  dz; = Fyadta, (3.37)

mozna pokazaé, ze

d

o /sou Ad&a .
3.38

D
— [ —(uFir)d
S Dy (ifia)dea

D’U,Z‘ 6uz
N ey R R P
S ( Dt iA T U 833]' ]A) §a,

. , . . Oz, A .
gdzie wykorzystane zostalo réwnanie Fj4 = g;‘? 3 dz; = gg% F; 4. Zamieniajac w
J J

ostatnim czlonie indeksy ¢ i j mozemy ponownie wykorzystaé¢ przeksztatcenie
dx; = F;ad€ 4 1 napisac

dar Du u?
— = — — | -dx. .
- /S<Dt+v2> x (3.39)
Wstawiajac réwnanie pedu (3.6) otrzymujemy
dr—/ v lg,) (3.40)
dt —Js 2 p b ) .
Mozna to dalej przeksztalci¢ do
dr—/v P (3.41)
dt —Js 2 p ' '

Jezeli D jest otwarta przestrzenia z granica S w chili ¢ i wektorem normalnym
n to mozemy wykorzysta¢ twierdzenie Stokesa i zapisa¢ réwnanie numer w postaci

u2
% — /D [V x V (2 - i)] - nda. (3.42)

Wykorzystujac tozsamosé V x V¢ = 0 prawdziwa dla kazdego pola ¢ mozna
dr = 0.
Dla przeptywéw lepkich catkowita cyrkulacja pozostaje niezmiennikiem tylko

pokazacé, ze

w przypadku braku w przeplywie obszaréw, w ktérych zachodzi proces genero-
wania wirowosci np. $cianek sztywnych.
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3.5.3. Enstropia

Enstropie E pola wirowosci w trzech wymiarach definiuje sie jako:
1
=3 /w -wdo. (3.43)

Zmiane enstropii w czasie wyraza zaleznos¢:

aB _

7 —dv—/w (w - V)u)dv. (3.44)

D

Dla dwuwymiarowego przeptywu nielepkiego % = 0 a co za tym idzie wartosé
enstropii jest stala w czasie. W tréjwymiarowych przeptywach nielepkich nato-
miast, czlon zwiazany z rozciaganiem linii wirowych ((w - V)u) moze powodowaé

wzrost wartosci enstropii w przeplywie.

3.5.4. Energia kinetyczna

Catkowita energia wyraza si¢ wzorem

= ;/u -udv. (3.45)

Dla ptynu nielepkiego i niescisliwego (V -u = 0, p = const.), ktérego pole wi-
rowosci jest ograniczone (3.22) mozna wykazaé, ze K = const. Nalezy wyznaczy¢
pochodna réwnania (3.45) i wstawi¢ do niego réwnanie pedu (3.6) [71]

aK :/ %dfu = /u' (—1Vp) dv. (3.46)
dt p
D D

Wykorzystujac fakt niescisliwosci pola predkos$ci mozna napisaé

[ [

gdzie n jest wektorem normalnym brzegu S. Wynik ten wskazuje, ze energia ki-
netyczna jest niezmiennikiem przeptywu jezeli u-n = 0 na wszystkich brzegach
S lub w przepltywach zewnetrznych w ktérych predkosé dla przeptywow tréjwy-
miarowych maleje szybciej niz r—2 (3.27), a dwuwymiarowych szybciej niz 7.
Wzér na energie kinetyczna (3.45) mozna przeksztalcié do postaci zawiera-
jacej wirowo$¢ i potencjat wektorowy. Wykorzystujac regute lancuchowa oraz

tozsamoscé gxl = 0;; mozna pokazaé, ze [71]:

811,2‘

(mluzuj) = U;U; + T;

0
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1 8 3 8uj
= (mpuius) = —uiu; U ) 4
2 0, (ziujuy) 2“]“] + Tiu; 0z, (3.49)
Odejmujac (3.48) od (3.49) otrzymujemy
1 ou;  Ou; 10 0
§Ujuj' = —T;uy (893] — 8SCZ> + §7a$2 (aziujuj) — 8:Ej (CCZ’LL]UZ) (350)

Calkujac (3.50) po obszarze D dwa ostanie czlony moga zostaé¢ zamienione na
calki po brzegu S, ktére bede znikaly gdy S — oo dla obszaru nieograniczonego.
Pierwszy czlon réwnania (3.50) moze zostaé wyrazony poprzez tensor wirowosci

Wi; jako

aui 8uj
Tl — = x;u; Wi,. 3.51
il < dx; Oz iUy VWij ( )
Wykorzystujac réwnanie W;; = %Sijkwk taczace tensor wirowosci i wektor

wirowoéci mozemy réwnanie (3.51) zapisa¢ w postaci

Oou;  Ou;
TiUy <a$j - 6sz> = EikTiWEU; . (3.52)

Wstawiajac uzyskane wartosci do réwnania (3.45) otrzymujemy
K:f/u~(x><w)dv. (3.53)
Wzér ten mozna dalej przeksztalcié¢ uzywajac tozsamosci wektorowej [71]

V.(bxc)=c-(Vxb)—b-(Vxc), (3.54)

oraz podstawiajac b = u oraz ¢ = A. Otrzymamy wtedy
ViuxA)=A-w—u-u. (3.55)
Calkujac (3.55) po obszarze D mozemy przeksztalci¢ lewa strone do calki po

brzegu obszaru S, ktéra znika gdy & — oo. Wzdr na energie kinetyczna mozna
zatem przedstawi¢ w postaci

1
K = §/A-wdv. (3.56)
D
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3.5.5. Impuls liniowy

Impuls liniowy wyraza si¢ wzorem

P= /x X wdv. (3.57)

D

N | =

Aby pokazaé, ze P jest niezmiennikiem przeplywu mozna obliczy¢ pochodng
P po czasie [71]
dP 1 D
D

Wstawiajac réwnanie transportu wirowosci (3.14) do (3.58) mozemy zapisaé

dp; 1 duy,
FTa 5/ sijkujwk+5¢jkxjwla—wl dv
D

1 0
= 5/ |:2€ijkuj'wk + axl(Eijkﬁjwluk)} dv (3.59)
D

1
= /ijujwk dv + 3 /nlsijkazjwluk ds,
D S
gdzie S jest brzegiem D. Kiedy S dazy do nieskonczonosci to druga catka znika.
Wstawiajac definicje wirowosci [numer| do calki objetosciowej otrzymamy

P,

—/E" £ uaum dv
dt - ijk< klmty axl

Ouy,
(0310 jm — 5im5j1)ujaixldv (3.60)

D
0 (1 0
_Z laﬁﬂz <2ujuj> — ax](ujul)] dv,

gdzie w drugim czlonie wykorzystany zostat fakt niescidliwosci ptynu. Oba cztony

—

mozna przeksztalci¢ do catek powierzchniowych po brzegu obszaru, ktére beda
znikaly gdy bedzie on dazyt do nieskonczonosci.

3.6. Redystrybucja intensywnosci czastek na wezly siatki

W metodach czastek wirowych nosniki wirowosci maja tendencje do gromadzenia
sie w obszarach, w ktorych sa wysokie gradienty predkosci. Moze to prowadzié
do niedoktadnoéci obliczeniowych spowodowanych zbytnim zblizeniem sie ich do
siebie. Aby rozwiaza¢ ten problem, w niektorych rozwigzaniach, wprowadza sie
redystrybucje czastek na regularne pozycje (np. na wezly siatki obliczeniowej -
ang. remeshing) przy jednoczesnym przeliczeniu wartosci wektora intensywnosci



22 ROZDZIAL 3. METODA CZASTEK WIROWYCH

w nowych potozeniach czastek. W praktyce zabieg ten wykonywany jest co kilka
lub kilkanascie krokéw czasowych.
Wykorzystywana jest w tym celu interpolacja:

~ X; —X 1
Wi = ZFPnSD< : h p) 73 (3.61)
P

gdzie j jest indeksem wezla siatki, a p indeksem czastki.
Jadro interpolacyjne powinno mieé¢ nastepujace wlasciwosci:

zp:go (X _hxp> =1, (3.62)

oraz odpowiednie wiasnosci momentow:

3 x% (X_hxp) = 0. (3.63)

Do wyznaczenia réznicy pomiedzy starym (zaburzonym) a nowym (regular-

nym) rozkladem czastek,
Z f‘pné(x —Xp) — Z I 0(x—xp), (3.64)
P P

mozna przemnozy¢ powyzsza funkcje przez funkcje testowa ¢ € C'°° i otrzymuje-
my [17]:
E=) Tp %) — > Tp,o(xp), (3.65)
P P

gdzie fpn i X, sa wartoéciami ze starego rozkltadu.
Uzywajac (3.61) mozna zapisaé:

E=YT, [qb(ip) - S o)y (25 X)] . (3.66)

p

Miarg btedu wynikajacego z redystrybucji intensywnosci czastki jest réznica

160 = 60x) = Y o) (). (3.67)

Majac na uwadze réwnanie (3.62) réwnanie (3.67) mozemy zapisaé jako

160 = Slol0) — oyl (). (3.68)

J

Rozwijajac ¢ w szereg Taylora otrzymamy:

£ = X Xl — %) Vel (2. (369
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Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze jezeli ¢ spelnia zaleznosé:

E=Y"(x—x,)% X Xd 1< o] <m-—1, (3.70)
Plemxge (%57)
to wtedy

f(x) =0 (™M), (3.71)

a procedura przemieszczenia czastek na wezly siatki numerycznej bedzie rzedu
m.

3.6.1. Schematy interpolacyjne w procesie redystrybucji

Powszechne podejécie do ,remeshingu” (zwanego takze redystrybucja) polega
na inicjowaniu nowych czastek wirowych na regularnych pozycjach (gléwnie na
weztach pomocniczej siatki numerycznej) oraz wyznaczaniu ich wektora inten-
sywno$ci poprzez interpolacje starych wartoéci na nowe potozenia czastek, wyko-
rzystujac przy tym jadra interpolacyjne wysokich rzedéw. Dwu- i tréjwymiarowe
schematy budowane sa poprzez iloczyn jednowymiarowych jader. Powszechnie
stosowane jadra naleza do dwdch rodzin nazywanych A i M. Ich wzory zostaly
podane ponizej

1 dla0<z<i,
Ao(z) = AR (3.72)
1
0 dlaz> 3.
l1—2 dla0<z<1,
Ay (z) = voenTee (3.73)
0 dla z > 1.
1— a2 dlaO<x<%,
Ao(z) =41 -2)2-2) dlai<z<3, (3.74)
0 dla z > 3.
t(1-2%)(2-=2) dla0<z <1,
As(x) = %(1—$)(2—£L’)(3—$) dla1l <z <2, (3.75)
0 dla z > 2
1 dla0<z<3,
Mi(z) = Ao(z) = R (3.76)
1
0 dlaz> 3.
l1—-2 dla0<z<1,
M(z) = M (z) = roamEss (3.77)
0 dla = > 1.
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1.5 15 T T
— /o .

(3-a)’ <o<)
M;s(z) = % (% _ x) dla ; <z< %, (3.78)
0 dla z > 3.
%(2—1‘)3—%(1—1‘)3 dla0 <z <1,
My(x) =S L(2-2)® dlal<z<2, (3.79)
0 dla z > 2.
1—%562—{—%:03 dlad<zx<1,
Mj(z) = t(1-2)2—2)? dlal<z<2, (3.80)

0 dla z > 2.

Uzywajac jader interpolacyjnych przedstawionych powyzej nowe czastki otrzy-
muja wkiad od wirowosci z i-tej starej czastki I'; na nowe polozenie (Z;,J;, Z;)

wedlug wzoru

~ T — T Yi — 9 Zi— 2 1
%:Fp@(]hp><p<]hp>sa(3hp>h3, (3.81)

gdzie @ jest jednowymiarowym jadrem interpolacyjnym.

Jadra interpolacyjne rodziny M sa wyznaczone z funkcji sklejanych. Cha-

rakteryzuja si¢ wicksza regularnoscia niz rodzina A. Jadro M3 jest pierwszym
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f

Rysunek 3.2: Rodzina jader interopolacyjnych M.

z centralnych funkcji B-sklejanych, ktéry ma ciggle pierwsze pochodne. Jadro
My jest juz klasy C?. Obydwie te funkcje sa rzedu drugiego ale jako funkcje B-
sklejane sa w stanie dokladnie odtworzy¢ wyltacznie funkcje liniowe. Poprawione
jadro M} przedstawione w [77] jest wyzszego rzedu (trzeciego). Zastosowanie go
do metody VIC pozwala na zachowanie trzech momentéw wirowosci (catkowita
cyrkulacje, impuls liniowy i impuls katowy). Jadro M} przedstawione jest na rys.
3.2. Widoczny jest fakt zmiany znaku funkcji. Jadro M} jest uzywane w wypad-
kach kiedy potrzebna jest wysoka doktadno$é. Zaleta jest to, ze jest gladkie (klasy
C1), a w [19] zostalo pokazane, ze jest bardziej doktadne niz As, ktére jest tego
samego rzedu. Mozna powiedzieé, ze jest to najpopularniejszy schemat interpola-
cyjny uzywany w metodach typu ,,Wiru w komorce”. Jest takze uzywany w SPH
(ang. Smooth Particle Hydrodynamics).

3.7. Metody symulacji lepkosci dla metod czastek wirowych

Kolejnym krokiem w kierunku odtworzenia rzeczywistego przeplywu jest wpro-
wadzenie do algorytmu cztonéw modelujacych lepko$é ptynu. Wykorzystywane sa
rozne schematy. Historycznie pierwszym byla Metoda Przypadkowego Bladzenia
[15]. Jest ona szybka ale niezbyt dokladna i bardzo nieefektywna dla przeptywéw
tréjwymiarowych. Wykorzystywane sa takze inne metody jak PSE (ang. Particle
Strength Exchange). Metody te krytycznie zaleza od zachowania pewnych rela-
¢ji pomiedzy tzw. promieniem obciecia osobliwosci, ktorego wielko$¢ dobiera sie
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arbitralnie co moze by¢ powaznym problemem, gdyz elementy Lagrange’a moga
zachowywaé sie chaotycznie ze wzgledu na konwekcje. Metody te sa zatem zalezne
od stosowania remeshingu z interpolacja jadrami wysokich rzedow.

Roéwnania ruchu dla ptynu lepkiego i niedcisliwego zawieraja w sobie dwa zja-
wiska: konwekcje (czlony bezwladnosciowe) oraz dyfuzje. Wprowadzenie do roz-
wigzania siatki numerycznej wprowadza pewna lepko$¢é numeryczna. Poniewaz
wartos¢ wspotczynnika lepkosci jest mata, moze sie okazaé, rzad lepkosci wynika-
jacej z dyskretyzacji réwnan, moze by¢ wlasnie rzedu rzeczywistej lepkosci ptynu.
Dodatkowo cztony bezwladnos$ciowe maja duza warto$é¢ i przestaniaja czton dy-
fuzyjny. Moze to prowadzi¢ do zmiany fizyki badanego numerycznie zjawiska i
powoduje, ze rozwiazanie takiego rownania stanowi powazne wyzwanie.

Jednym ze sposobéw radzenia sobie z tego typu problemami jest dekompo-
zycja lepko$ciowa (ang. operator splitting). Gléwna idea takiego podejscia jest
to, ze catkowity operator ewolucji w czasie jest zapisany jako suma prostszych
operatorow ewolucyjnych. Inaczej méwiac, réwnanie jest rozbijane na mniejsze
rownania, dla ktorych istnieja efektywne schematy obliczeniowe. Metoda nume-
ryczna rozwigzywania tego réwnania jest wtedy formowana poprzez zestawienie
ze sobg tych schematow.

Zaltézmy przyktadowo, ze zadane jest zagadnienie poczatkowe opisujacy ewo-

lucje zjawiska
dU

Niech S bedzie operatorem rozwiazujacym powyzsze zagadnienie czyli U (t) =
S:Up. Przyjmijmy, ze operator A moze by¢ roztozony na sume dwdch elementar-
nych operatoréw: A = A1 + As. Dla kazdego z operatoréw A; mozna otrzymac

rozwiazanie

Ui(t) = S{Uy = e MU, j=1,2. (3.83)

Przyblizone rozwiazanie zagadnienia catkowitego otrzymuje sie jako
U(Atn) ~ [S3,Sh,]" = (e AtA2e= AN, (3.84)

Wzér (3.84) nosi nazwe wzoru Lie-Trottera-Kato [35].

Mimo, ze metoda dekompozycji operatorow wprowadza pewien dodatkowy
btad to ma kilka zalet. Pozwala ona na uzyskanie prostej do implementacji i bar-
dziej efektywnej metody numerycznej. Dzigki niej mozna potaczyé wyspecjalizo-
wane metody numeryczne rozwiniete w celu efektywnego rozwiazania danej klasy
zagadnien ewolucyjnych. W ten sposéb mozna wybiera¢ ze zbioru wydajnych
i dobrze przetestowanych metod numerycznych dla podstawowych operatoréw,
ktére mozna ze soba polaczyé w celu rozwiazania skomplikowanych problemoéw,
a takze, w miare potrzeb, na tatwa zamiane schematu numerycznego dla kazde-
go z operatoréw. Co wiecej wykorzystanie takiego algorytmu pozwala czasami
na zmniejszenie zapotrzebowania na pamieé operacyjna, zwickszenie przedziatu
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stabilno$ci metody, a nawet stworzenie metody stabilnej bezwarunkowo. Dla za-
gadnien wielowymiarowych moze to by¢ czasami jedyne mozliwe do zastosowania
rozwiazanie. Ostatnia zaleta jest mozliwo$¢ (oraz tatwosé) dodawania kolejnych
pozioméw ztozonosci do modelu numerycznego poniewaz kazdy nowy, kolejny
wyraz (model) bedzie niezaleznym modulem numerycznym.

Przyktadem zastosowania metody dekompozycji operatora moze by¢ popu-
larna, metoda naprzemiennych kierunkéw (ang. ADI - Alternating Direction Im-
plicit), w ktérej wielowymiarowe zagadnienie jest redukowane do sekwencji za-
gadnien jednowymiarowych.

Rozbijanie réwnan ruchu na czesci lepkie i nielepkie w metodach krokowych
jest wykorzystywane w wielu przypadkach. W [17] pomyst ten nawiazuje do po-
dzialu dokonanego przez Prandtla w 1904 r. na efekty lepkie i nielepkie. Metoda
dekompozycji lepkosciowej zwana takze metoda krokéw czastkowych (ang. frac-
tional step method) jest szczegblnym przypadkiem techniki nazywanej dekom-
pozycja operatoréw i zostala wprowadzona do metod wirowych wraz z metoda
przypadkowego bladzenia przez Chorina w [15]. Schemat ten sklada sie z dwoch
podkrokéw, w ktérych efekty konwekcji i dyfuzji sg rozpatrywane jeden po dru-
gim.

Schemat dwukrokowy ma doktadno$é¢ drugiego rzedu dla danego kroku czaso-
wego oraz pierwszego rzedu dla calej symulacji (mozliwe jest podniesienie rzedu
metody poprzez zastosowanie metody Stranga [66]). Aby pokazaé rzad aproksy-
magcji wynikajacy z dekompozycji operatoréw zastosowany zostanie on do linio-
wego rownania konwekcji-dyfuzji dla funkcji skalarnej W.

8871/1/ +c- VW =vAW, (3.85)

z warunkiem poczatkowym Wy (x). Uzywajac zapisu operatorowego, gdzie c¢-V —

AivA — B, powyzsze rownanie moze zostaé zapisane jako % = AW + BW,
ktérego catka ma postaé

w(t) = WoelATB, (3.86)

Biorac pod uwage kroki czasowe o ditugosci 0t rozwiazanie w kroku czaso-
wym nodt jest wykorzystywane jako warunek poczatkowy przy rozwigzywaniu za-
gadnienia w kolejnym kroku czasowym Wl = e(A+B)otypn  Metoda krokéw
czastkowych wyraza sie wtedy nastepujaco:

e Pod-krok 1: Konwekcja

dW
=AW = Wnts = eAdtypm, (3.87)

e Pod-krok 2: Dyfuzja
AW gy s et = Botypntd (3.88)

dt
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e Rozwiazanie przyblizone

Wn+1 — €B5t€A6th. (389)

Dla matej wartosci §t operator w wyrazeniu powyzej mozna roztozyé w szereg
Taylora

it 52, 5t
wntl — I+5tB+7B + ... I+5tA+7A + ... (3.90)

kazuje, ze sa one réwne tylko dla operatorow komutujacych. W przypadku ogdl-

Poréwnanie z rozkladem w szereg Taylora doktadnego operatora e(A+5

nym jednak operatory A i B nie komutuja ze sobg a tym samym popelniany biad
jest rzedu O(6t?) w kazdym kroku czasowym. Dzielac przedziat czasowy t € (0,7)
nan = (T —0)/dt réwnych warstw, blad popelniany w czasie t,, = ndt jest rzedu
O(6t). Z tego powodu metoda dekompozycji lepkosciowej jest pierwszego rzedu
po czasie.

Metoda krokow czastkowych dla réwnan Naviera - Stokesa wyraza sie poprzez
w'tl = HY(6t)E(5t)w", gdzie E(t)wo i HY(t)wo sa odpowiednio rozwiazaniami
w czasie t réwnan Eulera i dyfuzji z warunkiem poczatkowym wg. Metoda sktada
sie z przemieszczenia czastek wirowych zgodnie z rownaniem Eulera w pierwszym
podkroku oraz wziecia pod uwage dyfuzji w drugim podkroku. Dla dwuwymia-
rowego przeplywu lepkiego mamy

ow

¥ +u-Vw=rAw. (3.91)
e Pod-krok 1: Konwekcja
dx
(), (3.92)
doy,
=P _. 3.93
7 (3.93)
e Pod-krok 2: Dyfuzja
% =vAw. (3.94)

Dla przeptywu trojwymiarowego dochodzi do réwnania Naviera-Stokesa czton

zwiazany z rozciaganiem linii wirowych. W tym wypadku algorytm wyglada na-

stepujaco:
Ow

5 +u-Vw=(w-V)u+rAw. (3.95)
e Pod-krok 1: Konwekcja
dx
] (3.96)
D Gu(xy, 1)) - a. (3.97)
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e Pod-krok 2: Dyfuzja

dwy,
— = vAw. )
7t vAw (3.98)

3.8. Algorytm numeryczny metody wirowej typu ,,Wir w
komorce”

Ponizej zostanie przedstawiony algorytm numeryczny, wedle ktorego realizowane
byly obliczenia metoda typu ”Wir w komérce”

Obszar obliczeniowy zostal pokryty siatka obliczeniowa o réwnomiernym kro-
ku h w kazdym kierunku. Na kazdym wezle siatki inicjowana byta czastka wirowa
o intensywnosci

ap = w(z,y, 2z, to)drdydz ~ w(Tn, Yn, 2n, to) - B, (3.99)
dxdydy

gdzie x,, Yn, zn byly wspolrzednymi wezla siatki.

W niniejszej pracy poczatkowe lokalizacje czastek wybierane byly na weztach
siatki kartezjanskiej. Alternatywa moze by¢ inicjalizacja pseudo-losowa [17] w
ktorej czastki sg inicjalizowane w losowych lokalizacjach wewnatrz komérek siatki.

W kazdym kroku czasowym wykonywane sg nastepujace obliczenia:

1. Wyznaczany byt potencjal wektorowy A rozwiazujac réwnanie Poissona
(3.21) dla trzech skladowych wirowosci.

AAZ = —Wy, 1= 1, 2, 3. (3100)

Na podstawie potencjalu wektorowego wyznaczane byto pole predkosci ze
wzoru

u=VxA. (3.101)

2. Czastki z weztéw siatki przemieszcza si¢ zgodnie z lokalnym polem predko-
$ci. Do rozwiazania réwnania (3.96) wykorzystana zostata metoda Rungego-
Kutty czwartego rzedu. Predkosé z weztéw na aktualne potozenie czastki
byla interpolowana za pomoca jadra Mj (3.80).

3. Zmiana intensywnosci czastek (na skutek rozciagania linii wirowych) by-
ta realizowana zgodnie ze wzorem (3.97) réwniez metoda Rungego-Kutty
czwartego rzedu. Wartosci pochodnych predkosci pod operatorem gradien-
tu byly obliczane za pomocg metody réznic skonczonych drugiego rzedu.
Predkoéé z weztéw siatki na aktualne poltozenia czastek byta interpolowana
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za pomoca jadra M) (3.80). W tym wypadku lepszym sposobem obliczania
prawej strony réownania (3.97) jest uzycie transpozycji gradientu predkosci

day

o = [Vulx,, )" - . (3.102)

Schemat ten dawal najlepsze wyniki jezeli chodzi o zachowanie energii ki-
netycznej. W opracowaniach [17, 81] autorzy wskazuja, ze obydwie posta-
ci czltonéw zrodlowych dajg te same wyniki jezeli spelniony jest warunek
V - w = 0. Niestety obliczenia numeryczne wprowadzaja pewng niewielka
niezerowy zrédlowosé pola wirowosci. W tym wypadku w pracach [81, 85]
postulowane jest, ze najlepszy jest schemat transponowany.

. Po zakonczonym kroku przemieszczania czastek ich intensywnosé byta re-

dystrybuowana z powrotem na wezty siatki. W niniejszej pracy byto to wy-
konywane w kazdym kroku czasowym a nie po arbitralnie przyjetej liczbie
krokéw czasowych. Zastosowanie takiego rozwiazania pozwolito na rozwig-
zywanie réwnania dyfuzji na siatce, a co za tym idzie wykorzystanie doktad-
nych schematéw numerycznych dopasowanych do tego réwnania. Dodatko-
wo pozwolito to na zredukowanie algorytmu o jedng operacje interpolacji
(nowej intensywno$ci na stare polozenia czastek).

. Ostatnim krokiem bylo rozwiazanie réwnania dyfuzji na siatce numerycznej.

Roéwnanie dyfuzji w niniejszej pracy byto rozwiazywane za pomoca metody
roznic skoniczonych. To podejécie czeéciowo ogranicza zyski zwigzane z wy-
korzystaniem metod Lagrange’owskich, poniewaz wprowadza do obliczen
siatke numeryczng oraz dyfuzje numeryczna. Dzigki temu jednak mozliwe
jest dokladne rozwiazanie rownania dyfuzji oraz przyspieszenie obliczen.
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BADANIA NUMERYCZNE METODA
TYPU WIR-W-KOMORCE NA
POJEDYNCZYM PROCESORZE

Przedstawiony w poprzednim rozdziale algorytm realizujacy obliczenia metoda
czastek wirowych typu ,Wir w komoérce” zostal zaimplementowany w jezyku
programowania Fortran 90.

Obszar obliczeniowy zostal opisany strukturalng siatkg numeryczna. Na kaz-
dym wezle siatki zostala umieszczona czastka wirowa. Poczatkowa intensywnosé
czastki byla obliczana zgodnie ze wzorem (3.18). Nastepnie rozwigzywany byl
uktad réwnan ruchu czastki (3.96), (3.97). Predkos$é na weztach siatki byta wy-
znaczona z rébwnania Poissona (3.21). Do jego rozwiazania zostala uzyta biblioteka
Fishpack [95, 96], ktéra wykorzystuje metode szybkiego rozwiazywania réwnania
Poissona (ang. Fast Poisson Solver - FPS) drugiego rzedu. Réwnania ruchu zo-
staly rozwiazane metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu. Wartosci predkosci
czastki byly interpolowane z wezléw siatki za pomoca jadra (3.80). Po kazdym
kroku czasowym wykonywana byta redystrybucja wirowosci na wezty siatki przy
pomocy jadra interpolacyjnego (3.80). To konczylo krok czasowy przy symula-
¢ji przeptywu nielepkiego. Przedstawione ponizej wyniki odnosza sie¢ do ptynu
nielepkiego.

4.1. Badanie numeryczne predkosci przemieszczania sie pier-
Scienia wirowego

Aby sprawdzi¢ poprawnos$é implementacji metody zostal wykonany test, w kté-
rym badana byla predko$¢ przemieszczania si¢ pierScienia wirowego w czasie.

31
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Rysunek 4.1: Geometria pierScienia wirowego

Pierécien wirowy wraz z oznaczeniami przedstawiony jest na rys. 4.1. Dla pier-
Scienia wirowego o cienkim rdzeniu (ro/Ro << 1) i stalym rozkladzie wirowosci
wewnatrz rdzenia predkos$¢ translacji mozna wyznaczy¢ ze wzoru Kelvina [29]:

b () ()] w

Istnieje takze wzér na predkosé¢ pierscienia wirowego z nieruchomym plynem

wewnatrz (wirowosé znajduje sie jedynie na obwodzie rdzenia) nazywany wzorem

Hicksa [88]:
r 8R0 1 o )]
= In{— ] —-= — . 4.2
v 47TR0{D<7‘0> 2+O(R0 2

W celu poréwnania wynikéw symulacji z wartoSciami teoretycznymi oraz

sprawdzenia poprawnosci kodu, przeprowadzone zostaly badania numeryczne, w
ktorych promien pierscienia i promien w chwili poczatkowej wynosity Ry = 1.5,
ro = 0.3, a zmieniano poczatkowa wartosé¢ cyrkulacji w przedziale I' € [1.06, 4.23].
Obszar obliczeniowy mial wymiary 27 x 27 X 27 i byl podzielony siatka numerycz-
na o 128 x 128 x 128 weztach. We wszystkich kierunkach byly zadane okresowe
warunki brzegowe. Warunek poczatkowy byt realizowany poprzez nadanie odpo-
wiedniej wartosci wektora intensywnosci wszystkim weztom siatki numerycznej,
ktore spetniaty réwnanie

2
= (Vo —no) v <t (13

czyli lezaly wewnatrz pierscienia wirowego.

Réwnania (3.96) i (3.97) byly rozwiazywane w kazdym kroku czasowym me-
toda Rungego-Kutty czwartego rzedu z krokiem czasowym At = 0.01. Wyniki
symulacji widoczne sa na rys. 4.2. Przemieszczenie pierécienia wirowego dla naj-
wigkszej wartosci cyrkulacji (I' = 4.23) przedstawiono na rys. 4.3 i rys. 4.4.

Na rys. 4.2 wida¢ dobrg zbieznos¢ pomiedzy wynikami teoretycznymi i nume-
rycznymi. Pewna rozbiezno$¢ pomiedzy wynikami numerycznymi a teoretyczny-
mi moze wynikaé z faktu, ze formuta (4.1) zostala wyprowadzona dla pierscienia
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Rysunek 4.2: Poréwnanie teoretycznej i numerycznej predkoéci przemieszczania
sie pierScienia wirowego.

wirowego o stalym rozkladzie wirowosci w jadrze. Podczas przemieszczenia sie
pierscienia w symulacji numerycznej rozktad wirowosci w jadrze zmienia si¢ w
czasie 1 nie jest staly (rys. 4.5). Warto zauwazy¢, ze otrzymane wyniki sa bliz-
sze wartosciom wynikajacym ze wzoru Hicksa (4.2) wyprowadzonemu dla ruchu
pierscienia wirowego z nieruchomym plynem w jadrze. W trakcie ewolucji mate
porcje wirowosci utozyty sie w podtuzne struktury ciggniete za pierécieniem. Jest
to dokladnie widoczne na rys. 4.4 gdzie pokazano poczatkows i koncowa pozycje
wiru bez odcinania malych wartosci wirowosci. Takie zaburzenia otrzymywane
byly réwniez przez innych autoréw, na przyklad w [5].

W czasie obliczen monitorowane byly niezmienniki ruchu przedstawione w
sekcji 3.5 w tym energia kinetyczna, ktéra wyznaczana byta z dwoch réznych
wzordw (3.45) 1 (3.56).

Na koncu obliczen (czyli po 750 krokéw czasowych) energia kinetyczna wyzna-
czona z obu réwnan zmienila sie o mniej niz 2%. Wartosci calek z dywergencji
potencjalu wektorowego A (warunek potrzebny przy wyprowadzeniu réwnania
(3.21)), dywergencji wirowosci (w) oraz dywergencji predkosci (u) po calym ob-
szarze obliczeniowym byty mniejsze 1071 w ciagu catych obliczen.

Wyniki powyzszych badan zostaly opublikowane w artykule [52].

4.2. Poréwnanie ewolucji pierscieni wirowych z r6znymi roz-
ktadami wirowosci w rdzeniu

Niestabilnos¢ pierscienia wirowego przedstawionego w poprzednim punkcie wy-
nika z zadanego rozkladu wirowosci w rdzeniu. Uzasadnionym wydaje si¢ zatem
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Rysunek 4.3: Ewolucja pierscienia wirowego w czasie dla przypadku I' = 4.23. Se-
kwencja izopowierzchni wirowosci dla |w| € [6, 14] w réznych chwilach czasowych
t

Rysunek 4.4: Ewolucja pierscienia wirowego w czasie dla przypadku I' = 4.23.
Izopowierzchnie wirowosci dla |w| € [0.2,14] oraz poczatkowej i koficowej chwili
czasu t = 6.0.
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Rysunek 4.5: Izolinie wirowosci w rdzeniu pierécienia wirowego w chwili czasu
t = 6.0 dla przypadku I' = 1.06. Poczatkowa wirowo$¢ w rdzeniu miata warto$é
lw| = 3.75.

poréwnanie zachowania sie pierScienia z rozktadem stalym z pierscieniem z zada-
nym rozkladem normalnym Gaussa wewnatrz rdzenia.

Przeprowadzony zostal test poréwnawczy dla tych dwdéch przypadkéow. Wiel-
kosci promienia pierScienia i promienia w chwili poczatkowej wynosily Ry =
1.5, 7o = 0.3, a zmieniana byta poczatkowa warto$¢ cyrkulacji w zakresie I' €
[0.23,0.94]. Obszar obliczeniowy tak jak poprzednio mial rozmiar 27 x 27 x 2.
Siatka numeryczna miata 257 x 257 x 257 weztéw. Przyjete zostaly okresowe wa-
runki brzegowe w kierunkach osi x, y i z. Warunek poczatkowy realizowany byt
poprzez nadanie kazdemu weztowi siatki spelniajacemu warunek (4.3) niezero-
wych warto$ci wektora intensywnosci. Zbadano dwa rézne poczatkowe rozklady
wirowoéci w rdzeniu pierécienia:

1. rozklad staty,

2. rozktad normalny Gaussa zadany wzorem:

202 (4.4)

wp = cU 27r€
gdzie ¢ byl znanym zmiennym wspélczynnikiem, a o = r¢/3. Poczatkowa licz-
ba czastek, ktorymi przyblizano zadang geometrie pierscienia wirowego w obu
przypadkach wynosita 179780. Krok czasowy wynosit At = 0.01.

Na rys. 4.6 zostala pokazana predkos¢ przemieszczania si¢ pierécienia wiro-
wego z stala wirowoscig w rdzeniu, natomiast na rys. 4.7 zostala pokazana pred-
kos¢ przemieszczania si¢ pierscienia wirowego z rozkltadem normalnym w rdzeniu.
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Predkosé jest w tym wypadku wieksza (krzywa V' (t) lezy nad krzywymi wynika-
jacymi ze wzoréw Kelvina i Hicksa). Wyniki te pokazuja, ze rozklad wirowosci
we wnetrzu rdzenia istotny wplyw na ruch pierécienia.

Na rys. 4.8 i rys. 4.9 widoczna jest ewolucja w czasie pierscieni wirowych o
tej samej cyrkulacji ale réznego poczatkowego rozktadu wirowoéci. Na rys. 4.8
widaé, ze dla pierScienia wirowego ze stalym rozkladem poczatkowym, rozktad
ten znaczaco zmienia si¢ w trakcie ewolucji. Dodatkowo na obwodzie pojawia-
ja sie pewne wyciagajace sie struktury tak jak to mialo miejsce w poprzednim
przyktadzie. Dla rozkladu normalnego dystrybucja wirowosci w rdzeniu na kon-
cu obliczen jest bardziej gladka oraz, w przyblizeniu, dalej przypomina rozktad
normalny. Struktura pierécienia wirowego z normalnym rozkltadem wirowosci w
rdzeniu jest zdecydowanie mniej zaburzona w stosunku do pierScienia z rozkladem
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stalym. Dodatkowo, jak wida¢ na rys. 4.5 w czasie ewolucji pierScienia z poczatko-
wym stalym rozkladem wirowoéci wyksztalca sie wyrazne maksimum wirowosci
a na granicy pierScienia wartosci daza do zera. Mozna stad wyciagnaé wniosek,
ze poczatkowy rozklad wirowoéci we wnetrzu rdzenia ma wplyw na stabilnosé
ruchu pierécienia wirowego.

W czasie obliczen monitorowane byly niezmienniki ruchu przedstawione w
sekcji 3.5 w tym energia kinetyczna, ktéra wyznaczana byla z dwoch réznych
wzordéw (3.45) 1 (3.56).

Na konicu obliczen (czyli po 600 krokéw czasowych) energia kinetyczna ob-
liczona z obu wzordéw spadla o mniej niz 2% wartosci poczatkowej. Wartosci
calek z dywergencji potencjalu wektorowego A (warunek potrzebny przy wypro-
wadzeniu réwnania (3.21)), wirowosci (w) oraz predkosci (u) po calym obszarze
obliczeniowym byty mniejsze 10719 w ciagu catych obliczen.

Wyniki powyzszych badan zostaly opublikowane w artykule autorskim [59].
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5.1. Uwagi wstepne do obliczen réwnolegtych

Rozwiazywanie trojwymiarowych rownan Naviera-Stokesa dowolng metods nu-
meryczna jest czasochtonne, szczegdlnie dla duzych liczb Reynoldsa. Nie inaczej
jest w metodzie czastek wirowych przedstawionej w poprzednich rozdziatach. W
ostatnich latach moc obliczeniowa pojedynczego rdzenia procesora przestata ro-
snaé. Gtéwnym kierunkiem rozwoju stato si¢ zwickszanie liczby rdzeni procesora
a co za tym idzie wykorzystanie obliczen réwnolegtych. W niniejszej pracy po-
stanowiono dokonaé przeniesienia obliczen numerycznych zwiazanych z metoda
czastek wirowych typu ,Wir w komérce” na architektury réwnolegle. Poniewaz
duza czesé obliczen odnosi sie do pojedynczego elementu (jak czastka wirowa al-
bo wezel siatki) do obliczen moze by¢ efektywnie zastosowana architektura SIMD
(ang. Single Instruction Multiple Data). Cecha charakterystyczna tej architektu-
ry jest fakt, ze wszystkie jednostki obliczeniowe wykonuja jednoczeénie to samo
polecenie. Obliczenia zwiazane z pojedyncza czastka wirowa (takie jak interpola-
cja czy przemieszczanie czastek) nie sa zalezne od polozenia pozostaltych czastek
i dlatego moga odbywac sie rownolegle. Poniewaz w obszarze obliczeniowym mo-
ze znajdowaé sie bardzo duzo czastek (nawet kilka milionéw) to wykorzystanie
obliczen réwnoleglych jest bardzo pozadane. Opisany w rozdziale 3 algorytm nu-
meryczny dla metody VIC ze wzgledu na mozliwo$é przeniesienia obliczen na
architektury réwnolegle mozna podzieli¢ na dwie czesci:

e czesé, dla ktérej mozliwe jest bezposrednie zréwnoleglenie kodu (ruch cza-
stek, wyznaczanie predkosci w weztach siatki),

e oraz czesé, dla ktorej zréwnoleglenie obliczen wymaga zmiany stosowane-
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go algorytmu i przystosowanie go do obliczenn réwnoleglych (rozwiazanie
réwnania Poissona i réwnania dyfuzji).

W pracy do obliczen rownolegtych zostalo wykorzystane srodowisko wielopro-
cesorowe kart graficznych (GPU - ang. Graphics Processing Unit). Charakteryzuje
sie ono m.in. bardzo dobrym stosunkiem mocy obliczeniowej do ceny oraz wysoka
moca obliczeniows. Niestety wymagane jest inne podejscie do programowania niz
przy uzyciu obliczen sekwencyjnych. Nalezy starannie zapoznaé sie ze strukturg
i budowa tej architektury, aby méc w pelni wykorzystaé jej moc obliczeniowa.

Do obliczen w pracy wybrane zostaly karty graficzne firmy NVIDIA wyposa-
zone w technologie CUDA (ang. Compute Unified Device Architecture). Gléw-
nym powodem byta tatwos¢ przejscia do programowania réwnoleglego przy wy-
korzystaniu jezyka programowania ,,C for CUDA” — stanowigcego rozwiniecie
popularnego jezyka programowania C.

5.2. Uwagi o architekturze CUDA

Dla zapoznania z programowaniem na kartach graficznych (GPU), zostanie do-
konany przeglad z zakresu struktury sprzetu oraz interfejsu programowania (API
- ang. Application Programming Interface).

Firma NVIDIA jest zdecydowanym liderem jezeli chodzi o sprzedaz kart gra-
ficznych ogdlnego zastosowania (ang. GPGPU - General Purpose GPU). W ofercie
tej firmy mozna znalezé m.in. karty o nazwie Tesla przeznaczone specjalnie do
obliczen numerycznych, jak réwniez technologic CUDA API. Wsparcie przez fir-
me NVIDIA i rozwdj spotecznosci programistéow uzywajacych CUDA sprawiaja,
ze jest ona liderem liczby prowadzonych projektow zwigzanych z obliczeniami
numerycznymi na kartach graficznych.

Do programowania kart graficznych firmy NVIDIA mozna wykorzystaé inter-
fejs API oraz rozszerzenie jezyka C/C++ o nazwie ,,C for CUDA”, ktére daje
dostep do pamieci niskiego poziomu i proceséw obliczeniowych na GPU. Kody
CUDA sg kompilowane przez dedykowany kompilator o nazwie nvcc.

Model programowania jest $cisle zwiazany z fizyczng budowa kart graficznych.
Na rynku dostepnych jest kilka réznych modeli i generacji kart GPU. Poznanie
budowy konkretnego modelu na ktérym bedg prowadzone obliczenia pozwala na
wiladciwy dobér parametréow dla wydajniejszej paralelizacji programu programu.
Kod napisany w jezyku ,,C for CUDA” moze byé uruchomiony na kazdej karcie
obstugujacej technologie CUDA.

Karta graficzna jest oddzielnym podzespotem komputerowym podtaczonym
do komputera przez magistrale PCle (ang. Peripheral Component Interconnect
Express). W opracowaniu [3] komputer, do ktérego jest podlaczona karta graficz-
na nazywany jest gospodarzem (ang. host). Uproszczony schemat budowy karty
graficznej przedstawiony jest na rys. 5.1. Karta graficzna z architekturg CUDA
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Rysunek 5.1: Budowa karty graficznej w architekturze CUDA.

jest zbudowana wokoét wielowatkowych multiprocesoréw strumieniowych (SM -
ang. Streaming Multiprocessors). W roznych kartach graficznych znajduje sie réz-
na ich liczbe. Kazdy z nich sklada sie z od 8 do 192 (w zaleznosci od generacji)
tak zwanych procesoréw strumieniowych (SP - ang. Streaming Processors).

Kod, ktéry bedzie wykonany na karcie graficznej umieszczony jest w specjal-
nych funkcjach zwanych jadrami (lub z angielskiego kernelami). Zapisane w nich
operacje sa realizowane przez tak zwane watki (ang. threads). Watek to zbiér in-
strukcji wykonywanych przez pojedynczy procesor strumieniowy. Wszystkie wat-
ki musza wykonywaé¢ ta samg instrukcje w tym samym czasie, ale moze sie to
odbywaé na réznych zbiorach danych. Obliczenia wykonywane przez dany watek
sa niezalezne i réwnolegle do pozostalych. Aby lepiej odwzorowaé wykonywa-
ne zadanie watki moga by¢ ustawione w dwu lub tréjwymiarowe siatki (ang.
grid). Siatki sa dzielone na bloki (ang. block), to znaczy grupy watkéw, ktére
beda wykonywane na tym samym multiprocesorze. Synchronizacja i komunikacja
pomiedzy tymi watkami jest mozliwa, ale dla uzyskania najlepszej wydajnosci
powinna by¢ ograniczona do minimum. Hierarchiczna struktura siatki, blokow
i watkow przedstawiona jest na rys. 5.2. Poniewaz w wielu wypadkach blokéw
jest wiecej niz dostepnych multiprocesoréw, to beda one wykonywane sekwen-
cyjnie w ramach dostepnych zasobéw. Wprowadza sie pojecie czasu zycia bloku.
Jest to czas przez jaki wykonywane sg obliczenia na jego watkach na muliproce-
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Siatka

Rysunek 5.2: Podziat logiczny na Siatke i Bloki watkéw w czasie wykonywania
programu na GPU.

Wynik operacji logicznej

%"

Rysunek 5.3: Sposéb wykonywania instrukcji warunkowych przez multiprocesor.

sorze [3]. Podzial watkéw na grupy pozwala na lepsza wydajno$é obliczen oraz
uruchamianie programu na réznych modelach kart graficznych bez konieczno$ci
dokonywania zmian w kodzie.

Wazna konsekwencja istnienia tylko jednej jednostki sterujacej dla multipro-
cesora jest sposoéb wykonywania przez karte graficzng instrukcji warunkowych.
Jezeli w kodzie jadra znajduje si¢ taka instrukcja to wykonanie jej jest kolejkowa-
ne tzn. najpierw zostana wykonane obliczenia dla jednej gatezi (np. gdy warunek
jest prawdziwy) a dopiero potem dla drugiej galezi. Przedstawione jest to na rys.
5.3. Moze to powodowaé¢ wolniejsze dzialanie programu i wskazane jest, w miare
mozliwosci, omijanie instrukeji warunkowych w kodzie jadra.

Waznym elementem opracowywania programoéw na architektury kart graficz-
nych jest odpowiednie zarzadzanie dostepami proceséw do pamieci. W architek-
turze CUDA mozemy wyrdznié¢ nastepujace rodzaje pamieci [3]:

e pamieé urzadzenia (pamieé globalna - ang. device memory),

e pamieé podreczna tekstur (ang. texture memory),

pamie¢ podreczna stalych (ang. constant memory),

e pamie¢ wspoldzielona (ang. shared memory),

pamieé rejestréow (ang. register memory).
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Pamigé globalna GPU jest typu DRAM (ang. Dynamic Random Access Me-
mory). Jej wielko$¢ w zaleznosci od typu karty graficznej moze si¢ wahaé¢ od 512
MB do nawet 12 GB. Jest ona dostepna dla wszystkich procesoréw strumienio-
wych, wszystkich multiprocesorow. Niestety dostep do tej pamieci jest bardzo
powolny, szacuje sie, ze wymaga ok. 400 cykli zegara [3]. Przez ten czas dany wa-
tek nie moze wykonywaé zadnych innych polecen. Czeste odwolywanie sie przez
watek do pamieci globalnej moze spowodowac spadek wydajnosci programu. Jeze-
li kazda wartosé zapisana w pamieci jest wykorzystywana tylko raz w programie,
to procesu obliczeniowego nie mozna przyspieszy¢. Jednak takie sytuacje sg rzad-
kie. Czedciej zdarza sie, ze zmienna uzywana jest w programie wielokrotnie. W
takim wypadku korzystne jest wykorzystanie pamieci wspéldzielonej. Dostep do
tej pamieci trwa zaledwie kilka cykli zegara [3]. Wada tego rozwiazania jest to,
ze dane z pamieci wspdéldzielonej widoczne sg jedynie dla watkéw danego bloku,
wykonywanych na danym mulitprocesorze. Mimo tej niedogodnosci liczba kosz-
townych dostepéw do pamieci urzadzenia moze zostaé znaczaco zredukowana.
W nowszych generacjach GPU pojawita sie pamie¢ podreczna drugiego poziomu
(ang. L2 cache) znajdujaca sie¢ pomiedzy DRAM a SM. Pozwala to w niektérych
przypadkach na przyspieszenie dostepoéw do pamieci globalnej. Szybka pamieé
znajdujaca si¢ na kazdym SM moze stuzyé jako pamieé podreczna pierwszego
poziomu (ang. L1 cache) lub by¢ przeznaczona na pamieé¢ wspoldzielona przez
wszystkie SP (ang. shared memory). Sposob jej podzialu moze by¢ okreslony w
czasie kompilacji programu.

Typowy program na GPU kopiuje dane z pamieci RAM komputera-gospodarza
do RAMu karty, wykonuje obliczenia w oparciu o te dane, a po ukonczeniu, prze-
nosi wyniki z powrotem do RAMu gospodarza. Taki transfer danych powoduje
duze opdznienia w obliczeniach. Wskazane jest wiec, wykonywanie jak najwigk-
szej ilosci obliczen bez transferu danych.

Pierwsze jednostki arytmetyczno-logiczne (ALU) z SP nie byly w pelni zgod-
ne ze standardami IEEE (ang. Institute of Electrical and Electronics Engineers),
co oznaczalo, ze wyniki obliczen na GPU mogty sie nieznacznie r6zni¢ od wyko-
nywanych na CPU. Arytmetyka podwdjnej precyzji réwniez nie byla wspierana
w pierwszych modelach. Aktualnie obliczenia prowadzone na GPU sa w pelni
zgodne z normami IEEE-754 oraz moga by¢ prowadzone w podwdjnej precyzji.
W niektérych modelach (gléwnie serii Tesla) dostepna jest pamie¢ RAM wypo-
sazona w system kodowania korekcyjnego ECC (ang. Error Corecting Code). W
tym rozwigzaniu przesylane sa nadmiarowe dane kontrolne, umozliwiajace kory-
gowanie pewnych bledéw pamieci.

Najnowsza generacja procesoréow graficznych NVIDIA nosi nazwe Kepler. W
poprzedniej generacji (Fermi) oraz w obecnej wprowadzono wiele poprawek ma-
jacych duzy wplyw na czas obliczen numerycznych. Podstawowymi ulepszeniami
s
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Dodanie pamieci podrecznej L1 i L2, ktére pomaga zredukowaé opdznienia
pamieci.

Wprowadzenie korekeji bledéw pamieci ECC (dostepne w modelach serii
Tesla).

Wzrost liczby rdzeni (SP) na multiprocesorze (SM) do 192, wzrost calko-
witej liczby rdzeni do 2880.

Pela zgodno$é¢ operacji zmiennoprzecinkowych ze standardem IEEE-754.
Iloé¢ pamieci wspoédtdzielonej na SM zwiekszona do 48kB.

Liczba watkéw obliczeniowych na blok wzrosta do 1024.



R0OzZDZIAL 6
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WIR-W-KOMORCE NA KARTACH
GRAFICZNYCH

Zréwnoleglenie kodu odpowiedzialnego za przemieszczanie czastek oraz redystry-
bucje wektora wirowosci z czastek na wezly zostalo dokonane poprzez przypo-
rzadkowanie obliczen zwiazanych z pojedyncza czastka (wezltem siatki) do poje-
dynczego watku wykonywanego na karcie graficznej. Ta czesé kodu mozna tatwo
zrealizowa¢ na karcie graficznej. Zadaniem niebanalnym byta natomiast imple-
mentacja metody do rozwigzania rownania Poissona oraz réwnania dyfuzji. Moz-
na napisa¢ program w taki sposéb, aby jedynie obliczenia zwiazane z czastkami
i weztami siatki numerycznej byly wykonywane na GPU. Nastepnie dane musia-
tyby by¢ przesytane do pamieci RAM gospodarza a réwnania Poissona i dyfuzji
rozwigzywane byly by na CPU. Schemat takich obliczen przedstawiony jest na
rys. 6.1. Niestety transfer danych pomiedzy CPU a GPU zabiera sporo czasu,
a wiec takie rozwigzanie jest nieefektywne. Lepszym rozwigzaniem jest przenie-
sienie calodci obliczen zwiazanych z petla czasowa na GPU (rys. 6.2). W takim
przypadku dane sa inicjalizowane na CPU i przesytane jednokrotnie na GPU.
Transfer w drugg strone wystepuje tylko w momencie zapisu posrednich wyni-
kéw do pliku. Aby to bylo mozliwe niezbedne jest zaimplementowanie na GPU
programéw rozwigzujacych réwnania Poissona i réwnania dyfuzji.

Do rozwiazania réwnania Poissona w implementacji wykonujacej obliczenia
na CPU wykorzystywana byta metoda szybkiego rozwiazywania réwnania Pois-
sona (FPS - ang. Fast Poisson Solver) [95, 96]. Jest to metoda dokladna w tym
sensie, ze powstaly w wyniku dyskretyzacji rownania Poissona ukltad réwnan al-
gebraicznych rozwigzywany jest dokladnie, a nie iteracyjnie. Niestety obliczenia

wykonywane w tej metodzie sg sekwencyjne i nie jest ona w stanie w pelni wyko-

45



ROZDZIAL 6. IMPLEMENTACJA ALGORYTMU WIR-W-KOMORCE NA
46 KARTACH GRAFICZNYCH

Inicjalizacja

Inicjalizacja

Wyznaczenie pola
predkosci

Rozktad wirowosci
na wezty

Symulacja lepkosci

Zakorczenie
programu
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Rysunek 6.1: Schemat metody VIC Rysunek 6.2: Schemat metody VIC
z przeniesieniem jednej operacji na z przeniesieniem wszystkich obliczen

GPU na GPU

rzystaé¢ potencjatu architektury réwnoleglej. Potrzebny byl zatem inny algorytm.
Do obliczen wybrana zostala metoda wielosiatkowa (ang. Multigrid). Opis meto-
dy zamieszczono w rozdziale 6.2.3.

W implementacji na CPU réwnanie dyfuzji bylto rozwiazywane w sposéb jaw-
ny. Aby poprawié¢ stabilno$¢ metody do implementacji na GPU zostala wybra-
na metoda niejawna. W pierwszych testach do rozwiazywania powstatego ukla-
du réwnan algebraicznych wykorzystywano metode wielosiatkowa. Niestety, dla
réwnania dyfuzji okazala sie ona nieefektywna. Dlatego tez zaimplementowana
zostala metoda gradientéow sprzezonych (CG - ang. Conjugent Gradient). Opis
metody zamieszczono si¢ w rozdziale 6.4.1

6.1. Operacje zwigzane z ruchem czastki i redystrybucja
wirowosci

Najprostsza do przeniesienia na karte graficzna operacja w algorytmie VIC by-
to przemieszczanie czastek wirowych w zadanym polu predkosci. Jak wynika z
przedstawionego opisu metody VIC, czastki wirowe w plynie nielepkim (lub po
zastosowaniu dekompozycji lepkosciowej) przemieszczaja sie tak jak czastki ma-
terialne ptynu.
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6.1.1. Implementacja ruchu czastek na GPU

Pierwsza przeniesiona na karte metoda przemieszczania czastek na GPU byta
metoda Eulera. Zostanie ona teraz pokrétce przedstawiona. Jako jezyk progra-
mowania zostato wybrane rozszerzenie jezyka C dla kart graficznych ,,C for CU-
DA”.

Dla programu napisanego dla procesora sekwencyjnego obliczenia ruchu cza-
stek startujacych z wezléw tréjwymiarowej siatki strukturalnej mozna zapisaé
nastepujaco:

for (int i=0; i < mesh.NX; i++)
for (int j=0; j < mesh NY; j++)
for (int k=0; k < mesh_ NZ; k++)

{
index = i 4+ j*mesh.NX 4 kxmesh NX+mesh NY;
particle_x [index] += DT % particle_velocity_x [index];
particle_y [index] += DT % particle_velocity.y [index];
particle_z [index] += DT x particle_velocity_z [index];
}

gdzie particle x jest wektorem zawierajacym potozenie czastek a
particle velocity_x wektorem zawierajacym ich predkosci.

Kod, ktory ma by¢ wykonywany na karcie graficznej powinien znajdowadé sie
w tzw. jadrach (kernelach) tj. osobnych funkcjach poprzedzonych stowem klu-
czowym __global__. Funkcje te zawsze zwracaja typ void. Nalezy pamigtac, ze
z punktu widzenia programisty kod jadra wykonywany jest przez wszystkie jed-
nostki obliczeniowe (procesory strumieniowe) jednoczesnie i nalezy go napisac tak,
aby do kazdego procesora trafila odpowiednia porcja danych. Pojedynczy proces
obliczeniowy przetwarzajacy kod kernela nazywany jest watkiem. Poniewaz moz-
na zadaé liczbe uruchamianych watkéw wykonujacych dane jadro, wystarczy wiec

zapisa¢ w nim zawartos¢ petli przedstawionej powyzej:

__global__ void particle.movement (int NX, int NY, int NZ,
double xd_particle_velocity_x ,
double xd_particle_velocity_y ,
double xd_particle_velocity_z ,
double *xd_particle_x ,
double xd_particle_y ,
double xd_particle_z)

{
int idx = blockldx.xx*blockDim.x+threadldx.x;
int idy = blockldx.y*blockDim.y+threadldx.y;
int idz = blockldx.zxblockDim.z+threadldx.z;

if( idx<NX && idy<NY && idz<NZ)

int index = idx 4+ idy*NX + idz*NX«NY;
d_particle_x [index] += DT % d_particle_velocity_x [index];
d_particle_y [index] += DT % d_particle_velocity_y [index];
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d_particle_z[index] += DT % d_particle_velocity_z [index];

}

__syncthreads ();

Watki moga by¢ ustawiane w jedno-, dwu- lub tréjwymiarows siatke aby lepiej
dopasowa¢ sie do przetwarzanych danych. W powyzszym przyktadzie obliczenia
prowadzone sg na tréjwymiarowej siatce strukturalnej i dlatego watki takze zo-
staly utozone w tréjwymiarowa strukture. Szczegdty ustawienia i uruchomienia
watkéw podane sa w dalszej czesci tego rozdziatu. Siatke watkow mozna podzielié¢
na bloki. Kazdy blok oraz kazdy watek w bloku ma swéj unikalny numer dzieki
czemu mozna okresli¢ pozycje danego watku w siatce, a tym samym przyporzad-
kowaé do niego odpowiednig porcje danych. Pozycja watku w bloku zapisana jest
w zmiennej threadIdx, ktéra ma trzy elementy, dla kazdego z kierunkéw (x,y,z),
a pozycja bloku w siatce zapisana jest w zmiennej blockIdx. Wielkos¢ bloku
zapisana jest w zmiennej blockDim. Poniewaz wielko$¢ struktury watkéw jest
wielokrotnoscia wielkosci bloku to moze si¢ zdarzy¢, ze bedzie ona wigksza niz
siatka wezléw numerycznych w ktérych nalezy prowadzi¢ obliczenia. Zatem aby
zapobiec dostepom poza zadany obszar pamigci badany jest warunek if (idx<NX
&& idy<NY && idz<NZ) sprawdzajacy czy dany watek nie wychodzi poza siatke
numeryczna. Dalej obliczenia sa prowadzone tak, jak wewnatrz petli dla proceso-
ra sekwencyjnego. Aby wyréznié¢ obliczenia prowadzone na danych znajdujacych
sie w pamieci karty graficznej nazwy tych danych oznaczone sg przez przedrostek
d_.

Tak przygotowane jadro nalezy uruchomié z wnetrza programu gtéwnego. Aby
mozna byto to zrobié¢ nalezy najpierw skopiowa¢ wszystkie potrzebne dane na kar-
te graficzna. Wykonywane jest to w dwdch etapach. Najpierw nalezy zaalokowaé
potrzebng, przestrzen w pamieci GPU,

double *xd_particle_velocity_x,
x*d_particle_velocity.y ,
*d_particle_velocity_.z;

cudaMalloc( (void xx) &d_particle_velocity_x ,
sizeof (double) * (meshNX*meshNY*meshNZ) );

cudaMalloc( (void xx) &d_particle_velocity_y ,
sizeof (double) * (meshNX*meshNY«meshNZ) );

cudaMalloc( (void xx) &d_particle_velocity_z ,
sizeof (double) * (meshNX*meshNY*meshNZ) );

double xd_particle_x , xd_particle.y , xd_particle_z;

cudaMalloc( (void xx) &d_particle_x

sizeof (double) * (meshNX*meshNY«xmeshNZ) );
cudaMalloc( (void =*x) &d_particle_y ,

sizeof (double) * (meshNX*meshNY*meshNZ) );
cudaMalloc( (void xx) &d_particle_z ,
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sizeof (double ) * (meshNX*meshNYs*meshNZ) );

a nastepnie przestaé¢ dane przygotowane na CPU

cudaMemcpy (d_particle_velocity_x , x_zero,
sizeof (double ) * (meshNX*meshNY*meshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

cudaMemcpy (d_particle_velocity_.y , x_zero,
sizeof (double) * (meshNX*meshNY*xmeshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

cudaMemcpy (d_particle_velocity_-z , x_zero,
sizeof (double)* (meshNX*meshNY*meshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

cudaMemcpy (d_particle_.x , particle_x,
sizeof (double)* (meshNXxmeshNY*meshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

cudaMemcpy (d_particle_y , particle_y ,
sizeof (double ) * (meshNX*meshNY*meshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

cudaMemcpy (d_particle_z , particle_z ,
sizeof (double) * (meshNX*meshNY*xmeshNZ) ,
cudaMemcpyHostToDevice ) ;

Uruchomienie obliczen wykonywane jest poleceniem

particle.movement <<<dimGrid, dimBlock>>>(meshNX, meshNY, meshNZ,
d_particle_velocity_-x ,
d_particle_velocity_y ,
d_particle_velocity_z ,
d_particle_x ,
d_particle_.y ,
d_particle_z);

Wywotanie to rézni sie od wywolania zwyklej funkcji napisanej w jezyku
C przez dodanie w potréjnych nawiasach parametréw uruchomienia. Zmienne
dimGrid i dimBlock okre$laja odpowiednio liczbe blokéw w siatce oraz liczbe
watkow w bloku i musza zostaé zdefiniowane wczesniej w kodzie. Przyktadowo:

dim3 dimBlock;
dim3 dimGrid;

int block_size_x = §;
int block_size_.y = 8;

int block_size_z = 8;

dimBlock.x = block_size_x;
dimBlock.y = block_size_y;
dimBlock.z = block_size_z;
dimGrid.x = meshNX / block_size_x;

dimGrid.y = meshNY / block_size_y;
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dimGrid.z = meshNZ / block_size_z;

if (meshNX % block_size_x !=0 ) dimGrid.x+=1;
if (meshNY % block_size_y !=0 ) dimGrid.y+=1,;
if (meshNZ % block_size_z !=0 ) dimGrid.y+=1;

Taki zapis oznacza przygotowanie tréjwymiarowej struktury watkow oblicze-
niowych, ktérej bloki beda mialy wymiar (dimBlock) 8 x 8 x 8. Liczba blokéw w
kazdym kierunku siatki watkéow (dimGrid) jest wyznaczana jako iloraz rozmiaru
siatki i liczby blokéw. Jezeli rozmiar siatki numerycznej nie jest wielokrotnoscia
rozmiaru bloku to pozostaja watki, ktére nie naleza do zadnego bloku. Dlatego
nalezy w danym kierunku doda¢ jeszcze jeden blok.

Do kompilacji kodu napisanego w jezyku ,,C for CUDA” uzywany jest spe-
cjalny kompilator o nazwie nvcc dostepny do pobrania za darmo ze strony http:
//www.nvidia.com/cuda. Najprostszy program kompiluje sie poleceniem [3]

nvcc czastki.cu -o czastki

W wyniku kompilacji powstaje plik wykonywalny, ktory po uruchomieniu
przeprowadzi obliczenia numeryczne na karcie graficznej.

6.2. Program do rozwigzywania réwnania Poissona

Roéwnanie Poissona ma postac:

2 2 2
g;ﬁ + gyzé} + g;ﬁ = —f(z,y,2), (6.1)
gdzie ¥ (x,y, z) jest nieznanym polem skalarnym, a f(z,y, z) funkcja prawej stro-
ny.

Siedmiopunktowa dyskretyzacja réwnania Poissona na siatce numerycznej

(thg, jhy, kh), zaktadajac dodatkowo réwne kroki siatki we wszystkich kierun-
kach (hy = hy = h, = h), bedzie miala ostateczna postaé:

Vi g1 F Vi1 e+ Vis1 e — 6%ij e+ Vi1 + i1k +Vije—1 = fijkh®, (6.2)
gdzie indeks i odnosi sie do osi z (z; = ih), i = 0,1,2,..., N, indeks j do osi
y (yj = jh), j =0,1,2,..., N, a indeks k do osi z (2, = kh), k =0,1,2,...,N,.
Otrzymywany uklad réwnan algebraicznych dla wartosci w weztach siatki nu-
merycznej bedzie rozwiazywany metodami iteracyjnymi. Zapis macierzowy tego
uktadu jest postaci

Ay = f, (6.3)
gdzie A jest macierza rzadka, siedmioprzekatniows zawierajaca wspolczynniki
dyskretyzacji.


http://www.nvidia.com/cuda
http://www.nvidia.com/cuda
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6.2.1. Metody iteracyjne

Uktad réwnan algebraicznych postaty po dyskretyzacji réwnania Poissona mo-
ze byé rozwiazywany metodami dokladnymi (takimi jak FPS) lub iteracyjnymi.
Obliczenia w metodach doktadnych sg sekwencyjne i nie sg one w stanie w pelni
wykorzysta¢ mozliwosci jakie daje karta graficzna. Dlatego do pracy zostata uzyta
metoda wielosiatkowa. Y.aczy ona zaréwno dobra zbieznosé obliczen jak i mozli-
wo$¢ efektywnego zréwnoleglenia. W schemacie metody wielosiatkowej wykorzy-
stywane sg prostsze metody iteracyjne takie, jak metoda Jacobiego czy metoda
Gaussa-Seidla.

Metoda Jacobiego

W metodzie Jacobiego proces iteracyjny przebiega nastepujaco [12]:

n 1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
1/J§, )k 6 (fi,i,khQ + ¢§,j,k+)1 + ¢£j+1?k - d’z‘(ﬂ,j?k + wzgfld%)k + wi(dfl?’f + wg:j:kjl) ’

(6.4)
gdzie n jest numerem iteracji. Zdefiniujmy blad rozwiazania jako:

657]% = Ujjk — T/JEZ)M (6.5)
gdzie u jest rozwigzaniem doktadnym. Mozemy przeksztalci¢ wzér (6.4) do po-
staci:

m _ Ll m-1 | (-1 | (1) | (1) | (n-1) | (n-1)
Ciik = g (ei,j,k—i-l te ikt jeteioje T i1kt ez‘,j,k—l) . (6.6)

Widaé zatem, ze btad w kazdej kolejnej iteracji jest usrednieniem wartosci bte-
déw w weztach sasiednich z poprzedniej iteracji. Skutkiem tego nastepowadé bedzie
wygtadzanie bledu. Stad wlasnie inna nazwa tych metod, uzywana w kontekscie
metody wielosiatkowej, metody wygladzajace blad (ang. smoothers). Przyktad
iteracji metoda Jacobiego dla jednowymiarowej funkcji znajduje sie na rys. 6.3.

Metoda Gaussa-Seidela z czerwono-czarnym numerowaniem wezlow

Kolejna metoda iteracyjna do rozwiazywania uktadéw rownan liniowych jest me-
toda Gaussa-Seidla [12, 97]. W algorytmie sekwencyjnym obliczenia dla weztéw
siatki moga by¢ wykonywane w kolejnosci leksykograficznej przedstawionej na
rys. 6.4. Mozna zauwazy¢, ze dla wybranego wezla istnieja juz nowe wartosci w
weztach o nizszych numerach. Dla przykladu przy wyznaczaniu nowej wartosci w
wezle 13 korzystamy z wartosci niewiadomych z weztéw 12 i 8, dla ktorych ist-
nieja juz nowe wartosci. Mozna wykorzystaé ten fakt i przepisa¢ réwnanie (6.4)
w postaci:
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Rysunek 6.3: Wygladzanie metoda Jacobiego dla jednowymiarowego réwnania
Poissona. Niebieska linig przerywana zaznaczone jest rozwiazanie, czerwong linia
przerywang losowe przyblizenie poczatkowe. Liniami cigglymi zaznaczone sg roz-
wiazania otrzymane po 3 iteracjach (z0lty), 6 iteracjach (zielony) i 94 iteracjach
(niebieski).

‘Z’z(?)k = é (fiu}kh2 + 1/’1(%21 + 7/’1(7;& + ﬂ’fﬁ?h + wz@l,j,k + @Z’z(?)—lk + 1/’1‘(3,)14—1) .
(6.7)
Dzieki temu metoda Gaussa-Seidla wymaga mniejszej liczby iteracji do osia-
gniecia zadanej zbieznosci niz wezesniej przedstawiona metoda Jacobiego. Nieste-
ty w postaci (6.7) nie da sie jej wykorzystaé¢ w obliczeniach réwnoleglych poniewaz
obliczenia dla poszczegblnych weztéw siatki (zmiennych) nie beda niezalezne.
Dla siatek strukturalnych mozliwe jest rozbicie obliczen na dwa etapy. Siat-
ka obliczeniowa zostaje podzielona na dwie czesci tak, jak to jest przedstawione
na rys. 6.5. W pierwszym etapie obliczenia prowadzone sa jedynie dla wezléw
przestawionych na rysunku kolorem czarnym. Jak wida¢, do obliczen sa potrzeb-
ne jedynie wartosci niewiadomych z czerwonych weztéw. Dzieki temu wszystkie
obliczenia sg niezalezne i mozna je wykonaé¢ réwnolegle. W drugim etapie oblicze-
nia prowadzone sa tylko dla weztéw oznaczonych czerwonym kolorem. Réwnanie
(6.7) mozemy przepisa¢ do postaci:

wB(n) —

2 R(n—1) R(n—1) R(n—1) R(n—1) R(n—1) R(n—1)
o = g (fuiwh® +oiey ot +ofo) + ol ot eliy),

(6.8)

=
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Rysunek 6.4: Leksykograficzna nu- Rysunek 6.5: Czerwono-czarna nu-
meracja wezlow. meracja wezlow.

¢ﬁ$h:éQﬁﬂﬂ+¢ﬂ%¢+¢5ﬂ$+wgﬁx+¢5ﬁ$+¢gﬂﬁ+wﬂﬁ4)

(6.9)
gdzie indeks R odnosi si¢ do weztéw zaznaczonych na czerwono, natomiast B do
weztow ,czarnych”.

Przyktad iteracji metoda Gaussa-Seidla dla jednowymiarowej funkcji znajdu-
je sie na rys. 6.6. Juz po pierwszych 3 iteracjach rozwiazanie jest znaczaco mniej
nieregularne (poszarpane) niz przyblizenie poczatkowe. Poréwnujac wyniki do
metody Jacobiego (rys. 6.3) widaé¢ szybsza zbieznos¢ metody Gaussa-Seidla oraz
mocniejszy efekt wygladzania. Zaleznos¢ liczby potrzebnych iteracji do osiggnie-
cia zadanej dokladno$ci obliczanej jako najwiekszy co do wartoéci bezwzglednej
element wektora residuéw

max|r;| i=1,2,...,N, (6.10)

gdzie N jest liczba weztéw dla przypadkéw przedstawionych na rys. 6.3 i rys. 6.6
przedstawiona jest w Tabeli 6.1.

Tabela 6.1: Liczba iteracji metodami Jacobiego i Gaussa-Seidla potrzebna do
osiagniecia zadanej doktadnosci.

Doktadnos$¢ | Metoda Jacobiego \ Metoda Gaussa-Seidla ‘

107! 94 3
1072 936 6
1073 1996 26
107% 2996 145
10-° 4026 439
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Rysunek 6.6: Wygladzanie metoda Gaussa-Seidla dla jednowymiarowego réwna-
nia Poissona. Niebieska linia przerywana zaznaczone jest rozwiazanie, czerwona
linig przerywana losowe przyblizenie poczgtkowe. Liniami cigglymi zaznaczone
sa rozwiazania otrzymane po 3 iteracjach (z6lty), 6 iteracjach (zielony) i 94 ite-
racjach (niebieski).

SOR

Wprowadzmy oznaczenie dla wynikéw otrzymanych po dwéch krokach metody
Gaussa-Seidla z czerwono-czarna numeracja weztow:

g = (6.11)

Aby poprawi¢ wlasnosci wygtadzajace podanych metod mozemy wprowadzié¢
dodatkowo wspoétczynnik relaksacyjny w. Wynik jednej iteracji ma wtedy postaé

9 =0l + o [l - w530 (6.12)

Wtasciwie dobrana wartos¢ w moze poprawi¢ wilasnosci wygladzajace me-
tod iteracynych [98]. Zachowanie bledu charakteryzuja wartosci i funkcje wlasne
macierzy (6.3). W celu lepszego zobrazowania wlasnosci wygladzajacych algoryt-
mu iteracyjnego rozwazania zostana podane dla przypadku jednowymiarowego,
—327%’ = 0 w przedziale (0, 1) z podziatem jednorodnym na N punktéw. Dla tego
przypadku funkcje i wartosci wlasne maja postaé [98]:

wy; = sin(lrx;), 1=1,...,N —1, (6.13)
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N(w) =1 — wsin?(Irh). (6.14)

Btad rozwiagzania mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera przy pomocy
wektoréw wlasnych [98]:
N-1

e= Z oy (6.15)

=
Po jednej iteracji metoda Jacobiego badz Gaussa-Seidla btad bedzie mial
postaé [98]:

N-1
e = Z Aoy, (616)

=1
Zatem wartosci wlasne mozemy traktowaé jak wspdlczynnik tlumienia. Na
rysunku 6.7 przedstawione sa warto$ci wlasne w zaleznosci od liczby falowej [
sparametryzowane wartosciami w. Widaé, ze w zaleznosci od wybranego wspol-
czynnika relaksacji w otrzymujemy rézne wartosci wlasne. Widaé takze, ze we
wszystkich przypadkach najmocniej thumione beda sktadowe szybkozmienne (du-

ze wartosci 1), a najstabiej — wolnozmienne (mate wartosci 1)

1
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T
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=
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Wartosci wlasne, 4;
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Rysunek 6.7: Wartosci wlasne w funkeji liczby falowej [1]

6.2.2. Metoda dwusiatkowa

Podstawowa idea metody wielosiatkowej wynika z obserwacji, ze dla metody Ja-
cobiego czy Gaussa-Seidla szybkozmienne sktadowe bledu sa szybciej redukowa-
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ne niz sktadowe wolnozmienne. Nalezy zauwazy¢, ze jezeli zastosujemy rzadsza
siatke, to na niej szybciej beda niwelowane sktadowe bledu o nizszych czesto-
tliwodciach niz to mialo miejsce na siatce gestej. Rozwazmy zatem zagadnienie
brzegowe dla dyskretnego réwnania eliptycznego w obszarze €0, postaci [98]:

Lpup = fr, (). (6.17)
gdzie uy, jest nieznanym rozwiazaniem tego uktadu réwnan. Wprowadzmy wektor
bledu (e,(zn)) i wektor residuéw T;ln) dla pewnego przyblizenia rozwigzania ugzn)

r™ = f, — L™, (6.19)

Wstawiajac (6.18) 1 (6.19) do (6.17) otrzymujemy:

Lpel™ =", (6.20)

To réwnanie mozna rozwigzaé¢ a nastepnie wyznaczony blad e,(ln) dodaé¢ do
rozwiazania réwnania (6.17). W metodzie dwusiatkowej do znalezienia poprawki
wykorzystywana jest rzadsza siatka (rys. 6.8). Schemat obliczen jest nastepujacy
[98]:

1. Najpierw nalezy wykonaé¢ pewng zadana liczbe iteracji v wybrang metoda

wygladzajaca btad (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR). Otrzymany w ten sposob
wektor rozwiazania mozna zapisa¢ nastepujaco

iy = & (w”, Ly, fn) (6.21)
gdzie ®** oznacza wykonanie v iteracji metoda wygtadzajaca btad.
2. Obliczane sa residua ze wzoru (6.19)
A = gy — Lyl (6.22)

3. Wartosci wektora residuéw rzutowane sa na rzadsza siatke za pomoca ope-
ratora [ }f] :

A = 1. (6.23)

4. Na rzadszej siatce dokladnie rozwiazywane jest réwnanie (6.20)

Lyel® =M. (6.24)
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5. Otrzymane rozwigzanie interpolowane jest na gesta siatke za pomoca ope-
ratora I%

e = e (6.25)

I dodawane jest jako poprawka do wektora niewiadomych ﬁén)

a\™ = a4 el (6.26)

6. Na koniec wykonywane jest ponowne wygtadzanie bledu wybrang metoda

u{" = g (ag”) Ly, fh) : (6.27)

W ten sposéb konczy sie pojedyncza iteracja metody dwusiatkowej. Dokladne
rozwigzanie na rzadszej siatce pozwolilo na wyeliminowanie sktadowych bledu,
ktore sa wolno zbiezne przy wykorzystaniu metod wygtadzajacych na siatce ge-
stej.

oh 2h_ %h
A7 e =r

Rysunek 6.8: Idea metody dwusiatkowe;j

6.2.3. Metoda wielosiatkowa (Multigrid method)

Metoda wielosiatkowa stanowi rozwiniecie metody dwusiatkowej. Zamiast roz-

wiazywaé dokladnie zagadnienia na blad na siatce rzadszej egn) wywoluje sie

rekurencyjnie schemat wygtadzania wektora niewiadomych i przejscia na coraz
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rzadsze siatki. Powtarzane jest to do momentu osiagniecia najrzadszej, zalozonej
siatki, na ktérej otrzymane zagadnienie rozwiazywane jest dokladnie.

Cykl V

Schemat cyklu V przedstawiony jest na rys. 6.9. Obliczenia rozpoczynaja sie z
poziomu najgestszej siatki. Na tym poziomie wykonuje sie zadana liczbe iteracji
wybrang metoda relaksacyjna (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR). Nastepnie wyliczany
jest wektor residuéw. Wektor ten postuzy za wektor prawych stron w rozwiazy-
waniu zagadnienia na rzadszej siatce. Zostaje on przeniesiony na wezly rzadszej
siatki. Przykladowymi metodami uzywanymi w tym etapie sa [98]

e metoda wstrzykniecia (ang. injection), polegajaca na przypisaniu weztom
rzadszej siatki wartosci w odpowiadajacym im weztom gestszej siatki,

e metoda pelnego wazenia (FW - ang. full-weighting), przypisujaca weztom
siatki rzadkiej srednig wazona z wartosci w weztach odpowiadajacych i sg-
siednich na siatce gestej z wagami odpowiednio

IPh=11/4 1/2 1/4], (6.28)

dla przypadku dwuwymiarowego operator ten ma postac

1 1 21
= — :
i 16 2 4 2|, (6.29)
2 1
a dla tréjwymiarowego:
1 2 1 1
2 4 2
1 21
1 2 4 2
= — : :
A ol 4 8 4 (6.30)
2 4 2
1 2 1
2 4 2
i 12 1

e metoda poléwkowego wazenia (HW - ang. half-weighting), dla ktérej dwu-
wymiarowa postaé operatora przedstawia sie nastepujaco:

2= 1

S = O

10
411, (6.31)
10
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a tréojwymiarowa nastepujaco:

1
1
) A —— 1 6 1 . 6.32

Na nizszym poziomie za rozwigzanie poczatkowe przyjmuje sie wektor zerowy.
Ponownie stosuje si¢ zadang liczbe iteracji wybrana metoda iteracyjna, wylicza
residua i przechodzi poziom nizej. Schemat ten powtarzany jest do osiagniecia
najnizszego zadanego poziomu, gdzie otrzymane zagadnienie rozwiazywane jest
doktadnie dowolna metoda. Otrzymane wyniki interpolowane sg na gestsza siatke
wyzszego poziomu i jako poprawka rozwigzania dodawane sg do aktualnego wek-
tora niewiadomych na danym poziomie. Na tym poziomie ponownie wykonywana
jest zadana liczba iteracji wybrang metoda relaksacyjna. Otrzymane rozwigzanie
interpolowane jest na wyzszy poziom i dodawane jako poprawka. Proces ten po-
wtarzany jest do momentu dojécia do najwyzszego poziomu (oznaczonego jako
H na rys. 6.9). W ten sposéb konczy sie jeden cykl V. Proces ten powtarzany
jest iteracyjnie do uzyskania zadanej doktadnosci rozwigzania.

A= A y'= fh
. rh:f'h_Ahuh Z/lh:uh +e/’1 .

2h__ y2h o 2h 2h _ z2h l h
IU= A7 e =f 67:1211‘3211
2h 2h 2h 2h
ro= —A7e :
f .Azhezh :fzh

4h__ y4h 2h 4h  4h 4h 2h 2h 4h
S =1y .A e =f e'=e’ +]4h
h 4h
ro=f"-—-4"e 4h _4h 4h
.A ‘e :f

SU=1ar k A ="+ 1ge™
fell=p

Rysunek 6.9: Schemat cyklu V dla metody wielosiatkowe;j
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Cykl FMG (Full multigrid method) - Pelna metoda wielosiatkowa

Najwiekszym problemem wykonywania obliczen cyklem V jest brak odpowied-
niego przyblizenia poczatkowego. Ten problem zostaje rozwigzany w cyklu FMG,
czyli tzw. pelnej metodzie wielosiatkowej. Obliczenia rozpoczynane sg na naj-
nizszym poziomie od dokladnego rozwiazania zagadnienia na najrzadszej siatce.
Wynik ten jest interpolowany na gestsza siatke i rozpoczynany jest cykl V dla
tego poziomu. Otrzymany wynik ponownie jest interpolowany na gestszg, siatke i
rozpoczynany jest cykl V. Proces ten jest powtarzany do osiagniecia najgestszej
siatki. Osiagniete w ten sposéb rozwiazanie stanowi przyblizenie poczatkowe do
petnego cyklu V. Jedna iteracja cyklu FMG daje doktadno$é¢ obliczen na pozio-
mie bledu dyskretyzacji zagadnienia [98]. W wiekszosci zastosowan cykl FMG
jest najbardziej efektywna forma metody wielosiatkowej [98]. Cykl FMG zostal
przedstawiony na rys. 6.10

/ N\ /

[ ) o/.\o o/ \0 0/
NSNSV

Rysunek 6.10: Schemat pelnej metody wielosiatkowej

6.2.4. Badania numeryczne implementacji metod iteracyjnych na
karcie graficznej

Metoda Jacobiego

Zadaniem testowym bylo trojwymiarowe rownanie Poissona, ze znanym rozwia-

zaniem:

Y (z,y,z) =100zyz(x — 1)(y — 1)(z — 1), =x,y,z € [0,1] (6.33)

Testowane byly rézne rodzaje pamieci (pamie¢ wspéldzielona i pamieé tek-
stur) oraz rozszerzona siatka numeryczna (rys. 6.11) pozwalajaca na wyelimino-
wanie z kodu jadra instrukeji warunkowych. Pozwala to na przyspieszenie obliczen
ale jednoczesnie zwigksza ilosci potrzebnej pamieci. Parametry siatki i otrzyma-
nych przyspieszen wzgledem obliczen na CPU sg przedstawione w Tabeli 6.2.
W kazdym tescie wykonano 100 iteracji metoda Jacobiego. Obliczenia byty pro-
wadzone na: CPU (Intel Core 2 Quad Q9550), TESLA GPU (NVIDIA TESLA
S1070) i FERMI GPU (NVIDIA GFX 480).
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Rysunek 6.11: Powigkszona siatka numeryczna pozwalajaca na eliminacje z kodu
jadra instrukcji warunkowych (opis w sekcji 5.2) poprzez umieszczenie wartosci
brzegowych

Tabela 6.2: Osiagniete przyspieszenie dla metody Jacobiego.

TESLA TESLA TESLA FERMI
Rozmiar siatki pamiec pamieé | bez instrukcji | bez instrukcji
wspoéldzielona | tekstur | warunkowych | warunkowych
32x32x32 4.05 6.61 6.94 12.32
64x64x64 17.71 26.32 31.26 52.82
128x128x128 24.78 29.95 43.67 58.89
256x256x256 25.47 24.59 41.92 60.96

Przedstawione wyniki pokazuja, ze przyspieszenie obliczen zalezy zaréwno od
wykorzystanego typu pamieci, jak i wielkoéci obszaru obliczeniowego. Uzyskane
przyspieszenia na poziomie 50 — 60 sa potwierdzeniem duzych mozliwosci kart
graficznych i uzasadniaja dalszg prace podjeta przy implementacji metody VIC
na GPU.

Testy metody wraz z uzyskanymi przyspieszeniami zostaly opublikowane w
artykutach autorskich [58, 52, 51, 54].

Metoda Gaussa-Seidla z czerwono-czarng numeracja wezléw

Rozwiazanie réwnania Poissona (6.33) postuzyla réwniez do przeprowadzenia te-
stu dla metody Gaussa-Seidla z czerwono-czarng numeracja weztow. Wykorzy-
stano w nim siatke taka, aby nie wykonywaé operacji warunkowych na GPU (rys.
6.11). Parametry siatki oraz otrzymane wartosci przyspieszen podane sa w Tabeli
6.3. W kazdym tescie wykonano 100 iteracji metoda Gaussa-Seidla. Obliczenia
byly prowadzone na: CPU (Intel Core 2 Quad Q9550), TESLA GPU (NVIDIA
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TESLA S1070) i FERMI GPU (NVIDIA GFX 480).

Tabela 6.3: Osiagniete przyspieszenia dla metody Gaussa-Seidla z czerwono-
czarng numeracja weztow.

TESLA FERMI
Rozmiar siatki | bez instrukcji | bez instrukeji
warunkowych | warunkowych

32x32x32 11.17 45.06
64x64x64 26.11 63.01
128x128x128 35.95 88.62
256x256x256 31.22 89.47

Uzyskano przyspieszenia na poziome 80 — 90 razy. Test potwierdzil wnioski z
wczesniejszych badan.

Testy metody wraz z uzyskanymi przyspieszeniami zostaly opublikowane w
artykulach autorskich [58, 52, 51, 54].

Metoda wielosiatkowa

Testy zostaly przeprowadzone dla tréjwymiarowego réwnania Poissona, ze zna-
nym rozwiazaniem:

Y (z,y, z) = sin(2rx) - sin(2my) - sin(27z), z,y,z € [0,1]. (6.34)

7, dwoma rodzajami warunkéw brzegowych. Badane byty warunki brzegowe
typu Dirichleta oraz okresowe. Przygotowane siatki mialy 2" 4+ 1 weztéow w kaz-
dym kierunku, gdzie n byto numerem poziomu. Jako metoda wygladzania zosta-
ta wykorzystana metoda SOR Gaussa-Seidla z czerwono-czarnym numerowaniem
wezlow oraz w = 1.15 [98]. Przeniesienie wartosci na nizsze poziomy siatki by-
to realizowane przy pomocy metody ,pelnego wazenia” (6.28). Rozwiazanie na
najnizszym poziomie (siatka o liczbie weztéw 3 x 3 x 3) bylo otrzymywane ite-
racyjnie metoda Gauss-Seidla. Maksymalna warto$¢ residuéw dla rozwiazania na
tym poziomie siatki zostala przyjeta jako 10~%. Przeniesienie wartoéci na siatke
gestsza byto realizowane za pomocsg interpolacji liniowej.

Dla obydwu cykli przetestowane zostaly rézne konfiguracje liczby iteracji wy-
gladzania bledu. Dla cyklu V do testéw wybrana zostala konfiguracja z trzema
iteracjami metoda RBGS przy przechodzeniu na rzadsza siatke (11 = 3) 1 czte-
rema iteracjami metoda RBGS przy przechodzeniu na gestsza siatke (o = 4).
Konfiguracja taka bedzie oznaczana jako V(3,4). Zatrzymywanie obliczen naste-
powalo w momencie gdy maksymalna wartoé¢ residuéw dla najgestszej siatki
nie przekraczata wartosci 1078. W cyklu FMG wykonywana byla jedna iteracja
z konfiguracja FMG(8,0). Wyniki otrzymanych przyspieszen wzgledem metody
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EBFES EMGD mFMG B FES EMGD mFMG

14 12

65x65x65 129x129x129  257x257x257 B65x65x65 129x129x129  257x257x257
Rozmiar siatki

Przyspieszenie
o N &~ O

Przysieszenie
x»

Rozmiar siatki

Rysunek 6.12: Przyspieszenie metody wielosiatkowej (MGD) i pelnej metody wie-
losiatkowej (FMG) wzgledem szybkiej metody rozwiazywania réwnania Poissona
(FES) dla warunkéw brzegowych typu Dirichleta (lewa strona) i okresowych wa-
runkow brzegowych (prawa strona). Warunkiem zatrzymania obliczen bylo dla
metody wielosiatkowej uzyskanie maksymalnej wartosci residuéw dla najgestszej
siatki mniejszej niz 10~8. W cyklu FMG wykonywana byla jedna iteracja.

Fast Elliptic Solver z biblioteki Fishpack [96] dzialajacej na jednym rdzeniu znaj-
duja sie na rys. 6.12. W Tabeli 6.4 i Tabeli 6.5 umieszczone zostaly informacje o
osiggnietych dokladnosciach poszczegdlnych metod. Obliczenia byly prowadzone
na: CPU (Intel Core i7 960) oraz GPU (NVIDIA GTX 480).

Tabela 6.4: Blad numeryczny otrzymany dla réznych metod dla przypadku z
warunkami brzegowymi typu Dirichleta.

Rozmiar siatki | FES(CPU) | MGD(GPU) | FMG(GPU) |

65x65x65 8.0358e-4 8.0358e-4 8.1833e-4
129x129x129 | 2.0082e-4 2.0082e-4 2.0374e-4
257Tx257x257 | 5.0201e-5 5.0201e-5 5.0757e-5

Tabela 6.5: Blad numeryczny otrzymany dla réznych metod dla przypadku z
okresowymi warunkami brzegowymi.

Rozmiar siatki | FES(CPU) | MGD(GPU) | FMG(GPU) |

65x65x65 8.0358e-4 8.0358e-4 8.2968e-4
129x129x129 | 2.0082e-4 2.0082e-4 2.0546e-4
257x257x257 | 5.0201e-5 5.0201e-5 5.0835e-5

Skroty uzyte w Tabeli 6.4 i Tabeli 6.5 oraz rys. 6.12: FES - Fast Elliptic
Solver, MGD - metoda wielosiatkowa, FMG - pelna metoda wielosiatkowa.

Przedstawione doktadnosci numeryczne pokazuja zaréwno poprawnosé¢ imple-
mentacji metody na karcie graficznej, jak i jej przydatno$é do rozwigzania tego
zagadnienia. Na najwickszej siatce numerycznej dla cyklu V uzyskano ok. dwu-
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krotne przyspieszenie obliczen wzgledem metody FES. Nie jest to znaczaca war-
tos¢ ale pozwala na przeniesienie calego algorytmu VIC na GPU i z tego powodu
jest przydatna. Duzo lepiej w tym Swietle wypada cykl FMG. Przyspieszenie na
poziomie 10 — 12 jest zadowalajace i pozwala na znaczace przyspieszenie catego
algorytmu w metodzie czastek wirowych VIC na GPU.

Testy metody wraz z uzyskanymi przyspieszeniami zostaly opublikowane w
artykulach autorskich [49, 54].

6.3. Badania numeryczne implementacji metody VIC na
GPU dla ptynu nielepkiego

Po opracowaniu programu realizujacego metode wielosiatkowa na GPU oraz za-
implementowania wszystkich elementéw metody VIC caly kod mégt byé uru-
chomiony na GPU bez potrzeby ciaglego przesylania danych pomiedzy CPU a
GPU wedlug schematu pokazanego na rys. 6.2. Dane poczatkowe byly przygo-
towywane na CPU i przesylane na GPU. Od tego momentu wszystkie operacje
byty wykonywane na karcie graficznej, a transfer do pamieci RAM gospodarza
byt wykonywany jedynie w momencie zapisu do pliku.

Aby sprawdzi¢ poprawnos¢ nowej implementacji wykonano obliczenia spraw-
dzajace. Zadaniem testowym bylo wyznaczenie predkosci przemieszczania sie
pierscienia wirowego. Obliczenia byly prowadzone na karcie graficznej. Otrzy-
mane wyniki zostaly poréwnane z warto$ciami teoretycznymi i wynikami z sekcji
4.2.

Dla cienkiego pierécienia wirowego o cyrkulacji I' predko$¢ przemieszczania
wyrazana jest przez wzor Kelvina (4.1) oraz wzér Hicksa (4.2).

Zostaly wykonane cztery testy numeryczne. Poczatkowe wymiary pierscienia
wynosily ¢, Ry = 1.5, 79 = 0.3 (rys. 4.1), a cyrkulacja pierScienia byla zmieniana
z zakresie I' € [0.25,1.00]. Obszar obliczeniowy mial wymiary 27 x 27 x 2. Sitaka
numeryczna miata 129 x 129 x 129 weztéw. Na wszystkich brzegach zostaty zadane
okresowe warunki brzegowe.

Do rozwiazania réwnan ruchu czastek wirowych wykorzystywana byta metoda
Rungego-Kutty czwartego rzedu z krokiem czasowym At = 0.01. Obliczenia byty
prowadzone na procesorze Intel Core i7 960 oraz karcie graficznej NVIDIA GTX
480, a ich wyniki przedstawione sa na rys. 6.13 and rys. 6.14.

Jak widaé¢ na rys. 6.13 wyniki obliczen na CPU i GPU sa niemal identyczne.
To pokazuje poprawnos$¢ przeniesienia metody na karte graficzna. Odchylenie
wynikéw numerycznych od wartosci teoretycznych zostato oméwione w sekcji 4.2.

Czas obliczen programu wykorzystujacego karte graficzna w obliczeniach byt
46 razy krétszy niz programu dzialajacego na procesorze. Jest to bardzo duze
przyspieszenie.

Przedstawione wyniki zostaly opublikowane w artykutach autorskich [50, 54].
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Rysunek 6.13: Wyniki dla metody VIC po 600 krokach czasowych (t = 6.0) dla
przypadku I' = 1.00 i 129 weztéw numerycznych w kazdym kierunku. Lewa strona
- wyniki otrzymane na CPU, prawa - GPU

—&— wzor Kelvina —¥— wzér Hicksa —8— GPU ——CPU
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Rysunek 6.14: Predkos¢ pierscienia wirowego w funkcji cyrkulacji dla obliczen
prowadzonych na CPU i GPU

6.4. Rozwigzywanie rownania dyfuzji

Ostatnim elementem algorytmu VIC przedstawionego w rozdziale 3 jest rozwia-
zanie réwnania dyfuzji symulujacego zmiane wirowosci czgstki spowodowanag lep-
koscia plynu.

Roéwnanie dyfuzji ma postaé:

Z—j =rvAw, (6.35)
gdzie w jest wektorem wirowosci a v kinematycznym wspdlczynnikiem lepkosci
plynu.

Dyskretyzacja przestrzenna tego zagadnienia, tak jak w poprzednim punkcie
zostata wykonana przy uzyciu siedmiopunktowego schematu réznic skonczonych
na siatce strukturalnej o réwnych krokach w kazdym kierunku. Do dyskretyzacji
czasowe]j réwnania (6.35) zastosowano schemat Cranka-Nicholsona postaci:

1.1
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1
w?jk — Wik n+1 n+1
Tigk ik _ @Rt 4 (1 - ©)F (W) (6.36)

At
W zaleznosci od parametru © otrzymuje sie:
e © =0 - schemat jawny,
e O =1 - schemat niejawny,

e © =1/2 - klasyczny schemat jawno-niejawny.

Po zastosowaniu ostatniego z wymienionych schematéw réwnanie (6.35) miato

postag:
n+1 n
Wit o on.
.,k t,,k n+1 n+1 n+1 n+1
—Ar o2 (@i Wiy — B
n+1 n+1 n+1
T Wik T Wijrie T Wik (6.37)

n n n n
F Wik @ikt @ik~ 6w
n n n
T Witk T Witk T wz‘,j,kﬂ) :

W schemacie jawnym od razu wyznaczy¢ wszystkie wartosci w nowym kro-
ku czasowym. W schematach niejawnym i jawno-niejawny tworzone sa uktady
réwnan algebraicznych liniowych, ktérych rozwigzaniem sa wartosci zmiennych
w nowym kroku czasowym. W réznych etapach pracy uzywane byly wszystkie
z wymienionych schematéw, jednak w dalszej czedci opisane bedag schematy nie-

jawny oraz jawno-niejawny. Do rozwiazania otrzymanych uktadéw réwnan wyko-
rzystano metode gradientow sprzezonych.

6.4.1. Metoda Gradientéw Sprzezonych

Metoda gradientéw sprzezonych wykorzystuje fakt, ze rozwiazanie uktadu rownan
algebraicznych liniowych

Ax = b, (6.38)
gdy macierz A jest dodatnio okreslona

xTAx =0, VzeR", (6.39)

mozna sprowadzi¢ do minimalizacji formy kwadratowej, ktéra ma postaé [92]:

1
flx) = §XTAX —blx+ec (6.40)

Pochodna funkcji f(x) (6.40) wyraza si¢ wzorem:
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Fx) = %ATX + %Ax b (6.41)

Jezeli macierz A jest dodatkowo macierza symetryczna, to réwnanie (6.41)
mozna zapisaé¢ jako:

f'(x) = Ax —b. (6.42)

Dla wartoéci pochodnej réwnej zero otrzymujemy réwnanie (6.38). Warto$é
zmiennej x, dla ktorej spelnione jest réwnanie (6.38) jest rozwiazaniem réwnania
(6.42). Metoda gradientéw sprzezonych jest metoda iteracyjna. Kolejne przybli-
zenia szukanego rozwigzania beda oznaczane indeksem ¢ jako x(;)

Algorytm metody gradientéw sprzezonych wyraza sie nastepujaco [92, 22]:

d(O) = I‘(O) =b— AX(O), (643)
I'T r:
(4)" (4)

Oy = 77 s (6.44)
X(i+1) = X@) + a@de), (6.45)
T(i+1) = T@) + Oé(Z)Ad(Z), (6.46)

I'T~ rg;
(i4+1)" (i+1)
Biv) = ——7F > (6.47)
()
d(z‘+1) =T(i41) + ﬁ(i—l—l)d(i)' (6.48)

Proces iteracyjny zatrzymywany jest po zadanej liczbie iteracji lub gdy obli-
czane residua r(; ) spadna ponizej zadanej wartosci.

6.4.2. Badania numeryczne implementacji metody gradientéw sprze-
zonych na GPU

Roéwnanie (6.35) zostalo zdyskretyzowane przy pomocy centralnych réznic skon-
czonych dla pochodnych po przestrzeni oraz schematu Crancka-Nicholsona (6.36)
dla pochodnej po czasie. Zastosowany schemat dla cztondéw przestrzennych jest
drugiego rzedu. W badaniach zostat sprawdzony rzad zbieznosci schematéw: nie-
jawnego (0 = 1 w (6.36)) oraz jawno-niejawnego (© = 1/2 w (6.36)).

Zadaniem testowym bylo tréjwymiarowe réwnanie dyfuzji (z v = 1), ktérego
rozwigzaniem byla funkcja:

Y (x,y,2) = e sin(z) - sin(y) - sin(z), z,y,z € [0, 2] (6.49)

Na brzegach obszaru obliczeniowego przyjeto okresowe warunki brzegowe.
Obliczenia zostaly przeprowadzone na siatkach numerycznych o réznej liczbie
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weztéw, tak aby mozliwe bylo zbadanie rzedu i zbieznosci metod. Za rozwiaza-
nie uwazano wektor, dla ktorego maksymalna warto$é residuéw nie przekraczalta
10720,

Calkowity blad metody rozwigzywania réwnania dyfuzji jest suma bledow
po przestrzeni oraz po czasie (O(8) + O(7)). Poniewaz schemat ,wstecz” jest
pierwszego rzedu, a schemat réznic centralnych drugiego rzedu to btad catko-
wity metody bedzie mial posta¢ (O(h?) + O(At)). Na tej podstawie do testow
zostala przyjeta zasada, ze zmiana kroku czasowego bedzie proporcjonalna do
zmiany kroku przestrzennego w kwadracie (h?/At = const.). Wyniki otrzymane
dla schematu niejawnego zostaly przedstawione jako funkcja kroku przestrzenne-
go w Tabeli 6.6 oraz na rys. 6.15.

Tabela 6.6: Zbieznos¢ schematu ,wstecz” rozwiazywania rownania dyfuzji

’ N ‘ h ‘ At ‘ blad (¢t =0.1) ‘ rzad ‘
10 | 0.628319 0.1 1.16E-003
20 | 0.314159 0.025 3.46E-004 1.75
40 | 0.15708 0.00625 8.70E-005 1.99

80 | 0.07854 0.0015625 2.18E-005 2.00
160 | 0.03927 | 0.000390625 5.45E-006 2.00

Zastosowany w drugim przypadku schemat jawno-niejawny jest drugiego rze-
du po czasie. Catkowity btad metody bedzie mial zatem postaé (O(h?)+O(At?)).
Na tej podstawie do testoéw zostala przyjeta zasada, ze zmiana kroku czasowego
bedzie proporcjonalna do zmiany kroku przestrzennego (h/At = const.). Otrzy-
mane wyniki zostaly przedstawione w Tabeli 6.7 oraz na rys. 6.15.

Tabela 6.7: Zbiezno$¢ schematu Cranka-Nicholsona rozwiazywania réwnania dy-
fuzji

| N | h | At | blad (t=0.1) | rzad |
10 | 0.628319 0.1 8.12E-004
20 | 0.314159 0.05 2.38E-004 1.77

40 | 0.15708 0.025 5.97E-005 2.00
80 | 0.07854 | 0.0125 1.49E-005 2.00
160 | 0.03927 | 0.00625 3.73E-006 2.00

W obu z przedstawionych przypadkach rzad metody wynosit ok. 2.00 co w
tym wypadku bylo wartoscia oczekiwana. Pozwala to wnioskowacé, ze zastosowane

schematy oraz implementacja metody sa poprawne.
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Rysunek 6.15: Zbieznos¢ metody niejawnej i metody Crancka-Nicholsona uzytych
do rozwiazania réwnania dyfuzji zgodnie z opisanymi zatozeniami.

6.5. Obliczenia na wielu kartach graficznych

Implementacja algorytmu VIC wykorzystujaca w obliczeniach pojedyncza kar-
te graficzna ma pewne ograniczenia. Z punktu widzenia obecnej pracy jednym
z najwazniejszych jest dostepna ilo§¢ pamieci RAM na pojedynczym GPU. W
przedstawionej implementacji na jednej karcie mozna byto pomiescié¢ przypadek z
siatka nie wieksza niz 128x128x128 weztéw (GTX480, dla GTX580 z 3GB bylo to
juz 224x224x224). Siatki takie sa wystarczajace w prostych zastosowaniach inzy-
nieryjnych. Sposobem na pozbycie si¢ ograniczenia zwiagzanego z pamiecia RAM
jest wykorzystanie w obliczeniach wielu kart graficznych. Zostaje wtedy zwielo-
krotniona dostepna pamieé. Aby zapewni¢ poprawnosé obliczen numerycznych
pewien obszar danych (zwany w literaturze angielskiej jako ,halo”) z kazdego
procesu réwnolegtego musi zostaé¢ przestany do innego procesu. Wykorzystanie
wielu proceséw w obliczeniach powoduje to potrzebe napisania dodatkowego kodu
majacego na celu rozdzial danych pomigdzy karty oraz zapewnienie komunikacji
pomiedzy nimi.

Ostateczna implementacja wykorzystujaca wiele kart graficznych do obliczen
numerycznych byla tworzona z myéla o wykorzystaniu jej na klastrach kompu-
terowych tj. grupach komputeréw, zwanych weztami, dzialajacych jak serwery,
potaczonych ze soba poprzez lokalna sie¢ LAN (ang. Local Area Network). Kazdy
z tych weztéw moze pracowaé jako samodzielny komputer. W docelowej konfigu-
racji wezly moga mie¢ wiecej niz jedna karte graficzng przeznaczona do obliczen
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numerycznych (w centrach obliczeniowych mozna spotkaé¢ wezly komputerowe
wyposazone nawet w 8 kart graficznych [4]).

Do stworzenia ostatecznej wersji programu do obliczen metoda VIC wykorzy-
stane zostalo tzw. programowanie hybrydowe MPI-OpenMP (ang. hybrid MPI-
OpenMP programming), zwane takze programowaniem wielopoziomowym (ang.
multilevel programming). W modelu tym wykorzystywane sa dwa standardy do
prowadzenia obliczen réwnolegtych. Wprowadzmy pojecie procesu jako ciggu in-
strukcji wykonywanych przez procesor wraz z dostepem do pamieci lokalnej [2].

OpenMP (ang. Open Message Passing) jest standardem do programowania
réwnoleglego na systemach z pamiecia wspéldzielona (tj. takich w ktérych wszyst-
kie procesy rownolegte moga mieé¢ dostep do obszaréw pamieci zaalokowanych
przez ktérykolwiek inny proces). Zmienne stworzone przez dany proces moga by¢
wspoéldzielone lub prywatne.

W standardzie MPI (ang. Message Passing Interface) kazdy proces tworzy
wtasng kopie potrzebnych danych do ktérej pozostate procesy nie maje doste-
pu. Jednak wykorzystujac odpowiednie instrukcje dane te moga zostaé przestane
pomiedzy procesami.

Podstawows zaleta programowania hybrydowego jest wykorzystanie standar-
du OpenMP do zapewnienia komunikacji pomiedzy procesami dzialajacymi na
jednym wezle oraz wykorzystaniu standardu MPI do wymiany informacji pomie-
dzy weztami.

Do wymiany informacji pomiedzy kartami graficznymi dzialajacymi na tym
samym wezle zostata wykorzystana technologia GPUDirect 2.0. Pozwala ona na
wykonywanie transferéw danych pomiedzy GPU bez wykorzystania pamieci RAM
gospodarza (hosta). Dzieki wykorzystaniu strumieni CUDA (ang. CUDA stre-
ams), transfer ten odbywal sie bez blokowania pozostalych operacji (méwimy,
ze transfer jest asynchroniczny). Aby w efektywny sposéb wykorzystaé kopio-
wanie asynchroniczne nalezy napisa¢ program tak, aby najpierw obliczenia byty
wykonywane na obszarze ,halo”. Nastepnie jednoczesnie wysytane sa dane i wy-
konywane sg obliczenia dla pozostatego obszaru. W przypadku bibliotek MPT i
OpenMP wykonywanie tych operacji jest automatyczne. Aby uzy¢ tego mecha-
nizmu dostepnego w kartach z technologia CUDA nalezy jawnie stworzyé¢ dwa
strumienie CUDA i przypisaé¢ do jednego operacje kopiowania danych a do dru-
giego pozostale obliczenia.

Rozwazania na temat wprowadzenia obliczen réwnoleglych na wielu kartach
graficznych do metody VIC zostaly przedstawione w artykulach autorskich [60,
61, 62, 63, 55]

Ponizej przedstawiony zostanie opis kolejnych etapow implementacji iteracyj-
nej metody Jacobiego do rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych.
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6.5.1. Rozdzial danych pomiedzy karty graficzne

Do obliczen wykorzystywany jest sze$cienny obszar obliczeniowy podzielony struk-
turalna siatka numeryczna. Przy dekompozycji obszaru obliczeniowego jednym z
najwazniejszych wskaznikow, méwiacych o jakosci podziatu, jest wielkos¢ danych,
ktora bedzie musiata by¢ wymieniana pomiedzy procesami, czyli wielko$¢ obsza-
ru ,halo”. Najbardziej efektywnym pod tym wzgledem podziatem dla wybranego
ksztaltu i dyskretyzacji obszaru obliczeniowego jest podzial na mniejsze sze$ciany,
taki sam w kazdym kierunku (czyli np. 8 sze$cianéw, po 2 w kazdym kierunku).
Ze wzgledu na trudnosé prezentacji na rys. 6.16 przedstawiony zostal przyktad
takiego podziatu dla przypadku dwuwymiarowego. Dzigki temu otrzymany zosta-
nie minimalny rozmiar obszaru ,halo”. Niestety przy takim podziale nie wszyst-
kie przesytane dane stanowia spdjny obszar w pamieci urzadzenia. Biblioteka
MPI oferuje funkcje pozwalajaca ominaé te niedogodnosé, ale w momencie pisa-
nia niniejszej pracy nie istniata taka funkcja dla kopiowania danych na kartach
graficznych. W tym wypadku nalezato by napisaé¢ funkcje, ktéra sama sktada po-
trzebne dane w jeden spdjny obszar pamieci, przesyla je a nastepnie odpowiednio
zapisuje w miejscu docelowym. Aby unikngé tej komplikacji w prezentowanym
rozwiazaniu bedzie wykorzystywany podzial tylko wzdtuz jednej osi (w tym wy-
padku osi z). Przyklad takiego podziatu jest pokazany na rys. 6.17. Dzieki temu
dane wymieniane pomiedzy procesami beda zawsze zajmowaly obszar spojny w
pamieci urzadzenia.

Kopiowanie blokujace i nieblokujgce w standardzie MPI

Najpierw wykorzystany zostal standardu MPI do kopiowania danych pomiedzy
kartami. W ten sposob bedzie prowadzona wymiana danych pomiedzy weztami
klastra w ostatecznej implementacji. Program zostaje uruchomiony tak, ze jeden
proces MPI kontroluje obliczenia na jednej karcie graficznej.

Wymiana danych pomiedzy kartami graficznymi wymaga wykonania trzech
operacji:

e skopiowanie danych z pamieci karty graficznej do pamieci RAM gospodarza
(hosta),

e przestanie danych pomiedzy procesami,
e skopiowanie danych na docelowa karte graficzna.

Do przeprowadzenia drugiej z wymienionych operacji, czyli przesytania da-
nych pomiedzy procesami, wykorzystano biblioteke MPI. Oferuje ona dwa pod-
stawowe typy komunikacji pomiedzy réwnolegle dzialajacymi procesami: bloku-
jacy 1 nieblokujacy [2]. Kopiowanie blokujace zawiesza wykonanie pozostalego
kodu do momentu ukonczenia kopiowania danych. Dzieki temu obszar pamieci,
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Rysunek 6.16: Dekompozycja siatki obliczeniowej na 4 czeéci z najmniejsza liczba
danych przesylanych pomiedzy réwnoleglymi procesami.
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Rysunek 6.17: Dekompozycja siatki obliczeniowej na 4 czesci z danymi przesyla-
nymi pomiedzy procesami bedacymi ciaglym obszarem pamieci.
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na ktérym odbywata sie ta operacja jest od razu gotowy do uzycia. Kopiowa-
nie nieblokujace zleca wykonanie kopii danych i przechodzi do kolejnej linijki
kodu. Pozwala ta na réwnoczesne wykonywanie obliczen i kopiowanie danych.
Aby skorzystaé z obszaru pamieci, na ktérym wykonywana jest ta operacja, trze-
ba sie upewni¢ wczesniej, ze zostata ona ukonczona. Wykorzystanie komunikacji
nieblokujacej pozwala na osiggniecie krotszych czasow wykonywania programow.
Przyspieszenie algorytmu S definiuje sie nastepujaco [21]:

T(1,n)
T(p,n)

gdzie T oznacza ztozono$¢ czasowa programu, p liczbe wykorzystanych procesoéw

S(p,n) = (6.50)

(kart graficznych), a n — rozmiar problemu.

Poczatkowe testy zostaly wykonane na komputerze wyposazonym w trzy karty
graficzne: NVIDIA GeForce GTX 590, widziana w systemie jako dwa osobne
urzadzenia, i NVIDIA GeForce GTX 480

Najpierw przetestowano kopiowanie blokujace. Dekompozycja obszaru obli-
czeniowego zostala dokonana réwnomiernie wzdtuz osi z. Dla zadanej funkcji
prawej strony réwnania Poissona (3.100) oraz zerowych warunkéw brzegowych
zostato wykonanych 5000 iteracji metoda Jacobiego.

Ten sam test zostal powtorzony z wykorzystaniem kopiowanie nieblokujacego.
Poréwnanie przyspieszenia uzyskanego obydwoma metodami dla trzech réznych
wielkosSci obszaru obliczeniowego przedstawione jest na rys. 6.18

Jak wida¢ dla obszaru obliczeniowego 65 x 65 x 65 przyspieszenie kopiowa-
nia nieblokujacego (linia niebieska) jest niewielkie (tylko ok. 1.3x szybciej przy
wykorzystaniu 3 kart). Wartosé ta jest wyzsza dla kopiowania blokujacego (linia
czerwona). Wyniki te moga by¢é mylace poniewaz kod wykorzystujacy kopiowa-
nie nieblokujace wykonuje si¢ szybciej (linia zielona przedstawiono przyspiesze-
nie obliczen dla kopiowania blokujacego odniesione do czasu obliczen kopiowania
nieblokujacego na jednej karcie graficznej - jak widaé czas wykonania programu
jest krétszy niz dla kopiowania blokujacego). Wzrost liczby wezléw w obszarze
obliczeniowym znaczaco poprawia efektywnosé wykorzystania kart graficznych.
Spowodowane jest to zwiekszeniem czasu obliczen w stosunku do czasu transferu
danych.

Biblioteka MPI, z ktérej pochodza przedstawione procedury, wykorzystywa-
na jest tylko w drugim z wymienionych etapéw. Pozostate dwa dalej wymagaja
zatrzymania obliczen na czas kopiowania danych. Problem ten widoczny staje
si¢ przy wykorzystaniu 8 kart graficznych. Na rys. 6.19 przedstawiono uzyska-
ne przyspieszenie wzgledem jednej karty graficznej z wykorzystaniem kopiowania
blokujacego. Dla programu wykorzystujacego kopiowanie blokujace uzycie wiecej
niz dwoch kart graficznych nie powoduje dalszego przyspieszenia obliczen. Z ko-
lei dla programu wykorzystujacego asynchroniczny transfer danych ten problem
widoczny jest przy wykorzystaniu osmiu kart graficznych.



ROZDZIAL 6. IMPLEMENTACJA ALGORYTMU WIR-W-KOMORCE NA

74 KARTACH GRAFICZNYCH
3 % Kopiowanie blokujace 3 % Kopiowanie blokujace
2,8 -+ Kopiowanie nieblokujace 2,8 -+ Kopiowanie nieblokujace

2,6 ¥ blokujace/nieblokujace 2,6 ¥ blokujgce/nieblokujace

przyspieszenie
NN
\;
przyspieszenie
NN
[CENN

A o A A
= N b O OON
-
A o A A
= N O ON

2 2
liczba kart graficznych liczba kart graficznych

3 i Kopiowanie blokujgce

2,8 o Kopiowanie nieblokujace /

2,6 ¥ blokujgce/nieblokujace

NN
SN

przyspieszenie

N N - ]

2
liczba kart graficznych

Rysunek 6.18: Przyspieszenie dla kopiowania blokujacego i nielokujacego dla ob-
szar6w obliczeniowych: lewy - 65 x 65 x 65, Srodkowy - 129 x 129 x 129, prawy -
257 x 257 x 257

Wykorzystanie strumieni CUDA

Aby zaradzi¢ spadkowi wydajnosci opisanemu w poprzednim punkcie nalezy wpro-
wadzi¢ kopiowanie asynchroniczne dla danych przesytanych z i na karte graficzna.
Mozliwe staje sie to poprzez wykorzystanie tzw. strumieni CUDA. Jak juz wia-
domo strumieniami nazywane sa ciagi instrukcji dla karty graficznej. Budowa
karty pozwala na jednoczesne kopiowanie danych z i do pamieci globalnej oraz
prowadzenie obliczen pod warunkiem, ze dzialania te beds wykonywanie przez
dwa rézne strumienie [3]. Do efektywnego wykorzystania strumieni nalezy napi-
sa¢ program tak, aby najpierw obliczenia zostaly wykonane dla obszaru, ktory
jest przesylany. Nastepnie jeden strumien zajmuje sie przestaniem danych do pa-
mieci RAM gospodarza a drugi prowadzi obliczenia dla pozostatej czeéci obszaru.
Tak samo jest wykonywane kopiowanie danych na karte graficzng. Pozwala to na
ukrycie czasu transferéw pamieci w czasie obliczen, a tym samych poprawe skalo-
wania programu. Widoczne jest to na rys. 6.19. Kolorem niebieskim zaznaczono
przyspieszenie dla programu wykorzystujacego strumienie. Wida¢ dalszy wzrost
przyspieszenia przy wykorzystaniu 8 kart.



6.5. OBLICZENIA NA WIELU KARTACH GRAFICZNYCH 75

-8 Kopiowanie blokujgce  —¥- Kopiowanie nieblokujace  -»—Wykorzystanie strumieni

3,5

25

przyspieszenie
N

15

=

2 4

(o]

liczba kart graficznych

Rysunek 6.19: Przyspieszenie programu wykorzystujacego wiele kart graficznych i
rozne metody kopiowania danych wzgledem obliczen na jednej karcie i kopiowania
blokujacego dla obszaru obliczeniowego 257x257x257

6.5.2. Skalowanie

Nieformalnie, skalowalno$é¢ dotyczy mozliwoéci zwiekszania przyspieszen lub, row-
nowaznie, utrzymywania stalej efektywnosci wraz ze wzrostem liczby proceséow
uzytych do obliczen. Na skalowalno$¢ ma wplyw nie tylko budowa algorytmu
rownoleglego, ale takze czas komunikacji pomiedzy procesami oraz wilasciwosci
komputera réwnoleglego, w ktérym algorytm jest wykonywany [21].

Zaprezentowane w tym punkcie charakterystyki powstaly przy wykorzystaniu
weztow obliczeniowych superkomputera Zeus znajdujacego sie w Akademickim
Centrum Komputerowym CYFRONET AGH. Mozliwe to byto dzigki programo-
wi PL-Grid. Kazdy wezel obliczeniowy klastra sktadat sie¢ z dwéch procesoréow
Intel Xeon X5670, 7T0GB pamieci operacyjnej oraz z dwdch kart graficznych NVI-
DIA Tesla M2050. Obliczenia wykorzystywaly maksymalnie cztery takie wezty.
Wszystkie obliczenia byly prowadzone na programie wykorzystujacym kopiowa-
nie nieblokujace i strumienie opisanym w poprzednim punkcie.

Skalowanie mocne

Skalowanie mocne przedstawia mozliwos¢ wykorzystania wigkszej liczby kart gra-
ficznych (proceséw) do obliczen bez zmiany obszaru obliczeniowego. Stosuje sie
je dla programéw, ktore charakteryzuja sie dlugim czasem obliczen. Ta sama cal-
kowita liczba weztow siatki numerycznej dzielona jest na wiecej podobszaréw i
rozsylana pomiedzy karty graficzne. Efektywnosé w skalowaniu mocnym (E,,)
definiuje si¢ jako:

T(1,n)

Em(pn) = pT(p,n)

(6.51)
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Wyniki dla badanego programu i réznych wielkosci obszaru obliczeniowego
przedstawione sa na rys. 6.20
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Rysunek 6.20: Efektywnosé programu wykorzystujacego wiele kart graficznych i
rézne wielkosci obszaréw obliczeniowych

Najwyzsza efektywnosé zostala uzyskana dla przypadku 257 x 257 x 513. Wy-
nika to z jego najlepszego stosunku liczby weztéw wewnetrznych do liczby prze-
sylanych danych (podzial obszaru jest tylko w osi z). Efektywno$¢ pozostalych
przypadkéw wynosi pomiedzy 0.3 a 0.4. Pokazuje to, ze wykorzystanie coraz
wiekszej liczby kart graficznych bez zwigkszania liczby weztéw pozwala jedynie

na niewielkie przyspieszenie obliczen.

Skalowanie stabe

Potrzeba wykorzystania w niniejszej pracy gestych siatek obliczen powoduje, ze
wazniejszym w tym wypadku wskaznikiem jest tzw. skalowanie stabe. W skalo-
waniu stabym stata jest liczba weztéw obliczeniowych przypadajacych na jedna
karte graficzna (staly naklad pracy). Oddaje to sytuacje, w ktérej badany przy-
padek bedzie zbyt duzy, aby zmiescié sie na jednej jednostce GPU. Kazdej karcie
przydzielamy taka samg liczbe wezléw obliczeniowych. Przy zwickszeniu liczby
kart zwigksza sie réwniez obszar obliczeniowy. W idealnym przypadku, kiedy kar-
ty nie musialyby sie komunikowaé lub czas transferéw danych byltby calkowicie
ukryty, czas obliczen dla wielu kart bytby taki sam jak dla jednej karty. Niestety
kopiowanie pomiedzy procesami nie pozwala na to. Efektywnos¢ w skalowaniu

stabym FE; definiuje sie jako:

Es(p,n) = (6.52)
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Na rys. 6.21 przedstawiono efektywnos¢ algorytmu. Dla idealnego przypadku
wykres bylby linia prostg na poziomie 1.

- 129x129x129 257x257x257 -¥-513x513x257
11

0,9
0,8
0,7
0,6 ]
05
04
0,3
0,2
01

efektywnos¢ - skalowanie stabe

1 2 4 8

liczha kart graficznych

Rysunek 6.21: Efektywnos$¢ programu wykorzystujacego wiele kart graficznych i
rozne wielkosci obszaréw obliczeniowych

Na wszystkich wykresach wida¢ wyrazne pogorszenie przy przejéciu z dwoch
do czterech GPU. Spowodowane jest to koniecznoscia wymiany danych pomiedzy
weztami przez sieé, ktora jest wolniejsza niz wewnetrzne polaczenia w kompute-
rze. Jak widaé¢ przypadek 129 x 129 x 129 wypada najgorzej poniewaz najmniej
obciaza karte obliczeniowo. O wiele lepsze wyniki osiagaja pozostale dwa przy-
padki.

Wyniki skalowania stabego i mocnego zostaly opublikowane w artykutach
autorskich [60, 63, 55, 57].

6.6. Programowanie hybrydowe MPI-OpenMP z wykorzy-
staniem GPUDirect

Nastepnie stworzona zostata implementacja metody Jacobiego przy pomocy pro-
gramowania hybrydowego. Na potrzeby tego rozdziatu mozna przyjaé, ze program
do obliczen metoda VIC z siatka podzielona na cztery czesci tak jak na rys. 6.17
zostal uruchomiany na dwdch weztach obliczeniowych z dwoma kartami graficz-
nymi kazdy. Oznacza to, ze pomigedzy urzadzeniami GPU1 i GPU2 oraz GPU3
i GPU4 do komunikacji bedzie wykorzystywany standard OpenMP, a pomiedzy
urzadzeniami GPU2 i GPU3 - standard MPI. Widoczne jest to na rys. 6.6.

W opisie zostana wymienione tylko dodatkowe operacje pozwalajace na uru-
chomienia réwnoleglych proceséw MPI-OpenMP. Zostanie pominiety, przedsta-
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Rysunek 6.22: Konfiguracja uruchomienia testu uzywajacego programowania hy-
brydowego MPI-OpenMP.

wiony wczesniej, opis obliczen na karcie graficznej. Pierwszym etapem tworzenia
kodu jest utworzenie proceséw MPI.

MPI_Init(&arge,&argv);
MPI_Comm_size (MPLCOMM WORLD, & numprocs ) ;
MPI_Comm_rank (MPLCOMM WORLD,& rank ) ;

MPI_Cart_create (MPLCOMM WORLD, ndims, dims, period, reorder,
&grid_comm );
MPI_Comm rank (grid_comm , &me);

Napstepnie tworzone sa procesy OpenMP. Wszystkie operacje, ktore maja
byé wykonane przez te procesy muszg sie znajdowaé¢ w klamrach znajdujacych
sie po wywotaniu.

#pragma omp parallel num_threads(num_th) private (...) shared (...)

{
}

O ile w inicjalizacji proceséw MPI ich liczba jest zalezna od komendy urucha-
miajacej program o tyle w OpenMP ta liczba musi by¢ jawnie podana, w przy-
ktadzie jest to num_th, lub zadana jako zmienna systemowa OMP_NUM_THREADS. Po

wywolaniu mozna podaé liste zmiennych prywatnych (private) oraz wspéldzie-
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lonych (shared). Zmienna, ktérej nie bedzie na zadnej z tych list jest domy$lnie
zmienng wspdldzielong.

Kolejnym krokiem jest utworzenie dwéch strumieni CUDA do obliczen na
brzegu obszaru i we wnetrzu. Dodatkowo jest wigczana mozliwos¢ transferu da-

nych pomiedzy kartami bez koniecznosci przesylania ich do pamieci hosta.

cudaStreamCreate (&(stream_bound ) );
cudaStreamCreate (&(stream_inter));

cudaDeviceEnablePeerAccess (gpunr [( tid+1)%num_th], 0);

Po takiej inicjalizacji mozna przejs¢ do obliczen numerycznych. Uruchamiana
jest petla iteracji metoda Jacobiego. W niej pierwsza operacja jest wykonanie
obliczen dla obszaru ,halo”, ktory bedzie musial byé przestany do innych kart
graficznych. Nastepnie jednoczeénie uruchamiane sa obliczenia dla pozostatej cze-
Sci obszaru oraz rozpoczynany jest transfer danych z brzegu obszaru.

jacobi3D _boundaries_gpu (..., stream_bound);

cudaDeviceSynchronize ();
#pragma omp barrier

jacobi3D_interior_gpu (..., stream_inter);

if (tid = 0)

{
cudaMemcpyAsync (..., stream_bound);
}
else
{
cudaMemcpyPeerAsync (..., stream_bound);
}

if (tid = num_th-1)

cudaMemcpyAsync (..., stream_bound);
}
else
{
cudaMemcpyPeerAsync (..., stream_bound);
}

cudaDeviceSynchronize ();
#pragma omp barrier

Operacje na obszarze ,halo” (obliczenia i kopiowanie) oraz operacje na wne-
trzu obszaru sa wykonywane przez rézne strumienie CUDA (w przykladzie odpo-
wiednio stream bound i stream_inter). W zaleznosci od polozenia danego pro-
cesu dane sg kopiowane albo do pamieci hosta w celu przestania do innego wezta
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obliczeniowego (cudaMemcpyAsynch) lub bezposrednio do innej karty graficznej
(cudaMemcpyPeerAsynch). Dane skopiowane do pamieci hosta musza nastepnie
zosta¢ wystane do innego wezla.

if (tid = 0)

{
MPI_Cart_shift (grid_comm, 0, —1, &belowl, &abovel);
MPI_Isend (..., abovel, 1001, MPLCOMM WORLD, &requestl );
MPI_Irecv (..., belowl, 1001, MPLCOMM WORLD, &request2);
MPI_Cart_shift (grid_comm, 0, 1, &below2, &above2);
MPI_Isend (..., above2, 999, MPLCOMM WORLD, &request3);
MPI_Irecv (..., below2, 999, MPLCOMM WORLD, &request4);

}

Poniewaz kopiowanie pomiedzy procesami MPI jest asynchroniczne nalezy
jawnie zada¢ warunek sprawdzajacy ukonczenie tej operacji przed wystaniem tych
danych na GPU. Transfer danych na karte odbywa sie¢ ponownie przy pomocy
strumienia CUDA stream bound.

if(tid = 0)
{
MPI_Wait(&request2 , &statusl );
MPI_Wait(&requestd , &status2);

}

cudaDeviceSynchronize ();
#pragma omp barrier

if (tid = 0) cudaMemcpyAsync (..., stream_bound);
if (tid = num_th—1) cudaMemcpyAsync (..., stream_bound);

cudaDeviceSynchronize ();
#pragma omp barrier

Kompilacja tak napisanego kodu odbywa si¢ w dwéch etapach. Poniewaz za-
wiera on kod zaréwno CUDA jak i MPI-OpenMP to najpierw kompilowany jest
sam kod CUDA:

nvcc -cuda -arch=sm_20 -lgomp -Xcompiler -fopenmp gpu_jacobi_async.cu

apjac3D.cu -I/usr/lib/openmpi/include

W wyniku tego powstaja pliki z rozszerzeniem .cu.cpp.ii. Te pliki nalezy
skompilowa¢ kompilatorem MPI z dotaczong flaga OpenMP

mpicxx -fopenmp -c gpu_jacobi_async.cu.cpp.ii apjac3D.cu.cpp.ii
-I/usr/local/cuda/include

mpicxx -fopenmp apjac3D.cu.cpp.o gpu_jacobi_async.cu.cpp.o
-L/usr/local/cuda/l1ib64 -lcudart -o apjac3D_gpu_mpiomp
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Uruchomienie programu odbywa sie tak jak uruchamia sie programy MPI.
mpiexec -hostfile hostfile -pernode apjac3D_gpu_mpiomp

Nalezy jednak pamietaé¢, ze powinien zosta¢ uruchomiony dokladnie jeden
proces MPI na kazdym wezle obliczeniowym. Stuzy do tego flaga -pernode. Lista

nazw weztéw obliczeniowych znajduje si¢ w pliku hostfile.

6.6.1. Skalowanie

Wyniki skalowania mocnego uzyskanego dla programu wykorzystujacego progra-
mowanie hybrydowe MPI-OpenMP sa przedstawione na rys. 6.23. Widoczna jest
znaczaca poprawa efektywnosci mocnego skalowania.

Strong scaling
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Rysunek 6.23: Efektywnos$é programu wykorzystujacego wiele kart graficznych i
rézne wielkosci obszaréw obliczeniowych wykorzystujacego do komunikacji stan-
dard MPI (linia ciagla) i programowanie hybrydowe MPI-OpenMP (linia przery-
wana,).

Testy wykazaly, ze implementacja metody VIC uzywajaca programowania
hybrydowego MPI-OpenMP do obliczen na wielu kartach graficznych pozwolita
na powiekszenie rozmiaru siatki a tym samym liczby czastek w badanych przy-
padkach oraz na przyspieszenie obliczen. Dzieki temu mozliwe bylo przebadanie
przedstawionych wczeéniej przypadkow z wieksza doktadnoécia a takze dodanie
nowych eksperymentéw do badan.

Zwigkszenie liczby kart graficznych dostepnych w obliczeniach numerycznych
mozna wykorzystaé¢ na dwa sposoby. W pierwszym mozna podzieli¢ zadany obszar
obliczeniowy pomiedzy wiecej kart a tym samym wykorzysta¢ wiecej jednostek
obliczeniowych i skrocié¢ czas obliczen. Sytuacja ta odpowiada skalowaniu mocne-
mu przedstawionemu w punkcie 6.5.2. W niniejszej pracy wazniejsze jednak byto
drugie zastosowanie, a mianowicie wykorzystanie wickszej iloéci pamieci RAM
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(odpowiadajace skalowaniu stabemu na wielu kartach graficznych, opisanemu w
punkcie 6.5.2). Pozwala to na zageszczenie siatki obliczeniowej lub zwigkszenie
obszaru obliczeniowego. Dzieki temu mozliwe jest zwickszenie dokladnosci obli-

czen.



RozDZIAL 7

BADANIA NUMERYCZNE EWOLUCJI
STRUKTUR WIROWYCH

Program rozwiazujacy réwnania Naviera—Stokesa metoda typu ,,Wir w komérce”
wykorzystujacy do obliczen wiele kart graficznych umozliwil rozwiazanie szeregu
probleméw pozwalajacych na lepsze poznanie zjawisk towarzyszacych wzajem-
nym oddzialywaniom struktur wirowych w ptynie lepkim.

Dzieki znaczacemu przyspieszeniu obliczen mozna bylo przeprowadzié¢ wiecej
testéw wprowadzajacych, co pozwolito sprawdzi¢ rézne konfiguracje warunkéw
poczatkowych oraz zbadaé rézne parametry przeptywu.

Do testow numerycznych zostaly wybrane dobrze udokumentowane w lite-
raturze przypadki rekonekcji struktur wirowych. Na ich podstawie mozna byto
ocenié¢ poprawnosé¢ implementacji metody na karcie graficzne;j.

7.1. Zjawisko Gry wiréw

Jako pierwszy, wybrano eksperyment pokazujacy tzw. gre wiréw (ang. vortex
game, leapfrogging), dla ktérego wyniki eksperymentalne opublikowano w [68],
a numeryczne m.in. w [64]. W zjawisku tym dwa pierscienie wirowe, w przed-
stawionym przypadku o takiej samej cyrkulacji, oddzialuja ze soba. Poczatkowa
konfiguracja przedstawiona jest na rys. 7.1. Predko$¢ indukowana przez przedni
pierscien powoduje zmniejszanie sie¢ pierscienia tylnego i przyspieszenie jego ru-
chu. Z kolei predko$é indukowana przez tylny pierécien powoduje powigkszenie
srednicy pierscienia przedniego i jego spowolnienie. Powoduje to przejscie pierscie-
nia tylnego przez srodek przedniego. Nastepnie role sie zamieniaja i proces moze
si¢ powtoérzyé. Gra wirdow zalezy w duzym stopniu od warunkéw poczatkowych
pierscieni, ich cyrkulacji i wzajemnego polozenia. Przy Zle dobranych warunkach

poczatkowych moze nie zachodzicé.

83
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W przedstawionym przykladzie rozktad wirowosci w przekroju pierscieni miat

postag:
702
w(r) = wpe "o (7.1)
Cyrkulacja dla tego przypadku wynosita I' = 1.0. Wykorzystujac wzor
ro
r :/ w(r)2nr dr (7.2)
0
oraz parametry geometryczne rg = 0.15 1 Ry = 1.5 mozna wyliczy¢é warto$é

wp = 22.3804. Poczatkowa odleglosé pomiedzy pierscieniami wynosita h = 0.9.

Obszar obliczeniowy mial rozmiar [20 x 20 x 20], a rozpieta na nim siatka
numeryczna miata gestodé 256 x 256 x 256 weztéw. We wszystkich kierunkach
byly zadane okresowe warunki brzegowe.

Przeplyw nielepki

Najpierw przeprowadzono obliczenia dla ptynu nielepkiego. Poniewaz nie dyspo-
nowano wynikami eksperymentalnymi dla takiego przypadku, poprawnosé¢ uzy-
skanych wynikéw bedzie sie opierata o spelnienie twierdzenia Helmholtza 3.1, w
mys$l ktérego w przeplywie nielepkim linie wirowe nie moga si¢ ani rozerwaé ani
polaczyé. Pierscienie nie moga sie zatem polaczy¢ ze soba.

Wyniki obliczen przedstawione zostaly na rys. 7.1.

Jak widaé¢ w trakcie symulacji doszto do dwoch nastepujacych po sobie przejsé
pierécieni. Wida¢ zaburzenie ksztaltow pierscieni, ktore jednak nie prowadzi do
polaczenia sie ich ze soba. Podobne zaburzenia byly widoczne w testach z prze-
mieszczajacym sie pojedynczym pierécieniem przedstawione w rozdziale 4. Otrzy-
mane wyniki wskazuja na poprawnosci kodu numerycznego.

Przeplyw lepki, Rer = 1000

Przypadek ten pozwolil w pelni sprawdzi¢ poprawno$¢ implementacji metody
VIC dla ptynu lepkiego. Do obliczen postuzyt ten sam przyklad (pierscienie mialy
takie same parametry jak w poprzednim przedstawionym przypadku) tylko z
zadana lepkoscia (rozwiazywane jest réwnanie dyfuzji). Wspdlczynnik lepkosci
w tym wypadku wynosit ¥ = 0.001. Liczba Reynoldsa zdefiniowana wzgledem
cyrkulacji pierScienia wynosita:

r
Rer = — = 1000. (7.3)

Wyniki obliczen widoczne sa na rys. 7.2. W tym przypadku pierécienie wy-
konaly jedno przejscie a nastepnie polaczyly sie ze soba tworzac jedna struktu-
re. Lepkosci ptynu powoduje wygltadzanie powierzchni tworzacych pierScienn co
jest zgodne z rola jaka przypisuje sie jej dziataniu. Jest to wynik zblizony do
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Rysunek 7.1: Gra wiréw w przeplywie nielepkim. Izopowierzchnia |w| = 0.2wy.
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Rysunek 7.2: Gra wiréw w przeplywie lepkim. Izopowierzchnia |w| = 0.15wy.
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rezultatéw eksperymentéw opisanych w [68]. Lepkos$é pltynu umozliwia réwniez
polaczenie sie obu pierscieni.

Wyniki numeryczne prezentowane byly réwniez m.in. w [64]. W tym wypad-
ku wyniki symulacji przedstawione sa za pomoca czastek wirowych. Widoczne na
nich jest dwukrotne przejicie pierécieni przez siebie. Nalezy jednak zwrdcié¢ uwage
na fakt, ze w plynie lepkim ewolucja w czasie markeréw (np. czastek barwnika)
jest rézna od ewolucji elementéw wirowosci. Czastki pasywne nie przemieszcza-
ja sie tak jak elementy wirowosci. Dokladny opis tego zjawiska przedstawiony
jest w kolejnym rozdziale. Zaprezentowane wyniki przemawiajg za poprawnoscia
obliczen numerycznych.

Wyniki dla zjawiska gry wiréw zostaly opublikowane w artykutach autorskich
[53, 61, 63, 55, 57].

7.2. Zmiana topologii linii wirowych, izopowierzchni wiro-
wosci i pasywnych markerow

Glownym Zrodlem wiedzy na temat wzajemnej interakeji struktur wirowych jest
wizualizacja. Niestety uwaza sie, ze nie jest ona w stanie wlasciwie oddaé¢ ewolucji
struktur wirowych, zwlaszcza przy dlugim czasie obserwacji [74, 43]. Bezposred-
ni pomiar wirowosci nie jest tatwy, w badaniach eksperymentalnych do sledzenia
struktur wirowych wykorzystywane sa pasywne markery takie jak dym czy barw-
nik. Interpretacja wynikéw otrzymanych takimi metodami wymaga ostroznosci
poniewaz pasywne markery ewoluuja inaczej niz wirowos$¢ [43, 44]. Obecnie do
wyznaczania pola wirowosci stosowane sa metody optyczne takie, jak np. PIV
(ang. Particle Image Velocimetry), w ktérych na podstawie przemieszczenia sie
pasywnych markeréw wyznaczane jest komputerowo pole predkosci, a na jego
podstawie, numerycznie, pole wirowosci. Metody te jednak sg obarczone bltedem
zar6wno pomiarowym, jak i wykorzystywanej metody rézniczkowania.
Rekonekcja wirowosci bedziemy nazywali zmiane topologii linii wirowych.
Topologia w odniesieniu do mechaniki plynéw zajmuje sie badaniem takich
wlasnosci struktur wirowych w przepltywach nielepkich, ktére pozwalaja scha-
rakteryzowaé przepltyw tylko na podstawie geometrii (ulozenia) i wzajemnego
polozenia tych struktur oraz nie ulegaja zmianie w czasie ewolucji ptynu pomi-
mo zmiany lub zaburzenia struktur [86]. Zgodnie z tw. Helmholtza 3.1 wilasnosci
takie jak liczba pierécieni czy rurek wirowych w przeptywie jest topologicznym
niezmiennikiem przepltywu. W topologicznej mechanice ptynéw okresla sie wiel-
kosci takie jak polaczone (ang. linked vortices) i splatane wiry (ang. knotted
vortices). Sa to réwniez topologiczne niezmienniki. Oznacza to, ze jezeli struktu-
ry byly zlaczone lub splatane beda ewoluowaly w czasie, zmieniajac swoj ksztalt
ale zachowujac rodzaj splatania lub polaczenia [86]. Wlasnosci topologiczne ply-
noéw sg zatem niezmiennikami przeptywu a witasnosci fizyczne wyrazone poprzez
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wlasnosci topologiczne takze sg niezmienne w czasie ruchu ptynu. Dobrym przy-
kladem takiej wlasnosci jest skretno$é wprowadzona przez Moffata w [76].

H= /u~de (7.4)

ktory dla dwéch widkien wirowych o sitach k1 1 ko wynosi akike, gdzie a jest
liczba catkowita zalezng od stopnia potaczenia tych widkien: o = 0 jezeli nie sa
one polaczone oraz o £+ 1 jezeli sa jednokrotnie potaczone. Poniewaz « jest topo-
logicznym niezmiennikiem to rowniez skretnos¢ jest niezmiennikiem przeplywu.
Kazda odosobniona porcja wirowosci (ang. patch of vorticity), otoczona przez
powierzchnie materiatu lub linie wirowe posiada niezmienna skretnosé [14].

W plynie idealnym nie ma efektéw lepkosciowych co oznacza, ze struktury
nie moga dyfundowaé¢ lub swobodnie zanikaé. Zmiana w ukladzie struktur spo-
wodowana rekonekcja nie moze zachodzié bez efektéw lepkosciowych. Topologia
moze sie zmieniaé¢ kiedy pojawiaja sie efekty lepkosciowe.

W wiekszosci badan eksperymentalnych zjawisko rekonekcji jest rozumiane
jako zmiana topologii pasywnych markeréw, ktére w ptynie lepkim zachowuja sie
inaczej niz pole wirowosci. W symulacjach numerycznych natomiast rekonekcja
jest opisywana poprzez izopowierchnie modutu pola wirowosci. Obie te metody
moga jednak nie wskazywaé jednoznacznie na zmiane topologii linii wirowych
[44].

Mozna zatem wyrdznié trzy typy zmiany topologii [44]: skalaréw (ang. scalar
reconnection), wiréw (ang. vortex reconnection) i linii wirowych (ang. vorticity
reconnection). Pierwsza odnosi sie¢ do zmiany topologii pasywnych markeréw, dru-
ga do zmiany topologii izopowierzchni modutu wirowo$ci, a ostatnia do zmiany
topologii linii wirowych. W przeptywie nielepkim ostatnia z wymienionych re-
konekcji jest niemozliwa z powodu twierdzen Kelvina-Helmholtza 3.1. Jednakze
pozostate dwie moga zachodzié¢ [44].

Aby sprawdzi¢ czy dana linia wirowa zmienila swoja topologie nalezy $le-
dzi¢ jej potozenie w czasie. W przeplywie nielepkim jest to mozliwe poniewaz
elementy wirowe i elementy plynu poruszaja sie po tych samych trajektoriach.
Wystarczy zatem $ledzi¢ elementy pltynu (pasywne markery). Jednakze w plynie
nielepkim, zgodnie z twierdzeniem Helmholtza 3.1, niemozliwa jest zmiana topo-
logii linii wirowych, a tym samym ich rekonekcja. W ptynie lepkim za$ dochodzi
do rozréznienia ruchu elementéw plynu i elementéw wirowosci. Para elementow
plynu znajdujaca sie na tej samej linii wirowej w pewnej chwili czasu nie musi
sie znalez¢ na tej samej linii wirowej w innej chwili czasu.

Mozna przedstawié réznice w ruchu elementéw plynu i elementéw wirowosci
w plynie lepkim. Wezmy dwa elementy ptynu lezace na tej samej linii wirowej, w
odlegloéci dx od siebie w chwili czasu t. Wynika z tego, ze 0x||w(x,t) (rys. 7.2).
Te dwa elementy plynu sg unoszone przez przeplyw, a ich nowe polozenie 6x’ po
czasie At mozna zapisaé jako:
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u(x+6x,t)At
ox ox'

/ u(x, At

t t+At

Rysunek 7.3: Réznica w przemieszczeniach pomiedzy elementami ptynu a wiro-
woécia w przeplywie lepkim.

ox' = 0x + [u(x + 0%, t) — u(x,t)At = 6x + (6x - V)u(x, t)At. (7.5)

7 kolei wirowos¢ w chwili ¢t + At wyraza sie nastepujaco:

W' = wx +u(x,t)At, t + At] (7.6)
Ow(x,t)
ot
w(x,t) + [w(x, t) - V]u(x, t)At + vViw(x,t)At,

At

I
€

(x,t) + [u(x,t) - V]w(x, t)At +

gdzie uzyte zostalo réwnanie (3.13). Réwnania (7.5) i (7.6) pokazuja, ze dla prze-
plywu nielepkiego ewolucja w czasie wartoéci 0x i w jest taka sama jezeli tylko
w pewnej chwili czasu 0x||w. Zalezno$é ta nie zachodzi w przeplywie lepkim
(v > 0). Skladowa réwnolegla do wirowosci czlonu lepkosciowego v(V2w)) re-
prezentuje réznice w predkosci rozciagania (ang. streching rate) linii wirowych
i linii pradu. Sktadowa prostopadia v(VZ2w), natomiast reprezentuje predkoié
odchylenia (ang. rate of deviation) pomiedzy tymi dwoma rodzajami linii. Z tego
powodu w momencie, kiedy sktadowa prostopadla jest rézna od zera linie wirowe
nie pokrywaja si¢ liniami pradu czastek plynu.

Rekonekcja struktur wirowych jest tematem popularnym i waznym w mecha-
nice plynéw. Zajmowalo sie nia wielu autoréw. Przykladowymi zagadnieniami
moga by¢ rekonekcja identycznych, prostopadtych rurek wirowych przesunietych
wzgledem siebie [11, 107], rekonekcja dwdch antyréwnoleglych rurek wirowych
[40, 72, 75, 36, 99], rekonekcja dwdch pierscieni wirowych ustawionych obok sie-
bie [43, 45] czy zderzenie czolowe dwdch pierscieni wirowych [69, 68].
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Przypadki te zostana przedstawione w kolejnych sekcjach tego rozdziatu. Na
podstawie tych przykladéw zostanie opisany proces rekonekcji z podzialem na
etapy. Dla zrozumienia podstawowych mechanizméw wzajemnych oddzialywan
pomiedzy strukturami wirowymi najlepiej jest bada¢ mozliwie najprostsze przy-
padki, w ktérych one wystepuja. Dlatego do testéw zostaly wybrane proste i
dobrze udokumentowane w literaturze przypadki rekonekc;ji.

7.2.1. Rekonekcja dwéch pierscieni wirowych (Rer = 730)

Odkrycie uporzadkowanych koherentnych struktur wirowych rozpoczeto syste-
matyczne badania nad rekonekcja struktur wirowych. Specjalny nacisk zostal
polozony na budowe topologiczng obszaréw o wysokiej, skoncentrowanej wirowo-
Sci. Jednym z najprostszych i najbardziej fundamentalnych eksperymentow byta
rekonekcja dwoch pierscieni wirowych o takich samych cyrkulacjach ustawionych
poczatkowo obok siebie [79, 90]. W eksperymentach, w ktérych wizualizowano
przeplyw przy pomocy dymu lub barwnika, zaobserwowano dwie nastepujace po
sobie rekonekcje [67]. Dwa pierScienie wyrzucane z dysz polozonych obok siebie
tacza sie w jedna wydluzona strukture wirowa, aby po skomplikowanym tréjwy-
miarowym ruchu roztaczy¢ sie na dwa pierscienie wirowe utozone prostopadle do

pierwotnych pierscieni.

Rysunek 7.4: Poczatkowe potozenie dwoch pierscieni wirowych widzianych z boku.

Poczatkowe potozenie dwoch identycznych pierscieni wirowych jest widoczne
na rys. 7.4. Dane geometryczne pochodza z pracy [45]. Odleglos¢é pomiedzy $rod-
kami pierécieni wynosita D = 3.65. Promien pierScienia wynosit Rg = 0.982, a
promien rdzenia o = 0.393. Wewnatrz rdzenia zalozono normalny rozktad wiro-
wosci zgodny ze wzorem (7.7) gdzie wy = 23.8. Zgodnie ze wzorami (7.8) i (7.9)
wartosci cyrkulacji i liczby Reynoldsa wynosity odpowiednio I' = 7.3 i Rer = 730.
Obszar obliczeniowy mial rozmiar [47 x 47 x 4x]. Liczba wezléw w kierunku z,
y i z wynosita N = 128. Uzyto kroku czasowego At = 0.01.

Wyniki przestawione sa na rys. 7.5. Pierécienie poruszaja sie pionowo (oS z)
na skutek samoindukcji pola predkosci. Wzajemna indukcja powoduje, ze zaczy-
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Rysunek 7.5: Widok z géry (na gorze) oraz pod katem (na dole) izopowierzchni
wirowosci |w|. Widoczne poziomy to 10% and 90% chwilowej wartodci wyq, dla
przypadku rekonekcji dwoch pierécieni wirowych.

naja sie przekreca¢ w strone plaszczyzny (z,y). Do zderzenia dochodzi w chwili
t = 4.0. Rurki wirowe sg w konfiguracji rownoleglej z przeciwnie skierowanymi
wektorami predkosci (APV - ang. Anti-Parallel Vortices) w miejscu kontaktu i
linie wirowe przeciwnych znakow sa znoszone przez efekty lepkosciowe (ang. vi-
scous cross-diffusion). W tym samym czasie linie wirowe wewnatrz pierscieni sa
taczone i tworza jeden duzy pierscien wirowy. Poniewaz znoszenie wirowosci nie
zostaje dokonczone pozostaja widoczne nici (t = 6.0). Samoindukcja nowego pier-
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Scienia powoduje jego rozciaganie w osi x i kurczenie wzdtuz osi y. Krzywizna
na koncach pierscienia robi sie wigksza i indukuje wieksza predkosé co powodu-
je, ze te czesci pierdcienia zaczynaja sie poruszaé szybciej. Srodkowa czesé staje
si¢ coraz ciensza i w chwili ¢ = 11.0 dwie czesci pierécienia wchodza ze soba w
kontakt, rozpoczynajac druga rekonekcje. Tworzone sg dwa pierécienie wirowe
ulozone prostopadle do osi pierwotnych pierscieni. Pierscienie zaczynaja oddalaé
sie od siebie pozostawiajac $lad nazywany nogami (ang. legs).

Aby sprawdzi¢ jak proces rekonekcji wpltywa na ptyn w otoczeniu miejsca za-
chodzenia tego zjawiska, w przeplywie umieszczono grupe pasywnych markerow.
Proces mieszania przedstawiony jest na rys. 7.6. Widaé, ze poruszone zostaly tyl-
ko markery bedace na drodze pierécieni wirowych. Czes¢ z nich zostata uniesiona
i wymieszana. Duza cze$¢ markeréw mimo znacznej bliskoéci obszaru rekonekcji

pozostata nieporuszona.

z z

t=0.0 t=3
Y Y

Rysunek 7.6: Ruch pasywnych markeréw wywotany polem predkosci wywotanym
rekonekcja dwéch pierscieni wirowych. Widok z boku.

Pomimo bliskosci procesu rekonekcji jedynie niewielka liczba markeréw zo-
stala uniesiona wraz ze strukturami wirowymi. Wiekszos¢ czastek pasywnych

pozostato w swoich poczatkowych potozeniach. Tylko czastki z najblizszego oto-
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czenia procesu rekonekcji, ktére zostaly zabrane przez pierScienie doswiadczyly
intensywnego mieszania.

7.2.2. Rekonekcja identycznych, prostopadtych rurek wirowych
przesunietych wzgledem siebie (Rer = 1403)

Jeden z pierwszych modeli zaktadatl, ze rekonekcja ma miejsce w wyniku znoszenia
sie wirowosci o przeciwnych znakach w miejscu spotkania dwéch zachodzacych
na siebie pod wplywem wzajemnej indukcji lub przeplywu zewnetrznego rurek
wirowych. W pracy [87] Saffman podal model, w ktérym opisuje rozlaczanie i
taczenie sie linii wirowych w momencie spotkania sie rurek wirowych o réwnych
co do wartodci i przeciwnie skierowanych wirowosciach. W modelu tym efekty
lepkosciowe znosza wirowo$¢ w miejscu zetkniecia sie rurek wirowych. Ostabienie
silty odsrodkowej w rdzeniu wirowym prowadzi do lokalnego wzrostu cisnienia,
ktore przyspiesza pltyn w rdzeniu w kierunku osiowym i unosi wirowos¢ z dala od
miejsca kontaktu co powoduje widoczne potaczenie. W rzeczywistosci ma jednak
miejsce bardziej skomplikowane przelaczanie rurek wirowych, w czasie ktorego
linie wirowe zostaja skrecone i splatane.

W trakcie réznych badan odkryto, ze sa pewne wspdélne mechanizmy w pro-
cesie rekonekcji dwbch rurek wirowych, ktére maja taka sama cyrkulacje, nieza-
leznie od poczatkowego polozenia. Typowy scenariusz zdarzen jest nastepujacy.
Zblizajace sie do siebie rurki wirowe sa unoszone przez predko$¢ wytworzona
przez samoindukcje jak i indukcje drugiej struktury. Maja one tendencje do row-
noleglego utozenia w przestrzeni z przeciwnie skierowanymi wektorami wirowosci
(APV). Efekt ten zostal bardzo dobrze opisany w [93]. W miare zblizania sie
struktur ich rdzenie wirowe splaszczaja sie i deformuja do tzw. struktury glowa-
ogon (ang. head-tail) [44]. Nastepnie znoszenie sie przeciwnie skierowanej wirowo-
sci w strefie kontaktu (ang. cancelling) rozpoczyna proces rekonekcji. Unoszone
przez skomplikowane tréjwymiarowe pole predkosci linie wirowe sa przetaczane
(ang. cross-linking) lub mostkowane (ang. bridging). Powstajacy w tym procesie
wektor wirowosci jest prostopadlty do poczatkowego kierunku rurek wirowych.
Intensywno$¢ nowej wirowoéci jest wzmacniana przez rozcigganie i w pewnym
momencie przewyzsza intensywnos$¢ pierwotnych rurek. Powoduje to zmiane glo-
balnej topologii rurek wirowych. Opisany proces jest dobrze widoczny w przy-
padku rekonekcji dwoch prostopadlych rurek wirowych. Ten przypadek zostat
opisany w [107] jako prototypowa geometria procesu rekonekcji. Osie rurek sa
do siebie prostopadle i odsuniete wzgledem siebie. Polozenie poczatkowe rurek
jest widoczne w ramce t = 0.0 na rys. 7.7. Do walidacji wynikow postuzyty da-
ne zamieszczone w [107]. W pracy tej wykorzystano metode spektralna, bardzo

doktadna metode rozwiazywania rownan ruchu.
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Poczatkowy rozklad wirowosci zadany byl wzorem:

UG
oN N

w(r) = woe (7.7)

Wartosci cyrkulacji i liczby Reynoldsa wyliczane byty ze wzoréw odpowiednio

r :/0 w(r)2mr dr, (7.8)

r
R@l" == ; (79)

Dla badanego przypadku uzyte zostaly nastepujace wartosci: wyg = 20, rg =
3712, co w wyniku daje I' = 14.73, Rer = 1403. Obszar obliczeniowy byl szeécia-
nem o wymiarach [2m x 27 x 27] i siatka hy = hy = h, = 27 /N, gdzie N = 256.
Krok czasowy wynosit At = 0.001.

Na rys. 7.7 przedstawiona jest rekonekcja dwoch prostopadtych rurek wiro-
wych przesunietych wzgledem siebie. W lewej kolumnie przedstawione sa izopo-
wierzchnie modultu wirowosci dla |w| = 12, a w prawej linie wirowe. Wyniki bardzo
dobrze odpowiadaja wynikom przedstawionym na rys. 3 zamieszczonym w pracy
[107], ktére otrzymano uzywajac metody spektralne;j. Swiadezy to o poprawnosci
implementacji algorytmu i dobrej doktadnosci metody VIC.

Ewolucja moze zostaé podzielona na trzy zachodzace na siebie etapy:

1. 0 < 1.0: Konwekcja pierwotnych rurek wirowych do konfiguracji APV. Wy-
tworzenie sie wtérnych wiréw spinkowych (ang. hairpin vortex),

2. 1.0 < t < 2.0: Powstawanie i intensyfikacja mostéw, ruch obszaru kontaktu
w dot i w lewo. Jednoczeénie splatanie i wiazanie stabszych wiréw spinko-
wych. Splaszczenie strefy kontaktu.

3. 2.0 < t < 3.0: Gwaltowna dyssypacja lub ostabienie pierwotnej poruszajacej
si¢ w dot pary rurek wirowych. Jednoczenie ruch do géry i na zewnatrz oraz
skrecenie wiréw wtérnych.

W momencie t = 1.0 widoczne jest wygiecie rurek wirowych wynikajace z
wyindukowanego pola predkosci. Jednoczesnie pojawiaja sie wtorne stryktury
palczaste bedace niemal prostopadle do osi pierwotnych rurek. W momencie ¢ =
2.0 wida¢ splaszczenie strefy kontaktu. W ¢t = 3.0 widzimy wtérne struktury
wirowe polaczone nicia (ang. thread) pozostala po rekonekcji.

Aby pokazaé, ze w tym przypadku zachodzi nie tylko rekonekcja izopowierzch-
nii wirowosci ale réwniez rekonekcja linii wirowych na prawej stronie rys. 7.7 zo-
staly wykreslone linie wirowe. Punktami poczatkowymi tych linii byly dwa, lezace
na brzegu obszaru, odcinki o wymiarze 0.2 prostopadle do siebie i zgodne z kie-
runkami osi wspotrzednych, ktorych punktem przeciecia byl punkt maksymalnej
warto$ci modutu wirowosci na danym brzegu. Linie widoczne na rys. 7.7 zostaty
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Rysunek 7.7: Obraz izopowierzchni |w| = 0.6wp (po lewej) oraz linii wirowych
(po prawej) ewolucji dwéch identycznych, prostopadlych rurek wirowych przesu-
nietych wzgledem siebie. Rer = 1403
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rozpoczate na lewym i dolnym brzegu obszaru. Na obrazkach sg one wyswietlane
za pomoca wsteg pokolorowanych wartodcia wirowosci. Dzieki takiemu utozeniu
dobrze widoczne jest zaréwno polozenie, jak i skrecenie linii wirowych.

Na pierwszym obrazku widaé¢ poczatkowy uktad rurek wirowych. W czasie
obliczen zaczynaja sie one skreca¢ i przechodzi¢ w potozenie antyréwnolegte. Na
ostatnim obrazku wida¢ zmiane topologii wyswietlanych linii wirowych. Linie,
ktore poczatkowo przebiegaly z dolnego brzegu obszaru obliczeniowego do gér-
nego oraz z lewego do prawego teraz przebiegaja z lewej strony do gory oraz z
dolnego brzegu do prawego. W obszarze, w ktérym nastapita rekonekcja, pozo-
stala pewna porcja wirowosci (tzw. nici ang. thread) co $wiadczy o tym, ze nie
wszystkie linie wirowe zmienity swoja topologie. Zgodnie z przytoczonym wcze-
Sniej opisem $ledzenie linii wirowych jest najpewniejszym sposobem na stwier-
dzenie zajscia procesu rekonekcji i jest ono mozliwe tylko dzieki wykorzystaniu
symulacji numerycznych.

A
— 2

t= o’. o// I

Rysunek 7.8: Ruch pasywnych markeréw unoszonych przez pole predkosci wy-
tworzone w czasie rekonekcji dwoch rurek wirowych. Poczagtkowo markery utozo-
ne sa w ksztalcie szescianu ze $rodkiem w miejscu kontaktu rurek. Na obrazku
widoczna 1/8 wszystkich markeréw.

Na rys. 7.8 przedstawiony zostal ruch pasywnych markeréw unoszonych przez
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pole predkosci wytworzone w czasie rekonekcji dwoch rurek wirowych. Poniewaz
proces rekonekcji zachodzi w tym przykladzie bardzo gwaltownie to szybko wi-
doczna jest utrata symetrii ulozenia markeréw wzgledem siebie oraz intensywne
mieszczanie tych czastek. Pomimo, ze cze$é¢ pasywnych markeréw znajdowala sie
w chwili poczatkowej poza obszarem rurek wirowych, to w trakcie procesu re-
konekcji zostaly wciagniete w obszar rekonekcji. Pokazuje to m.in., ze w ptynie
lepkim czastki wirowe nie poruszaja sie tak, jak czastki materialne ptynu [43].
Wyniki przedstawiajace symulacje zjawiska rekonekcji dwoch prostopadtych
rurek wirowych zostaly opublikowane w artykutach autorskich [61, 63, 57].

7.2.3. Zderzenie rurki wirowej i pierscienia

Ciekawym przypadkiem przy omawianiu zmiany topologii linii wirowych jest zde-
rzenie sie ze soba pierScienia wirowego i rurki wirowej. Wyniki symulacji dla
dwdéch réznych liczb Reynoldsa przedstawione sg na rys. 7.9 i rys. 7.10.

W obu wypadkach rurka wirowa i pierscienn wirowy mialy takie same promienie
rdzeni rg = 0.5 oraz taki sam promien pierscienia Ry = 1.5. Odlegto$é¢ pomiedzy
pierscieniem a rurka wynosita d = 3.0. W pierwszym przypadku liczba Reynoldsa
wynosita Rep = 1000 (|wo| = 20) a w drugim Rer = 2000 (Jwo| = 40). Obszar
obliczeniowy mial wymiary 4w x4 x 4w oraz 256 X 256 x 256 wezléw. Na wszystkich
brzegach zadane byly okresowe warunki brzegowe.

Na rys. 7.9 widoczny jest proces rekonekcji dla przypadku Rer = 1000 wi-
dziany pod katem (lewa strona) oraz z géry (prawa strona). Piericien wirowy
zostal tak umieszczony aby pod wplywem samoindukcji zblizal si¢ do rurki. W
trakcie zblizania sie pierscien zaczyna by¢ obracany wokét osi rurki wirowej z
powodu wytworzonego przez nia pola predkosci. Widoczne jest to szczegdlnie
dobrze na widoku z goéry. Do zderzenia tych struktur wirowych dochodzi zatem
pod innym katem niz zostaly one utozone na poczatku obliczen. Pierécien wirowy
przechodzi przez rurke (trzeci obraz), a nastepnie oddala si¢ od niej w kierun-
ku innym niz poczatkowy (czwarty obraz) zostawiajac za soba porcje wirowosci
(nici wirowe ang. threads). W trakcie opisanego procesu rurka wirowa prawie nie
zmienila swojego potozenia. Przejécie pierscienia wywotato falowanie rurki. Wi-
doczne pomiedzy strukturami po zakonczonym procesie porcje wirowosci moga
wskazywac, ze miala miejsce zmiana topologii linii wirowych. Obserwujac tylko
obrazy izopowierzchni wirowosci nie mozna wyciagnaé takich wnioskéw.

Na rys. 7.10 przedstawiona jest rekonekcja dla przypadku Rer = 2000. Dane
zostaly przedstawione za pomoca izopowierzchnii wirowosci (lewa strona) oraz li-
nii wirowych (prawa strona). Punktami startowymi do wykreslenia linii wirowych
byly punkty maksymalnej wartosci wirowosci na lewej i dolnej granicy obszaru
obliczeniowego. Dodatkowo punkty te byly srodkami dwéch odcinkéw o wymiarze
0.2 prostopadtych do siebie i zgodnych z kierunkami osi wspétrzednych z ktorych
rowniez byly rozpoczynane linie wirowe. Linie wirowe sg na obrazkach wyswie-
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Rysunek 7.9: Obraz izopowierzchni |w| = 0.25wg oraz |w| = 0.50wq (tylko prawa
strona) dla zderzenia rurki wirowej z pierscieniem wirowym. Rep = 1000
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tlane za pomoca wsteg pokolorowanych wartoscia wirowosci. Dzieki takiemu uto-
zeniu dobrze widoczne jest zaréwno polozenie, jak i skrecenie linii wirowych.

Pomimo wigkszej liczby Reynoldsa przedstawiony proces przechodzi przez te
same etapy co w poprzednim przypadku. Wystepuje zblizenie si¢ pierscienia spo-
wodowane samoindukcjg oraz obrot pierscienia spowodowany indukcja rurki. Sam
proces przejécia pierécienia przez rurke jest bardziej dynamiczny. Widaé jak czesé
rurki wirowej jest owijana wokol pierscienia (drugi i trzeci obraz). Proces ten jest
takze widoczny na obrazie linii wirowych, ktore sa wyciagane do gory przez pier-
$cien. Dynamika tego procesu powoduje, ze w dalszym etapie pierscien wirowy
jest rozrywany na mniejsze struktury wirowe. Na obrazie linii wirowych widaé,
ze linie nalezace do rurki wirowej ponownie sie polaczyly ze soba jednoczesnie
oddajac pewna porcje wirowosci pierscieniowi. Ponownie na ostatnim obrazie wi-
daé rurke wirows tym razem mocniej zaburzona, ale w ksztalcie zblizonym do
poczatkowego.

Pokazuje to, ze w trakcie zderzenia pierscienia wirowego z rurka dochodzi do
procesu zmiany topologii linii wirowych. Cze$é wirowosci znajdujacej sie poczat-
kowo w rurce wirowej zostaje oddana do pierscienia i razem z nim kontynuuje
ruch. Po przejsciu przez rurke za pier§cieniem pojawiaja sie smugi (nici) wirowe,
obecne takze w innych przedstawionych przypadkach, w ktérych zaszta zmiana
topologii linii wirowych.

7.2.4. Rekonekcja dwbéch antyréwnoleglych rurek wirowych (Rer =
1003)

Bardziej szczegdlowy opis samego procesu mostowania pojawia sie w pracy [44].
W momencie kontaktu dwoéch rurek wirowych ich linie wirowe bedace najblizej
drugiej struktury znosza sie tworzac obszar interakcji. Jednoczesnie ich pozostate
czesci lacza sie ze swoimi odpowiednikami w przeciwnej rurce wirowej na kon-
cach strefy interakcji. Male porcje o wysokiej wirowoéci sg wyrzucane z gléwnych
rurek wirowych. W czasie ewolucji coraz bardziej si¢ one wydtuzaja az do momen-
tu, polaczenia sie z porcjami wyrzuconymi z drugiej struktury wirowej, tworzac
mosty (ang. bridges). Ich grubo$é ro$nie w czasie co wskazuje na wzrost warto-
Sci wirowoéci wewnatrz nich. Proces ten postepuje do momentu kiedy grubos$é
tych porcji jest poréwnywalna z gruboscia pierwotnych rurek. Wewnatrz mostéw
linie wirowe sa wyciagane w postaci wiréw spinkowych (ang. hairpin vortex).
Pierwotne i wtorne linie wirowe sa skrecane wokdét siebie wewnatrz rdzenia wi-
rowego a predkosé katowa tego obrotu jest mniejsza w poblizu miejsca interakcji
z powodu splaszczenia rdzenia wirowego, a wieksza na koncach strefy interakcji.
W czasie rekonekcji strefa interakeji jest wyginana w kierunku prostopadlym do
plaszczyzny poczatkowej rurek wirowych co sprawia, ze znoszenie sie wirowosci
jest coraz stabsze. Proces mostowania zostal zauwazony w interakcji dwoch anty-
réwnoleglych rurek wirowych z zaburzeniem sinusoidalnym [74] i interakcji dwéch
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Rysunek 7.10: Obraz izopowierzchni |w| = 0.25wp 1 |w| = 0.50wy (lewa strona)
oraz linii wirowych (prawa strona) dla zderzenia rurki wirowej z pierscieniem
wirowym. Rer = 2000
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pierscieni wirowych [45]. W tych przypadkach nie ma drastycznej zmiany ksztaltu
rurek wirowych przed procesem rekonekcji. Bardziej intensywne procesy mosto-
wania widoczne sg w przypadku niesymetrycznych warunkéw poczatkowych, jak
np. dla dwéch prostopadtych rurek wirowych [107, 42].

Proces ten jest dobrze widoczny w przypadku rekonekcji dwéch antyréwnole-
glych rurek wirowych. Wymiary geometryczne do tego przypadku zaczerpnieto z
pracy [74] i sa przedstawione na rys. 7.11.

Y

1.33 '
] A
1 O.ZA /Xz

— |1.73

v X,

Rysunek 7.11: Warunki poczatkowe dla przypadku réwnolegtych rurek wirowych
z symetrycznym zaburzeniem.

Poczatkowy rozklad wirowosci w rdzeniu opisany byl wzorem (7.7), z warto-
Sciami 9 = 0.666, wy = 20.0. Zgodnie ze wzorami (7.8) i (7.9) cyrkulacja i liczba
Reynoldsa dla tego testu wynosity odpowiednio: I' = 17.65, Rer = 1003. Obszar
obliczeniowy stanowil sze$cian o wymiarach [87 x 87 x 87| z okresowymi warunka-
mi brzegowymi we wszystkich kierunkach. Liczba weztow wynosita 256 x 256 x 256.
Do obliczen przyjeto krok czasowy At = 0.01. W obszarze zostaly umieszczone
rurki z dwoma sinusoidalnymi zaburzeniami, aby doktadnie odda¢ struktury two-
rzace sie miedzy nimi. Jakosciowa zgodnos¢ z wynikami przedstawionymi w pracy
[74] jest bardzo dobra.

Interakcja rurek wirowych przedstawiona na rys. 7.12 przechodzi przez kla-
syczne etapy rekonekcji wymienione przez innych autoréw (np. [74], [44]). Rurki
wirowe zblizaja sie do siebie i zderzaja si¢ w ¢ = 1.0. W miare zblizania sie¢ wiréw
do siebie ich rdzenie splaszczaja sie, staja sie coraz bardziej zdeformowane i prze-
ksztalcaja si¢ w strukture glowa - ogon (ang. head-tail). Ten etap charakteryzuje
sie aktywna dyfuzja (ang. cross-diffusion), ktérej towarzyszy mostowanie pomie-
dzy dwoma strukturami wirowymi Wytworzone mosty pod wplywem wzajemnej
indukcji zaczynaja sie poruszaé¢ w gore i oddala¢ od siebie. Z powodu tego ruchu
efekty lepkosciowe pomiedzy dwoma strukturami nie maja okazji do calkowitej
anihilacji wirowosci. Pozostalo$ci wirowosci, zwane niémi (ang. threads), zaczy-
naja sie wygina¢ w gore z powodu predkosci indukowanej przez nowe struktury
wirowe.

Mieszanie ptynu otaczajacego rurki wirowe biorace udzial w procesie reko-
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Rysunek 7.12: Obraz izopowierzchni |w| = 0.15wq dla ewolucji dwéch antyréw-
nolegtych rurek wirowych.

nekcji jest przedstawione za pomoca pasywnych markeréow na rys. 7.13. Widag,
ze proces rekonekcji zintensyfikowal proces mieszania w pewnym obszarze prze-
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plywu. Markery lezace w $rodkowej czesci obszaru przeplywu, w ktorej doszto
do rekonekcji, zostaly uniesione przez przeplyw i wymieszane. Z kolei czastki
pasywne lezace w obszarze przez ktory nie przechodzity rurki wirowe pozostaly
praktycznie nieruszone. Widaé¢ ograniczony zasieg dziatania procesu rekonekc;ji.

Rysunek 7.13: Ruch pasywnych markeréw wywotany polem predkosci powstatym
w czasie rekonekcji dwéch rurek wirowych widziany pod réznymi katami. Dla
lepszej wizualizacji w prawej kolumnie widoczna jest tylko potowa pasywnych
markeréw.

Wyniki przedstawiajace symulacje zjawiska rekonekcji dwoch antyréwnole-
glych rurek wirowych zostaly opublikowane w artykutach autorskich [61, 63, 48,
57].

7.2.5. Wplyw liczby Reynoldsa na proces rekonekcji

W wielu pracach uznaje sie, ze struktury wirowe przypominajace rurki ewoluuja
i oddziatuja ze soba przy wysokich liczbach Reynoldsa w tréjwymiarowych prze-
ptywach turbulentnych. Mozna sobie wyobrazié, ze wiekszoS$¢ obszaru przeptywu
jest wypelniona plynem o zerowej lub bardzo niskiej wirowosci a jego wlasciwosci
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sa zalezne do struktur wirowych o stosunkowo malych $érednicach [107]. Przela-
czanie sie linii wirowych moze by¢ jednym z podstawowych proceséw w ewolucji
tréjwymiarowych struktur wirowych i mechanice turbulencji [74].

W tym Swietle uzasadnionym jest zbadanie jaki wplyw ma liczba Reynold-
sa na przebieg procesu rekonekcji. Zostanie to pokazane na przykltadzie dwdch
rownolegltych rurek wirowych.

W tym przypadku badane rurki wirowe mialy te same parametry geometrycz-
ne co rurki przedstawione w rozdziale 7.2.4. Zmiana liczby Reynoldsa byta reali-
zowana poprzez zmiane wspoélczynnika lepkosci. W pierwszym przypadku miat
on wartos¢ v = 0.0176 co dawalo liczbe Reynoldsa Rer = 1003, w drugim wy-
padku wartosci te miaty odpowiednio v = 0.05 i Rer = 353. Otrzymane wyniki
przedstawione sa na rys. 7.14.

Przebieg procesu rekonekcji przedstawiony po lewej stronie rys. 7.14 jest zgod-
ny z opisem w sekcji 7.2.4. Po prawej stronie tego rysunku widoczny jest obraz
izolinii wirowosci dla tej samej konfiguracji poczatkowej ale innej liczby Reynold-
sa. Mozna z niego wnioskowaé, ze nie doszto do pelnego procesu rekonekcji. W
czasie ewolucji doszto do procesu mostowania i wytworzyty sie potaczenia po-
miedzy poczatkowymi strukturami wirowymi. Jednak oddzialywania nie byty na
tyle silne, zeby nowe struktury mogty sie rozdzieli¢. W dalszym etapie ewolucji
struktury wirowe podlegaja procesowi dyfuzji i powiekszaja swoje Srednice nie
zmieniajac topologii linii wirowych.

Badania te zostaly powtérzone dla wiekszej liczby réznych warto$ci wspot-
czynnika lepkosci. Na rys. 7.15 zostal pokazany wykres zaleznosci maksymalnej
wartosci wirowoéci w obszarze obliczeniowym w czasie w zaleznosci od wartoéci
wspotczynnika lepkosci. Podobny wykres dla pojedynczej wartosci wspotczynnika
lepkosci jest przedstawiony w pracy [45].

Wyniki pokazuja, ze dla przypadkéw w ktérych zaszedl pelny proces rekonek-
¢ji pojawito sie maksimum na wykresie najwiekszej warto$ci wirowosci w obszarze
obliczeniowym. Wartos$¢ tego maksimum jest kilkukrotnie wyzsza niz dla poczat-
kowej chwili obliczen. Pokazuje to, ze lokalnie proces rekonekcji ma charakter
bardzo dynamiczny. Moze to by¢ takze wskazdéwka, ze w przeptyw turbulent-
ny jest tworzony przez struktury wirowe, ktére ciegle poddawane sa procesom
rekonekcji. Wedle wiedzy autora wynik ten jest pierwszym powiazaniem faktu
wystepowania maksimum wirowosci z przejéciem pelnego procesu rekonekcji.

Wiyniki przedstawiajace wplyw liczby Reynoldsa na przebieg zjawiska reko-
nekcji zostaly opublikowane w artykutach autorskich [61, 63, 57].
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Rysunek 7.15: Zalezno$¢ maksymalnej wartosci wirowosci |w|mqr W czasie w za-
leznosci od wspoédlezynnika lepkosci w procesie rekonekeji dwoch antyrownoleglych
rurek wirowych.



100ZDZIAL 7. BADANIA NUMERYCZNE EWOLUCJI STRUKTUR WIROWYCH

7.3. Zderzenie czolowe dwobch pierscieni wirowych

Bardzo ciekawym zagadnieniem jest zderzenie czolowe dwodch pierscieni wiro-
wych. Wyniki eksperymentalne zostaly zaprezentowany w Nature [69] a na stro-
nie internetowej autora [67] mozna obejrzeé¢ film. Eksperyment przedstawia dwa
pierscienie wirowe, ktére w wyniku zderzenia czotowego rozpadaja sie na serie
mniejszych pierscieni wirowych roztozonych na obwodzie pierwotnych piericieni.
Po rekonekcji wtérne struktury zaczynaja sie promieniscie oddala¢ od osi pier-
wotnych pierscieni. Zgodnie z wiedzg autora wyniku tego nie udato sie powtérzyé
numerycznie.

7.3.1. Obliczenia dla liczby Reynoldsa Rer = 1000

W niniejszej pracy dokonano préby odtworzenia zjawiska rekonekcji powstajacej
w wyniku czolowego zderzenia dwéch pierécieni wirowych. W tym przypadku
parametry we wzorach (7.7), (7.8) i (7.9) mialy wartosci wy = 20, ro = 0.5,
Ry = 1.0, v = 0.01, Rer = 1000. Siatka numeryczna miala 256 x 256 x 256
weztow. Wyniki w formie izopowierzchni wirowosci przedstawione sa na rys. 7.16.

Niestety trudno jest dokonaé¢ doktadnego poréwnania eksperymentu Lima na
podstawie poréwnania liczb Reynoldsa. W eksperymencie byta bowiem ona wyli-
czana na podstawie predkosci tltoka i érednicy otworu stuzacych do wytworzenia
pierécienia wirowego. W obliczeniach numerycznych zdefiniowana jest w zalezno-
$ci od cyrkulacji pierscienia. Moga to by¢ znacznie rézne liczby.

W czasie zblizania sie do siebie predkosci indukowane przez pierécienie po-
woduja rozszerzanie sie¢ ich i splaszczenie rdzenia (przekroju). W chwili ¢ = 2
na rys. 7.16 widoczny jest specyficzny rozktad wirowosci nazywany przez Lima
membrana. Zgodnie z [69] w momencie, kiedy pierscienie osiagaja wielkosé ok. 4
poczatkowych Srednic pojawia sie asymetryczne zaburzenie w postaci fali. Powo-
duje ono powstanie na obwodzie kazdego pierScienia czterech skupisk wirowosci.
Wyniki numeryczne pokrywaja sie z wynikami eksperymentu dla niskich liczb
Reynoldsa. Oprécz liczby zgrubien gltéwna réznica pomigdzy otrzymanymi wyni-
kami sa pozostatosci barwnika w srodku zderzajacych si¢ pierécieni widoczne na
zdjeciach zaréwno w [69] jak i na [67].

W poprzednich punktach zostalo pokazane, ze w przeplywie lepkim wirowosé
nie jest unoszona przez czastki ptynu i dlatego trudno jest przeprowadzi¢ wizu-
alizacje ewolucji pola wirowosci. Z tego powodu lepszym sposobem pordéwnania
otrzymanych wynikéw numerycznych z eksperymentem jest umieszczenie w ob-
szarze obliczeniowym pasywnych markeréw unoszonych przez plyn. Zostaly prze-
prowadzone symulacje, w ktérych do przeptywu wprowadzono pasywne markery
symulujace zachowanie sie czastek barwnika uzywanego w eksperymentach. Na
rys. 7.17 przedstawione sg pokolorowane pasywne markery. Kolory odpowiadaja
poczatkowemu potozeniu. W chwili poczatkowej pierécienie wirowe sa catkowicie
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Rysunek 7.16: Obraz izopowierzchni |w| = 0.2wy (czerwony) i |w| = 0.05wq

(niebieski) czolowego zderzenia dwdch pierscieni wirowych . Rer = 1000.

schowane w obszarze pokrytym markerami. Kazdy z tych obszaréw zawiera mar-

kery rozlozone na siatce posiadajacej 100 x 100 x 50 wezléw, czyli w symulacji

bierze udzial 10® markeréw. Cze$é markeréw lezata poza obszarem posiadajacym

wirowo$¢. Dla czasu t = 1 widoczny jest ogon utworzony z markeréw znajduja-

cych sie poczatkowo poza pierScieniami wirowymi. W chwili ¢t = 2 widoczna jest
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Rysunek 7.17: Obraz pasywnych markerow dla przypadku czotowego zderzenia
dwoch pierscieni wirowych. Kolory oznaczaja poczatkowe potozenie markerdow.
Rer = 1000.

membrana. W chwili ¢ = 3 wida¢, ze tylko cze$¢ z markeréw znajdujacych sie
wewnatrz pierscieni na poczatku ruchu zostala wraz z nimi przemieszczona. Dru-
ga czesS¢ pozostata w centralnej czedci obszaru zderzenia. Obraz przedstawiony w
chwili ¢ = 5 bardzo przypomina wyniki otrzymane przez Lima umieszczone na
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stronie internetowej tego autora [67]. W odr6znieniu od wizualizacji izopowierzch-
niami wirowosci dobrze widoczne jest skupisko markeréw w srodkowej czesci ob-
szaru zderzenia. Byla to podstawowa réznica pokazana w punkcie 7.3 pomiedzy
wynikami eksperymentalnymi a obliczeniami numerycznymi. Jasne jest teraz, ze
byta ona spowodowana réznicg pomiedzy ewolucjg skalarow a ewolucja wirowosci.
Z obrazu dla chwili ¢ = 8 wynika, ze proces rekonekcji skalaréw w tym wypadku
nie zaszedt.

Zastosowanie pasywnych markeréw pozwolito potwierdzi¢ zgodno$é obliczen
numerycznych z eksperymentem. Nie bylo to wprost mozliwe tylko przy wizuali-

zacji izopowierzchniami wirowosci.

7.3.2. Obliczenia dla liczby Reynoldsa Rer = 2000

Zostata réwniez przeprowadzona symulacja dla wigkszej liczby Reynoldsa Rer =
2000. Parametry pierscieni wirowych w tym przypadku byly nastepujace: wy =
80, a =0.5 R =1.0, » = 0.02. Wyniki widoczne sg na rys. 7.18.

z z

t=20.0 /{L t=10 )ik

X X

t=20

Rysunek 7.18: Obraz izopowierzchni wirowosci |w| = 0.025wq dla przypadku
zderzenia czolowego dwdch pierscieni wirowych. Rer = 2000.
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Wyniki wygladaja podobnie do przypadku z nizsza liczba Reynoldsa tylko
do momentu pojawienia sie¢ membrany. Fala na obwodzie ma wiekszg czestotli-
wos¢ 1 powoduje mocniejsze odksztatcenie struktur wirowych. Skutkiem tego jest
widoczne na obrazie ¢ = 5 oderwanie si¢ czterech pierécieni wirowych, ktére od-
dalaja sie promieniécie do pozostalo$ci po pierwotnych pierscieniach. Moze to

dowodzi¢, ze w tym wypadku miala miejsce rekonekcja struktur wirowych.

7.3.3. Obliczenia dla liczby Reynoldsa Rer = 2000 z powiekszona
siatka 512 x 512 x 512 wezléw

Ten przypadek zostat przebadany na jeszcze gestszej siatce 512 x 512 x 512. Wy-
miary obszaru obliczeniowego pozostaly bez zmian a krok siatki zostal zmniejszo-
ny dwukrotnie w kazdym kierunku. Parametry poczatkowe pierécieni pozostaly
bez zmian. Na rys. 7.19 przedstawiona jest chwila ¢t = 5.

(-~ v
X

Rysunek 7.19: Obraz izopowierzchni wirowosci |w| = 0.025wq dla przypadku zde-
rzenia czotowego dwdch pierscieni wirowych. Rer = 2000. Obliczenia prowadzone
na siatce 512x5122512.
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Na rysunku widaé nie cztery, jak to mialo miejsce w poprzednim punkcie, a
osiem oddalajacych sie pierscieni wirowych. Poza inna liczba powstatych pierscie-
ni wirowych, wyniki dobrze odpowiadaja wynikom eksperymentow przedstawio-
nych w [69] i [67]. Pokazuje to, ze metoda VIC w przedstawionej implementacji
jest w stanie odtworzy¢ rzeczywiste eksperymenty, nawet tak skomplikowanych
zjawisk, jakim jest rekonekcja struktur wirowych przy czotowym zderzeniu dwoch
pierscieni wirowych.

Wiyniki przedstawiajace zderzenie czotowe dwdch pierscieni wirowych zostaty
opublikowane w artykutach autorskich [62, 55, 48, 57].
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PODSUMOWANIE

Badajac ewolucje 1 wzajemng interakcje prostych (podstawowych) struktur wi-
rowych, takich jak rurki i pierScienie mozna poznaé fascynujace zjawiska takie
jak rekonekcja czy gra wiréw. Skomplikowanie pola predkosci w przeptywie jakie
powstaje po tych zjawiskach prowadzi do wniosku, ze moga by¢ one podstawa
powstawania turbulencji [41].

Przedmiotem niniejszej rozprawy bylo opracowanie implementacji metody
czastek wirowych typu ,Wir w komérce” (VIC) do rozwiazywania niescisliwych,
tréjwymiarowych przeptywow lepkich wykorzystujacej w obliczeniach numerycz-
nych wieloprocesorowe Srodowisko ztozone z kart graficznych. Proponowana w
pracy metoda oparta jest na aproksymacji ciggltego pola wirowosci dyskretnym
rozktadem czastek wirowych, ktére niosg informacje o trzech sktadowych wektora
wirowosci. Réwnania ruchu cieczy zostaly sformutowane w ujeciu wirowosci w i
predkosci u. W algorytmie metody wykorzystywany byl takze potencjal wekto-
rowy A.

W metodach wirowych czastki maja tendencje do koncentrowania si¢ w obsza-
rach o wysokim gradiencie predkosci. Aby uniknaé¢ bltedéw zwigzanych ze zbytnim
zblizeniem sie czastek do siebie stosuje sie tzw. redystrybucje, czyli przemiesz-
czenie ich na regularne pozycje (np. wezly siatki). Proces ten powtarzany jest
co zadang (wyznaczona metoda préb i bledéw) liczbe krokéw czasowych. Mo-
dyfikacja metody typu ,Wir w komoérce” zastosowana w niniejszej pracy byto
wprowadzenie redystrybucji czastek wirowych na wezly pomocniczej siatki nu-
merycznej w kazdym kroku czasowym metody.

Modelowanie niedcisliwych lepkich przeplywéw tréojwymiarowych oparte by-
to na algorytmie dekompozycji lepkosciowej tzn. rozwiazanie otrzymywane by-
to w dwdéch krokach: najpierw rozwigzywano rownania ruchu cieczy nielepkiej,
a nastepnie uwzgledniano w obliczeniach lepko$é. Wprowadzenie redystrybucji
czastek wirowych na wezty siatki w kazdym kroku czasowym pozwolito na roz-
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wigzywanie réwnania dyfuzji na siatce numerycznej dzieki czemu poprawiono
doktadnosé symulacji efektéw lepkosciowych.

Poprawno$é¢ implementacji metody sprawdzono badajac dynamike pojedyn-
czego nielepkiego pierécienia wirowego. Poréwnujac jego predkosé translacji z for-
mutg analityczna, otrzymano dobra zgodnos¢ wynikow. Dla przeplywdéw nielep-
kich modelowano réwniez dynamike uktadu dwoch pierscieni wirowych w réznych
konfiguracjach poczatkowych. Odtworzono, dobrze znane w literaturze, zjawisko
»gry wiréw” | uzyskujac jeden pelny cykl przejscia pierécieni.

W pracy przedstawiono implementacje metody VIC na pojedynczej karcie
graficznej. Uzyskano ok. 50 krotne przyspieszenie obliczen wzgledem pojedyn-
czego rdzenia procesora. Najwicksza siatka jaka miescila sie na jednej karcie
(128 x 128 x 128 wezléw) pozwolita na przeprowadzenie badan nad rekonekcja
prostych struktur wirowych. Otrzymane wyniki byly zgodne z wynikami zaréwno
numerycznymi, jak i eksperymentalnymi innych autoréw. Niestety siatka okazala
sie za mala przy prébie odtworzenia bardziej skomplikowanego zjawiska jakim
bylo zderzenie sie dwoch pierécieni wirowych.

Przeprowadzone w pracy badania numeryczne pozwolily na glebsze pozna-
nie procesu ewolucji i rekonekcji struktur wirowych. W pracy zostaly pokazane
zmiana topologii linii wirowych, wplyw liczby Reynoldsa na proces rekonekcji.
Waznym wnioskiem uzyskanym w czasie badan byto pokazanie, ze proces reko-
nekcji jest zwigzany ze wzrostem maksymalnej wartosci modutu wirowosci w ob-
szarze obliczeniowym. Zostaly zidentyfikowane i pokazane wspdlne etapy procesu
rekonekcji dla wiekszosci przedstawionych przypadkow.

7 przeprowadzonych badan wynika, ze obliczenia na wielu kartach graficz-
nych pozwalaja uzyskaé¢ przyspieszenie wzgledem pojedynczej karty. Wynik ten
nie jest oczywisty z powodu koniecznosci przesylania danych etapami. Dopie-
ro wykorzystanie kopiowania asynchronicznego i strumieni pozwolito otrzymaé
efektywne skalowanie czasu obliczeniowego dla wiekszej liczby kart. Przedstawio-
ne skalowanie stabe pokazalo, ze mata pojemnosé pamieci kart graficznych nie
musi by¢ przeszkoda w wykonywaniu obliczen z gestymi siatkami. Odpowiednia
dekompozycja danych pomiedzy wiele kart graficznych pozwoli na obejscie tego
problemu oraz dodatkowo moze przyspieszy¢ obliczenia.

Zaprezentowane w niniejszej rozprawie wyniki numeryczne otrzymane za po-
moca nowej implementacji metody VIC dla przeptywéw nielepkich i lepkich sa
dobrej jako$ciowo zgodnosci z wynikami eksperymentalnymi i numerycznymi do-
stepnymi w literaturze. Osiagniete wyniki potwierdzaja postawiong na poczatku
pracy teze, ze w obliczeniach numerycznych mozliwe jest zastapienie pola wirowo-
$ci dyskretnym rozkladem czastek wektorowych bedacymi nosnikami wirowoéci, a
srodowisko kart graficznych nadaje sie do obliczen naukowych i pozwala znaczaco
skrocié czas obliczen. Cele pracy zostaly zrealizowane.
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