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ŁĄCZENIE METOD I NARZĘDZI  
W BUDOWIE MODELI PREDYKCYJNYCH

Streszczenie: Celem artykułu jest charakterystyka dwóch głównych strategii stosowanych  
w łączeniu narzędzi analitycznych podczas budowy modeli predykcyjnych. Pierwsza z nich 
to podejście wielomodelowe (ensemble models), w którym o ostatecznym wyniku analizy 
decydują zagregowane rozwiązania cząstkowe. Druga strategia wykorzystuje modele hybry-
dowe (hybrid models), a wynik analizy otrzymuje się przez połączenie co najmniej dwóch 
narzędzi analitycznych. Procedura ta jest zazwyczaj dwuetapowa, a wyniki jednej analizy  
są w kolejnym kroku podstawą do przeprowadzenie następnej. Studia literaturowe zawarte  
w artykule dotyczą złożonych modeli predykcyjnych wykorzystanych przede wszystkim  
w obszarze badań marketingowych.

Słowa kluczowe: modele hybrydowe, podejście wielomodelowe, modele predykcyjne. 

1. Podejście wielomodelowe a modele hybrydowe

Łączenie modeli i narzędzi analitycznych jest obecnie powszechną praktyką pod-
czas budowy modeli prognostycznych w wielu dziedzinach i obszarach badawczych. 
Większa czasochłonność związana z analizą danych jest bardzo często kompenso-
wana większą trafnością predykcji, redukcją problemu niezbilansowanych prób lub 
dostarczeniem czytelnych wzorców ze zbiorów danych o złożonej strukturze. W li-
teraturze przedmiotu wspomina się w tym kontekście o modelach hybrydowych (hy-
brid models) lub podejściu wielomodelowym (ensemble models). Przez pojęcie hy-
brydy należy rozumieć sekwencyjne wykorzystanie kilku modeli, z których co 
najmniej jeden jest modelem opisowym i co najmniej jeden jest modelem progno-
stycznym. Do budowy jednego z nich wykorzystuje się klasyczne narzędzia staty-
styczne, takie jak np. metodę k-średnich, k-medoidów, regresję logistyczną, nato-
miast do budowy drugiego – narzędzia do eksploracji danych, takie jak np. sieci 
Kohonena, drzewa klasyfikacyjne, losowy las, wzmacniane drzewa klasyfikacyjne, 
reguły asocjacyjne i sekwencyjne. Zdaniem autora hybrydyzacja oznacza łączenie 
modeli wzorcowych (z nauczycielem, nadzorowanych) z modelami bezwzorcowy-
mi (bez nauczyciela, nienadzorowanymi) oraz łączenie klasycznych narzędzi staty-
stycznych z narzędziami analitycznymi wywodzącymi się z obszaru data mining.
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Nieco inną definicję modeli hybrydowych zaproponował E. Gatnar [2008, s. 68 
i n.], traktując je jako te powstałe w wyniku połączenia architektury równoległej i 
szeregowej w podejściu wielomodelowym. Równoległe łączenie modeli polega, 
ogólnie rzecz ujmując, na budowie wielu modeli bazowych, których wyniki są agre-
gowane w drodze głosowania lub uśredniania prawdopodobieństw przynależności 
obiektów do klas (rys. 1).

Rys. 1. Schemat architektury równoległej w podejściu wielomodelowym

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Gatnar 2008, s. 68].

Szeregowe łączenie modeli bazowych sprowadza się do wykorzystywania wyni-
ków jednego modelu bazowego do budowy kolejnego. Przykładem takiego podej-
ścia jest algorytm AdaBoost oraz grupa tzw. wzmacnianych drzew klasyfikacyjnych 
lub regresyjnych (gradient tree boosting). W kolejnych modelach bazowych zwięk-
sza się wagę przypadków błędnie sklasyfikowanych i jednocześnie zmniejsza się 
wagę przypadków poprawnie sklasyfikowanych. Schemat takiej architektury przed-
stawiono na rys. 2.

Rys. 2. Schemat architektury równoległej w podejściu wielomodelowym

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Gatnar 2008, s. 69].

Rys. 3. Schemat architektury równoległej w podejściu wielomodelowym

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Gatnar 2008, s. 69].
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Stąd łatwo przedstawić schemat struktury hybrydowej, który mógłby wyglądać 
tak, jak to przedstawiono na rys. 3. Jest przy tym istotne, że w podejściu wielomode-
lowym mówi się najczęściej o jednej metodzie analitycznej wykorzystywanej wielo-
krotnie. Poza wspomnianymi wcześniej drzewami wzmacnianymi za klasyczne po-
dejście w łączeniu modeli należy uznać losowy las [Breiman 2001].

Celem niniejszego artykułu jest krótka prezentacja wybranych złożonych mode-
li predykcyjnych. Ze względu na liczne przykłady pojawiające się w światowej lite-
raturze nie jest możliwa pełna prezentacja różnorodnych podejść badawczych i ana-
litycznych nawet wówczas, gdy wybór zostaje ograniczony analiz rynkowych.

2. Łączenie modeli wzorcowych

Jednym z popularniejszych sposobów łączenia narzędzi do budowy modeli wzorco-
wych jest sekwencyjne użycie drzew klasyfikacyjnych oraz regresji logistycznej. 
Drzewa klasyfikacyjne pozwalają wyodrębnić względnie jednorodne podzbiory, 
które są następnie wykorzystane do budowy modeli logitowych. Za jedną z pierw-
szych prób budowy takiego modelu można uznać połączenie drzew klasyfikacyj-
nych CHAID z dwumianowym modelem logitowym [Lindahl, Winship 1994]. 
Zmienna zależna, która pierwotnie była zmienną ciągłą (wysokość darowizny prze-
kazanej na rzecz Northwestern University), została zdychotomizowana do dwóch 
kategorii: darowizny większej niż 10 tys. dolarów oraz darowizny nieprzekraczają-
cej tej kwoty. Zbiór zmiennych niezależnych obejmował m.in.: charakterystyki ab-
solwentów uczelni (wiek, kod geograficzny miejscowości zamieszkania, wysokość 
deklarowanego wynagrodzenia), informację o wysokości wpłat w poprzednich okre-
sach oraz przynależność do trzech segmentów według metodologii PRIZM („Blue 
Blood Estates”1, „Urban Gold Coast”2 i „Grey Power”3). W pierwszym kroku anali-
zy zbudowano model CHAID, dzięki któremu zdyskretyzowano ciągłą zmienną nie-
zależną „wysokość wpłat w poprzednich okresach”. Zmienna ta uczestniczyła w 
podziale drzewa i wydzieleniu siedmiu węzłów potomnych na pierwszym etapie 
podziału drzewa. W drugim kroku analizy zbudowano trzy dwumianowe modele 
logitowe w trzech podzbiorach absolwentów wyznaczonych za pomocą tej zmien-
nej. Redukcja liczby podzbiorów z siedmiu do trzech została dokonana subiektyw-
nie przez badaczy. Schemat postępowania przedstawiono na rys. 4.

1  W segmencie „Blue Blood Estates” znajdują się zamożni Amerykanie o bardzo wysokich – się-
gających kilkuset tysięcy dolarów rocznie – dochodach, głównie małżeństwa z dziećmi, zamieszkujące 
przedmieścia, pracujący jako specjaliści i menedżerowie.

2  W segmencie „Urban Gold Coast” znajdowały się głównie jednoosobowe gospodarstwa domo-
we zamieszkujące wysokie budynki wielorodzinne. Segment nie występuje w segmentacji PRIZM z 
2011 r.

3  W segmencie „Grey Power” znajdują się starsi Amerykanie, przedstawiciele klasy średniej, wła-
ściciele nieruchomości niekorzystający z domów spokojnej starości. Obecnie segment ten nazywa się 
„Gray Power”.
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Rys. 4. Model hybrydowy CHAID-LOGIT 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Lindahl, Winship 1994].

Bardziej zaawansowane hybrydy wykorzystujące algorytm CART polegały na 
włączaniu informacji o przynależności obiektu do liścia drzewa jako dodatkowych 
zmiennych niezależnych do modeli logitowych [Steinberg, Cardell 1998] lub na wy-
korzystaniu zmiennych konkurencyjnych w budowie hybryd CART-LOGIT [Łap-
czyński 2009].

Interesujący przykład modeli hybrydowych znaleźć można również w pracy 
M. Wei i in. [2008]. Celem badań było zbudowanie modelu prognostycznego na 
potrzeby sprzedaży krzyżowej. Autorzy wykorzystali tzw. podejście wielomodelowe 
w ramach jednego algorytmu (within-algorithm ensemble) oraz podejście wielomo-
delowe pomiędzy algorytmami (cross-algorithm ensemble). Próbę uczącą podzielo-
no na 5 rozłącznych podzbiorów i zastosowano 5-krotny sprawdzian krzyżowy (wa-
lidację krzyżową). W pierwszym podejściu wykorzystano drzewa wzmacniane i 
regresję logistyczną, natomiast w drugim uśredniono wynik prognozy, opierając się 
na obu modelach. Trafność predykcji drzew wzmacnianych była nieco lepsza od 
trafności predykcji uzyskanej za pomocą modelu logitowego. Uśredniony współ-
czynnik korelacji pomiędzy wynikami prognozy obu modeli dla każdego podzbioru 
był równy 0,73 i został zinterpretowany przez autorów jako niezbyt wysoki. W ko-
lejnej fazie uśredniono wynik prognozy dla obu narzędzi z wszystkich podzbiorów, 
otrzymując trafność predykcji po 5-krotnej walidacji krzyżowej. Współczynnik ko-
relacji pomiędzy tymi wartościami wzrósł do 0,75. Procedurę budowy modeli przed-
stawiono na rys. 5.

Podejście wielomodelowe może być tutaj traktowane jako hybrydowe z punktu 
widzenia łączenia narzędzi klasycznych (regresja logistyczna) z narzędziami data 
mining (drzewa wzmacniane).

W tym samym roku zaproponowano nieco inne podejście do prognozowania 
sprzedaży krzyżowej [Qiu, Wang, Bi 2008]. Autorzy wykorzystali regresję logi-
styczną, algorytm AdaBoostM1 oraz podejście nazywane głosowaniem przedziałów 
klasowych zmiennych niezależnych4 (voting feature intervals, VFI). VFI jest nie-
przyrostowym (non-incremental) algorytmem klasyfikacyjnym, który tworzy prze-

4  Algorytm VFI został po raz pierwszy opisany w 1997 r. [Demiroz, Guvenir 1997]. Jego imple-
mentację można znaleźć w programie Weka.
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działy zmiennych na podstawie zbioru obserwacji z predefiniowanymi klasami. Me-
todę tę uznaje się za tolerancyjną z punktu widzenia braków danych. Zmienne ciągłe 
są dyskretyzowane, natomiast dla zmiennych kategorialnych ich warianty są trakto-
wane jako odrębne „przedziały klasowe”5. Dla wszystkich przedziałów klasowych 
każdej zmiennej niezależnej zestawia się liczbę obiektów należących do poszczegól-
nych kategorii zmiennej zależnej. Budowa przedziałów klasowych odbywa się po-
przez minimalizację funkcji entropii, a predykcja poprzez głosowanie na podstawie 
próby testowej. Autorzy traktują de facto podejście hybrydowe jako podejście wie-
lomodelowe, z tą różnicą, że ostatecznym wynikiem analizy jest uśrednione prawdo-
podobieństwo przynależności obiektu do klasy obliczone za pomocą trzech całkiem 
różnych narzędzi analitycznych. Schemat tego modelu hybrydowego przedstawiono 
na rys. 6.

5  Tworzy się szereg strukturalny dla cechy jakościowej.

Rys. 5. Model hybrydowy: regresja logistyczna i wzmacniane drzewa klasyfikacyjne

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Wei i in. 2008].

Rys. 6. Model hybrydowy: regresja logistyczna – AdaBoostM1 – VFI

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Qiu, Wang, Bi 2008].
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3. Łączenie modeli bezwzorcowych

Interesującą propozycję bezwzorcowego modelu hybrydowego przedstawiono w 
2008 r. [Khalil, Li, Wang 2008]. W celu skutecznego prognozowania odwiedzin wi-
tryny internetowej połączono reguły sekwencyjne, analizę skupisk i model Marko-
va. Hybryda została nazwana zintegrowanym modelem predykcyjnym (integrated 
prediction model). Na pierwszym etapie pogrupowano sesje (przypadki odpowiada-
jące odwiedzinom witryny) za pomocą metody k-średnich. Zbiór zmiennych odnosił 
się do liczby odwiedzanych stron w obrębie witryny. W drugim kroku zbudowano 
modele Markova oddzielnie dla każdego skupiska. Ich celem było przewidywanie 
odwiedzin kolejnej strony na podstawie sekwencji stron odwiedzanych wcześniej. 
Szansa na bardziej trafną prognozę odwiedzin konkretnej strony jest tym większa, 
im większy jest zbiór elementów (stron) tę wizytę poprzedzających. Zbyt długie  
i tym samym zbyt szczegółowe sekwencje powodują z kolei nadmierną złożoność 
modelu i niewyczerpującą analizę wszystkich możliwych sekwencji, jakie mogą wy-
stąpić w przyszłości. Autorzy zdecydowali się zatem ograniczyć liczbę elementów 
poprzednika w sekwencji stron do dwóch. W sytuacji gdy model Markova nie był w 
stanie trafnie prognozować odwiedzin następnej strony, do analizy włączano reguły 
sekwencyjne, których zadaniem było znalezienie elementów poprzedzających te 
dwa zidentyfikowane wcześniej przez model Markova. Przykładowy problem z in-
terpretacją modelu Markova mógłby przedstawiać się następująco: „jeżeli otworzył 
A i B, to otworzył C (prawdopodobieństwo = 0,47)” oraz „jeżeli otworzył A i B to 
otworzył D (prawdopodobieństwo = 0,53)”. Zbyt mała różnica między wynikami 
sprawia, że za pomocą reguł sekwencyjnych poszukuje się elementów poprzedzają-
cych zdarzenia A i B. Mogłoby się wówczas okazać, że nowe hybrydowe reguły se-
kwencyjne przybiorą następującą postać: „jeżeli otworzy K i A i B, to otworzy C 
(prawdopodobieństwo = 1,00)” oraz „jeżeli otworzy W i A i B, to otworzy D (praw-
dopodobieństwo = 1,00)”. Schemat hybrydyzacji przedstawiono na rys. 7.

Rys. 7. Model hybrydowy k-średnich – modele Markova – reguły sekwencyjne

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Khalil, Li, Wang 2008].
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W literaturze znaleźć można też inne sposoby łączenia reguł asocjacyjnych i 
sekwencyjnych z technikami grupowania (SOM, k-średnich, uogólniona analiza 
skupisk (EM)) [Łapczyński 2011, w druku]. Przykłady te dotyczą prognozowania 
sprzedaży krzyżowej na rynku usług.

4. Łączenie modeli wzorcowych i bezwzorcowych

Przykładem mieszanego modelu złożonego6 jest model hybrydowy zastosowany do 
prognozowania bankructw przedsiębiorstw na rynku finansowym [Martin i in. 2011]. 
Łączenie narzędzi polegało na sekwencyjnym użyciu algorytmów genetycznych, 
rozmytej metody k-średnich i metody MARS. Algorytmy genetyczne ułatwiły połą-
czenie wskaźników finansowych banków w nowe zmienne komponenty. Rozmyta 
metoda k-średnich (fuzzy c-means algorithm)7 pozwoliła na określenie prawdopodo-
bieństwa przynależności obiektu do więcej niż jednego skupienia. Oznacza to, że 
skupiska nie są rozłączne, a niektóre obiekty mogą należeć do więcej niż jednego z 
nich. W tym wypadku utworzono 3 skupiska, gdzie w każdym z nich znajdowały się 
odpowiednio: przedsiębiorstwa, które zbankrutowały, przedsiębiorstwa, które nie 
zbankrutowały, oraz przedsiębiorstwa wciąż działające, jednak znajdujące się na 
skraju bankructwa. W każdym skupieniu z osobna wykorzystano następnie metodę 
MARS dla celów dyskryminacyjnych. Schemat modelu hybrydowego przedstawio-
no na rys. 8.

Rys. 8. Model hybrydowy: algorytmy genetyczne – rozmyta metoda k-średnich – MARS

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Martin i in. 2011].

Profilowanie skupisk przy użyciu tego narzędzia pozwoliło otrzymać lepsze roz-
wiązanie niż w przypadku pojedynczych modeli, które zostały jednocześnie zbudo-
wane z wykorzystaniem tego samego zbioru zmiennych niezależnych. Autorzy po-
równali wyniki otrzymane za pomocą hybrydy z wynikami analizy dyskryminacyjnej, 
regresji logistycznej, modelu probitowego i modelu hazardu (hazard model).

6  Przez pojęcie „mieszany” należy w tym wypadku rozumieć łączenie modeli wzorcowych i bez-
wzorcowych, a nie tzw. mixture models.

7  Rozmyta metoda k-średnich została po raz pierwszy opisana w 1973 r. [Dunn 1973]. Metodę 
zmodyfikowano osiem lat później [Bezdek 1981].
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5. Podsumowanie

Budowa złożonych modeli predykcyjnych wydaje się obecnie standardem w pro-
gnozowaniu zjawisk rynkowych. Bez względu na to, czy predykcja dotyczy zmien-
nych ilościowych (modele regresyjne), czy zmiennych jakościowych (modele dys-
kryminacyjne), podejmuje się wiele prób łączenia modeli i narzędzi analitycznych  
z różnych dziedzin. Ograniczona objętość artykułu nie pozwoliła na pełną prezenta-
cję wszystkich pomysłów badaczy z ostatniego dziesięciolecia. Warto tutaj jednak 
nadmienić, że o modelach hybrydowych pisano już w kontekście analizy conjoint 
[Green, Krieger 1996] czy w kontekście modeli wyborów konsumenckich [Bodapa-
ti, Drolet 2005]. Do tworzenia modeli hybrydowych włączane są bardzo często algo-
rytmy genetyczne [Brabazon, Keenan 2004; Pan 2010], używa się sekwencyjnie 
sieci neuronowych [Flores, Loaleza 2009] lub wprowadza kilka zmodyfikowanych 
na różne sposoby zbiorów zmiennych niezależnych [Bandyopadhyay, 2007]. Z ob-
szaru analitycznego CRM na uwagę zasługują z kolei prace dotyczące sprzedaży 
krzyżowej czy analizy migracji klientów [Bose, Chen 2009; Kim 2006; Zou, Wang, 
Chang 2008].
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COMBINING METHODS AND TOOLS IN BUILDING 
PREDICTIVE MODELS 

Summary: The purpose of this article is to characterize two main strategies used in combin-
ing analytical tools during the construction of predictive models. The first is the multi-model 
approach (ensemble models), in which the final outcome of the analysis is achieved by the 
aggregation of partial solutions. The second strategy utilizes a hybrid model, in which the final 
result of the analysis is obtained by combining at least two different analytical tools or mod-
els. This procedure is usually two-stage, and the results of one analysis are the basis for the 
next step for the construction of the second model. A review of literature included in the article 
is related to complex predictive models used mainly in the field of marketing research.

Keywords: hybrid models, ensemble models, predictive models.
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