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O PEWNYM SFORMULOWANIU
ZAGADNIENIA RUINY

Streszczenie: Wszelkim rodzajom aktywnos$ci cztowieka towarzyszy ryzyko, jednak dzia-
falno$¢ ubezpieczeniowa wyrdznia si¢ sposrod pozostatych tym, ze jej przedmiotem jest ry-
zyko jako takie. W pracy przedstawiono alternatywne sformutowanie zagadnienia ruiny.
Podejscie to nie wymaga zawansowanego aparatu analizy stochastycznej, jednak intensyw-
nie korzysta z teorii funkcji uogélnionych.

Stowa kluczowe: teoria ruiny, proces Poissona, funkcje uogélnione

1. Wstep

Wszelkim rodzajom aktywnosci cztowieka towarzyszy ryzyko, jednak dziatalno$¢
ubezpieczeniowa wyrdznia si¢ sposrdd pozostalych tym, Ze jej przedmiotem jest
ryzyko jako takie. Zaktad ubezpieczen ,,skupuje” ryzyko i wykorzystujac narzedzia
analizy statystycznej/stochastycznej, nim zarzadza. Jednym z najwigkszych zagrozen
systemu ubezpieczeniowego jest utrata ptynnosci przez cho¢ jednego z jego czton-
kéw. Jedna z miar ryzyka utraty ptynnosSci jest prawdopodobienstwo ruiny (wraz
z wielko$ciami pochodnymi: oczekiwany moment wystapienia ruiny, warto$¢ nad-
wyzki w momencie wystapienia ruiny itp.) [Asmussen, Albrecher 2010; Rolski i in.
1999; Dickson, 2005]. W pracy tej zaproponowano alternatywne sformulowanie
zagadnienia ruiny.

2. Dynamika nadwyzki ubezpieczeniowej

Rozwazmy najprostszy model dynamiki nadwyzki ubezpieczeniowe;:

dU(t) =cdt —dS(¢), (1)
gdzie: U(t) — proces nadwyzki ubezpieczeniowe;j,
¢ — stale w czasie natgzenie naptywu sktadki ubezpieczeniowej,
t — czas,

S(f) — proces szkod.
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Poniewaz rownanie (1) jest stochastycznym réwnaniem rézniczkowym [Oksen-
dal 2003; Hanson 2007], nalezy do niego dotaczy¢ tzw. warunek poczatkowy: war-
to$¢ nadwyzki w chwili ¢ = 0 wynosi  U(0) = u. Proces szkdd S(7) najczesciej mode-
lowany jest ztozonym procesem Poissona:

S(1)=>.Xx06(t-T), )
i=1
gdzie: N(f) — zliczajacy proces Poissona (reprezentuje losowa liczbg szkod odno-
towanych do czasu 7),
T; — losowy moment wystapienia i-tej szkody,
X; — losowa warto$¢ i-tej szkody,
ldlax>0

) — funkcja schodkowa (funkcja Heavisidea) 6(x)=
o() cja schodkowa (funkcja Heavisidea) 0(x) {0dlax<0

(UWAGA: w ponizszej pracy wystepowac beda funkcje schodkowe o rdéznych nos-
nikach).

W najprostszym modelu dodatkowo zaklada si¢ niezalezno$¢ momentow wy-
stapienia szkody 7; oraz wartosci szkody X; oraz jednorodno$¢ w czasie procesu
Poissona.

Rysunek 1 przedstawia przyktadowa realizacje procesu nadwyzki ubezpiecze-
niowej U(?).

3-\ poczatkowa T

nadwyzka

moment
1 ruiny

Rys. 1. Przyktadowa realizacja procesu nadwyzki ubezpieczeniowej (c =1, u = 4)
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3. Zagadnienie ruiny

Ruing zwykle definiuje si¢ jako zdarzenie, w ktorym warto$¢ nadwyzki po raz pierw-
szy spadla ponizej wartosci zero. Wynika stad, ze zagadnienie ruiny nalezy do szer-
szej klasy zagadnien zwanych zagadnieniami pierwszego przej$cia lub pierwszego
wyjscia [Redner 2001; Schuss 1989].
Moment czasu, w ktorym nadwyzka spadta po raz pierwszy ponizej poziomu
zerowego, definiujemy (moment wystapienia ruiny):
T= te%gfw)(t.U(t) <0). 3)
Poniewaz proces nadwyzki jest procesem losowym, moment wystapienia ruiny
jest wielkoscia losowa (zmienna losowa, lecz nie jest procesem losowym). Tak zde-
finlowany moment wystapienia ruiny czgsto jest tzw. utomng zmienna losowa tzn.
P( T < +oo) <1. W celu usunigcia tej ,,wady” mozna zdefiniowa¢ moment wystapie-

nia ruiny nastgpujaco:
. te%gfw)(t :U(1)<0)

. 4)
+o0 V1 20:U(1)=0

Po zastosowaniu powyzszej procedury uzwarcenia zmienna 7 nalezy do (O,+oo].
Wtedy nadal moze by¢ P(T <+wx)<1, lecz P(T <+0)=1.

Prawdopodobienstwo wystapienia ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasu
(probability of the ultimate ruin) definiujemy:

w(u)=P(3r20:U(t)<0) (5)
lub
l//(u)=P(T<+OO). (6)

Zapis y/(u) podkresla zalezno$¢ prawdopodobienstwa ruiny od poczatkowej
nadwyzki ubezpieczeniowej (prawdopodobienstwo wystapienia ruiny definiuje si¢
jako prawdopodobienstwo warunkowe, gdzie warunkiem jest poczatkowa warto$¢
nadwyzki — w ponizszej pracy nie bedziemy stosowali tej notacji, gdyz przypadek
ujemnej wartosci nadwyzki jest trywialny, a zalezno$¢ od wartosci poczatkowej
oczywista).

Wielkoscia $cisle zwiazana z prawdopodobienstwem ruiny w nieskonczonym
horyzoncie czasu jest prawdopodobienstwo przetrwania (probability of the ultimate
survival) [Panjer, Willmot 1992]:

¢(u)=P(Vt20:U(t)20)=P(T =+). (7)
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Poniewaz sa tylko dwie mozliwosci: wystapienie ruiny badz jej brak, zachodzi
zwiazek:

(u)+y (1) =1. (8)
Analogicznie definiujemy prawdopodobienstwo ruiny w skonczonym czasie 7 :
w(u,t)=P(3s€(0,¢):U(s)<0)=P(T <t) 9)
oraz prawdopodobienstwa przetrwania w skoficzonym czasie ¢ :
#(u,t)=P(Vse(0,t):U(s)20)=P(T 1) (10)
(poniewaz zmienna losowa 7T jest dla skoficzonych wartosci czasu ciagla zmienna
losowa, mozna zapisa¢ ¢(u)= P(Vs e(0,1):U(s)= 0) =P(T>1)).

W pracy [Rolski i in. 1999] mozna znalez¢ wyprowadzone (korzystajac z techni-
ki warunkowania) rownania na prawdopodobienstwo przetrwania w nieskonczonym
horyzoncie czasu:

u

colu)= /1(/)(M)—ﬂj(/)(y —x)dF, (x) (11)

0

oraz w skonczonym horyzoncie czasu [Panjer, Willmot 1992]:

() = e (u,0) = 2p(,0) 4 2[ ¢~ x,1)dF (). (12)
ot Ou 0
gdzie: A =const >0 — intensywnos$¢ procesu Poissona,
F, ( x) — dystrybuanta wartos$ci pojedynczej szkody (nosnikiem

gestosci prawdopodobiefistwa (x) = diF Y (x) poje-
X
dynczej szkody jest x € (O,+oo)).

W pracy [Asmussen, Albrecher 2010] mozna znalez¢ analityczne rozwiazanie
réwnania (12) w przypadku wyktadniczego rozktadu warto$ci szkod.

Nalezy podkreslic, ze v (u,t) =1- ¢(u,t) jest dystrybuanta momentu
wystapienia ruiny ($cisle mowiac, nalezy dolaczy¢é skok P(T = +oo) =
= lim [1 —y(u, t)] =1-w(u)). Wida¢é stad, ze dystrybuanta warunkowa

t—>+o0

F,(t/T <+0)= P(T <t/T <+o0)dana jest wzorem:
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Fo(t/T < +0)= ACK) (13)
v (u)
(dystrybuanta warunkowa nie jest utomna).

Ponizej przedstawione zostanie alternatywne sformulowanie zagadnienia ruiny.
Analogiczna metodg zastosowano w przypadku procesow generowanych procesem
Wienera [Czernik 2010]. W podejsciu tym prawdopodobienstwo ruiny (oraz wielko-
$ci zwiazane z zagadnieniem ruiny) jest wielkoscia wtorng w stosunku do rozktadow
prawdopodobienstwa procesu nadwyzki o zmodyfikowanym rownaniu ewolucji:

dU =c(U)dt-dS (1), (14)
gdzie: c(U ) = c0, (U ) — przestrzennie niejednorodne natezenie naptywu
sktadki ¢ >0,

S’(t) — przestrzennie niejednorodny proces Poissona:

A(U)=46,(U)oraz 1 >0,

0dlaU <0 )
L (U)= — funkcja schodkowa.

1dlaU >0

Z powyzszego widaé, ze jezeli warto$¢ procesu nadwyzki spadnie ponizej zera,
proces jest zatrzymywany — skladki nie splywaja oraz nie pojawiaja si¢ szkody.
W pracy [Rolski i in. 1999] mozna znalez¢é podobna technike, wystepuja jednak za-
sadnicze rdznice. W zaproponowanej w powyzszej pracy technice dokonuje sig tzw.
killingu, tzn. proces jest przerzucany do sztucznego stanu (cemetery state) niepamigta-
jacego wartosci nadwyzki w chwili ruiny. Ponadto autorzy przeprowadzaja rozwaza-
nia (skadinad bardzo pomystowe) natury probabilistycznej, w ponizszej pracy wigk-
szo$¢ rozwazan przeprowadzanych bedzie na réwnaniach rézniczkowo-catkowych
w przestrzeni funkcji uogdlnionych (teoriomiarowe rozszerzenie dystrybucji Schwart-
za). Stad rozwazania powinny by¢ latwo przenoszone na inne zagadnienia, w ktorych
znane jest rownanie ewolucji gestosci prawdopodobienstwa wartos$ci procesu i nie jest
wymagana znajomos¢ zaawansowanych twierdzen analizy stochastycznej.

Zatdézmy, ze ewolucja zmodyfikowanego procesu nadwyzki dana jest wzorem
(14). Wtedy ewolucja gestosci prawdopodobienstwa wartosci nadwyzki p(U, ¢) opi-
sana jest prospektywnym rownaniem Kotmogorowa dane jest wyrazeniem [Hanson
20077

L pUa) == [e(U) p(Ua1) |- 2U) (V1) +
(15)

++_[.:/1(U+x)p(U+x,t)fX(x)dx

z warunkiem poczatkowym p(U,0)=5(U —u), gdzie:
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u > 0 — poczatkowa warto$¢ nadwyzki,
o (U - u) — delta Diraca (miara atomowa) z no$nikiem w punkcie .

Poniewaz ograniczamy si¢ do szkdd o wartosci dodatniej, rozktad szkody posia-
da no$nik ograniczony do zbioru liczb dodatnich. Stad réwnanie (15) mozna zapisa¢:

aﬁ p(U.1) ——[c ) (U] - A(U) p(U.1) +
400 (16)
+I AU +x)p(U +x,1) fy (x)dx
0
W celu otrzymania wielkoS$ci interesujacych z punktu widzenia teorii ruiny do-
konamy dekompozycji ggstosci prawdopodobienstwa p(U, ) (zaprezentowana tu

dekompozycja stanowi uogolnienie dekompozycji zastosowanej w [Czernik, Luczka
2000]):

p(U.t)=p_(U.)0_(U)+ p,(U.1)6,(U)+a(t)s(U-U" (1)), (7

gdzie: 1dlaU <0  — funkcja schodkowa o no$niku na zbiorze liczb
0-(U)=\gquzo  wemnych,

U*(t) — nosnik atomowej sktadowej gestosci p(U, 1) taki,
e U (0) =u (prawdopodobienstwo, ze w skon-
czonym czasie nie pojawi si¢ szkoda, jest wigk-
sze od zera).
Podstawiajac (17) do rownania (16), otrzymamy iloczyny:

c(U)p(U.t)=cp,(U.1)6,(U) +ca(t)6,(U" (1))s(U-U (1)), (18)
AU) p(U,1) = Ap, (U.1)6,(U)+ 2a(1)6,(U" (1)) 5(U~U" (1), (19)

po(U:
AU +x)p(U+x,t)=2Ap, (U +x,1)6, (U +x)+

waa(0)0,(U° (1)5(U+x-U" (1)) 20

W powyzszych iloczynach pojawity iloczyny funkcji nieciagtych oraz delty
Diraca. Klasyczna teoria dystrybucji Schwartza nie dopuszcza istnienia takich ilo-
czynow. Jednak, zaktadajac, ze wchodzace w sktad iloczynu funkcje sa funkcjami
o lokalnie ograniczonym wahaniu [Wyderka 1994], mozna udowodnié, ze iloczyny
(18), (19) 1 (20) sa wykonalne/istnieja.
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Ponadto obliczajac pochodnag iloczynu (18), otrzymamy:

%[C(U)P(U,t)] =cb, (U)%Po (U’t) +ap, (0,t)5(U) +
rea(1)0, (U (1)) 22 6(U U ().

Ponadto catka J./i(U + x) p(U +x, t) Y (x)dx przyjmie postaé:
0

+o0

tfﬁ(U—kx)p(U—kx,t)fX(x)dx:/i [ po(U )y (x)de+

max(O,—U)
+2a()6,(U" (1))6, (U (1)U ) £ (U (1) -U)
lub

+00

t(ijoxi(U+x)p(U+x,t)fX(x)dx=/100(U)jpO(U+x,t)fX(x)dx+

+20.(U) [ po(U +x.) i () +
+2a(1)6,(U"(1))0, (U (1)U ) £ (U (1) V).
Konieczne jest rowniez obliczenie pochodnej % p(U , t):
p(U.t)=p_(U,t)0_(U)+ p,(U.1)6,(U)+
+a(1)5(U-U" (1)) +a(t)3(U -U"(1)).

gdzie kropka nad symbolem oznacza pochodna ze wzglgdu na czas ¢.
0

21

(22)

(23)

24

Korzystajac z faktu, iz S(U—U*(t)):—U* (1)55(U—U*(t)),wyra26nie

(24) moze by¢ zapisane w postaci:
p(U.0) = p (U.0)0.(U)+ o (U.£)6,(U) +

+d(t)§(U—U"(t))—a(t)U"(t)%&(U—U*(t)).

(25)
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Podstawiajac obliczone wyrazenia do rownania (16), otrzymamy:

p (U0 (U)+ p,(U.1)6,(U) +

+(1)3(U U (1))~ a))U" (1) =6 (U -U" (1) =

=l (V)= py (U.1) e, (00)8(U) -ca(1)6, (U (1)) 5(U U (1) -

(26)
=2y (U,)6,(U) = 2er(1)6, (U" (1)) 5(U - U (1)) +

£20,(U) [ po(U+ 1) fy (x)ds+20.(U) [ po(U+x,0) £y () +
+2a(1)6,(U" (1))6, (U (1)-U) £, (U (1) - V).

Poniewaz rownanie (26) ma posta¢ g(x)+» > ,Bl.j,é(i) (x —xj) =0, mozemy
i=0 j=I
skorzysta¢ z twierdzenia [Kecs, Teodorescu 1974], ktore mowi, ze jezeli g(x) jest
lokalnie catkowalna, to powyzsze rdwnanie jest rownowazne uktadowi:

{ﬂ.. =0 o ' ' @7)

i=0,.,nmj=1..,m

Grupujac wyrazenia w (26), otrzymamy nastgpujacy uktad warunkow:

a(1)| U (t)=c6,(U" (1)) ] =0, (28)
2,(0,¢)=0, (29)
a(t)=-2a(t)6,(U" (1)), (30)

i 0
Do (U,t) =—c£p0 (U,t)—/lp0 (U,l)+
+/1Tp0 (U+x,t)fX (x)dx+ (31

+2a(1)6,(U"(1))0, (U (1)U ) £ (U (1) -U),
dla U =20, oraz

b (U= py(U+x,0) fy (x)dx+

+2a(1)6,(U" (1))0, (U (1)U ) £ (U (1) V),

(32)

dlaU <0.
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Korzystajac z warunku poczatkowego p(U,0)=6(U —u) oraz U “(0)=u,
stwierdzamy, ze a(O) =1 (z (30) wynika rowniez, ze a(t) > (). Ponadto mozna
latwo wykaza¢ (korzystajac z (28) oraz a(t) >0)),ze U *(t) =ct+u. Wynik ten

byt przewidywalny, gdyz z dodatnim prawdopodobienstwem w skonczonym hory-
zoncie czasu nie pojawi sie ani jedna szkoda, a poniewaz naptywaja sktadki, nosnik

delty Diraca przemieszcza si¢ zgodnie ze wzorem U” (t) =ct+u.
Warunek p, (O,I) =0 moze si¢ wydawa¢ dziwny, gdyz z dodatnim prawdopo-

dobienstwem na skutek pojawiajacych si¢ szkod wartos¢ nadwyzki moze zmale¢ do
zera. Jednakze, na skutek ciagtego naptywu sktadki, warto$¢ nadwyzki bedzie odda-
lata si¢ od zera.

Z warunku (30) wynika takze:

P(U=U"(t))=P(N(t)=0)=a(t)=€". (33)

Rezultat ten jest oczywisty, poniewaz e jest prawdopodobienstwem, ze do
czasu ! nie pojawila si¢ zadna szkoda (amplituda miary atomowej skoncentrowane;j

w punkcie U*(t)z ct+u.
Korzystajac z powyzszych rezultatow, mozemy roéwnania (31) i (32) zapisaé
W postaci:

) 0
P (U,t) =—c£p0 (U,t)—/Ipo (U,t)+

+/1]P0(U+x,t)fX (x)dx+/1€"”00 (ct+u—U)fX (ct+u—U),
0
dla U >0, oraz
p- (U,f)=/1] po(U+x,0) fy (x)dx+Ae™ fy (ct+u—-U), (35)
-U

dlaU <0.
Z warunku poczatkowego p(U ,0) = 5(U - u) oraz faktu, iz funkcje p, (U ,t)

ip_ (U R t) sa funkcjami o lokalnie ograniczonym wahaniu, wynika, Ze:

Py (U,0)=p (U,0)=0. (36)

Catkujac rownanie (34) w granicach od U"(¢)=ct+u do +o0,otrzymamy (ko-

rzystajac z tozsamosci:
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h(t) h(t
% j £ (o, 2)dx I

g(0) gle

ng (.0 )dx+ £(h(e)0)a(e)— £(g(0)0)g(e)):

400 +0

4 I Py (U,1)dU =-24 f P, (U,1)dU +
dt 3, o o
+/1J. IpO(U+x,t)dU fy (x)dx
0 Lo
i dalej znajdujemy
d +0
o '[ P, (U,1)dU <0. (38)

Wynika stad, ze [ p,(U,t)dU =0, czylip,(U,t)=0dla U>U"(t)=ct+u.
U(r)
Noénikiem funkcji p,(U,¢) w chwili ¢ jest przedziat [O,U * (t)).Wniosek ten jest
réwniez oczywisty, gdyz zatozyliSmy, ze szkody sa zmiennymi losowymi o warto-
sciach dodatnich.
Rodzi sig pytanie: jaka jest interpretacja ggstosci p,, (U , t) oraz p._ (U ,t).
Wielkos¢ p,(U,¢)dU jest prawdopodobienstwem, ze U € (U,U +dU) i nie

doszto jeszcze do ruiny (nalezy pamigtac, ze nos$nikiem jest przedziat [O,U *(t)) )
i pojawita si¢ co najmniej jedna szkoda:

po(U.t)dU =P(U €dU,T >1,N(t)21). (39)

U()
Wynika  stad, ze  P(T>N(6)21)= [ p,(U.0)dU  oraz, 7
0
Ut(r)
J. P, (U,t)dU +a(t) jest prawdopodobienstwem, ze w horyzoncie czasu ¢ nie
0
dojdzie do ruiny (prawdopodobienstwo przetrwania), czyli:

o)
pwt)= [ py(U.t)dU+a(t). (40)
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Korzystajac z faktu, ze wielkos¢ P(UedU,T>t) dana jest wzorem
[po (U,t)+a(t)5(U—U*(t))]dU, mozemy zapisac:

po(U.t)+a(t)s(U-U" (1))
¢(u,t)
Wielko$¢ p_ (U ,t)dU jest prawdopodobiefistwem, ze U €(U,U +dU) i do-
szto do ruiny, czyli (pamicgtajac, ze U < 0):
p_(U,t)dU =P(U €dU,T <t). (42)

P(UedU/T>t)= du. (41)

0

Jasne jest rowniez, ze I p_ (U ,t)dU jest prawdopodobienstwem, ze w hory-
zoncie czasu ! dojdzie do ruiny (prawdopodobiefistwo ruiny l//(u,t)). Catkujac
réwnanie (35) od minus nieskonczonosci do zera, mozemy wywnioskowac, iz
(utomna) gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej 7' dana jest wzorem:

U

P(Tedt):{/l | po(x,t)[l—FX(x)}dx+/1e’“[1—FX(U*(1))J}dt. (43)

Ponadto z (41) oraz (35) wynika, ze:

0

J [P (U.t)=p (U.)]aU

P(T /T >t)=== 44
(Te(tt,)/T>1) ) (44)
Poniewaz zachodzi (34), (35) oraz:
U() 0
[ p(U.)dU +a(t)+ [ p (U,t)dU =1 (45)
0 —o0

wiele ze zwiazkéw wyrazonych za pomoca p, (U ,t) mozna wyrazi¢ alternatywnie
za pomoca p_ (U , t) i vice versa.

Z uwagi na ograniczona obj¢tos¢ pracy nie przedstawiono wielu innych charakte-
rystyk i ich zaleznosci od ggstosci p, (U ,t) ip. (U ,t) (np. deficyt w momencie
ruiny, warunkowy deficyt w momencie ruiny).
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4. Podsumowanie

Zaprezentowane podejscie (modyfikacja stochastycznego rownania rézniczkowego)
do zagadnienia ruiny stanowi ciekawa alternatywe dla klasycznych probabilistycz-
nych sformulowan. Znajac rozwiazanie analityczne/numeryczne rownan (34) i (35),
pozostale wielkosci charakteryzujace ewolucje nadwyzki mozna juz tatwo obliczyc¢.
Przedstawione rozwazania mozna uogolni¢ na bardziej realistyczna dynamike nad-
wyzki: przestrzennie niejednorodne natgzenie naptywu sktadki, uwzglednienie re-
asekuracji, ryzyka zalezne itp.. Ponadto zaproponowana metoda pozwala na odsepa-
rowanie prawdopodobienstwa poniesienia straty, ktorej bezposrednia przyczyna byto
ryzyko inwestycyjne badz szkoda natury ubezpieczeniowe;.
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AN ALTERNATIVE FORMULATION OF RUIN PROBLEM

Summary: All kinds of human activity is accompanied by the risk, but the insurance busi-
ness stands out from the rest of the fact that its subject is a risk itself. The paper presents an
alternative formulation of the ruin problem. This approach does not require an advanced sto-
chastic analysis, but the intensive use of the theory of generalized functions.

Keywords: ruin theory, Poisson process, generalized functions.



